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 مقدمــــــــــة

 

 

 .نظري بسيط  رياضي وهو نموذج,  7091سنة  أول مرة  " Le modèle d'Ehrenfest"  نفيستياقترح نموذج إهر 

 (.1333سبتمبر  25و توفي في  1884يناير  18ولد في فينا في ") Ehrenfest Paul "نفيستيالفيزيائي النمساوي بول إهرمن طرف  

 .    "Tatiana Alekseïevna"تاتيانا الكسيفنا  الروسية  الرياضيات المختصة في و بمساعدة زوجته 

 .وكذا التبادل الحراري بين وسطين مختلفين,  شرح ظاهرة تسرب الغاز من خلال غشاء مسامي و عمل هذا النموذج على تبسيط - 

 .1347قبل تاريخ  و يرفع عدد كبير من التناقضات , ةالحراري الديناميكاالظواهر أفضل من  ذهحيث أن هذا النموذج يسمح بشرح ه - 

 .يتمثل هذا التناقض في طبيعة عودة أو عدم عودة الجزيئات المتسربة  

  .يوضح كل ذالك باستعمال لقوانين الاحتمالات  - 

 ,جزيئات Nفي خلال مرور الوقت كيفية توزيع وانتقال  يصف مجهرينانفيست هو وضع نموذج يالهدف من نموذج إهر 

 .مساميداخل حاوية مقسومة إلى جزئيين مفصولين بغشاء  

 

 

 
 نفيستينموذج إهر درسهميدان الذي يالشرح عموما ي   :  (7)الشكل 

    T=0الابتدائيةالحالة    =T                                                                                          في اللحظة الحالة
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 .المتعلقة بسلاسل مركوف ونموذج إهرينفيست باحث لكل الأساسية البيانات في تشابهاً هناك أن نستنتج ، البحث مفاتيح باستخدام           

 . دراستها تمت التي العناوينمن خلال و           

 .بطريقة نظرية مركوف سلاسل درس موشيه رايموند :المؤلف           

 .ة الخاص هتطريقب واحد كل النموذج تعريفتم  موشيه ريموند و روبي أوفي :والمؤلفان           
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 ____________          الفصل الثاني            __________

 الجــــــزء النظـــــــري

 :" chaîne de Markov "سلاسل مركوف -/7       

 " :Processus de Markov "العملية العشوائية لمركوف/7-7       

 : 7 تعريف       

 . فضاء احتمالي (Ω,A,P)ليكن            

 . Iهو عبارة عن مجموعة من القيم القابلة للقياس على   X عشوائي متغير أن نذكر           

 .    X : Ω→ I:  نعبر عنه بواسطة الدالة           

   λ = (   , i ∈ I) .................... (.7-7 ) مع,  P(X = i) =   نضع             

 ( 1-7.) .......... 1   ∋           =  ∋    :  تحقق Iهو قابل للقياس في المجموعة         وعليه المجموع            

 . Xتوزيع المتغير العشوائي   λومنه يسمى            

 .  هي عائلة من المتغيرات العشوائية {t ∈ T,    } :العملية العشوائية            

    . tعن المجموعة التي ينتمي إليها زمن الرصد   Tوتعبر ,  tهو الشئ الملاحظ أو المرصود عمليا عند الزمن    حيث           

 :تعريف سلال مركوف/ 7-1 

 -: 1تعريف        

 .أو قابل للعد فضاء منتهي     ليكن              

∋       ولتكن               .  عبارة من ممتالية المتغيرات العشوائية قيمها في    

 : إذا كان ,    ∋                 : هي عبارة عن سلسلة مركوف من أجل كل    نقول أن              

…  
         

                   
     

         
     

  (7-1) 

 الحاضر            المستقبل                            الحاضر                                 الماضي              المستقبل                                            

 :ويمكن كتابة عبارة سلسلة مركوف أيضا كتالي               

ℒ  
         

                   
   ℒ  
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 سلاسل مركوف/  7.1                                                                                     الفصل الثاني                                                        

     

 -: 7ملاحظة    

 لا يعتمد حسابات المستقبل على حسابات الماضي:بحيث(  Martingale)  التضعيفاتمفهوم عمليات مركوف هو نفسه مفهوم             

 ".sans mémoire" ، لهذا نطلق على نموذج سلاسل مركوف هي سلاسل عشوائية بدون ذاكرة  على الحاضر فقطبل             

       في الماضي    يكون محصور في نطاق محدد لا تعتمد على القيم السابقة لـ    بحيث أن احتمال العملية العشوائية             

 .أي أن حسابات المستقبل لا تتأثر إلا بالحاضر, بمعرفة الماضيولا تتغير قيمة الاحتمال             

      

 ":Matrice de transition "مصفوفة الانتقال/ 7-1  

         -: 1تعريف 

∋    مهما تكن         : هو الاحتمال الآتي    إلى الحالة    للانتقال من الحالة  احتمال الانتقال      نسمي      

         
      

       (............7-1 ) 

  -: 1تعريف   

            مصفوفة في   لتكن                   

 . {             } = قيمها في الفضاء  (.……,         )مصفوفة الانتقال لسلاسل مركوف                  

 : هي كتالي                 

           

      
      

         

      
      

      

           

  (...........7-5 ) 

    

 -: 7نظرية  

 :تحقق مايلي   " matrice stochastique "هي مصفوفة عشوائية   مصفوفة الانتقال             

             (i  )          مهما يكنi ,j ∈    . 

             (ii )      ∈   = 1  من أجل كلi ∈   .                         .......................... (.7-1 ) 
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 سلاسل مركوف/  7.1                            الفصل الثاني                                                                                                                 

 -:البرهان         

 . أنها مصفوفة عشوائية   نبرهن أن المصفوفة الانتقال               

               (i  ) لدينا من أجل كلi ,j ∈     فأن :      = P(    = j|   = i)     

 .لأن الاحتمال قيمة موجبة أو معدومة                

               (ii  ) و لدينا من أجل كلi ,j ∈    مايلي: 

       باستعمال خواص الاحتمال الشرطي            
      

    
 :مايلي          و              : بوضع  نجد 

                ∈                       ∈  =  
                

          ∈   = 
                    ∈  

         
        

  , Sمنفصل عن المجموعة هو  {   ∋ j        }: كذلك نلاحظ أن               

      :وعليه                 ∋                              

     ∈   
                    ∈  

         
 

                    ∈  

                    ∈  
   :لدينا                   

     ∋       :أي                              

        

 ":CMH " chaîne de Markov homogèneتجانسة متوزيع سلاسل مركوف ال/ 7-1     

 -: 5 تعريف        

 :أنها متجانسة أذا كان     ∋      لمركوف نقول أن السلسلة             

P(    = j|   = i) = P(  = j|   = i)               مهما يكنn ∈     و  i , j ∈ S .................... (.7-1 ) 

  |S|×|S| هي مصفوفة احتمالات انتقال في  (   ) =  حيث أن مصفوفة الانتقال              

 . P(    = j|   = i) =    فإن  i ,j ∈ Sأي من أجل كل              

 :"Distribution stationnaire "التوزيع المستقر/  7-5       

 -: 1تعريف             

 . {             } = سلسلة مركوف قيمه في الفضاء  (.... ,     ) ليكن                



 : توزيع مستقر بواسطة سلاسل مركوف إذا كان (   ,... ,  ) =  يكون الشعاع  و                

                (i )        مع            من أجل كل       
 و    

                (ii )        يحقق            
 
 ( 8-7.) ..............                      من أجل كل     
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 سلاسل مركوف/  7.1                            الفصل الثاني                                                                                                                 

        

 " Classes irréductibles "وضعية الغير قابلة للاختزال ال / 7-1      

 : 1 تعريف        

  في الفضاء  غير قابلة للاختزاللمتغيرات العشوائية ل         السلسة تكون              

 :إذا كان                          

   ∈         حيث     
      

    
         (..........7-0 ) 

 .أي كل واحد منهما يمكن الوصول للآخر من جهة أخرى  متواصلان  و    كما يمكن القول أن كلا من الحالتين               

     :ونكتب                 

 -: 1نظرية         

 .  سلسلة مركوف متجانسة في فضاء محدود   ∋     لتكن               

 .هي مصفوفة انتقال السلسلة و التي تعرف توزيع مستقر واحد على الأقل   و               

 : يحقق πإذا كانت السلسلة غير قابلة للاختزال فإنه يوجد توزيع مستقر وحيدا               

∋ مهما يكن                                             

    و                                     
 

  
    ...................... (.7-79 ) 

 .      والذي يساوي مقلوبi  متوسط وقت التكرار المتعلق بالحـالة      حيث               

      

 -:البرهان       

   .    نقوم بتثبيت في حالة             

 . kلـ  نبين زيارتين متتاليتي iالعدد لزيارات السلسلة في حالة       لتكن              

        : وعليه نكتب               
  

       



                  
 
: حيث                  

  . kهو أول وقت للعودة حالة :    مع               
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 سلاسل مركوف/  7.1                                                                                                                                 الفصل الثاني            

 

 

 .        و  1 =  : يمكن ملاحظة أن            

 :ولدينا أيضا             

         
         

       
                 

             : ثم نضع              
     

          :  نجد أن  

 :  وعليه               

                                       

 .       من أجل كل       هو عبارة عن مجموع عبارات الشعاع      نستنتج أن متوسط زمن التكرار              

 

      

 :سلاسل مركوف المستقلة/  7-1      

        

 -: 1نظرية             

  . تتبع نفس قانون الاحتماليو  متتالية المتغيرات العشوائية مستقلة (n > 0 ,   ): لتكن                

 عندها نحصل على سلسلة مركوف خاصة جدا                

          P(                       )= P(                               

                                                                    = P(      ···P(          )·P(     ) > 0  

 :وأيضا                

P(       /                         )= P(         ..... (.7-0 ) 

 

 

 



 

_____________________________________ 

Ophélie Rouby.- Étude du modèle d'Ehrenfest ,  page 18- Rapport de stage, 31 août 2010. 
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 سلاسل مركوف/  7.1                                                            الفصل الثاني                                                                                 

    

 -:البرهان 

P(       /                         )=
                                     

                             
                 

                                                       = 
                                      

                            
       

                                      = P(                

 (                         /       )P(         P =  : أي         

     حيث  k من أجل كل عدد طبيعي  : لاحظ مايلي         

 (                         /       )P(         P = : لدينا         

 :باستعمال الخاصية التراجعية نجد مايلي         

                   = P(       P(     /                 ) 

                  = P(       P(     /           ) 

 (     /     )P(       P = : ومنه نستنتج أن          

         

 -: 8تعريف        

 احتمالات الانتقالهي مصفوفة                         : أن مصفوفة الانتقال          

  =           : حيث أن 
      

     -                    ∋ m ,nو     ∋ i ,jمن أجل كل        

      

 -: 1ملاحظة        

               (i )  مصفوفة الانتقال هي مصفوف عشوائية. 

              ( ii )  يمكن كتابة           . 

              (iii )  عن ( مستقل ) هو غير مرتبط           الاحتمالm . 



  

 

79 

 سلاسل مركوف/  7.1                            الفصل الثاني                                                                                                                 

 

 " :Chapman-Kolmogorov "كولموغوروف  -معادلات تشابمان/  7-8       

 -: 1نظرية             

 :لدينا     ∋ m ,n ,rو      ∋ i ,jمن أجل كل                      

                                           ∈  ........ (.7-77 ) 

 : وعليه نحصل على المساواة الآتية                      

                                                             

 .هي مصفوفة الانتقال  حيث أن ,              :   و أيضا                      

  

 -:البرهان           

 .    ∋ m ,n ,rو      ∋ i ,jمن أجل كل                  

 :بالرجوع إلى تعار يف التي تخص معاملات مصفوفة الانتقال                 

                
        

          
               

      

 ∈ 

 

     : نستخدم العلاقة الآتية                
 "الاحتمال الشرطي خواص"                     

           و                و                : ضع ن                

                 
        

               
      

:نجد مايلي            ∋         

                                               =   
        

         ∈   
      

       

                                               =   
      

       ∈   
        

              

                            =                             ∈  

                                 : وعليه            
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 سلاسل مركوف/  7.1                            الفصل الثاني                                                                                                                 

      

 :عكس سلاسل مركوف/  7-0  

 .عناصرها غير معدومة و معلومة,سلسلة مركوف غير قابلة للاختزال {n ≤ N ≥0 ,   }: نفرض أن                    

 . nمن أجل كل    هو دالة توزيع المستقرة لـ  πو أيضا الشعاع                   

 :كتالي ماركوف عكسية سلسلةالمتغير العشوائي الذي يعبر عن      نعرف                   

   =      , 0≤ n ≤ N ............... (7-71 )                  

 -: 5نظرية         

 : تحقق العلاقة               المتتالية سلسلة مركوف        و      ∋ i ,j: إذا كان               

   
      

       
  

  
     .......... (.7-71 ) 

 -:البرهان         

 . n ∈[0;N]و      ∋ i ,j: من أجل كل               

 ومنه                      =           ومنه         =       : لدينا        : نضع            

  
      

         
        

          

  : نحصل على العلاقة             
      

         
      

        

             : ثم نستخدم الخاصية             
    

    
 :وذلك بوضع "الخاصة بالاحتمال الشرطي"  

             و                                 

 :نحصل على النتيجة الآتية ف             

  
      

      =   
    

        
         

       
     

  

  
 

 

______________________________________________________ 



-Pierre Brémaud- Initiation aux Probabilités et aux chaînes de Markov( page 229).                                                 
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 سلاسل مركوف/  7.1                                                                                                       الفصل الثاني                                      

 

 -: 1نظرية        

 .  هي مصفوفة الانتقال لسلسة العكسية   : لتكن                

 ( 71-7.) ..................          ,              : يحقق  πو نفرض أنه يوجد شعاع التوزيع                

 . Xهو توزيع مستقر لـ   πو عليه                

 .تكون متوازنة Xة لوأيضا عكسية السلس               

 

 -:البرهان        

 :وعليه نجد 1نظرية يحقق شروط  πنفرض أن التوزيع           

               

      

 

              )   مع                                                                   

                                                                                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



______________________________________________________ 

-Pierre Brémaud- Initiation aux Probabilités et aux chaînes de Markov( page 230). 

13 

 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                      الفصل الثاني                                                                   

 

 ": Le modèle d'Ehrenfest "نفيستينموذج إهر/  1       

 -:نفيستيتجربة إهر/  7.1            

 .نفيست العشوائية من صندوقين اقتراعيتتكون تجربة إهر                   

 .فارغ Bو الصندوق  , Nإلى  1كرة مرقمة من  Nفيه  Aصندوق                    

 .ثم العكس Bنحو الصندوق و وضعها  Aكرة من الصندوق    iلـ   تعمل هذه التجربة بالسحب العشوائي                    

 .بة ص الوقت الكافي لتكرار تجريمع تخص                   

 . في لحظة معينة Aدة داخل الصندوق ونهتم بعدد الكرات الموج                   

 .يحوي على جميع الكرات Aمن المفترض أن في بداية التجربة الصندوق                    

 
 تنفيسييوضح أكثر تجرب إهر -( : 1) الشكل 

 

                             A الصندوق             Bالصندوق                                              A الصندوق          B الصندوق 

 

 
                                           T = 0 :في اللحظة                                                         T : في اللحظة  

( 1) الشكل   

 

……… 

……... 

……… 

……… 

 
…… 

 … 

. … 

…  .. 

… 

.. 

.. 

….. 

    

 

 -:أول اتصال/  1-1    

 .مفصولين بغشاء مسامي يسمح بمرور الجزئيات من صندوق إلى آخر Bو   Aنحن نعتبر الصندوقين              

 :، وعليه أثناء تحرك جزئيات بمرور الوقت نتبع الإجراءات الآتية    ∋ Nيحوي كل الجزئيات  Aفي الأصل نعتبر الصندوق              

 .في كل لحظة يمكن نقل جزيئات من صندوق نحو صندوق الذي لا يحتوي عليها                   
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 نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

تمثيل تجربة إهرينفيست مع حساب احتمال الاقتراع(:  1) الشكل   

 

 

              A الصندوق                        B الصندوق 
  المرحلة
T=0 

 
 

 

 

كرة                                     N                             كرة 0  

                                                                                 
 

 
 

 
 
T=1 

 

 

كرة                                  N-1                             7 كرة                                                                 

                  
       

 
   

   

 
                                         

 

 
 

 
 
T=i 

 

 

 

كرة                               N-i                                  كرة i   

                
   

 
   

 

 
                                      

   

 
    

                                                      .  
. 
 
 
 
    

                   
 

 
                                                                 

 
 
 
 
T=N 

                                                                                        
كرة                                   كرة                                   0 N  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 -( : 1) الشكل 

يوضح خطوات تجربة إهرينفيست   
بالتفصيل مع كيفية حساب احتمال سحب 

 .في كل حالة  الكرات

 
 
 

 -:السهم الأحمر  
يمثل سحب عشوائي للكرة من الصندوق  

A      نحو الصندوقB . 
  
 
 

 -:السهم الأزرق
 Bيمثل سحب عشوائي للكرة من الصندوق 

 . Aنحو الصندوق    
 
 
 

 -:الاحتمال يساوي

   
   

   
       : حيث  

من    هو عدد الحالات الملائمة:    و
 .لكل حالة السحب
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                   الفصل الثاني                                       

 

 :إهرينفيست لنموذج دراسة احتمالية/  1-1       

 -:عملية عشوائية لمركوف/  1-1-7           

 . Aالصندوق  في الحالات المختلفة يشمل الذي {N,...,0,1,2,3}= نعتبر الفضاء                          

 (كرة  4)  إلى غاية أن لا تحوي أي كرة Nيمكن أن يحوي كل الكرات  Aدوق نفي الواقع أن الص                         

 ,  قيمها تكون في الفضاء  ( عملية عشوائية ) تعبر عن عائلة من المتغيرات العشوائية    ∋     : و عليه نضع                         

 . Aلحظة عن عدد الكرات الموجدة داخل الصندوق الذي يعرف في كل                          

  -: 7فرضية        

 :مصفوفة الانتقال الآتيةتعبر عن سلسلة مركوف ومنه يمكن أن تحصل على         إن العملية العشوائية  -1             

   

 

 
 

   
                  

           

                          

                  
           

        

 
 

 ....... (.1-7 ) 

∋    من أجل كل   (      ) =   :أو بعبارة آخري يمكن كتابة هذه المصفوفة بشكل                 

 :الاحتمالات الأسيسة لهذا النموذج وهي قانون فنحصل على عبارة             

       

 

 
                         

  
 

 
                

 .................( 1-1 ) 

 . Aو الذي يوضح احتمال مرور الكرات من و إلى الصندوق (  1) الشكل وعليه يمكن توضيح سلسلة مركوف في             

 

 نفيستيتمثيل سلسلة مركوف الخاصة بنموذج إهر(:  1) الشكل 

                    
             

     
                      (N-i+1)⁄N                                          

0             1             2              3         . . .i-1            i              i+1           …N-1           N 

                                                                                            
                               



 .وعليه يمكن التعرف على خصائص سلسلة مركوف الموالية في هذا النموذج                 
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                   الفصل الثاني                                       

 

 -: 1الفرضية         

 .غير قابلة للاختزال الخاصة بنموذج إهرينفيست         السلسة                    

 -:البرهان        

 :إهرينفيست غير قابلة للاختزال نتحقق من صحة مايلي          لبرهان أن نموذج السلسلة                  

∋      من أجل كل                     .موجب     فإن احتمال    

 :أي نبرهن أنه                 

  ∈         
                                         

 :مايلي (  2-2) لدينا من العلاقة                 

             

   

 
                 

 

 
                      

                                

           

 :نجد مايلي      نفرض أن             

 :الحالة الأولى          

                               
                                             

                                        
   

 
  

     

 
  

     

 
      

       

 
                                                                       

                                        
           

   

  
     …….(*)                                                                                     

 :الحالة الثانية         

                              
                                             

                                       
 

 
  

   

 
  

   

 
      

     

 
                                                                                    

                                       
         

   

  
     …….(**)                                                                                        

 :نستنتج أن )**( و )*( من                     

    
      



 .هرينفيست غير قابلة للاختزال لإ         نموذج السلسلة : ومنه                  
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                  الفصل الثاني                                       

 -: 1الفرضية         

    "la loi binomiale "التوزيع المستقر للسلسلة مركوف الخاص بنموذج إهرينفيست يتبع قانون احتمالي ثنائي الحد           
 

 
   

 .وهي سلسلة قابلة للانعكاس            

 

 -:البرهان         

 -:الطريقة الأولى *           

 : المستقر لسلسلة مركوف الخاصة بنموذج إهرونفيست هي من الشكل  نبرهن أن التوزيع                

         
  

 

 
 

 

 
 

 
 

   

 
 

    
                               ............(1-1)   

              (i  ) فإن       : لدينا مهما يكن  :    

   
 

     
                                                                

              (ii   ) نحسب المجموع الآتي: 

          
 

    
 

    
 

  
   

 
    

 

       

   
 

       
                  

  :  مع العلم أن      

 احتمالتعبر عن قانون   نلاحظ أن الدالة (  ii) و (  i) من               

              (iii  ) يتبع قانون احتمالي ثنائي الحد   : نفرض أن" la loi binomiale  "    
 

 
   

 .         مهما يكن                  :ونبرهن على أنه توزيع مستقر، أي نبرهن الخاصية الآتية              

 :حيث     عبارة الاحتمال (  5) نظرية نحن نعلم من               
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                  الفصل الثاني                                       

 : وعليه يمكن حساب الجداء الآتي            

       
 

    
 

     

 
 

 
 

    
 

   
 

 
             

 

    
 

 
 

 
                     

                                           

 …….(2-4) 

                            :أي               

        :ومنه 

 
 
 

 
 

 

    
   

   
   

 
  

 

    
   

 
     

 
              

 

    
   

 
   

 
                                                      

                                                                          

  

      

 :لدينا                

  
   

   
  

      
      و                             

   
   

    

    
 

 :بالتعويض نجد            

           

 
 

 
 

    
 

   
 

 
             

 

    
 

 
 

 
                     

                                           

                            

    

        

      "la loi binomiale "يتبع قانون احتمالي ثنائي الحد   التوزيع : للبرهان أن  - : طريقة ثانية*    
 

 
   

 :أي نبرهن المساواة الآتية                    

        
    

 

 
 

 

 
 

 
 

   

   
  

 

 
 

 

 
 

 
 

   

  
 

    
        

                       : لنفرض أن                    

 :يحقق مايلي تنفيسيرمستقر بالنسبة لاحتمال نموذج إه يكون   نعلم أنه من أجل التوزيع                     

 (7-1) وفق العلاقة" النموذج لهذاهي مصفوفة الانتقال الاحتمالي   مع        
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                  الفصل الثاني                                       

 : نقوم بالحسابات الآتية           

 

                    =                    

 

 
 

   
               

           

                   

                
         

        

 
 

         

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
    

 

 
                                                

      
 

 
                                        

   
   

 
   

 

 
                            

 

   
       

 
     

   

 
    

 

   
 

 
    

  

 
 
 
 
 

 
 
 
 

                                                                  

   
 

 
        

      

 
     

    

   
 

 
    

   

 
      

                      

 
 
 

   
                   

         
     

   

  

 

      : أيضا و لأنه قانون احتمال           : نعلم أن          
 

 :أي أن        

     :  لدينا          
     

            : ومنه                
      

     :أي            

      

 : بالتعويض نحصل على                         

     
  

 

 
 

 

                                                               

 :وعليه نستنج          

    "  la loi binomiale "يتبع قانون احتمالي ثنائي الحد   التوزيع            
 

 
    

 :  أو نكتب                                
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                  الفصل الثاني                                       

 

 -":Temps de récurrence "وقت التكرار  /1-1-1        

 -: 1الفرضية             

انطلاقا من الحالة , متوسط زمن أول عودة للحالة الأولى                  
 

 
+ k    مع − 

 

 
≤ k ≤ 

 

 
 :هو Aللعودة لصندوق   

   

 
  

   
 
 

 
     

 

 
    

    
 ........ (1-5 ) 

 

 -:البرهان           

 :الخاصة بسلاسل مركوف (  1) نظرية وفق                

 .    متوسط وقت التكرار من أجل كل     يكتب بدلالة ,  πنعلم أن السلسلة الغير قابلة للاختزال تقبل توزيع مستقر و وحيد                

    
 

  
    

 

  
      مع                                 

 

    
        

  
  

          

  
 

نجد أن       i= 
 

 
:نضع                                               

  

 
  

 
   

 

 
     

 

 
    

  
  

 :" Smoluchovski " فسكي ملاحظة سمولوتشو         

بالنسبة لمتوسط وقت التكرار تخص العدد  كانت ملاحظة سمولوتشو فسكي                       
 

 
    . 

 . كبيرا كلما كان متوسط وقت التكرار أكبر و العكس صحيح    بحث أنه كلما كان العدد                     

 على سبيل المثال                     

: في حالة  -                    
 

 
 . سنة      نجد متوسط وقت التكرار حوالي             و        

: في حالة  -                  
 

 
  . ثانية     نجد متوسط وقت التكرار حوالي        و        

 

 

 



 

Auteur :Ophélie Rouby. Ophélie Rouby.- Étude du modèle d'Ehrenfest ,  page 49- Rapport de stage, 31 août 2010. 
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 ستينفينموذج إهر/ 1.1                                                                                                                                      الفصل الثاني   

 

 :التوقع و التباين الرياضي/  1-1-1       

 :التوقع الرياضي /  1-1-1-7             

- : 5الفرضية                  

    : نضع                         
 

 
   و الاحتمال   

  

 
 ، نجد أن  n ∈ N مهما يكن 

 :يساوي    التوقع احتمال                         

        
 

 
        

 

 
    .......... (1-1 ) 

 

 :البرهان         

 : نفيست ميلي يخاصة بحساب احتمال نموذج إهر(  2-2) لدينا من العلاقة                 

                     هو   بالنسبة لـ      احتمال الحادث                 
  

 
 

                   هو   بالنسبة لـ      و احتمال الحادث                 
  

 
 

 : ومنه                

              
    

  
        

    
  

   
    

            
    

  
                                          

  

 
         

  

 
  

                                        
   

 
   

                                         
 

 
        /      

 

 
    

    
    

  
    :نجد أن            

 :نحصل على  و كذا خواص الاحتمال الشرطي وعليه ومن خلال خواص خطية التوقع الرياضي             



                    
    

  
               

    
  

                      

  ............. (1-1 )                  
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

 :لدينا           

                    
  

 
 ;      

    

 
                    : ومنه     

 :نحصل على مايلي (  7-2) نعوض في               

                                             

                                                         
 

 
..........(1-8)         

 باستعمال بالرهان بالتراجع(  5-2) من أجل برهان (  8-2) سوف نستخدم العلاقة              

 :وعليه              

      : نبرهن صحة العلاقة              
 

 
        

 

 
 . نستعمل البرهان بالترجع"  n ∈ Nمهما يكن     

  n =0: من أجل /  1                

        
 

 
        

 

 
    

 

 
       

 

 
 . n=0صحيحة من أجل (  5-2) العلاقة         

 . n+1لأجل (  5-2) نبرهن صحة ،  n  0: من أجل /   1                 

                                                               
 

 
 

                                                                  
 

 
        

 

 
     

 

 
 

                                                                            
 

 
  

 

 
 

 

 
          

    : نعوض                         
 

 
 نجد  

                                                          =            
 

 
  

  
 

 

 
+

 

 
=            

 

 
  

 

 
 

 المساواة الآتية صحيحة/  2و /  1من                        
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   نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

 :التباين الرياضي/  1-1-1 

 -: 1الفرضية            

    : نضع                   
 

 
    و  

  

 
 :مايلي  n ∈ Nنجد من أجل كل  

 :يساوي   التباين الرياض للاحتمال                     

 ............. (1-0 )       
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
         

 

 -:البرهان         

 ( . 3-2) بنفس طريقة البرهان السابق سوف نبرهن عن صحة العلاقة               

 :لدينا من ما سبق               

  
    

  
            

  

 
         

  

 
                                             

  
    

 

  
             

  

 
          

  

 
:ومنه          

 :وعليه                

  
    

 

  
      

           
  

 
     

         
  

 
  

                                                          
         

  
 

 
   

    
 

 
       =   

        

    :أي أن                                
             

 

 
     حيث   

    
 

  
    

 :باستعمال خواص التوقع الشرطي نستنتج           



    
    

 

  
          

        
              

            

........ (.1-79 )       
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

 :لكي نعرف التباين الرياضي بحيث(  3-2) نستعمل    

              

          
           

              
          

 

و

    
                    

  

 :ومنه         

                                    
          

       
                        

                                                                 
 

           

                                                   +            ……..(*) 

   :   و نعلم أن        
  

 
         ;             

 )*( :بالتعويض في        

                                                

                                                                 
      

 
       

      :نضع        
 

 
      و 

 

 
       و    

 

 
        

 

 
 :نجد      

                          
 

 
     

 

 
 

 

  
      

 
  

 
       

                                                    
 

  
 +       

 

  
  =         

 

  
               

                 
 

  
 
 

 
        

 

 
     

 

 
        

 

 
     

...... (1-77 )                  
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                                                                                      الفصل الثاني                                                   

 

 ( 14 -2) بمساعدة عبارة الخاصية  ذلكباستعمال البرهان بالتراجع و(  3-2) سوف نبرهن على صحة العلاقة    

 : أي نبرهن على صحة        

      :  فأن  n ∈ Nمهما يمكن            
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
         

 n =0: من أجل /  1          

      
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 

         

                                                    
 

  
        

 

  
          

 

 
 

 
    

 

  
       

 

  
=       

              . n=0صحيحة من أجل (  8-2) العلاقة   ومنه                

 . n+1لأجل (  8-2) نبرهن صحة ،  n  0: من أجل /   1        

                   :  لدينا                                                             
 

   
 

 
        

 

 
 

 

     

                                
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
          

 

   
 

 
        

 

 
 

 
     

         
 

  
        

 

  
             

 

 
 

 

            
 

  
 
 

 
        

 

 
 

 

     

         
 

  
 

 

  
        

 

  
             

 

 
 

 

           
 

  
     

         
 

  
 

 

  
        

 

  
             

 

 
 

 

         
 

  
      

    : نضع          
 

 
 فنجد  
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

    : ثم نضع    
 

 
 

        
 

  
        

 

  
             

 

 
 

 

             

        
 

  
        

 

  
             

 

 
 

 

             

 

 ة الآتية صحيحةالمساوا/  2و /  1من             

      
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
         ;      

 

 -" : Convergence en probabilité" التقارب الاحتمالي/  1-1-1           

: في هذا العنصر سوف نهتم بالمتغير                           
   

 
 .عدد صحيح غير معدوم t، حيث  

تقارب المتغير العشوائييالهدف تحديد كم                           
   

 
 .  ∞→ N: عندما   

          

 -: 1الفرضية        

التقارب الاحتمالي لـ                    
   

 
 هي الدالة المعرفة على بالعبارة,  t > 0من أجل    

      
 

 
 

 

 
     ........... (.1-71 ) 
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                                       الفصل الثاني                                                                                                  

  

 -:البرهان  

 تحديد نهاية التوقع للمتغير/   7               
   

 
 : 

 :لدينا من سبق                                               

      
 

 
        

 

 
    

 :لدينا    ∋ tمن أجل كل                    

     : بوضع                    
   

 
      و  

 

 
    ثم نعوض      =n  و 

 

 
  

                                              
   

 
  

 

 
    

  

 
  

 

 
:        نجد مايلي          

                                              
   

 
  

 

 
    

  

 
  

 

 
    

 

 
 

  

 

 . Aالكرات تكون في الصندوق   نهتم في هذه الحالة عندما كل                 

  : فإن           : إذا كان                 
  

 
    

 

 
     

 : وعليه 

   
   

 
  

 

 
    

 

 
    

 

 
 

  

 

                                                                
   

 
  

 

 
 

 

 
   

 

 
 

  

 

                                         
   

 
           

 

 
 

 

 
   

 

 
 

  

  
 

 
 

 

 
: أي          

 ( .........1-71 )         
   

 
  

 

 
 

 

 
: ومنه            

       

 -:  7ملاحظة        



 .نتيجة هذه النهاية تسمى بقانون نيوتن للتبريد السوائل*                 
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                        الفصل الثاني                                                                                                                 

 

 تحديد نهاية التباين للمتغير/   1  
   

 
 : 

 : لدينا 

      
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
          

 : نضع                         

   
   

 
     

  

 
و          

 

 
      و 

 

 
    =n  و   

 :نجد ما يلي            

                 
   

 
  

 

  
    

  

 
  

 

  
    

 

 
 

  

    
  

 
  

 

 
 

 

    
 

 
 

  

    
 

 
 

   

  

  : إذا كان           
  

 
  : فإن       

  

 
    . 

   :لأن            
  

 
     

  

 
 

 

     
  

 
  

 

    
 

 
 

 

          . 

 :ومنه              

  
   

 
  

 

  
   

 

  
    

 

 
 

  

  
 

 
 

 

    
 

 
 

  

    
 

 
 

   

  

                                  
   

 
  

 

  
  

 

 
 

 

  
    

 

 
 

  

 
 

 
   

 

 
 

   

 

     :أي                  

   
  ∞

  
   

 
     

  ∞
 

 

  
  

 

 
 

 

  
    

 

 
 

  

 
 

 
   

 

 
 

   

  

                                                             
 

 
     

 

 
        

 

 
     

 

 
       

 :نستنتج                



  ( ...........1-71 )         
   

 
    

 

 -: 1ملاحظة           

 .نطلق على سلاسل مركوف شبه حتمية لأن تباينها دائما معدوم *                   
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  نموذج إهرينفيست/ 1.1                                                                                الفصل الثاني                                                         

 

دراسة تقارب المتغير /  1 
   

 
 : 

     مهما يكن : لدينا                 

    
   

 
      

 

    
    

   
 

      
 

 

 "Tchebychev "باستعمال متراجحة شيبشاف     

 :نجد                

                            
   

 
      

 

    
    

   
 

   
   

 
    

   
 

       
 

 

   

                                                                                            
    

   
 

   
   

 
  

 

 

   
      

   
 

       
 

 

   

                                                                                            
  

   
 

 

   
      

   
 

       
 

 

   

 :باستعمال خواص التباين السابقة نجد              

    
   

 
      

 

    
      

   
 

       
 

 

  
         :لأن  

   

 
     

  

 :وعليه              

 (..............1-75 )           
   

 
      

 

      

                    

  : بشرط              
   

 
 .    : عندما        

 

أن المتغير /  3و /  2و /  1نستخلص من              
   

 
 .    عندما  hمتقارب احتماليا نحو الدالة   

 
 
 
 



 
 
 
 
 

____________________________________ 

Auteur :Ophélie Rouby. Ophélie Rouby.- Étude du modèle d'Ehrenfest ,  page 55- Rapport de stage, 31 août 2010. 
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 ____________          الفصــــــل الثــالــــــث            __________

 

 

 

 تـــنفيسيوذج إهرـــق نمـــتطبي

 

 

 

 

 -:مقدمة /  1-7     

 .نفيست في الحياة اليوميةيأهمية نموذج إهر نوضحفي هذا الفصل سوف              

 :لهذا سوف نختار مثال من الواقع ثم نقوم بالخطوات الآتية             

 .نثبت شروط محددة على المثال المختار     -    

 نفيستياحتماليا و ذلك وفق نموذج إهرنقوم بنمذجة هذا المثال     -    

 .في هذه المذكرةالفصل الثاني نحاول تطبيق معظم نظريات     -    
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 نفيستيتطبيق  نموذج إهر ./1                           الفصل الثالث                                                                                            

 

 -":المشكلة"المثال /  1-1       

 .طائرات  14تستعمل شركة متخصصة في إبادة الحشرات الضارة للمحاصيل الزراعية              

 .تقوم هذه الطائرات بتزود بالوقود و المواد الكيمائية في مطار خاص بالشركة قبل تحليق نحو المزارع المتضررة من الحشرات             

 . سوف نهتم بوصف حركية هذه الطائرات من و إلى مطار الشركة ، وكذا زمن عودة كل طائرة             

 

 -:نفيستيالمثال وفق نموذج إهر نمذجة شروط المتخذة من أجل/   1-1        

 .  (N=10)نرمز لهذا العدد بـ  14نقوم بتثبيت عدد الطائرات وهي /   7                           

 ". آخري و وذلك للتميز بين كل طائرة" 14إلى  1نرقم هذه الطائرات من  /  1                           

 . تعمل هذه الطائرات بطريقة عشوائية أثناء الإقلاع ثم العودة للمطار /   1                           

 

 :نفيستياحتمالية للمثال وفق نموذج إهر نمذجة/  1-1       

 :التفسير المثال باستعمال الرسم /  1-1-7            

 .المطار يمثل   Aالصندوق                                         

 .المزرعة المستهدفة للطائراتيمثل   Bو الصندوق                                         

  .الطائرات المستخدمةتعبر عن النقاط                                         

 

.. 

… 

…. 

 



  Aالصندوق    Bالصندوق                                                    

A الصندوق   Bالصندوق               

.. 

.. 

.. 

.. 

. 

 

. 

 

 T الحالة في للحظة ما                                                           T = 0 :الحالة الابتدائية

( 1)الشكل   
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 نفيستيتطبيق  نموذج إهر  ./1                                                الفصل الثالث                                                                          

 

 : Aتمثيل من خلال الرسم للتطور الاحتمالي يخص الصندوق /  1-1- 1              

  

                                                                                                                                    

0             1                2               3             4             5             6             7             8             9               10    

 

                                                                                                                                 

(5)الشكل   

 :       مصفوفة الانتقال/ 1-1-1              

. 



   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
 

  
 

 

  

 
 

  
  

       
        
 

  
       

           
           
           

   
 

  

     
    

    
 

  
  

 

  
 

 

  

   
 

  
  

   

            
             
 

 
           

     
    
 
 
 

 
 
 

  
  
  

       
 

  

     
 
 
 

  
 
 
 

 
 
 

       

 
 

  
    

 

  
 

 

  
  

 
 
 

 

  

 
 

 
 

  
 

 

  
 

 

  

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .....(1-7) 

           

∋     :حيث  (      ) =   :يمكن تعريف مصفوفة الانتقال بطريقة مختصرة وهي                                           

 :معرف كتالي      و الاحتمال              

N=10 :  نعوض             

 

 
                         

  
 

 
                

  

      :   نجد 

 

  
                         

  
 

  
                

 (....1-1.)  
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 تطبيق  نموذج إهرينفيست./  1         الفصل الثالث                                                                                                                 

 -": La simulation informatique "المحاكاة باستخدام الحاسوب            

 :وذلك بتابع الخطوات الآتية "  Excel" نفيست وذلك باستعمال مجدولييمكن محاكاة نموذج إهر                   

 :بالطريقة الآتية  "Excel"الانتقال على مجدول  نكتب قيم مصفوفة/  7           

     مصفوفة الانتقال 



0000000010

00000000.900.1

0000000.800.20

000000.700.300

00000.600.4000

0000.500.50000

000.400.600000

00.300.7000000

0.200.80000000

00.900000000

1000000000  

1  /

نطلب 

الرسم 

 في

البعد 

3D  

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)الشكل  

 . N=10هو " الطائرات"توهو عدد الجسيما        حيث      الرسومات هي عبارة عن توزيع احتمالات للمتغير       

 .من خلال هذا الرسم البياني ثلاثي الأبعاد نلاحظ أن هناك تناظر في توزيع عدد الطائرات أثناء مراحل عملها              

34 

 نفيستيتطبيق نموذج إهر  ./1                            الفصل الثالث                                                                                               

      loi binomiale" يتبع قانون ثنائي الحد الذي التوزيع الاحتمالي المستقر احتساب / 1-1              
 

 
 . " 

 .المتغير عشوائي و الذي يتبع التوزيع احتمال المستقر                                        ليكن شعاع                     

 .   N=10للحالات الممكنة                      

  (.Aالصندوق ) التي تخص عدد الطائرات المنطلقة من المطار                            قيمه في الفضاء                      

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0 

1 

0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0,1 

0 

0,9 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 

0,2 

0 

0,8 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 

0,3 

0 

0,7 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 

0,4 

0 

0,6 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

0,5 

0 

0,5 

0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0,6 

0 

0,4 

0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0,7 

0 

0,3 

0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0,8 

0 

0,2 

0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0,9 

0 

0,1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 

0 



        

                                                                    

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
 

  
     

 
 

  
  

       
        
 

  
       

           
           
           

        
     
    

    
 

  
  

 

  
 

 

  

   
 

  
  

   

            
             
 

  
           

     
    
 
 
 

 
 
 

  
  
  

       
 

  
     
 
 
 

  
 
 
 

 
 
 

       

 
 

  
    

 

  
 

 

  
  

 
 
 

 

  
 
 

 
 

  
 

 

  
 

 

  
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 : التالي جملة المعادلات على نحصلف                       

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
    

 

  
               

      
 

  
       

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
  

   
 

  
   

 

  
   

    
 

  
         

    
 

  
           

  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

       

       

        

        

        

        

        

       

        

      

   

     
 

    
: نعلم أن               1 =                                              

 :فنحصل المتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع المستقر                                  

   = 
 

    
 

 

   
 

  

    
 

  

   
 
   

   
 

  

   
 
   

   
 

  

   
 

  

    
 

 

   
 

 

    
 ......(.1-1) 
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 نفيستيتطبيق نموذج إهر  ./1                              الفصل الثالث                                                                                           

      نعرف قانون ثنائي الحد   
 

 
 :كتالي   

              (k) =  
   

 

 
 

  

 
 

    

   

         
 

       

         
  -:وعليه         : حيث( 3-3.....)



        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

   
 

 
 
  

 
 

    

   

       
 

       

       
               

 

    
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                   

 

   
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                 

  

    
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                   

  

   
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                 

   

   
   

       
   

 

 
 

  
 

 

    

   

      
 

       

      
                

  

   
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                 

   

   
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
               

  

   
       

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                 

  

    
   

       
   

 

 
 
  

 
 

    

   

      
 

       

      
                   

 

   
    

         
   

 

 
 
  

 
 

    

   

       
 

       

       
               

 

    
    

  

     للتوزيع المستقر الذي تبع قانون   (k)     تمثيلهو ( : 8) شكل ال
 

 
  

      في وحدة محور التراتيب

 

 -:( 8) الشكـــل 

 .    وذلك عندما طبيعيالتوزيع ال يقارب أنه توزيع توزيع الاحتمال  المستقر لإهرينفيست نلاحظ أن
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 تطبيق نموذج إهرينفيست./   1           الفصل الثالث                                                                                                                 

 :وقت التكرار /  1-5            

: متوسط وقت تكرار الحالة الأولية ، إذا بدأنا من الحالة                     
 

 
 − مع        +

 

 
≤ k ≤ 

 

 
          

9,765625 97,65625 439,945312 

1171,875 

2050,78125 

2460,6375 

2050,78125 

1171,875 

439,945312 97,65625 9,765625 
0 

500 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 



                               : وعليه                      

   :نجد مايلي Aمن أجل الصندوق                      

 
  

   
 
 

 
     

 

 
    

    
                       

   
 .......(1-5) 

                   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
                            

   
           

                          

   
                

                          

   
              

                          

   
               

                          

   
           

                         

   
                  

                         

   
               

                         

   
                   

                         

   
                  

                         

   
                

                           

   
               

  

 :نلاحظ أن                       

                                                 

 طائرات خارجه 5طائرات في المطار و  5أي الحالة الأكثر تكرار هو     نلاحظ أن أقل وقت تكرار هو عندما 

 لوقت التكرار        هو تمثيل ( :  0) الشكل 
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 تطبيق نموذج إهرينفيست./   1           الفصل الثالث                                                                                                                 

 :الرياضيالتوقع و التباين / 1-1-1          

 :التوقع الرياضي /  1-1-1-7                   

1024 

102,4 
22,755 8,533 4,87619 4,06349 4,87619 8,533 22,755 

102,4 

1024 

0 

200 

400 

600 

800 

1000 

1200 

0 2 4 6 8 10 12 



    : نضع                                       
 

 
   

 

  
 

 

 
    و  

  

 
 

  

  
 :، لدينا n ∈ Nمهما يكن  

 :يساوي    التوقع الرياضي للاحتمال                                       

            
 

 
        

 

 
  

 

 
 

 
     

  

  
  

 

 
    

  

  
  

 

 
  

 

 
 

 
                     

 

 
 

 
                                                                                              

        :  أي   Aفي بداية التجربة كل الكرات في الصندوق : لأن             : لدينا  n=0 لدينا أنه من أجل            

  . 

  1   :ومنه            
  

 
            وعليه         

  .......(1-1)           
 

 
 

 

  

                   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

 

 
 

 

                                     

    
 

 
 

 

                                   

    
 

 
 

 

                                  

    
 

 
 

 

                                   

    
 

 
 

 

                                  

    
 

 
 

 

                                

    
 

 
 

 

                               

    
 

 
 

 

                             

    
 

 
 

 

                            

    
 

 
 

 

                           

    
 

 
 

  

                     

  

 

 :     : نحسب نهاية التوقع الرياضي عندما *               
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 تطبيق نموذج إهرينفيست./   1                                                                              الفصل الثالث                                              

 

    التوقع الرياضي للمتغير       هو التمثيل (  79) الشكل 



 

 

 

 

 

     عندما     متناقص و يقارب نحو     التوقع الرياضي للمتغير       التمثيل  * :نلاحظ أن 

 .     عندما التقاربيةمعرفة طبيعة التوقع الرياضي  من البيان هو الهدف**                              
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 تطبيق نموذج إهرينفيست./   1           الفصل الثالث                                                                                                                 

 

 :  التباين الرياضي /  1-1-1-7            

10 

9 

8,2 

7,56 
7,048 

6,6384 
6,31072 

6,048576 5,838861 5,671089 5,536871 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

0 2 4 6 8 10 12 



  : نضع                               
 

 
    و  

 

 
   

 

  
 

 

 
    و  

  

  
 :لدينا ,  n ∈ Nمن أجل كل  

 :يساوي   التباين الرياضي للاحتمال                               

                                 
 

  
        

 

  
           

 

 
 

 
         

                             = 
 

  
        

 

  
  

 

 
 

 

        
 

 
 

 

  
 

 
 

 

  
 

 
 

  

  

   : لدينا                               
  

  
 :نجد مايلي          و          و 

                                          
  

  
  = 
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                                           .......(1-1)        =
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 رينفيستتطبيق نموذج إه./   1           الفصل الثالث                                                                                                                 

 :    عندما     الرياضي لـ تباين نهاية حساب *                   

                       
 

 
 

  

 
  

 

 
 

 

    
 

 
 

  

     
 

 
      



 

 

 

   التباين الرياضي للمتغير       هو التمثيل لـ (  77) الشكل 

 

 

 

    عندما       متزايد و متقارب نحو    التباين الرياضي للمتغير       التمثيل لـ *  :نلاحظ أن

 .    معرفة طبيعة تغيرات التباين وكذا تقاربه عندما البيان هو  يهدف هذا**                            
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 :ةــــلاصــخال     

             

0 0 

0,36 

0,8064 

1,221696 

1,56524544 

1,831773082 

2,030344372 
2,174226158 

2,276388197 
2,34781852 

-0,5 

0 

0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 

0 2 4 6 8 10 12 



 ولعل أهم سؤال في ذلك الوقت, كان شغل علماء الفيزياء حول تفسير ظاهرة التسرب الحراري 1344إلى غاية سنة  -             

 بحيث في ذلك الوقت الوسائل المستعملة كانت عاجزة عن تحديد المفهوم , هو عودة الجزيئات المتسربة من عدمها              

 .الحقيقي  لهذه الظاهرة              

 

 ".إهرينفيست"ظهر أول نموذج للعالم الفيزيائي  1347مع تطور الرياضيات على وجه الخصوص الاحتمالات في سنة  -            

 . و تم الإجابة عن السؤال هو عودة كل جزيئات المتسربة, حيث أن هذا النموذج أستعمل براهين رياضية تفسر هذه الظاهرة              

  

 .فارغ Bو الصندوق   Nإلى  1كرة مرقمة من  Nيحوي  Aبحيث أن الصندوق   Bو   Aأستعمل  صندوقين اقتراع  -            

 ,و ثم العكس  Bثم نضعها في الصندوق   Aتقوم على سحب عشوائي لكرة من الصندوق " صندوق إهرينفيست"وهي تجربة             

 .  و تخصيص الوقت الكافي لهذه التجربة المسحوبة من صندوق لا تكون موجودة في الصندوق الآخربشرط أن الكرة             

 

 "مصفوفة الانتقال"-"سلاسل ماركوف" الآتية  اترياضيالمفاهيم  نعتمد على التجربة أثناء تسجيل نتائج -       

 "التباين الرياضيحساب التوقع و "–" التوزيع الاحتمالي المستقر"                

 فكانت النتائج المتحصل عليها جد مهمة من بينها        

 . و بدقة كيفية توزيع الجزيئات المتنقلة بين وسطين من خلال غشاء مساميتحديد *                        

 .تحديد وقت عودة هذه الجزيئات إلي حالتها الابتدائية*                       

 .الجزئياتمن خلال هذا النموذج يمكن وضع التوقعات للحركية هذه *                       

 .تحاكي هذه الظاهرة و توضحها أكثر يمكن وضع برامج *                       

 

 لى سبيل المثالميادين نذكر عال كثير منفي الوقت الحالي يتم استعماله في " إهرينفيست"في الأخير نشير أن نموذج  -     

 .الهجرة السكانية **                

    . يكينامافي مجال التربو د**                 

 .ميدان الصحة العمومية  **                
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 -:ملخص

            
 . 1347 سنة ه فيظهور أول كان ’مركوف سلاسل تطبيق  عن عبارة هو إهرينفيست نموذج               



 
 A  المكان من المادية جسيمات  N العشوائي انتقال لعملية الفيزيائية ظواهر من لعديد الصحيح تفسير تم النموذج هذا خلال من               

 . العكس أو  B المكان نحو               
 

 مثال على النظرية النتائج معظم تطبيق ثم ’النظرية بجوانبه تعلق ما كل و النموذج هذا بنية توضيح تم الرسالة هذه في               
               .توضيحية مخططات بواسطة عليها المتحصل نتائج محاكاة نقوم كذا و مختار               

 

  

 

 
Résumé: - 

 
Le modèle Ehrenfest est l'application des chaînes de Markov, Sa première apparition était en 1907 . 

 

A travers ce modèle, l'interprétation correcte de nombreux phénomènes physiques a été expliquée, Pour 

le transfert aléatoire de N particules physiques de la place A à la place B ou inversement.  

  

Dans cette thèse, la structure de ce modèle et ses aspects théoriques sont expliqués, Appliquez ensuite la 

plupart des résultats théoriques à un exemple sélectionné Nous simulons également les résultats obtenus 

par des schémas illustratifs. 

  

 

 

 

Summary: - 
 
The Ehrenfest model is the application of Markov chains, His first appearance was in 1907. 

 
Through this model, the correct interpretation of many physical phenomena has been explained, for the 

random transfer of N physical particles from place A to place B or vice versa. 

  
In this thesis, the structure of this model and its theoretical aspects are explained, Then apply most of the 

theoretical results to a selected example We also simulate the results obtained by illustrative diagrams. 

 

 


