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Résumé

Nous présentons un résultat de Duistermaat qui affirme que le flot du champ gradient
associé au carré de la norme d’une application moment définit un rétract par déforma
tion d’une partie appropriée de la variété sur le niveau zéro de l’application moment.
La preuve de Duistermaat est une adaptation de l’argument de Lojasiewicz pour les
fonctions analytiques à des fonctions qui sont localement analytiques.

Mots clefs : Application moment, fonction de MorseBott, réduction symplectique.

Abstract

We present a proof due to Duistermaat that the gradient flow of the norm squared of
themomentmapdefines adeformation retract of the appropriatepieceof themanifold
onto the zero level set of the moment map. Duistermaat’s proof is an adaptation of
Lojasiewicz’s argument for analytic functions to functions which are locally analytic.

Keywords : moment map, MorseBott functions, symplectic reduction.
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Introduction

Nous étudions dans ce mémoire un article de E. Lerman qui traite la question de la
topologie d’une variété symplectique.

Étant donnée une variété symplectique, son groupede symétrie (groupedes difféo
morphismes conservant la forme sysmplectique) n’est pas un groupe de Lie 1. Contrai
rement, au groupe de symétrie d’une variété riemannienne qui lui est un groupe de Lie.
Pour comprendre la structure dugroupe symplectique, on ai amenés à étudier ses sous
groupes. En particulier, on s’intéresse à un type particulier d’actions de groupes sur une
variété symplectique donnée.

Lorsqu’un groupe de Lie compact 𝐺 d’algèbre de Lie 𝒢 agit sur une variété sym
plectique (𝑀,𝜔) en respectant sa structure, ceci donne naissance d’une application
moment

𝜇 ∶ 𝑀 → 𝒢 ∗

Pour une norme donnée ‖ ⋅ ‖ sur 𝒢 ∗, on peut considérer la fonction 𝑓 = ‖𝜇‖2 et voir si
on peut utiliser la théorie deMorse pour étudier la topologie de𝑀. Néanmoins, 𝑓 n’est
en général pas une fonction de MorseBott.

Sous des hypothèses assez générales, on montre un Théorème de Duistermaat qui
s’énonce comme suit :
Pour toute composante critique 𝐶 de𝑀, l’ensemble des points𝜔limite

𝑆𝐶 = {𝑥 ∈ 𝑀, 𝜔(𝑥) ⊂ 𝐶}

est une sousvariété de𝑀 qui se rétracte par déformation sur 𝐶.
Ce mémoire se présente de la façon suivante :

1. Premier chapitre de généralités, sur les variétés symplectiques et leurs groupes
de symétrie.

2. Deuxième chapitre, consacré aux théorème de Duistermaat.

3. Un annexe qui regroupe quelques notions et résultats utilisé dans la preuve du
Théorème de Duistermaat.

On termine par une petite conclusion, où on indique l’importance de ce résultat en
théorie des invariants géométrique. À la fin, on donne une bibliographie de la littéra
ture qui traite ces question plus en détail.

1. C’est un groupe de Lie de dimension infinie.
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Chapitre

1 Généralités sur les
structures symplectiques

1.1 Espaces vectoriels symplectiques

Soit𝑉 un espace vectoriel (réel, de dimension finie). Une forme symplectique sur𝑉
est la donnée d’une forme bilinéaire et antisymétrique 𝜔 ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ qui soit non
dégénérée, i.e.

ker𝜔 = 𝑥 ∈ 𝑉, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑉
est trivial. On dit alors que le couple (𝑉, 𝜔) est un espace vectoriel symplectique.

Exemple. Le planℝ2muni du déterminant𝜔(𝑥, 𝑦) = det(𝑥, 𝑦). Plus généralement,ℝ2𝑛 et

𝜔 =
𝑛

𝑖=1

𝑒∗𝑖 ∧ 𝑒∗𝑛+𝑖

où 𝑒∗1, ..., 𝑒∗2𝑛 est la base duale de la base canonique.

Symplectomorphisme
Un isomorphisme linéaire 𝐿 ∶ (𝑉1, 𝜔1) → (𝑉2, 𝜔2) entre deux espaces vectoriels sym
plectiques est un symplectomorphisme si 𝐿∗𝜔2 = 𝜔1. En d’autre terme, si pour tout
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉1

𝜔2 𝐿(𝑥), 𝐿(𝑦) = 𝜔1(𝑥, 𝑦).
Le groupe symplectique d’un espace vectoriel symplectique (𝑉, 𝜔) est le groupe de
Lie :

Sp(𝑉, 𝜔) = 𝐿 ∶ (𝑉, 𝜔) → (𝑉,𝜔), isomorphisme linéaire avec 𝐿∗𝜔 = 𝜔.

Exemple. Pour le planℝ2muni de la forme symplectique𝜔 = det, toute isométrie vecto
rielle directe 𝐿 (i.e. det 𝐿 = 1) est un symplectomorphisme. En effet, 𝐿∗𝜔 = (det 𝐿) 𝜔 = 𝜔,
ce qui se traduit pas l’inclusion SO(2) ⊂ Sp(ℝ2, det).

Sous espaces particuliers

Soient (𝑉, 𝜔) un espace vectoriel symplectique et 𝐸 un sousespace vectoriel de𝑉.
L’orthogonal symplectique de 𝐸 est le sousespace vectoriel :

𝐸𝜔 = 𝑥 ∈ 𝑉, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝐸.
On a les propriétés suivantes :
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• dim𝑉 = dim𝐸 + dim𝐸𝜔 .

• (𝐸𝜔)𝜔 = 𝐸.

• (𝐸 + 𝐹)𝜔 = 𝐸𝜔 ∩ 𝐹𝜔 .

On dit que 𝐸 est

• Isotrope, si 𝐸 ⊂ 𝐸𝜔 .

• Coisotrope, si 𝐸𝜔 ⊂ 𝐸.

• Lagrangien, si 𝐸 = 𝐸𝜔 .

• Symplectique, si 𝐸 ∩ 𝐸𝜔 = {0}.

Tout sousespace vectoriel de dimension 1 est isotrope. En effet, Si 𝐸 =< 𝑣 > alors pour
tout 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 on a

𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝛼𝑣, 𝛽𝑣) = 𝛼𝛽𝜔(𝑣, 𝑣) = 0,
ce qui veut dire que 𝐸 ⊂ 𝐸𝜔 .

Proposition 1. Tout espace vectoriel symplectique est de dimension paire.

Pour cela, il suffit de montrer l’existence d’un sousespace lagrangien. En effet, Soit
𝐿 un sousespace isotrope maximal (n’est pas contenu dans un sousespace vectoriel
isotrope de dimension strictement plus grande). Alors 𝐿 = 𝐿𝜔 sinon, s’il existe ∈ 𝐿𝜔 ⧵ 𝐿
alors 𝐿⊕ < 𝑥 > est isotrope, puisque

𝐿⊕ < 𝑥 >⊂ 𝐿𝜔∩ < 𝑥 >𝜔= (𝐿⊕ < 𝑥 >)𝜔 .

𝐿 est donc lagrangien et dim𝑉 = 2 dim 𝐿.

1.2 Variétés symplectiques

Définition 1.1. Une variété symplectique est la donnée d’un couple (𝑀,𝜔) où𝑀 est une
variété différentielle et𝜔 est une 2forme différentielle sur𝑀 qui est

• fermée, i.e. 𝑑𝜔 = 0.

• non dégénérée, i.e. l’application

♯ ∶ 𝒳 (𝑀) → Ω1(𝑀)
𝑋 ↦ 𝑖𝑥𝜔

est un isomorphisme.
Dans ce qui suit (𝑀,𝜔) désignera toujours une variété symplectique.

Remarques. 1. Toutevariété symplectiqueestdedimensionpaire, car l’espace tangent
en n’importe quel point est un espace vectoriel symplectique.

2. Toute variété symplectique est orientable. En effet, si dim𝑀 = 2𝑛 alors 𝜇 = ∧𝑛𝜔
(𝑛fois le produit extérieur de la forme symplectique) est une forme volume.
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Exemples.

1. ℝ2𝑛 avec 𝜔 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑛+𝑖. Plus généralement, toute variété symplectique

de dimension 2𝑛 est localement isomorphe à la variété cidessus (Théorème de
Darboux).

2. Le fibré cotangent 𝑇∗𝑀, d’une variété différentielle𝑀, est munie d’une structure
symplectique canonique.

3. Une surface 𝑆 possède une structure symplectique si, et seulement si, elle est
orientable. En effet, une 2forme sur 𝑆 est non dégénérée si, et seulement si, elle
ne s’annule jamais.

4. La sphère 𝑆2 est la seule sphère (de dimension non nulle) qui possède une struc
ture symplectique. Plus généralement, une variété compacte𝑀 (de dimension
2𝑛) qui possède une structure symplectique doit avoir 𝐻2𝑘(𝑀) ≠ 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛,
(∧𝑘𝜔 ne peut être exacte, grâce au Théorème de Stokes).

5. Les orbites de l’action coAdjointe d’un groupe de Lie 𝐺 sur 𝒢 ∗, (le dual de son
algèbre de Lie), sont des variétés ”canoniquement” symplectiques. Plus générale
ment, toute variété de Poisson est partitionnée en sousvariétés symplectiques.

Définition 1.2. Soit 𝑓 ∶ (𝑀,𝜔) → (𝑁,Ω) un difféomorphisme entre deux variétés sym
plectiques. On dit que 𝑓 est un symplectomorphisme si

𝑓∗Ω = 𝜔

c’estàdire, pour tout 𝑥 ∈ 𝑀 et pour tout 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 on a :

Ω𝑓(𝑥) 𝐷𝑥𝑓(𝑢), 𝐷𝑥𝑓(𝑣) = 𝜔𝑥(𝑢, 𝑣).

Champs symplectiques et champs hamiltoniens

On peut générer des symplectomorphismes, à partir d’une classe de champs de
vecteurs dits champs symplectiques.

Un champ de vecteurs𝑋 sur𝑀 est dit symplectique si la 1forme différentielle 𝑖𝑋𝜔
est fermée.

Remarque. Le flot d’un champ symplectique est un symplectomorphisme.

Démonstration. En effet, on a

𝑑
𝑑𝑡 (exp 𝑡𝑋)

∗𝜔 = 𝑑𝑑𝑠|𝑠=0
(exp(𝑡 + 𝑠)𝑋)∗𝜔 = 𝑑

𝑑𝑠|𝑠=0
(exp 𝑡𝑋)∗ (exp 𝑠𝑋)∗𝜔

= (exp 𝑡𝑋)∗ 
𝑑
𝑑𝑠|𝑠=0

(exp 𝑠𝑋)∗𝜔 = (exp 𝑡𝑋)
∗ ℒ𝑋𝜔

et donc
𝑑 (𝑖𝑋𝜔) = 0 ⇔ ℒ𝑋𝜔 = 0 ⇔ (exp 𝑡𝑋)∗𝜔 = 𝜔.
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Un champ de vecteurs 𝑋 sur𝑀 est dit hamiltonien si la 1forme différentielle 𝑖𝑋𝜔
est exacte.

Comme 𝜔 est non dégénérée, pour toute fonction 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), il existe un seul
champ de vecteurs𝑋𝑓 dit champ hamiltonien associé à 𝑓 vérifiant :

𝑖𝑋𝑓𝜔 = 𝑑𝑓.

Notons par𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) (respectivement,𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀)) l’espace vectoriel des champs de vec
teurs symplectiques (respectivement, hamiltoniens).

Proposition 2. 𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) et𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀) sont des sousalgèbres de Lie de l’algèbre de Lie des
champs de vecteurs. Par ailleurs, le crochet de deux champs symplectiques et un champ
hamiltonien.

Démonstration. Pour tout champs de vecteurs symplectiques𝑋 et 𝑌 on a :

𝑖[𝑋,𝑌]𝜔 = ℒ𝑋 (𝑖𝑌𝜔) − 𝑖𝑌 ℒ𝑋𝜔 = 𝑖𝑋𝑑 (𝑖𝑌𝜔) + 𝑑𝑖𝑋 (𝑖𝑌𝜔) = 𝑑 (𝜔(𝑋, 𝑌)) ,

i.e. [𝑋, 𝑌] est le champ hamiltonien associé à la fonction𝜔(𝑌,𝑋).

Exemple. Pourℝ2 et𝜔 = 𝑑𝑥∧𝑑𝑦, les champs𝑋 = 𝜕𝑥 et𝑌 = −𝑦𝜕𝑥+𝑥𝜕𝑦 sonthamiltoniens

(associés aux fonctions 𝑦 et−𝑥
2+𝑦2

2 respectivement). Les flots associés sont, respectivement,
la translation de vecteur 𝑣 = (1, 0) et la rotation d’angle 𝑡 centrée en (0, 0). Ce sont bien des
symplectomorphismes.

Action de groupes

Soit𝐺 un groupe de Lie, d’algèbre de Lie𝒢 et soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique.
Une action de𝐺 sur𝑀 est dite symplectique si pour tout 𝑔 ∈ 𝐺, l’application

𝜓𝑔 ∶ 𝑀 → 𝑀
𝑥 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

est un symplectomorphisme.
Pour tout 𝜉 ∈ 𝒢 on associe le champ de vecteurs sur𝑀, dit champ fondamental :

𝑋𝜉(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥

Remarque. L’action du groupe est symplectique si, et seulement si, pour tout 𝜉 ∈ 𝒢 , la
1forme différentielle 𝑖𝑋𝜉𝜔 est fermée. En d’autre terme, tout champ fondamental est sym
plectique.

En effet,
Une action d’un groupe de Lie𝐺 sur une variété symplectique (𝑀,𝜔) est dite hamil

tonienne si les champs fondamentaux sont des champs hamiltoniens, c’estàdire pour
tout 𝜉 ∈ 𝒢 , la 1forme 𝑖𝑋𝜉𝜔 est exacte.

Exemples

Remarque. Soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique. Si𝐻1(𝑀) = 0 (en particulier, si𝑀 est
simplement connexe), alors toute action symplectique sur𝑀 est hamiltonienne.
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1.3 Applicationmoment

Définition 1.3. L’existence d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie𝐺 sur une varié
té symplectique (𝑀,𝜔) est équivalente à l’existence d’une applicationmoment

𝜇 ∶ 𝑀 → 𝒢 ∗

qui vérifie :
𝑖𝑋𝜉𝜔 = 𝑑(⟨𝜇, 𝜉⟩).

On demande en plus à cette application d’être𝐺équivariante, i.e. pour tout 𝑔 ∈ 𝐺

𝜇 ∘ 𝜓𝑔 = Ad∗𝑔 ∘ 𝜇.

1.3.1 Existence d’applicationmoment

Cohomologie des algèbres de Lie Soit (𝒢 , [, ]) une algèbre de Lie réelle de dimen
sion finie 𝑛, et soit𝑉 unℝespace vectoriel de dimension finie. Une représentation de
𝒢 est un morphisme d’algèbres de Lie

𝜌 ∶ 𝒢 → GL(𝑉)

tel que pour tout𝑋,𝑌 ∈ 𝒢

𝜌 ([𝑋, 𝑌]) = 𝜌(𝑋) ∘ 𝜌(𝑌) − 𝜌(𝑌) ∘ 𝜌(𝑋).
On dit aussi que𝑉 est un 𝒢 module.
Une 𝑘forme sur 𝒢 à valeurs dans 𝑉 est une application : 𝜔 ∶ 𝒢 × ... × 𝒢 → 𝑉, 𝑘
linéaire alternée. On notera l’ensemble de ces 𝑘formes par 𝐶𝑘(𝒢 , 𝑉), avec la conven
tion 𝐶0(𝒢 , 𝑉) = 𝑉 et 𝐶1(𝒢 , 𝑉) = ℒ (𝒢 ,𝑉).
On définit l’opérateur de cobord 𝛿 ∶ 𝐶𝑘(𝒢 , 𝑉) → 𝐶𝑘+1(𝒢 , 𝑉) par

(𝛿𝜔)(𝑋1, ..., 𝑋𝑘+1) =
𝑘+1

𝑖=1
(−1)𝑖+1𝜌(𝑋𝑖) ⋅ 𝜔 𝑋1, … , �̂�𝑖, … , 𝑋𝑘+1

+
𝑖<𝑗
(−1)𝑖+𝑗𝜔 [𝑋𝑖, 𝑋𝑗], 𝑋1, … , �̂�𝑖, … , �̂�𝑗, … , 𝑋𝑘+1

• Pour 𝑘 = 0, (𝛿𝜔)(𝑋) = 𝜌(𝑋) ⋅ 𝜔, pour tout𝑋 ∈ 𝒢 ,𝜔 ∈ 𝑉.

• Pour 𝑘 = 1, (𝛿𝜔)(𝑋, 𝑌) = 𝜌(𝑋) ⋅ 𝜔(𝑌) − 𝜌(𝑌) ⋅ 𝜔(𝑋) − 𝜔 ([𝑋, 𝑌]).

Proposition 3. 𝛿 est un opérateur de cobord, c’estàdire 𝛿 ∘ 𝛿 = 0.

Démonstration. Ceci se démontre comme pour l’opérateur de de Rham.

Un 𝑘cocycle est une 𝑘forme fermée, c’estàdire𝜔 ∈ 𝐶𝑘(𝒢 , 𝑉) et 𝛿𝜔 = 0. On note leur
ensemble par 𝐵𝑘(𝒢 , 𝑉).
Un 𝑘cobordestune 𝑘formeexacte, c’estàdire𝜔 ∈ 𝐶𝑘(𝒢 , 𝑉)et il existe𝜂 ∈ 𝐶𝑘−1(𝒢 , 𝑉)
telle que𝜔 = 𝛿𝜂. On note leur ensemble par 𝑍𝑘(𝒢 , 𝑉).
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Lemme1.1. 𝐵𝑘(𝒢 , 𝑉) et𝑍𝑘(𝒢 , 𝑉) sont desℝespaces vectoriels, et𝑍𝑘(𝒢 , 𝑉) est un sous
espace de𝐵𝑘(𝒢 , 𝑉).

Démonstration. C’est immédiat. Le deuxième point résulte de la Proposition cidessus.

On appel 𝑘ème groupe de cohomologie de𝒢 , à coefficients dans𝑉 (ou par rapport
à la représentation 𝜌), l’espace vectoriel quotient

𝐻𝑘(𝒢 , 𝑉) = 𝐵𝑘(𝒢 , 𝑉)/𝑍𝑘(𝒢 , 𝑉).

Si𝐺 est ungroupede Lie connexed’algèbre de Lie𝒢 , alors l’espaceΩ ∗
𝐿(𝐺)des 1formes

différentielles invariantes à gauche sur 𝐺 est un souscomplexe du complexe de de
Rhamde𝐺qui est naturellement isomorpheaucomplexedeChevalleyEilenberg𝐶∗(𝒢 ,ℝ)
pour l’action trivialede𝒢 surℝ, qui impliqueque leurs cohomologies sont isomorphes :

𝐻∗
𝐿(𝐺) ≅ 𝐻∗(𝒢 ,ℝ). (1.1)

(L’isomorphisme deΩ ∗
𝐿(𝐺) sur𝐶∗(𝒢 ,ℝ) associe toute 1forme invariante à gauche à sa

valeur en l’élément neutre 𝑒 de 𝐺, après identification de 𝒢 ∗ avec 𝑇𝑒𝐺). En particulier,
lorsque𝐺 est compact le processus de la moyenne

𝛼 ↦ 
𝐺
𝐿∗𝑔𝛼 𝑑𝑔

(𝛼 dénote une forme différentielle sur𝐺, et 𝐿𝑔 dénote la translation à gauche par 𝑔 ∈ 𝐺)
induit un isomorphisme de𝐻∗

𝑑𝑅𝐺 dans𝐻∗
𝐿(𝐺), et on a

𝐻𝑑𝑅(𝐺) ≅ 𝐻∗(𝒢 ,ℝ).

Théorème1 (Whitehead1). Si𝒢 est semisimpleet𝑉 estun𝒢 modulededimensionfinie,
alors𝐻1(𝒢 , 𝑉) = 0 et𝐻2(𝒢 , 𝑉) = 0.

Théorème2 (Whitehead2). Si𝒢 est semisimpleet𝑉 estun𝒢 modulededimensionfinie,
et𝑉𝒢 = 0 où𝑉𝒢 = {𝑣 ∈ 𝑉, 𝜌(𝑥) ⋅ 𝑣 = 0, pour tout 𝑥 ∈ 𝒢 } est l’ensemble des éléments de
𝑉 qui sont invariants par l’action de𝒢 , alors

𝐻𝑘(𝒢 , 𝑉) = 0, pour tout 𝑘 ≥ 0.

Lemme 1.2. Soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique.

1. Pour tout𝑋,𝑌 ∈ 𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀), on a

𝑑(𝜔(𝑌,𝑋)) = [𝑋, 𝑌].

En particulier, [𝑋, 𝑌] ∈ 𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀).

2. Pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀), on a

𝑋{𝑓,𝑔} = [𝑋𝑓, 𝑋𝑔],

i.e. unmorphisme d’algèbres de Lie.
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3. Si 𝜙 ∶ 𝐺 → Sp(𝑀,𝜔) est un homomorphisme, i.e. l’action 𝐺 ý𝑀 est symplec
tique, alors l’application 𝑑𝜙 ∶ 𝒢 ⟶ 𝒳sym(𝑀), 𝜉 ⟶ 𝑋𝜉 est un antimorphisme
d’algèbres de Lie.

Démonstration. 1. Rappelons d’abord l’identité de Cartanℒ𝑍 = 𝑖𝑍 ∘ 𝑑 + 𝑑 ∘ 𝑖𝑍 pour
tout champ de vecteurs 𝑍 où 𝑖𝑍 dénote le produit intérieur etℒ𝑍 la dérivée de
Lie suivant le champ de vecteurs 𝑍.
On a pour tout𝑋,𝑌 ∈ 𝒳sym(𝑀),

𝑖[𝑋,𝑌]𝜔 = ℒ𝑋 (𝑖𝑌𝜔) − 𝑖𝑌ℒ𝑋𝜔 = (𝑖𝑋 ∘ 𝑑 + 𝑑 ∘ 𝑖𝑋)𝑖𝑌𝜔 = 𝑑(𝜔(𝑌,𝑋))

2. C’est une conséquence de (1) ; parce que les champs de vecteurs hamiltoniens
sont symplectiques et par la définition de crochet de poisson.

3. Rappelons que si 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁 est une application lisse, un champ de vecteurs
𝑋 de𝑀 (respectivement 𝑌 de 𝑁) sont 𝐹reliés et on écrit 𝑋 ∼𝐹 𝑌 si, pour tout
𝑥 ∈ 𝑀, 𝑌(𝐹(𝑥)) = 𝐷𝑥𝐹 (𝑋(𝑥)). On montrer que

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑋 ∼𝐹 𝑌
𝑋′ ∼𝐹 𝑌′

⎫⎪⎬
⎪⎭⟹ [𝑋,𝑋′] ∼𝐹 [𝑌, 𝑌′]

Si on a une action d’un groupe de Lie 𝐺 sur 𝑀 et sur 𝑁, on dit que 𝐹 est 𝐺
équivariante si, pour tout𝑥 ∈ 𝑀,𝐹(𝑔⋅𝑥) = 𝑔⋅𝐹(𝑥). Dans ce cas, pour tout𝜉 ∈ 𝒢 , les
champs fondamentaux𝑋𝑀𝜉 et𝑋𝑁𝜉 sont 𝐹reliés, il suffit de dériver en 0 l’identité :

𝐹(exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥) = exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝐹(𝑥).

L’application 𝐹 ∶ 𝐺 × 𝑀 → 𝑀, définie par 𝐹(𝑔, 𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥 est équivariante1 et
surjective.

On a 𝑋𝜉(𝑔, 𝑥) =
𝑑
𝑑𝑡 |𝑡=0

(exp 𝑡𝜉)𝑔, 𝑥 = (𝜉𝑅(𝑔), 0), où 𝜉𝑅 est le champ invariant à

droite et égale à 𝜉 en l’élément neutre 𝑒 de𝐺. On a, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢

[𝑋𝐺×𝑀𝜉 , 𝑋𝐺×𝑀𝜂 ] = [𝜉𝑅, 𝜂𝑅], 0 = −[𝜉, 𝜂]𝑅, 0 = −𝑋𝐺×𝑀[𝜉,𝜂] .

En effet, l’inversion 𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺 est un difféomorphisme dont la différentielle en
l’élément neutre est 𝐷𝑒𝑖(𝑥𝑖) = −𝜉, transforme un champ invariant à gauche en
un champ invariant à droite (et vice versa). Plus précisément, si 𝜉𝐿 est le champ
invariant à gauche, égale à 𝜉 en l’élément neutre alors 𝜉𝑅 = −𝑖∗𝜉𝐿. On a donc :

[𝜉𝑅, 𝜂𝑅] = [−𝑖∗𝜉𝐿, −𝑖∗𝜂𝐿] = 𝑖∗[𝜉𝐿, 𝜂𝐿] = 𝑖∗[𝜉, 𝜂]𝐿 = −[𝜉, 𝜂]𝑅.

Comme 𝐹 est surjective, on déduit que, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 , [𝑋𝜉, 𝑋𝜂] = −𝑋[𝜉,𝜂].

Théorème 3. Si𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 𝐻2(𝒢 ,ℝ) = {0} alors toute action symplectique est hamil
tonienne.

1. Pour l’action de𝐺 sur𝐺 ×𝑀, 𝑔 ⋅ (ℎ, 𝑥) = (𝑔ℎ, 𝑥)
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Démonstration. Comme𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 𝒢 /[𝒢 , 𝒢 ], alors

𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 0 ⇔ 𝒢 = [𝒢 ,𝒢 ].

Soit 𝐺 ×𝑀⟶𝑀 une action symplectique sur une variété symplectique connexe𝑀.
Comme le crochet de deux champs de vecteurs symplectiques est hamiltonien, alors
l’application 𝑑𝜙 ∶ [𝒢 , 𝒢 ]⟶𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) est à valeur dans𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀). Soit {𝜉1,⋯ , 𝜉𝑝} une
base 𝒢 et 𝐽1,⋯ , 𝐽𝑝 ∈ 𝐶∞(𝑀) tel que pour tout 𝑖 = 1, ..., 𝑝, 𝑋𝐽𝑖 = 𝑋𝜉𝑖 . En d’autre terme,
le champ hamiltonien de 𝐽𝑖 est égale au champ fondamental de 𝜉𝑖, pour tout 𝑖 = 1, ..., 𝑝.
On pose 𝐽(𝜉𝑖) = 𝐽𝑖 et on étend 𝐽 en une application linéaire 𝐽 ∶ 𝒢 ⟶ 𝒞∞(𝑀), avec
𝑋𝐽(𝜉) = 𝑋𝜉 pour tous 𝜉 ∈ 𝒢 . L’application 𝐽 n’est pas nécessairement un morphisme
d’algèbres de Lie. Cependant le fait que𝐻2 (𝒢 ,ℝ) = 0, permet une légèremodification
de 𝐽 la rendant unmorphisme d’algèbres de lie, à savoir pour tout 𝜉𝜂 ∈ 𝒢 , l’application
𝐽([𝜉, 𝜂]) − {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)} est a constante puisque, par

𝑋𝐽[𝜉,𝜂] = 𝑋[𝜉,𝜂] = −[𝑋𝜉, 𝑋𝜂] = 𝑋{𝐽(𝜉),𝐽(𝜂)}

donc, il existe une constante 𝑐(𝜉, 𝜂) ∈ ℝ telle que, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢

𝐽([𝜉, 𝜂]) − {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)} = 𝑐(𝜉, 𝜂).

Par conséquent, nous obtenons une application 𝑐 ∶ 𝒢 × 𝒢 ⟶ ℝ, bilinéaire et anti
symétrique. Comme les crochets [⋅ , ⋅] et {⋅ ⋅} satisfont l’identité de Jacobi et 𝑐(𝜉, 𝜂) est
une fonction constante sur𝑀 pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 , on a 𝛿𝑐 = 0. Par 𝐻2(𝒢 ,ℝ) = 0, il
existe 𝑏 ∈ 𝒢 ∗ tel que 𝛿𝑏 = 𝑐, c’estàdire 𝑐(𝜉, 𝜂) = −𝑏([𝜉, 𝜂]) pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 .

Si 𝜇∗ ∶= 𝐽 + 𝑏, on obtient une application linéaire𝒢 ⟶𝒞∞(𝑀), qui vérifie encore
𝑋𝜇∗(𝜉) = 𝑋𝜉 (puisque 𝑏(𝜉) est constante sur𝑀) pour tout 𝜉 ∈ 𝒢 , mais également

𝜇∗([𝜉, 𝜂]) = 𝐽([𝜉, 𝜂]) + 𝑏([𝜉, 𝜂])
= 𝑐(𝜉, 𝜂) + {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)} + 𝑏([𝜉, 𝜂])
= {𝜇∗(𝜉), 𝜇∗(𝜂)}

pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 , donc 𝜇∗ est l’application comoment pour l’action de𝐺.

1.3.2 Unicité d’applicationmoment

Théorème 4. Si 𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 0, alors si une application moment d’une action symplec
tique de𝐺 existe, elle est unique.

Démonstration. Si 𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 0, et si 𝜇1 et 𝜇2 sont deux applications moment d’une
action du groupe𝐺, alors pour tout 𝜉 ∈ 𝒢 , la fonction < 𝜇1 − 𝜇2, 𝜉 > est constante sur
𝑀 puisque

𝑋𝜇1(𝜉)−𝜇2(𝜉) = 𝑋𝜉 − 𝑋𝜉 = 0.
Comme𝑀 est connexe, il existe 𝑏(𝜉) ∈ ℝ, tel que 𝜇1(𝜉) − 𝜇2(𝜉) = 𝑏(𝜉).
On a 𝑏 ∈ 𝒢 ∗ et puisque 𝜇𝑖([𝜉, 𝜂]) = {𝜇𝑖(𝜉), 𝜇𝑖(𝜂)} = 𝜔(𝑋𝜉, 𝑋𝜂) pour tout 𝑖 = 1, 2, on
obtient

(𝛿𝑏)(𝜉, 𝜂) = −𝑏([𝜉, 𝜂]) = 0, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 .
Finalement, par𝐻1(𝒢 ,ℝ) = 0 on obtient 𝑏 = 0, c’estàdire 𝜇1 = 𝜇2.
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Exemples

1. Soit𝑀 = GL (2,ℝ) = {𝐴 ∈ 𝑀2×2(ℝ), det𝐴 ≠ 0}munie de la forme symplectique
𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥4. L’action du cercle

𝐺 = SO(2) = 𝐴 ∈ 𝑀2×2 (ℝ) , 𝐴.𝐴𝑡 = 𝐼, det𝐴 = 1

sur𝑀, par conjugaison, est hamiltonienne et

𝜇 ∶ GL (2,ℝ) ⟶ ℝ
 𝑥1 𝑥2𝑥3 𝑥4  ⟼ 𝑥1𝑥4 − 𝑥2𝑥3 −

1
2 𝑥

2
1 + 𝑥22 + 𝑥33 + 𝑥24 ,

qui n’est pas unique, puisque𝐺 est abélien. Toute autre application moment dif
fère de 𝜇 d’une constante.

2. L’actiondeSL (2,ℝ) sur leplanℝ2, parmultiplicationàgauche, est hamiltonienne
et l’application moment est unique, donnée par :

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦,
𝑦2
2 ,
−𝑥2
2  .

1.4 Réduction symplectique

Soit 𝐺 ý(𝑀,𝜔) une action hamiltonienne et 𝜇 une application moment. Comme
𝜇 est équivariante, alors pour tout 𝑐 ∈ 𝒢 ∗ invariant par l’action coAdjointe, le niveau
𝜇−1(𝑐) est𝐺invariant. En effet, pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(𝑐),

𝜇(𝑔 ⋅ 𝑥) = Ad∗𝑔𝜇(𝑥) = Ad∗𝑔𝑐 = 𝑐.

En particulier, 𝜇−1(0) est𝐺invariant.
Si 𝑐 est une valeur régulière de 𝜇, alors 𝜇−1(𝑐) est une sousvariété de𝑀 de dimen

sion égale à dim𝑀− dim𝐺.
L’espace quotient 𝜇−1(𝑐)/𝐺 n’est pas toujours une variété, puisque l’action de 𝐺 sur
𝜇−1(𝑐) peut ne pas être libre2. Si l’action est libre et propre alors le quotient est une
variété de dimension égale à dim𝑀− 2 dim𝐺 et possède une forme symplectique ca
nonique. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 5. Théorème de MarsdenWeinsteinMeyer Soit (𝑀,𝜔,𝐺, 𝜇) un 𝐺espace ha
miltonien où𝐺 est un groupe de Lie compacte. Soit 𝑖 ∶ 𝜇−1(0) ↪ 𝑀 l’injection canonique.
On suppose que l’action de𝐺 sur𝜇−1(0) est libre. On a alors :

1. L’espace d’orbites𝑀red = 𝜇−1(0)/𝐺 est une variété différentielle de dimension égale
à dim𝑀− 2 dim𝐺.

2. La surjection canonique𝜋 ∶ 𝜇−1(0)⟶𝑀𝑟𝑒𝑑 est une𝐺fibration.

3. La variété quotient𝑀red possède une forme symplectique canonique𝜔red, caractéri
sée par

𝑖∗𝜔 = 𝜋∗𝜔red.
2. Le quotient est un orbifold.
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Le couple (𝑀𝑟𝑒𝑑, 𝜔𝑟𝑒𝑑) est appelé la réduction de (𝑀,𝜔) par rapport à𝐺, 𝜇, ou bien
le quotient symplectique, ou bien le quotient de MarsdenWeinsteinMeyer.

Les deux premiers points du théorème font partie d’un résultat classique concer
nant les actions de groupes sur les variétés. Voir [8].
Pourmontrer le troisième point du théorème on a besoin d’un certain nombre de résul
tats préliminaires. Onmontrer ensuite que si l’action𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors est une
sousvariété3 et que, pour toute 𝑥 ∈ 𝜇−1(0), l’orbite𝑂(𝑥) est isotrope (pour lesquels un
procédé général de réduction peut s’appliquer).

Notons par𝑂(𝑥) l’orbite du point 𝑥 de𝑀, i.e.𝑂(𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥, 𝑔 ∈ 𝐺 et par𝐺𝑥 le sous
groupe d’isotropie 𝐺𝑥 = 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥, qui est un sousgroupe de Lie de 𝐺 (car
fermé dans𝐺), d’algèbre de Lie donnée par :

𝒢𝑥 = 𝜉 ∈ 𝒢 , 𝑋𝜉(𝑥) = 0 .

On a le lemme suivant :

Lemme 1.3. Avec les notations cidessus et𝜇 désigne l’applicationmoment alors

ker𝐷𝑥𝜇 = (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔

Im𝐷𝑥𝜇 =𝒢 ∘
𝑥 = {𝛼 ∈ 𝒢 ∗, < 𝛼, 𝜉 >= 0, ∀𝜉 ∈ 𝒢𝑥} .

De sorte que si l’action est libre alors 0 est une valeur régulière de𝜇.

Démonstration. • Pour tout 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀, 𝜉 ∈ 𝒢 et 𝛾 une courbe dans𝑀 qui
passe par 𝑥 et dont le vecteur tangent en 𝑥 est 𝑣 on a :

𝑖𝑋𝜉𝜔𝑥 (𝑣) =
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇 𝛾(𝑡) , 𝜉 >=< 𝐷𝑥𝜇 (𝑣) , 𝜉 > .

Par suite,

𝑣 ∈ ker𝐷𝑥𝜇⟺𝜔𝑥 𝑋𝜉(𝑥), 𝑣 = 0, ∀𝜉 ∈ 𝒢

⟺𝑣 ∈ 𝑋𝜉(𝑥), 𝜉 ∈ 𝒢 
𝜔
= (𝑇𝑥𝑂(𝑥))

𝜔 .

• Remarquons d’abord que Im𝐷𝑥𝜇 est contenu dans l’annulateur de𝒢𝑥 : pour tout
𝜉 ∈ 𝒢𝑥 = 𝜉 ∈ 𝒢 , 𝑋𝜉(𝑥) = 0, on a

< 𝐷𝑥𝜇(𝑣), 𝜉 >= 𝜔𝑥 𝑋𝜉(𝑥), 𝑣 = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀.

Ceci signifie que Im𝐷𝑥𝜇 ⊂ 𝒢 ∘
𝑥 . Pour l’égalité, il suffit de montrer qu’ils ont la

même dimension. En effet,

dim Im𝐷𝑥𝜇 = dim𝑀− dim ker𝐷𝑥𝜇 = dim𝑀− dim (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔

= dim𝑇𝑥𝑂(𝑥) = dim𝒢 − dim𝒢𝑥 (car𝑂(𝑥) ≅ 𝐺/𝐺𝑥)
= dim𝒢 ∘

𝑥 (car dim𝒢 = dim𝒢𝑥 + dim𝒢 ∘
𝑥 ).

3. coisotrope
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Lemme 1.4. Si l’action𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors, pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(0), l’orbite𝑂(𝑥) est
une sousvariété isotrope de𝑀.

Démonstration. Pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(0) et tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝒢 ,

< 𝐷𝑥𝜇 𝑋𝜉(𝑥) , 𝜂 >=
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇 (exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥) , 𝜂 >= 𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇(𝑥),Ad∗exp 𝑡𝜉𝜂 >= 0,

cequi signifieque𝑋𝜉(𝑥) ∈ ker𝐷𝑥𝜇 = (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔
. Comme tout vecteur tangent à l’orbite

𝑂(𝑥) est la valeur en 𝑥 d’un champ fondamental, alors 𝑇𝑥𝑂(𝑥) est isotrope donc aussi
ker𝐷𝑥𝜇 = 𝑇𝑥𝜇−1(0).

Lemme 1.5. Soit (𝑉, 𝜔) un espace vectoriel symplectique. supposons que 𝐼 est un sous
espace isotrope, i.e. 𝜔𝐼 ≡ 0. Alors 𝜔 induit une forme symplectique canonique Ω sur le
quotient 𝐼𝜔/𝐼, caractérisée par

𝑖∗𝜔 = 𝜋∗Ω (1.2)

où 𝑖 ∶ 𝐼𝜔 ↪ 𝑉 est l’injection canonique et𝜋 ∶ 𝐼𝜔 ↠ 𝐼𝜔/𝐼 est la surjection canonique.

Démonstration. Soient 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 , et [𝑢], [𝑣] leurs classes d’équivalence dans 𝐼𝜔/𝐼. On
définitΩ par :

Ω([𝑢], [𝑣]) ∶= 𝜔(𝑢, 𝑣).

• Ω est bien définie. En effet, pour tout 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼

𝜔(𝑢 + 𝑖, 𝑣 + 𝑗) = 𝜔(𝑢, 𝑣) + 𝜔(𝑢, 𝑗) + 𝜔(𝑖, 𝑣) + 𝜔(𝑖, 𝑗) = 𝜔(𝑢, 𝑣).

Ce qui signifie que la valeur deΩ([𝑢], [𝑣]) ne dépend pas des représentants des
classes d’équivalence.

• Ω est non dégénérée. En effet, si 𝑢 ∈ 𝐼𝜔 est tel que 𝜔(𝑢, 𝑣) = 0 pour tout 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 ,
alors 𝑢 ∈ (𝐼𝜔)𝜔 = 𝐼. Ce qui veut dire que [𝑢] = 0.

On a, pour tout 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 ,

(𝜋∗Ω) (𝑢, 𝑣) = Ω ([𝑢], [𝑣]) = 𝜔(𝑢, 𝑣) = (𝑖∗𝜔) (𝑢, 𝑣).

Preuve de theorem deWeinstienMarsdenMeyer

Démonstration. Comme l’action 𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors 𝜇−1(0) est une sousvariété
isotrope de𝑀 (d’après les lemmes précédents).
L’action de𝐺 sur𝜇−1(0) est propre4 et donc le quotient𝑀red = 𝜇−1(0)/𝐺 est une variété
différentielle de dimension égale à dim𝑀− 2 dim𝐺.

Le sousespace𝑇𝑥𝑂(𝑥) est isotrope dans l’espace vectoriel symplectique (𝑇𝑥𝑀,𝜔𝑥).
Il existe, d’après le lemme (1.5) une structure symplectique canonique sur le quotient
(𝑇𝑥𝑂(𝑥))

𝜔𝑥 /𝑇𝑥𝑂(𝑥) = 𝑇𝑥𝜇−1(0)/𝑇𝑥𝑂(𝑥). en tout point [𝑥] ∈ 𝑀red, l’espace tangent

4. car𝐺 est compact
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𝑇[𝑥]𝑀red s’identifie à 𝑇𝑥𝜇−1(0)/𝑇𝑥𝑂(𝑥). Par suite,𝑀red possède une 2forme non dégé
nérée𝜔red

5.
Par construction, d’après (1.2), on a 𝑖∗𝜔 = 𝜋∗𝜔𝑟𝑒𝑑 où

𝜇−1(0)
𝜋
����

� � 𝑖 //𝑀

𝑀red

Il reste à montrer que𝜔red est fermée. Pou cela remarquons que :

𝜋∗ (𝑑𝜔red) = 𝑑 (𝜋∗𝜔red) = 𝑑 (𝑖∗𝜔) = 𝑖∗ (𝑑𝜔) = 0.

Comme 𝜋∗ est injective alors 𝑑𝜔red = 0.

5. Bien définit, car𝜔 est𝐺invariante.



Chapitre

2 Le carré de la norme de
l’application moment

Soit (𝑀, 𝜎) une variété symplectique connexe sur laquelle on a une action hamil
tonienne d’un groupe de Lie compact𝐺, de sorte qu’il existe une application moment
𝐺équivariante :

𝜇 ∶ 𝑀 → 𝒢 ∗

où𝒢 ∗ est l’espace vectoriel dual de l’algèbre de Lie de𝐺. On suppose en plus que 𝜇 est
propre (i.e. l’image réciproque par 𝜇 de tout compact est un compact).
On fixe un produit scalaire invariant sur𝒢 ∗ (invariant pour l’action coAdjointe de𝐺 sur
𝒢 ∗). Comme 𝐺 est compact, on peut construire une métrique riemannienne 𝑔 sur𝑀,
𝐺invariante et compatible avec 𝜎, i.e. pour tout champ de vecteurs𝑋 et 𝑌 sur𝑀

𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝜔(𝑋, 𝐽𝑌),

où 𝐽 est une structure presquecomplexe sur𝑀.
Soit la fonction sur𝑀 définie par 𝑓 = ‖𝜇‖2. On dénote par 𝜙𝑡 le flot de −∇𝑓, i.e. pour
toute fonction ℎ,

𝑑
𝑑𝑡ℎ

𝜙𝑡(𝑥) = −∇𝑓 𝜙𝑡(𝑥) = −⟨∇𝑓, ∇ℎ⟩ 𝜙𝑡(𝑥) .

Le flot est défini pour tout 𝑡 ≥ 0. L’ensemble des points critiques de 𝑓 est une union
disjointe departies fermées connexes par arcs sur lesquelles𝑓 est constante. Pour toute
composante critique 𝐶, l’ensemble stable 𝑆𝐶 défini par

𝑆𝐶 = {𝑥 ∈ 𝑀, 𝜔(𝑥) ⊂ 𝐶}

est une sousvariété de𝑀 (voir [3]).

2.1 Théorème de Duistermaat

Théorème 6 (Duistermaat). Soient (𝑀, 𝜎), 𝑓,𝐶, 𝑡 et 𝑆𝐶 comme cidessus. Alors

1. Pour tout 𝑥 ∈ 𝑀 l’ensemble limite de la trajectoire 𝜙𝑡(𝑥) est réduit à un point, noté
𝜙∞(𝑥),

2. pour chaque composante connexe𝐶 des points critiques de la cartemoment

𝜙 ∶ [0,∞] × 𝑆𝐶 ⟶𝑆𝐶, (𝑡, 𝑥)⟶ 𝜙𝑡(𝑥)

est une rétraction de déformation.
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Démonstration. Nous prouvons le théorème (6) en plusieurs étapes. Nous discutons
d’abord des applications de moment pour des groupes de Lie sont localement ana
lytiques réels. Cette analyticité locale est une conséquence du théorème de la forme
normale locale deMarle [6] et de GuilleminSternberg [2] d’une applicationmoment et
du fait que les groupes de Lie compacts sont analytiques réels.

Nous rappelons l’inégalité de gradient de Lojasiewicz.

Lemme 2.1. (inégalité de gradient de Lojasiewicz) Si 𝑓 est une fonction analytique réelle
sur un ensemble ouvert𝑊 ⊂ 𝑅𝑛 alors pour chaque point critique 𝑥 de 𝑓 il y a un voisinage
𝑈𝑥 de 𝑥 et des constantes 𝑐𝑥 > 0 et 0 < 𝛼𝑥 < 1, tel que

‖∇𝑓(𝑦)‖ ≥ 𝑐𝑥|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|𝛼𝑥 (2.1)

pour tout 𝑦 ∈ 𝑈𝑥. Ici ‖ ⋅ ‖ désigne la norme euclidienne standard.

On trouve cette inégalité et sa preuve on détaille dans [5].
Comme toutemétrique riemannienne sur un sousensemble relativement compact

de 𝑅𝑛 est équivalent à la métrique euclidienne, l’inégalité (2.1) est valable pour une
métrique riemannienne arbitraire sur𝑅𝑛 avec le même exposant 𝛼𝑥 et éventuellement
une constante différente 𝑐𝑥.

La composante connexe𝐶 de l’ensemble des points critiques de 𝑓 étant compacte,
elle peut être recouverte par un nombre fini d’ouverts𝑈𝑖 sur lesquels l’inégalité ( ??) est
valable (avec les constantes 𝑐𝑖 et 𝛼𝑖 dépendantes de𝑈𝑖).
Soit 𝛼 = max𝛼𝑖 et 𝑏 = 𝑓(𝐶). Puis pour tout 𝑦 ∈ 𝑈𝑖 avec |𝑓(𝑦) − 𝑏| < 1 nous avons

|𝑓(𝑦) − 𝑏|𝛼𝑖 ≥ |𝑓(𝑦) − 𝑏|𝛼.

Soit 𝑐 = min 𝑐 et soit 𝑈 = ∪𝑢𝑖 ∩ {𝑧 ∈ 𝑀 |𝑓(𝑧) − 1| < 1}, tel que pour tout 𝑦 ∈ 𝑈 on a
‖∇𝑓(𝑦)‖ ≥ 𝑐|𝑓(𝑦) − 𝑏|𝛼 ou de façon équivalente,

‖∇𝑓(𝑦)‖.|𝐹(𝑦) − 𝑏)|−𝛼 ≥ 𝑐 (2.2)

Par définition de 𝑆𝐶,
lim
𝑡⟶∞

𝑓(𝜙𝑡(𝑦)) = 𝑏.

pour tout 𝑦 ∈ 𝑆𝐶. Puisque 𝑓 est propre, il existe𝐷 > 0 pour que

|𝑓(𝑦) − 𝑏| < 𝐷⟹ 𝑦 ∈ 𝑈.

Donc pour tout 𝑦 ∈ 𝑆𝐶 il y’ a 𝜏 = 𝜏(𝑦) de sorte que

𝑡 ≥ 𝜏(𝑦)⟹ 𝜙𝑡(𝑦) ∈ 𝑈.

fixé 𝑦 ∈ 𝑆𝐶. Pour 𝑡 > 𝜏(𝑦)

−𝑑/𝑑𝑡(𝑓(𝜙𝑡(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 = −(1 − 𝛼)(𝑓(𝜙𝑡)(𝑦) − 𝑏)𝛼(−∇𝑓(𝑓))(𝜙𝑡(𝑦))
= (1 − 𝛼)(𝑓(𝜙𝑡)(𝑦) − 𝑏)−𝛼| ∇𝑓((𝜙𝑡)(𝑦)‖2

≥ (1 − 𝛼)‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖

par (2.2) on pose ‖∇𝑓(𝑦)‖.|𝑓(𝑦) − 𝑏)|−𝛼 = 𝑐 on obtient

− 𝑑𝑑𝑡(𝑓(𝜙𝑡(𝑦)) − 𝑏)
1−𝛼 ≥ 𝑐‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖
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par la dernière inégalité suit de (2.2). Donc pour tout 𝑡1 > 𝑡0 > 𝜏(𝑦)

(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1)(𝑦) − 𝑏) = −
𝑡1

𝑡0
(𝑓(𝜙𝑡)(𝑦) − 𝑏)1−𝛼𝑑𝑡

≥ (1 − 𝛼)𝑐
𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖𝑑𝑡

(2.3)

parceque on a par la dernière inégalité on a

(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1)(𝑦) − 𝑏) ≥ (1 − 𝛼)𝑐
𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖𝑑𝑡 (2.4)

par l’inégalité précédente. On pose 𝑐′ = 1
1−𝛼𝑐 on obtient :

Lemme2.2. Il yadesconstantes𝑐′ > 0et0 < 𝛼 < 1 telquepour tous 𝑡0 < 𝑡1 suffisamment
large et pour tous 𝑥 ∈ 𝑆𝐶

𝑐′ (𝑓(𝜙𝑡0(𝑥) − 𝑏))1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1(𝑥) − 𝑏))1−𝛼 ≥ 
𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑥)‖𝑑𝑡 (2.5)

Il estmaintenant facile demontrer que l’ensemblede𝜔limitede𝜙𝑡(𝑦)quand 𝑡 tend
vers +∞ est réduit à un point.

Soit 𝑑 la distance sur𝑀 définie par la métrique riemanienne. On a

𝑑(𝜙𝑡0)(𝑦), 𝜙𝑡1(𝑦) ≤
𝑡1

𝑡0
‖ 𝑑𝑑𝑡𝜙𝑡(𝑦)‖𝑑𝑡

= 
𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡(𝑦))‖𝑑𝑡

≤ 𝑐′ (𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼

(2.6)

puisque on a par le lemme(2.2)


𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑥)‖𝑑𝑡 ≤ 𝑐′ (𝑓(𝜙𝑡0(𝑥) − 𝑏))1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1(𝑥) − 𝑏))1−𝛼

et par l’inégalité (2.3)

(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1)(𝑦) − 𝑏) = −
𝑡1

𝑡0
(𝑓(𝜙𝑡)(𝑦) − 𝑏)1−𝛼𝑑𝑡⟹

− (𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1)(𝑦) = 
𝑡1

𝑡0
(𝑓(𝜙𝑡)(𝑦) − 𝑏)1−𝛼𝑑𝑡

On divise par
1
1−𝛼 et on obtient

(1 − 𝛼)𝑐
𝑡1

𝑡0
‖∇𝑓(𝜙𝑡)(𝑦)‖𝑑𝑡 ≤ −(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1)(𝑦) − 𝑏
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et donc
𝑑(𝜙𝑡0)(𝑦), 𝜙𝑡1(𝑦) ≤ 𝑐′ (𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡1(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 .

Pour 𝑡0, 𝑡1 ⟶+∞ la dernière expression est convergente ver 0. Donc par le critère de
Cauchy, la limite lim𝑡⟶+∞ 𝜙𝑡(𝑦) existe, et donc l’application

𝜙∞ ∶ 𝑆𝐶 ⟶𝐶 𝜙∞(𝑦) ∶= lim
𝑡⟶+∞

𝜙𝑡(𝑦)

est bien définie.
On doit montrer que 𝜙∞ ∶ 𝑆𝐶 ⟶ 𝐶 est continue. Soit 𝑥 ∈ 𝑆𝐶 et 𝜀 > 0 nous voulons
trouver 𝛿 tel que

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿⟹ 𝑑(𝜙∞(𝑥), 𝜙∞(𝑦)) < 𝜀.
Pour tout 𝑦 ∈ 𝑆𝐶 on prend la limite dans (2.6) lorsque 𝑡1 ⟶ +∞. Comme la limite
existe on a lim𝑡→+∞ 𝑓(𝜙𝑡(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼) = 0 et

𝑑 𝜙𝑡0(𝑦), 𝜙𝑡∞(𝑦) ≤ 𝑐′(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 (2.7)

pour tous 𝑦 ∈ 𝑆𝐶 et tous 𝑡, on choisit 𝑡 > 0 tel que

𝑐′(𝑓(𝜙𝑡0(𝑦)) − 𝑏)1−𝛼 <
𝜀
4 (2.8)

donc
𝑑 𝜙𝑡(𝑥), 𝜙∞(𝑥) <

𝜀
4 (2.9)

On fixe 𝑡 comme cidessus, on choisit 𝛿 > 0 tel que 𝑦 ∈ 𝑆𝐶 et 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿. Ceci implique
les deux inégalités

𝑑 𝜙𝑡(𝑦), 𝜙∞(𝑦) <
𝜀
4 (2.10)

et
𝑐′|(𝑓(𝜙𝑡(𝑥) − 𝑏))1−𝛼 − (𝑓(𝜙𝑡(𝑦) − 𝑏))1−𝛼| <

𝜀
4 (2.11)

ceci parceque les deux applications 𝑧⟼ 𝜙𝑡(𝑧) et 𝑧⟼ (𝑓(𝜙𝑡(𝑧)−𝑏))1−𝛼 sont continues
l’équation (2.8) et par l’équation (2.11) implique que

𝑐′(𝑓(𝜙𝑡(𝑥) − 𝑏))1−𝛼 <
𝜀
2 (2.12)

En plus par (2.7) on a

𝑑 𝜙∞)(𝑦), 𝜙𝑡(𝑦) <
𝜀
2 (2.13)

En mettant (2.10) et (2.11) ensemble, on obtient pour tout 𝑦 ∈ 𝑆𝐶 et 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿

𝑑 𝜙∞)(𝑥), 𝜙∞(𝑦) ≤ 𝑑 𝜙∞)(𝑥), 𝜙𝑡(𝑥) + 𝑑 𝜙𝑡)(𝑥), 𝜙∞(𝑦) <
𝜀
4 +

𝜀
4 +

𝜀
2 = 𝜀.

puisque on a

|𝜙∞(𝑥) − 𝜙∞(𝑦)| ≤ |𝜙∞(𝑥) − 𝜙𝑡(𝑥)| + |𝜙𝑡(𝑥) − 𝜙𝑡(𝑦)| + |𝜙𝑡(𝑦) − 𝜙∞(𝑦)|.
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Donc l’application 𝜙∞ ∶ 𝑆𝐶 ⟶𝐶 est continu.
Il découle de l’argument cidessus que pour tout 𝑦0 ∈ 𝑆𝐶 et pour tout 𝜀 > 0 il existent
𝛿 > 0 et 𝜏 > 0 tel que

𝑡 > 𝜏, 𝑑 𝑦, 𝑦0 < 𝛿⟹ 𝑑(𝜙𝑡)(𝑥), 𝜙∞(𝑥) < 𝜀, pour tout 𝑦 ∈ 𝑆𝐶.

Par conséquent,
𝜙 ∶ [0, +∞] × 𝑆𝐶 ⟶ 𝑆𝐶

(𝑡, 𝑦) ⟼ 𝜙𝑡(𝑦)
est continue. Donc 𝑆𝐶 se rétract par déformation on 𝐶.



Chapitre

3 Annexe

3.1 Ensemble𝜔limite

Nous donnons ici la définition dans la catégorie des variétés.
On se donne un système dynamique sur une variété différentielle𝑀, i.e. une action

du groupe abélien (ℝ, +) sur𝑀. L’action définit un flot :

𝜙𝑡 ∈ Diff(𝑀), (𝑡 ∈ ℝ) , 𝜙0 = Id𝑀 et 𝜙𝑡+𝑠 = 𝜙𝑡 ∘ 𝜙𝑠, ∀ 𝑡, 𝑠 ∈ ℝ.

Soit 𝑥 un point de𝑀 et 𝛾 l’orbite de 𝑥, i.e. l’ensemble des points 𝛾 = {𝜙𝑡(𝑥), 𝑡 ∈ ℝ}.
L’ensemble𝜔limite de 𝑥 noté𝜔(𝑥) est défini par :

𝜔(𝑥) = 
𝑡≥0

𝜙𝑠(𝑥), 𝑠 ≥ 𝑡.

On pourrait aussi définir l’ensemble𝜔(𝑥) de la manière suivante :

𝜔(𝑥) = 𝑦 ∈ 𝑀, ∃𝑡𝑛 ⟶+∞ lim
𝑛→+∞

𝜙𝑡𝑛(𝑥) = 𝑦

End’autres termes𝜔(𝑥) est l’ensemble des points adhérents à𝛾 au voisinagedes temps
infinis.1 L’exemple le plus simple d’ensemble limite est celui du point d’équilibre attrac
tif : on dit qu’un point d’équilibre est attractive si dans un voisinage toutes les trajec
toires s’en rapprochent. Si on se donne un point 𝑥 dans ce voisinage, l’ensemble limite
de 𝑥 est alors constitué par le point attractif. On peut définir le bassin d’attraction du
point d’équilibre (ensemble des points dont l’ensemble limite est constitue de point
équilibre) ; c’est un ensemble invariant.

Propriétés (Relatives à l’action du flot) Soit 𝑥 un point de𝑀.

1. 𝜔(𝑥) = 𝜔(𝜙𝑡(𝑥)) pour tout 𝑡 ∈ ℝ.

2. 𝜔(𝑥) est invariant sous le flot :

∀𝑦 ∈ 𝜔(𝑥), ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝜙𝑡(𝑦) ∈ 𝜔(𝑥).

En particulier, si 𝑦 ∈ 𝜔(𝑥) alors 𝛾(𝑦) ⊂ 𝜔(𝑥).
1. Cet ensemble est au centre du théorème de PoincaréBendixson.
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Propriétés topologiques Si on suppose qu’il existe un compacte 𝐾 dans𝑀𝑎 conte
nant 𝛾+(𝑥) = {𝜙𝑡(), 𝑡 ≥ 0}, alors

1. 𝜔(𝑥) est fermé non vide de𝑀.

2. 𝜔(𝑥) est connexe.

3.2 Application propre

La définition suivante n’est pas la plus générale, mais c’est la définition usuelle dans
la catégorie des variétés.

Une application est propre si l’image réciproque de tout compact est compacte.

Propriétés

1. La composée de deux applications propres est une application propre.

2. Pour toute application continue 𝑓 on a l’équivalence :

𝑓propre⇔ 𝑓 est fermée et l’image réciproque par𝑓de tout singleton est compacte.

En pratique, on a une caractérisation des applications continues propres, en terme de
suites.

Suite qui s’échappe à l’infini Soit (𝑥𝑛) une suite de points d’un espace topologique
𝑋. On dit que (𝑥𝑛) s’échappe à l’infini si tout compact𝐾 de𝑋 ne contient qu’un nombre
fini d’éléments de la suite. C’estàdire,

∃𝑁(𝐾) ∈ ℕ,∀𝑛 ≥ 𝑁(𝐾), 𝑥𝑛 ∉ 𝐾.

Lemme3.1. Une suite (𝑥𝑛) s’échappeà l’infini si, et seulement si, onnepeut extraire de (𝑥𝑛)
aucune sous suite convergente.

On déduit de ce lemme la caractérisation suivante :

Proposition 4. Une application continue 𝑓 est propre si, et seulement si, pour toute suite
(𝑥𝑛) qui s’échappe l’infini, la suite image 𝑓(𝑥𝑛) s’échappe à l’infini.

En particulier, toute fonction polynomiale (d’une ou plusieurs variables) est propre.

3.3 Fonctions deMorseBott

Soit𝑀 une variété différentielle et soit 𝑓 ∶ 𝑀⟶ ℝ une fonction lisse. On dit que
𝑓 est une fonction deMorseBott si :

1. L’ensemble de ses points critiquesCrit(𝑓) se décompose en réunion finie de sous
variétés de𝑀.
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2. Pour tout 𝑥 ∈ Crit(𝑓), 𝑇𝑥Crit(𝑓) = ker𝐻𝑓(𝑥) où 𝐻𝑓(𝑥) est la hessienne de 𝑓 au
point 𝑥, définie par

𝐻𝑓(𝑥)(𝑢, 𝑣) = ℒ𝑋 ℒ𝑌𝑓 (𝑥),

pour tout champs de vecteurs𝑋 et 𝑌 avec𝑋(𝑥) = 𝑢 et 𝑌(𝑥) = 𝑣.
Dans ce cas, pour tout point critique 𝑥 de 𝑓,

𝑇𝑥𝑀 = 𝑇𝑥Crit(𝑓) ⊕ 𝐸+𝑥 ⊕ 𝐸−𝑥 ,

où 𝐸+𝑥 (respectivement, 𝐸−𝑥 ) est le sousespace propre associé aux valeurs propres stric
tement positives (respectivement négatives) de la hessienne𝐻𝑓(𝑥).

Exemples

1. Toute fonction de Morse est de MorseBott (la variété critique est discrète).

2. La fonction 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2 sur la sphère 𝑆2. Son ensemble critique est

Crit(𝑓) = {(0, 0, −1)} ∪ (𝑥, 𝑦, 0) , 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ∪ {(0, 0, 1)} .

Champgradient Soit 𝑔unemétrique riemannienne sur𝑀. Le champgradient𝑋𝑓 est
défini par :

𝑔(𝑋, 𝑌) = ℒ𝑌𝑓,
de sorte que les points critiques de 𝑓 correspondent aux point singuliers de𝑋𝑓 i.e. les
points fixes du flot exp(𝑡𝑋𝑓).
On considère désormais le champ gradient négatif −𝑋𝑓 et on notera son flot (défini sur
toutℝ, puisque𝑀 est compacte) par 𝜙𝑡.

Variétés stables et instables Pour toute composante critique𝐶 de Crit(𝑓), on consi
dère la variété stable (respectivement instable) :

𝑊𝑠(𝐶) = 𝑥 ∈ 𝑀, lim
𝑡⟶+∞

𝜙𝑡(𝑥) ∈ 𝐶

𝑊𝑢(𝐶) = 𝑥 ∈ 𝑀, lim
𝑡⟶−∞

𝜙𝑡(𝑥) ∈ 𝐶

Proposition5. Lavariété stable𝑊𝑠(𝐶)d’unecomposanteconnexedeCrit(𝑓)estunesous
variété et son espace tangent en tout 𝑥 ∈ 𝐶 est donné par : 𝑇𝑥𝑊𝑠 = 𝑇𝑥𝐶 ⊕ 𝐸+𝑥 . Avec un
résultat similaire pour le variété instable𝑊𝑢(𝐶).

Ceci résulte d’un théorèmeplus général, non trivial, qui est le Théorèmedes variétés
stables et instables (en systèmes dynamiques hyperboliques). Dans le cas des fonctions
de MorseBott, on peut retrouver le résultat cidessus grâce au lemme suivant :

Lemme 3.2. (lemme de MoreBott). Soit 𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ ℝ une fonction de MorseBott, soit
𝐶 une composante connexe de dimension𝑚 de la variété critique Crit(𝑓) et soit 𝑝 ∈ 𝐶. Il
existe une carte centrée en 𝑝, (𝑈, 𝜙) telle que :
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1. 𝜙(𝑈 ∩ 𝐶) = 𝜙(𝑈) ∩ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ𝑚 × ℝ𝑛−𝑚, 𝑦 = 0

2. 𝑓 ∘ 𝜙−1(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝐶) − 𝑦21 −⋯ − 𝑦2𝑘 + 𝑦2𝑘+1 +⋯+ 𝑦2𝑛−𝑚

où 𝑘 est l’indice de la hessienne𝐻𝑓(𝑝) et 𝑓(𝐶) est la valeur commune de 𝑓 sur𝐶.
Ceci implique que l’indice est localement constant, donc constant sur toute composante
connexe𝐶.

Proposition 6. Pour toute fonction deMorseBott sur une variété compacte sans bord

𝑀 = 
𝐶⊂𝐶𝑟𝑖𝑡(𝑓)

𝑊𝑠(𝐶) = 
𝐶⊂𝐶𝑟𝑖𝑡(𝑓)

𝑊𝑢(𝐶)

Démonstration :Montrons que tout point de𝑀 est dans une variété stable d’une
composante critique. En remplaçant 𝑓 par −𝑓 on obtient que tout point est aussi dans
une variété instable d’une composante critique de 𝑓.
Comme𝑀 est compacte, le champ gradient de 𝑓 est complet, ce qui veut sire que son
flot est défini sur tout 𝑡 ∈ ℝ. Soit 𝛼 ∈ 𝑀 un point critique non critique. Le long de𝜙𝑡(𝛼)
la fonction 𝑓 est strictement décroissante. En effet,

𝑑
𝑑𝑡𝑓(𝜙𝑡(𝛼)) = ℒ𝑋𝑓𝑓(𝜙𝑡(𝛼)) = −‖𝑋𝑓‖

2(𝜙𝑡(𝛼)) < 0

On a lim𝑡⟶+∞ 𝑓(𝜙𝑡(𝛼)) > inf 𝑓, la borne inférieure de 𝑓 qui est finie par compacité de
𝑀 Il s’ensuit :


+∞

0
‖𝑋𝑓‖2 𝜙𝑡(𝛼) 𝑑𝑡 ≤ 𝑓(𝛼) − inf 𝑓 < +∞

La convergence de l’intégrale implique alors qu’il existe une suite (𝑡𝑛) tendant vers+∞
telle que lim𝑛⟶+∞ ‖𝑋𝑓‖(𝜙𝑡𝑛) = 0. Par compacité de𝑀, quitte à extraire une soussuite,
on peut supposer que 𝜙𝑡𝑛(𝛼) converge vers 𝑐 ∈ 𝑀. Le champ gradient s’annule donc
en 𝑐 et le point 𝛼 appartient à la variété stable de la composante critique c.

3.4 Fonctions analytiques

SoitΩ un ouvert de ℝ𝑛. Une fonction 𝑓 est dite analytique (dansΩ) 𝑓 ∶ Ω ⟶ ℂ,
Si pour chaque point (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ Ω, elle est développable dans un voisinage 𝑈 =
{(|𝑥𝑣 − 𝑥𝑣| ≤ 𝑟𝑣 ⊂ Ω, avec 𝑟𝑣 > 0} en série entière en (𝑥1,⋯𝑥𝑛) :

𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑣1,𝑣𝑛(𝑥1 − 𝑥1)𝑣1 ,⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛)𝑣𝑛

absolument convergente dans ce voisinage.



Chapitre

4 Conclusion

L’application moment intervient dans des problèmes variés de géométrie, notam
ment :

• Théorème de convexité de Atiyah et GuilleminSternberg, qui caractérise les va
riétés toriques à l’aide d’invariants combinatoires.

• Réduction symplectique : permet de simplifier l’étude des systèmes intégrables
et offre unmoyen simple de construire de nouvelles variétés symplectiques dont
la topologie est généralement plus complexe.

Nous avons examiné ici un aspect topologique, où sous certains conditions assez géné
rales, le niveau 0 de l’application moment est un rétracte par déformation d’une sous
variété approprié. C’est un théorème important pour étudier la topologie de la variété
symplectique quotient qui est plus complexe que la variété symplectique de départ.

Il serais intéressant de commencer un travail de thèse pour explorer le lien entre
l’application moment en géométrie symplectique et la théorie des invariants géomé
triques (travaux de Mumford et Kirwan) et ses liens aussi avec les travaux récents en
géométrie tropicale.
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