UNIVERSITE KASDI MERBAH-OUARGLA
FACULTE DES SCIENCES DE LA NATURE ET DE LA VIE
DEPARTEMENT MATHEMATIQUES

Mémoire
MASTER
Spécialité : Mathematique
Option: Algébre et géometrie
Présenté et soutenu publiguement par

Debba Fatma
Theme

. )
Application moment en topologie

symplectique

Date de soutnenace:02/07/2019

Dirigé parDr : Bahayoou Mohamed Amine

Jury :

Dr Boussaid Mohamed Président

Dr.Benmoussa Med Tayeb Examinateur
Dr.Geurboussa Yassine Examinateur
Dr.Bahayou Med Amine Rapporteur

Année universitaire : 2018/2019







Dédicace

Je dédie ce travail a :
La lumiére de ma vie, Maman et Papa
mes freres : Abdelhakim et Yazid, mes sceurs : Imane, Hania et Nouzha
A toute ma famille, a mes tantes Nourelhouda, Somai et Kamilai et mon seul oncle
Haroune Rachid et oncle Noredine
A mes cousines Majda, Nassima, Fardous, Tasnim, Hiba et Ibtihal et mes cousins Nidhal,
Abdelmonaim, Mohamede Chrif, Fathi et Mohameed said
A mes amies fidéles Romaissa, Amani, Amel, Rbiha, Maissa, Nadjat, Sabrina, Djihad, Saida,
Fatiha, Faiza, Manel et Imane.



Remerciement

Je tiens a remercier tous d’abord mon Dieu qui m'a donné la bonne santé, la volonté et la
patience tout au long de mes études .

Je tiens a remercier avec gratitude mon encadreur Mohammed El Amine Bahayou, de
m’avoir guidé et suivi tout ou long de ce travail, de m'avoir conseillé, encouragé et aussi
prodigué de précieux enrichissement. Son aide et sa disponibilité mont permit d’avancer
dans le travail et de finaliser cette étude.

Je remercie les examinateurs Mohamed Tayeb Benmoussa et Mohamed Boussaid, ainsi
que le président de jury Yassine Guerboussa pour son aide.

Je remercie également tous les enseignants qui mont aidé pendant mes études et qui
m'ont donnée de précieux conseils.

Je tiens a remercier les membres de ma promotion
Et tous mes professeurs
Je remercie aussi toute personne qui, de prés ou loin, a contribué a la finalisation de ce
travail.



Résumé

Nous présentons un résultat de Duistermaat qui affirme que le flot du champ gradient
associé au carré de la norme d’une application moment définit un rétract par déforma-
tion d'une partie appropriée de la variété sur le niveau zéro de lI'application moment.
La preuve de Duistermaat est une adaptation de 'argument de Lojasiewicz pour les
fonctions analytiques a des fonctions qui sont localement analytiques.

Mots clefs: Application moment, fonction de Morse-Bott, réduction symplectique.

Abstract

We present a proof due to Duistermaat that the gradient flow of the norm squared of
the moment map defines a deformation retract of the appropriate piece of the manifold
onto the zero level set of the moment map. Duistermaat’s proof is an adaptation of
Lojasiewicz’s argument for analytic functions to functions which are locally analytic.

Keywords: moment map, Morse-Bott functions, symplectic reduction.
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Introduction

Nous étudions dans ce mémoire un article de E. Lerman qui traite la question de la
topologie d’'une variété symplectique.

Etant donnée une variété symplectique, son groupe de symétrie (groupe des difféo-
morphismes conservant la forme sysmplectique) n'est pas un groupe de Lie I. Contrai-
rement, au groupe de symétrie d'une variété riemannienne qui lui est un groupe de Lie.
Pour comprendre la structure du groupe symplectique, on ai amenés a étudier ses sous-
groupes. En particulier, on s'intéresse a un type particulier d'actions de groupes sur une
variété symplectique donnée.

Lorsqu’un groupe de Lie compact G d'algébre de Lie & agit sur une variété sym-
plectique (M, w) en respectant sa structure, ceci donne naissance d'une application
moment

p:M—-z"
Pour une norme donnée || - || sur &%, on peut considérer la fonction f = ||y||2 et voir si
on peut utiliser la théorie de Morse pour étudier la topologie de M. Néanmoins, f n'est
en général pas une fonction de Morse-Bott.

Sous des hypothéses assez générales, on montre un Théoreme de Duistermaat qui
sénonce comme suit :

Pour toute composante critique C de M, I'ensemble des points w-limite

Sc={xeM, w(x) c C)

est une sous-variété de M qui se rétracte par déformation sur C.
Ce mémoire se présente de la facon suivante :

1. Premier chapitre de généralités, sur les variétés symplectiques et leurs groupes
de symétrie.

2. Deuxieme chapitre, consacré aux théoreme de Duistermaat.

3. Un annexe qui regroupe quelques notions et résultats utilisé dans la preuve du
Théoréme de Duistermaat.

On termine par une petite conclusion, ou on indique lI'importance de ce résultat en
théorie des invariants géométrique. A la fin, on donne une bibliographie de la littéra-
ture qui traite ces question plus en détail.

1. C’est un groupe de Lie de dimension infinie.



Chapitre

Généralités sur les
structures symplectiques

1.1 Espaces vectoriels symplectiques

Soit V un espace vectoriel (réel, de dimension finie). Une forme symplectique sur V
est la donnée d’'une forme bilinéaire et antisymétrique w : V X V — R qui soit non
dégénérée, i.e.

kerw = {x eV, wx,y)=0,Yye V]
est trivial. On dit alors que le couple (V, @) est un espace vectoriel symplectique.

Exemple. Le plan R? muni du déterminant w(x,y) = det(x, y). Plus généralement, R*" et

n
— X *
w = E e;Ne, .
i=1

oue, ..., e, estlabase duale de la base canonique.

Symplectomorphisme

Un isomorphisme linéaire L : (V1,w;) — (V,, w,) entre deux espaces vectoriels sym-
plectiques est un symplectomorphisme si L*w, = w;. En d’autre terme, si pour tout
x,y € Vy

w; (L(x), L)) = an(x,y).

Le groupe symplectique d’'un espace vectoriel symplectique (V, w) est le groupe de
Lie:

Sp(V,w) = [L :(V,w) — (V,w), isomorphisme linéaire avec L'w = a)}.

Exemple. Pour le plan IR> muni de la forme symplectique w = det, toute isométrie vecto-
rielle directe L (i.e. det L. = 1) est un symplectomorphisme. En effet, L‘w = (detL) w = w,
ce qui se traduit pas l'inclusion SO(2) C Sp(IR?, det).

Sous espaces particuliers

Soient (V, w) un espace vectoriel symplectique et E un sous-espace vectoriel de V.
Lorthogonal symplectique de E est le sous-espace vectoriel :

E¥ = {x eV, w(xy) =0, Vye E].

On a les propriétés suivantes :

1 <2



Généralités sur les structures symplectiques ©F. Debba 7

+ dimV = dim E + dim E“.
. (E»)" = E.
« (E+F)* =EYNF®,

On dit que E est

Isotrope, si E C E®.

Co-isotrope, si EY C E.

Lagrangien, si E = E®.

Symplectique, si E N E¥ = {0}.

Tout sous-espace vectoriel de dimension 1 est isotrope. En effet, Si E =< v > alors pour
toutx,y € Eona
w(x,y) = w(av, pv) = apw(v,v) =0,

ce qui veutdireque E C E?.
Proposition 1. Tout espace vectoriel symplectique est de dimension paire.

Pour cela, il suffit de montrer I'existence d’un sous-espace lagrangien. En effet, Soit
L un sous-espace isotrope maximal (n‘est pas contenu dans un sous-espace vectoriel
isotrope de dimension strictement plus grande). Alors L = L sinon, s'il existe € L* \ L
alors L& < x > est isotrope, puisque

Le<x>C LN<x>Y=(L®<x>)".

L est donc lagrangien et dim V = 2dim L.

1.2 Variétés symplectiques
Définition 1.1. Une variété symplectique est la donnée d’un couple (M, w) ou M est une
variété différentielle et w est une 2-forme différentielle sur M qui est

. fermée, ie.dw = 0.

« non dégénérée, i.e. I'application

i: 2M) — QY(M)
X = L

est un isomorphisme.

Dans ce qui suit (M, w) désignera toujours une variété symplectique.

Remarques. 1. Toutevariété symplectique est de dimension paire, car l'espace tangent
en n‘importe quel point est un espace vectoriel symplectique.

2. Toute variété symplectique est orientable. En effet, sidimM = 2n alors u = N'w
(n-fois le produit extérieur de la forme symplectique) est une forme volume.
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Exemples.

n , , «s. 7 .
1. R* avec w = Y1 9x; A dx,,;. Plus généralement, toute variété symplectique
de dimension 27 est localement isomorphe a la variété ci-dessus (Théoreme de
Darboux).

2. Lefibré cotangent T*M, d’une variété différentielle M, est munie d'une structure
symplectique canonique.

3. Une surface S possede une structure symplectique si, et seulement si, elle est
orientable. En effet, une 2-forme sur S est non dégénérée si, et seulement si, elle
ne s'annule jamais.

4. La sphére S? est la seule sphére (de dimension non nulle) qui posséde une struc-
ture symplectique. Plus généralement, une variété compacte M (de dimension
21) qui posséde une structure symplectique doit avoir H*(M) # 0,k = 1, ..., 1,
(A¥w ne peut étre exacte, grace au Théoréme de Stokes).

5. Les orbites de I'action co-Adjointe d’'un groupe de Lie G sur &, (le dual de son
algébre de Lie), sont des variétés "canoniquement” symplectiques. Plus générale-
ment, toute variété de Poisson est partitionnée en sous-variétés symplectiques.

Définition 1.2. Soit f : (M, w) — (N, Q) un difffomorphisme entre deux variétés sym-
plectiques. On dit que f est un symplectomorphisme si

fQ=w
c'est-a-dire, pour tout x € M et pour toutu,v € TyMona:

Qs (Def (1), Dyf (v)) = wx(u, 0).

Champs symplectiques et champs hamiltoniens

On peut générer des symplectomorphismes, a partir d'une classe de champs de
vecteurs dits champs symplectiques.

Un champ de vecteurs X sur M est dit symplectique si la 1-forme différentielle ixyw
est fermée.

Remarque. Le flot d'un champ symplectique est un symplectomorphisme.

Démonstration. En effet, on a

d * d * d * *
T (exptX) w Z%LZO (exp(t +5)X) w = %L:O (exp tX) ((exp sX) a))
* d * *
= (exp tX) (d_s - (exp sX) a)) = (exp tX) (f/xa))
et donc

d(zXa)) =0 gxa) =0 (exth)*a) =w.
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Un champ de vecteurs X sur M est dit hamiltonien si la 1-forme différentielle ixyw
est exacte.

Comme w est non dégénérée, pour toute fonction f € C*(M), il existe un seul
champ de vecteurs X dit champ hamiltonien associe a f vérifiant :

inCl) = df

Notons par Z5,,,,(M) (respectivement, 27, (M)) I'espace vectoriel des champs de vec-
teurs symplectiques (respectivement, hamiltoniens).

Proposition 2. 75, (M) et 273,,,,(M) sont des sous-algébres de Lie de I'algébre de Lie des
champs de vecteurs. Par ailleurs, le crochet de deux champs symplectiques et un champ
hamiltonien.

Démonstration. Pour tout champs de vecteurs symplectiques X et Yona:
ix )@ = ZLx (iyw) — iy (o%(w) = ixd (iyw) + dix (iyw) = d (0(X, Y)),
i.e.[X, Y] est le champ hamiltonien associé a la fonction w (Y, X). O

Exemple. PourR? etw = dxAdy, leschamps X = d,etY = —ydy+xd, sont hamiltoniens

2+}/2

(associés aux fonctions y et — al respectivement). Les flots associés sont, respectivement,
la translation de vecteur v = (1,0) et la rotation d’angle t centrée en (0, 0). Ce sont bien des
symplectomorphismes.

Action de groupes

Soit G un groupe de Lie, d’algebre de Lie & et soit (M, w) une variété symplectique.
Une action de G sur M est dite symplectique si pour tout g € G, 'application

Yo: M - M
X = g-x

est un symplectomorphisme.
Pour tout £ € & on associe le champ de vecteurs sur M, dit champ fondamental :

d
aL:O expté - x

Remarque. Laction du groupe est symplectique si, et seulement si, pour tout & € <, la
1-forme différentielle ix w est fermée. En d'autre terme, tout champ fondamental est sym-
plectique. '

Xe(x) =

En effet,

Une action d'un groupe de Lie G sur une variété symplectique (M, w) est dite hamil-
tonienne si les champs fondamentaux sont des champs hamiltoniens, c'est-a-dire pour
tout & € &, lal-forme iXEa) est exacte.

Exemples

Remarque. Soit (M, ) une variété symplectique. Si H'(M) = 0 (en particulier, si M est
simplement connexe), alors toute action symplectique sur M est hamiltonienne.
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1.3 Application moment

Définition 1.3. Lexistence d’'une action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur une varié-
té symplectique (M, w) est équivalente a l'existence d’une application moment

p:M-z*

qui vérifie :
ix,w = d((i, ).

On demande en plus a cette application détre G-équivariante, i.e. pour tout g € G
oy =Adgop.

1.3.1 Existence d’application moment

Cohomologie des algébres de Lie Soit (&, [, ]) une algebre de Lie réelle de dimen-
sion finie n, et soit V un IR-espace vectoriel de dimension finie. Une représentation de
% est un morphisme d'algebres de Lie

p:% — GL(V)

telque pourtout X, Y € &

p ([X,Y]) = p(X) o p(Y) = p(Y) ° p(X).

On dit aussi que V est un Z-module.

Une k-forme sur £ a valeurs dans V est une application:w : & X .. X% — V, k-
linéaire alternée. On notera l'ensemble de ces k-formes par CK(%, V), avec la conven-
tion Co(Z, V) = VetCY(Z,V) = L(Z,V).

On définit l'opérateur de cobord 6 : CK(Z, V) — CH1(Z, V) par

k+1

OW)(X1, s Xpr1) = (D (X)) - @ (X1, o, Ky s X1
i1

+ Z(_l)i+jw ([Xi/ X]]/ Xl/ ey Xi/ ey X]/ ey Xk+l)
i<j
e Pourk =0, (bw)(X) = p(X)-w,pourtout X € 7, w € V.
e Pourk =1, (0w)(X,Y) = p(X) - w(Y) = p(Y) - 0(X) — w ([X, Y]).
Proposition 3. 6 est un opérateur de cobord, c’est-a-dire 6 o 6 = 0.
Démonstration. Ceci se démontre comme pour I'opérateur de de Rham. O

Un k-cocycle est une k-forme fermée, c'est-a-dire w € C¥(Z, V) et 5w = 0.0n note leur
ensemble par B¢(Z, V).

Un k-cobord est une k-forme exacte, c’est-a-dire w € C(Z, V) etil existe ne Ck1(Z,V)
telle que w = 67.On note leur ensemble par Z¥(Z, V).
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Lemme 1.1. BX(Z, V) et ZK(Z, V) sont des R-espaces vectoriels, et ZX(Z, V) est un sous-
espace de BK(Z, V).

Démonstration. C'estimmédiat. Le deuxiéme point résulte de la Proposition ci-dessus.
O

On appel k*™ groupe de cohomologie de Z, a coefficients dans V (ou par rapport
a la représentation p), l'espace vectoriel quotient

HYZ,V)=BKNZ,V)/ZKZ,V).

Si G estun groupe de Lie connexe d'algebre de Lie 7, alors I'espace (37 (G) des 1-formes
différentielles invariantes a gauche sur G est un sous-complexe du complexe de de
Rham de G qui est naturellementisomorphe au complexe de Chevalley-Eilenberg C*(Z, R)
pour l'action triviale de & sur IR, quiimplique que leurs cohomologies sontisomorphes:

H;(G) = H'(%, R). (1.1)

(Lisomorphisme de Q] (G) sur C*(Z, R) associe toute 1-forme invariante a gauche a sa
valeur en I'élément neutre e de G, aprés identification de &~ avec T,G). En particulier,
lorsque G est compact le processus de la moyenne

a |—>f Lyadg
G

(o dénote une forme différentielle sur G, et Lg dénote la translation a gauche par g € G)
induit un isomorphisme de H};, G dans H} (G), eton a

Hr(G) = H'(Z, R).

Théoréme 1 (Whitehead1). Si < estsemi-simple et V est un & -module de dimension finie,
alors H(Z,V) = 0et H*(Z,V) = 0.

Théoréme 2 (Whitehead?2). Si & estsemi-simple et V est un & -module de dimension finie,
etV? =00uV? ={veV, p(x)-v =0, pour toutx € &} est lensemble des éléments de
V qui sont invariants par l'action de &, alors

HYZ,V)=0, pourtoutk > 0.
Lemme 1.2. Soit (M, w) une variété symplectique.
1. PourtoutX,Y € Z5,,,(M), ona
dw(Y, X)) = [X, Y]
En particulier, [X, Y] € Z7},5n(M).
2. Pourtout f,g € C®(M),ona
Xirg = [Xp Xgl,

i.e. un morphisme d’algébres de Lie.
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3.S5i¢p : G — Sp(M,w) est un homomorphisme, i.e. l'action G & M est symplec-
tique, alors 'application dp : & — Z (M), & — X est un anti-morphisme
d‘algébres de Lie.

Démonstration. 1. Rappelons d'abord l'identité de Cartan ., = iy od + d o i; pour
tout champ de vecteurs Z ou iy dénote le produit intérieur et -, la dérivée de
Lie suivant le champ de vecteurs Z.
Onapourtout X, Y € Z,, (M),

i[X,y]a) = gx (lya)) - lygxa) = (ZX od+do lx)lya) = d(a)(Y, X))

2. C'est une conséquence de (1); parce que les champs de vecteurs hamiltoniens
sont symplectiques et par la définition de crochet de poisson.

3. Rappelons quesi F : M — N est une application lisse, un champ de vecteurs
X de M (respectivement Y de N) sont F-reliés et on écrit X ~ Y si, pour tout
x € M, Y(F(x)) = D,F (X(x)). On montrer que

X ~ Y
{ F } = [X, X'] ~¢ [V, Y]
X ~p Y

Si on a une action d'un groupe de Lie G sur M et sur N, on dit que F est G-
équivariante si, pour toutx € M, F(g-x) = g-F(x). Dans ce cas, pourtout & € &, les
champs fondamentaux Xg/f et Xé\’ sont F-reliés, il suffit de dériver en 0 l'identité :

F(expté - x) = exp t& - F(x).

Lapplication F : G X M — M, définie par F(g,x) = g - x est équivariantell et
surjective.

OnaXg(gx) = %| ((exp t&)g, x) = (&r(g),0), ou & est le champ invariant a
t=0
droite et égale a & en I'élément neutre e de G. On a, pour tout &, n € &

[XEM, X$M] = ([&g, 7], 0) = (-1&, 1]k, 0) = =XZ

En effet, I'inversion i : G — G est un difféfomorphisme dont la différentielle en
I'élément neutre est D,i(,i) = —¢&, transforme un champ invariant a gauche en
un champ invariant a droite (et vice versa). Plus précisément, si &; est le champ
invariant a gauche, égale a & en I'élément neutre alors g = —i,&;.Onadonc:

[Er MR] =[-8, =i ] = LI, ] = @& ] = —[&, nlk-

Comme F est surjective, on déduit que, pour tout &, n € &, [X¢, X,)] = —X{¢ -

Théoréme 3. SiH'(Z,R) = H%(Z,R) = {0} alors toute action symplectique est hamil-
tonienne.

1. Pour l'action de G sur G x M, g - (h,x) = (gh, x)
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Démonstration. Comme HY(Z,R) = Z/[Z, ¥, alors
H(Z,R) =0 % =[2,%].

Soit G X M — M une action symplectique sur une variété symplectique connexe M.
Comme le crochet de deux champs de vecteurs symplectiques est hamiltonien, alors
lapplicationd¢ : [&, &] — Z,,(M) est a valeur dans 27, (M). Soit {&y, .-+, &, } une
base Z et ]y, -+, ], € C*(M) tel que pour touti = 1,...,p, X}, = X¢,. En d'autre terme,
le champ hamiltonien de J; est égale au champ fondamental de &;, pour touti =1, ..., p.
On pose J(&;) = J; et on étend | en une application linéaire | : & — &*°(M), avec
Xje) = Xg pourtous & € 7. L'application | n'est pas nécessairement un morphisme
d’algébres de Lie. Cependant le fait que H? (£, R) = 0, permet une légére modification
deJ larendant un morphisme d’algebres de lie, a savoir pour tout £n € &, 'application

J(IE, 1) = {J(E), (1)} est a constante puisque, par
X(1em) = Xien = ~Xe Xyl = Xyyey jeny
doncg, il existe une constante c(&, 17) € R telle que, pourtout &, n € &

JAE D) = (&), T} = c(&, 1.

Par conséquent, nous obtenons une application ¢ : & X & — IR, bilinéaire et anti-
symétrique. Comme les crochets [-, -] et {- -} satisfont l'identité de Jacobi et c(&, 1) est
une fonction constante sur M pour tout &, € &, ona dc = 0.Par HX(Z,R) = 0, il
existe b € & tel que 6b = ¢, c'est-a-dire c(, 1) = —=b([&, n7]) pour tout &, n € Z.

Si u* := ] + b, on obtient une application linéaire & — & *°(M), qui vérifie encore
X&) = X¢ (puisque b(&) est constante sur M) pour tout & € &, mais également

w([&n]) = JUAE nD + b([E, 1))
=c(&,n) + (&), ]} + b([&, 1))
= {w (&), w ()}

pour tout &, 1 € &, donc u* est I'application co-moment pour I'action de G. [

1.3.2 Unicité d’application moment

Théoréme 4. Si H'(Z,R) = 0, alors si une application moment d’une action symplec-
tique de G existe, elle est unique.

Démonstration. Si H'(Z,R) = 0, et si u; et y, sont deux applications moment d'une
action du groupe G, alors pour tout & € 7, la fonction < uy — iy, £ > est constante sur
M puisque
Xy (&) = Xg = X = 0.

Comme M est connexe, il existe b(&) € IR, tel que p1(&) — pa(&) = b(é).
Onab € &~ et puisque p([¢, 1)) = {wi(E), pi(M} = w(Xe, X)) pour touti = 1,2, on
obtient

(0b)(&,n) = =b([&,n]) =0, pourtouté, ne Z.

Finalement, par H(Z,R) = 0 on obtient b = 0, c'est-a-dire u; = po. O



Généralités sur les structures symplectiques ©F. Debba 14

Exemples

1. Soit M = GL (2, R) = {A € M,»(R), det A # 0} munie de la forme symplectique
w = dxq A dxs + dxy A dxy. Laction du cercle

G=S0() = {A € My, (R), A.A' =1, det A =1}
sur M, par conjugaison, est hamiltonienne et

p: GL2,R) — R
1
(ﬁ; ﬁ) > XqXy — XpX3 5 (x% +x2 + %3 +xi),
qui n'est pas unique, puisque G est abélien. Toute autre application moment dif-
fére de u d'une constante.

2. L'actionde SL (2, R) sur le plan IR?, par multiplication a gauche, est hamiltonienne
et I'application moment est unique, donnée par :

2 _y

y 2
o= 5. )

1.4 Réduction symplectique

Soit G C (M, w) une action hamiltonienne et u une application moment. Comme
u est équivariante, alors pour tout ¢ € 2 invariant par 'action co-Adjointe, le niveau
171(c) est G-invariant. En effet, pour tout x € u™(c),

u(g - x) = Adgu(x) = Adgc = c.

En particulier, u71(0) est G-invariant.

Si ¢ est une valeur réguliere de p, alors 171(c) est une sous-variété de M de dimen-
sion égale a dim M — dim G.
L'espace quotient u~1(c)/G n'est pas toujours une variété, puisque l'action de G sur
171(c) peut ne pas étre libreB. Si I'action est libre et propre alors le quotient est une
variété de dimension égale a dim M — 2 dim G et posséde une forme symplectique ca-
nonique. C'est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 5. Théoréme de Marsden-Weinstein-Meyer Soit (M, w, G, u) un G-espace ha-
miltonien ot G est un groupe de Lie compacte. Soiti : u~1(0) < M l'injection canonique.
On suppose que l'action de G sur u=(0) est libre. On a alors :

1. Lespace dorbites M,.q = u~1(0)/G est une variété différentielle de dimension égale
adimM - 2dimG.

2. La surjection canonique 1 : 1=1(0) —> M, est une G-fibration.

3. Lavariété quotient M4 posséde une forme symplectique canonique w,.4, caractéri-
sée par
KW = T Wyeq-

2. Le quotient est un orbifold.
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Le couple (M, .4, W) est appelé la réduction de (M, w) par rapport a G, 1, ou bien
le quotient symplectique, ou bien le quotient de Marsden-Weinstein-Meyer.

Les deux premiers points du théoréme font partie d’un résultat classique concer-
nant les actions de groupes sur les variétés. Voir [8].
Pour montrer le troisieme point du théoréme on a besoin d’un certain nombre de résul-
tats préliminaires. On montrer ensuite que si l'action G & u~1(0) est libre alors est une
sous-variétél et que, pour toute x € 171(0), l'orbite O(x) est isotrope (pour lesquels un
procédé général de réduction peut s'appliquer).

Notons par O(x) l'orbite du point x de M, i.e. O(x) = {g "X, § € G} et par G, le sous-
groupe d'isotropie G, = [g €G,g-x= x}, qui est un sous-groupe de Lie de G (car
fermé dans G), d'algebre de Lie donnée par :

% =|£e€Z, X(x) =0}.
On a le lemme suivant :
Lemme 1.3. Avec les notations ci-dessus et i désigne 'application moment alors

kerD,u = (T, O(x))"”
ImDu=5;={ae?", <a,é>=0,VE e F}.

De sorte que si I'action est libre alors 0 est une valeur réguliére de L.

Démonstration. « Pourtoutx € M,v € T,M, £ € & ety une courbe dans M qui
passe par x et dont le vecteur tangenten xestvona:

(iv0), 0= 5

dt|t:0 <H (y(t))’é >=< Dyu(v),& > .

Par suite,
veker Dy & w, (Xe(x),0) =0, V&€ &
SovelX @), £ 7] = (T,00)"
+ Remarquons d'abord que Im D, u est contenu dans I'annulateur de &, : pour tout
te% ={te?, X(x)=0},0ona
< Dyp(0), & >= w, (Xe(x),0) =0, Vo € T,M.

Ceci signifie que ImD,u C Z7. Pour |'égalité, il suffit de montrer qu'ils ont la
méme dimension. En effet,

dim Im D,y = dim M — dim ker D,y = dim M — dim (T, O(x))"

= dimT,0O(x) = dim & —dim %, (car O(x) = G/G,)
= dim &y (car dim & = dim &, + dim &7).

3. co-isotrope
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Lemme 1.4. Silaction G & u~1(0) est libre alors, pour tout x € p~(0), lorbite O(x) est
une sous-variété isotrope de M.

Démonstration. Pour tout x € p‘l(O) ettouté,ne?,

d d .
<D.u (Xg(x)) N >= E| <wp(expté-x),n>=—| < u(x),Adepen >=0,

t=0 dt|t=0
cequisignifieque X:(x) € ker D, = (T,O(x))".Comme tout vecteur tangent a l'orbite
O(x) est la valeur en x d'un champ fondamental, alors T, O(x) est isotrope donc aussi
ker D, p = T,u™(0). O

Lemme 1.5. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. supposons que I est un sous-
espace isotrope, i.e. w; = 0. Alors w induit une forme symplectique canonique Q sur le
quotient I“/1, caractérisée par

"o =10 (1.2)

oui: ¥ — V estlinjection canonique ettt : [ — 1“/I est la surjection canonique.
Démonstration. Soient u,v € I, et [u], [v] leurs classes d’équivalence dans [*/I. On

définit Q par:
Q([u], [v]) :== w(u,v).

« ) est bien définie. En effet, pour tout i,j € 1
wu+1,v+))=wu,0)+ow,j)+w(i,v)+w(j) = w,).

Ce qui signifie que la valeur de Q ([u], [v]) ne dépend pas des représentants des
classes d'équivalence.

« Q) est non dégénérée. En effet, si u € I* est tel que w(u,v) = 0 pour tout v € I,
alors u € (I?)* = I. Ce qui veut dire que [u] = 0.

On a, pour tout u, v € [¢,

(1°Q) (u,v) = Q([u], [v]) = w(u,v) = (*w) (4, v).

Preuve de theorem de Weinstien-Marsden-Meyer

Démonstration. Comme l'action G & u7(0) est libre alors u71(0) est une sous-variété
isotrope de M (d'aprés les lemmes précédents).
L'action de G sur u~1(0) est propref et donc le quotient M,y = 1 ~1(0)/G est une variété
différentielle de dimension égale a dim M — 2 dim G.

Le sous-espace T, O(x) est isotrope dans I'espace vectoriel symplectique (T, M, w,).
Il existe, d'apres le lemme ([.5) une structure symplectique canonique sur le quotient
(T,O(x)"* /T,O(x) = T 1(0)/T,O(x). en tout point [x] € M,.q l'espace tangent

4. car G est compact
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T[y}M,eq Sidentifie a T~ 1(0)/T,O(x). Par suite, M,.q posséde une 2-forme non dégé-
nérée w,.4°.
Par construction, d'apres (T.2), on a i*w = 7" @,,4 OU

w1 (0) =M
|
Mieq
Il reste a montrer que w,.q est fermée. Pou cela remarquons que :
T (Aw,eq) = d (T w,yeq) = d (I*w) = i* (dw) = 0.

Comme 7t* est injective alors dw,.q = 0. [

5. Bien définit, car w est G-invariante.



Chapitre

Le carré de la norme de
I’application moment

Soit (M, 0) une variété symplectique connexe sur laquelle on a une action hamil-
tonienne d’un groupe de Lie compact G, de sorte qu'il existe une application moment
G-équivariante:

p:M-— g
ou 2" est I'espace vectoriel dual de I'algébre de Lie de G. On suppose en plus que u est
propre (i.e. I'image réciproque par p de tout compact est un compact).
On fixe un produit scalaire invariant sur £ (invariant pour I'action co-Adjointe de G sur
Z*). Comme G est compact, on peut construire une métrique riemannienne g sur M,
G-invariante et compatible avec g, i.e. pour tout champ de vecteurs X et Y sur M

8(X,Y) = w(X,]Y),

ou | est une structure presque-complexe sur M.

Soit la fonction sur M définie par f = ||y||2. On dénote par ¢; le flot de —Vy, i.e. pour
toute fonction h,

Zh(00) =~V (010) =~V Vi (91(0)

Le flot est défini pour tout ¢t > 0. L'ensemble des points critiques de f est une union
disjointe de parties fermées connexes par arcs sur lesquelles f est constante. Pour toute
composante critique C, I'ensemble stable S défini par

Sc={xeM, wkx)cC}

est une sous-variété de M (voir [3]).

2.1 Théoreme de Duistermaat

Théoréme 6 (Duistermaat). Soient (M, 0), f, C, t et Sc comme ci-dessus. Alors

1. Pour tout x € M l'ensemble limite de la trajectoire ¢,(x) est réduit a un point, noté

Poo(X)s
2. pour chaque composante connexe C des points critiques de la carte moment
(P . [O, OO] X SC e Sc, (t,.X') —_— (Pt(X)

est une rétraction de déformation.

2 <2
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Démonstration. Nous prouvons le théoreme (f) en plusieurs étapes. Nous discutons
d'abord des applications de moment pour des groupes de Lie sont localement ana-
lytiques réels. Cette analyticité locale est une conséquence du théoréme de la forme
normale locale de Marle [6] et de Guillemin-Sternberg [2] d’'une application moment et
du fait que les groupes de Lie compacts sont analytiques réels.

Nous rappelons l'inégalité de gradient de Lojasiewicz.

Lemme 2.1. (inégalité de gradient de Lojasiewicz) Si f est une fonction analytique réelle
sur un ensemble ouvert W C R" alors pour chaque point critique x de f il y a un voisinage
U, de x et des constantesc,, > 0et(0 < a,, <1, tel que

IVfWIl = el f(y) = f(x)I* (2.1)

pourtouty € U,. Ici|| - || désigne la norme euclidienne standard.

On trouve cette inégalité et sa preuve on détaille dans [5].

Comme toute métrique riemannienne sur un sous-ensemble relativement compact
de R" est équivalent a la métrique euclidienne, I'inégalité (2.7)) est valable pour une
métrique riemannienne arbitraire sur R"” avec le méme exposant a, et éventuellement
une constante différente c,.

La composante connexe C de I'ensemble des points critiques de f étant compacte,
elle peut étre recouverte par un nombre fini d'ouverts U; sur lesquels I'inégalité ( 2?) est
valable (avec les constantes c; et a; dépendantes de U,).

Soit @ = maxa; etb = f(C). Puis pour touty € U; avec |f(y) — b| <1 nous avons

If(y) = bl% > |f(y) - bl*.

Soitc = minc et soit U = Uy; N {z € M |f(z) — 1| < 1}, tel que pour touty € Uona
IV f(W)ll > clf (y) — bl* ou de fagon équivalente,

IVfWILIF(y) -b)I™* > ¢ (2.2)

Par définition de S,

lim f(@u(y) = b.
pour tout y € Sc. Puisque f est propre, il existe D > 0 pour que
fy-bl<D=yelU.
Donc pour touty € Scily’ a7 = 7(y) de sorte que

t>1(y) = ¢iy) € U.
fixé y € Sc. Pour t > t(y)

—d/dt(f(¢:() - b)) = (1 - a)(f (@) - b)*(=V F())(¢:¥))
= 1-a)(f(@)W) - o)1V f((@WIP
2 1 =)V f (@)WY f(@) W)

par (2.2) on pose ||V f(y)II.|f (v) = b)|™™ = c on obtient

d
(@) = b1 > eIV f@) W)l
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par la derniere inégalité suit de (2.2). Donc pour tout t; >ty > 7(y)

t1
(g (1)) = B = (F(hy, () — b) = — ft (F(e)(y) — b)I=adt
R (2.3)
> (1-a)c ft IV £(@)(w)lldt

parceque on a par la derniere inégalité on a
t1
(F(r,®) = D' = (f(@r)) - b) = A - a)c ft IV f(@r)W)lldt (2.4)

par l'inégalité précédente. On pose ¢’ = con obtient :

Lemme 2.2. /lyadesconstantesc’ > 0et0 < a < 1telquepourtousty < t; sufisamment
large et pour tous x € S¢

t1
(0@ -0 = (@@ b)) 2 [ IVf@o@IdE  @9)

Il est maintenant facile de montrer que I'ensemble de w-limite de ¢;(y) quand t tend
vers +oo est réduit a un point.
Soit d la distance sur M définie par la métrique riemanienne. On a

1 d
Ar)0), 04 0) < | 0wl

f1
= | IV f@uia (2.6)

< ¢ ((F(ry (1) = )™ = (F(, () - b))

puisque on a par le lemme(R.2)
t1
t IV f(¢pp))lldt < ¢’ ((f (1, (¥) = D) = (f (g, (¥) = b))l‘“)
et par I'inégalité (2.3)
51
() =D = (F9)0) = D) = = [ (Fl@0) - bt =

t1
— (F(@r, () - b = ()W) = ft (F(é) - by-adt

o 1 .
On divise par T, eton obtient

t1
1 - a) ft IV £ (@)Wt < ~(F(@1, () = D = (F(dr,) () ~ b
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et donc
d(Pi) W), b ) < ¢ ((F(Dr, ) = D = (F(¢y, (v)) - b))

Pour ty,t; — 400 la derniére expression est convergente ver (. Donc par le critére de
Cauchy, la limite lim;_, , o, ¢;(y) existe, et donc I'application

fo S — C Poy) = lim i)

est bien définie.
On doit montrer que ¢, : Sc — C est continue. Soit x € 5S¢ et ¢ > 0 nous voulons
trouver 6 tel que

d(x,y) <6 = d(Peo(¥), P (v)) < .

Pour tout y € S on prend la limite dans (2.6) lorsque t; — +0c0. Comme la limite
existe on a lim,_, .o, f(¢;(y)) - b)1™¥) = 0 et

d (1), D1, ) < € (f(1, () — b)I (2.7)

pour tous y € S¢ et tous ¢, on choisitt > 0 tel que

¢ (fdn) ~ b < 5 (2.8)
donc .
4 (9e(), o) < 5 29)

On fixe t comme ci-dessus, on choisit 6 > 0 tel que y € S et d(x,y) < 6. Ceciimplique
les deux inégalités

d (¢4y), Poo(y)) < Z (2.10)

et

c(f(e(x) = b = (f(e(y) — b)) < i (2.11)

ceci parce que les deux applications z — ¢,(z) etz —> (f(¢;(z)—b))!"* sont continues
I'équation (2.8) et par I'équation (2.11)) implique que

(Fln(x) - ) < 5 2.12)

En plus par (2.7) on a
e
A (P, P1(¥)) < 5 (2.13)

En mettant (2.7T0) et (2.11)) ensemble, on obtient pour tout y € Sc et d(x,y) < 6

d (o) (x), Poo®)) < d (Do) (), P1(2)) + d () (X), Pouly)) < Z + i + % =&

puisque on a

|Po0(X) = Poo (W] < oo (x) = P(X)] + [Pr(x) = Pr(W)] + [Pe(Y) = P (W)].
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Donc l'application ¢, : Sc — C est continu.
Il découle de I'argument ci-dessus que pour tout iy € Sc et pour tout ¢ > 0 il existent
6> 0ett > 0tel que

t>rt,d (y,yg) <0 = d(¢y)(x), Poo(X) < €, pour touty € Sc.

Par conséquent,
QZ) . [O, +OO] X SC — SC
(t,y) > Py(y)

est continue. Donc S se rétract par déformation on C. [l



Chapitre

Annexe

3.1 Ensemble wlimite

Nous donnons ici la définition dans la catégorie des variétés.
On se donne un systeme dynamique sur une variété différentielle M, i.e. une action
du groupe abélien (IR, +) sur M. L'action définit un flot :

¢ € Diff(M), (t € R), P = ldy et Prys = Pro¢ps, V1,5 €R.

Soit x un point de M et y l'orbite de x, i.e. 'ensemble des points y = {¢;(x), t € R}.
Lensemble w-limite de x noté w(x) est défini par :

w(x) = ﬂ [¢s(x),s > t}.

t>0

On pourrait aussi définir I'ensemble w(x) de la maniére suivante :

w(x) = {y eM, dt, — +oo WETOO ¢r, () = y}

En d’autres termes w(x) est 'ensemble des points adhérents a y au voisinage des temps
infinis.!l Lexemple le plus simple d’ensemble limite est celui du point d'équilibre attrac-
tif : on dit qu’'un point d'équilibre est attractive si dans un voisinage toutes les trajec-
toires s’en rapprochent. Si on se donne un point x dans ce voisinage, I'ensemble limite
de x est alors constitué par le point attractif. On peut définir le bassin d'attraction du
point d'équilibre (ensemble des points dont I'ensemble limite est constitue de point
équilibre) ; c’est un ensemble invariant.

Propriétés (Relatives a I'action du flot) Soit x un point de M.
1. w(x) = w(¢s(x)) pourtoutt € R.
2. w(x) est invariant sous le flot :
Vyewkx), VteR, ¢iy) € w(x).

En particulier, siy € w(x) alors y(y) C w(x).

1. Cet ensemble est au centre du théoreme de Poincaré-Bendixson.
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Propriétés topologiques Si on suppose qu'il existe un compacte K dans Ma conte-
nant y*(x) = {¢;(), t = 0}, alors

1. w(x) est fermé non vide de M.

2. w(x) est connexe.

3.2 Application propre

La définition suivante n'est pas la plus générale, mais c’est la définition usuelle dans
la catégorie des variétés.

Une application est propre si 'image réciproque de tout compact est compacte.
Propriétés

1. La composée de deux applications propres est une application propre.

2. Pour toute application continue f on a I'équivalence :

f propre & f est fermée et I'image réciproque par f de tout singleton est compacte.

En pratique, on a une caractérisation des applications continues propres, en terme de
suites.

Suite qui s'échappe a l'infini  Soit (x,,) une suite de points d’un espace topologique
X.On dit que (x,,) séchappe a l'infini si tout compact K de X ne contient qu'un nombre
fini d'éléments de la suite. C'est-a-dire,

AN(K) € N,¥n > N(K), x, ¢ K.

Lemme 3.1. Unesuite (x,,) séchappe al'infini si, et seulement si, on ne peut extraire de (x,,)
aucune sous suite convergente.

On déduit de ce lemme la caractérisation suivante :

Proposition 4. Une application continue f est propre si, et seulement si, pour toute suite
(x,,) qui séchappe l'infini, la suite image ( f (xn)) séchappe a l'infini.

En particulier, toute fonction polynomiale (d’une ou plusieurs variables) est propre.

3.3 Fonctions de Morse-Bott

Soit M une variété différentielle et soit f : M — IR une fonction lisse. On dit que
f estune fonction de Morse-Bott si :

1. Lensemble de ses points critiques Crit(f) se décompose en réunion finie de sous-
variétés de M.



Annexe ©F. Debba 25

2. Pour tout x € Crit(f), T,Crit(f) = ker H¢(x) ou H¢(x) est la hessienne de f au
point x, définie par
He(x)(u,0) = Zx (L f) (x),

pour tout champs de vecteurs X et Y avec X(x) = uet Y(x) = v.
Dans ce cas, pour tout point critique x de f,

T.M = T, Crit(f) ® EY ® EZ,
ol E (respectivement, E7) est le sous-espace propre associé aux valeurs propres stric-
tement positives (respectivement négatives) de la hessienne H(x).
Exemples
1. Toute fonction de Morse est de Morse-Bott (la variété critique est discrete).

2. Lafonction f(x,y,z) = z? sur la sphére S2. Son ensemble critique est

Crit(f) = {(0,0,-1)} U {(x,y,0)},22 + 12 =1 U {(0,0,1)} .

Champ gradient Soit ¢ une métrique riemannienne sur M. Le champ gradient X est
défini par:
g(X, Y) = gyf,

de sorte que les points critiques de f correspondent aux point singuliers de Xf i.e. les
points fixes du flot exp(tX).

On considere désormais le champ gradient négatif —X ¢ et on notera son flot (défini sur
tout IR, puisque M est compacte) par ¢;.

Variétés stables etinstables Pour toute composante critique C de Crit(f), on consi-
dere la variété stable (respectivement instable) :

W5(C) = {x €M, lim ¢(x) € c}

W"(C) = {x eM, tirzloo Pi(x) € C}

Proposition 5. Lavariété stable W*(C) d’une composante connexe de Crit(f) est une sous-
variété et son espace tangent en tout x € C est donné par: T,W*® = T,C & Ef. Avec un
résultat similaire pour le variété instable W*(C).

Cecirésulte d'un théoreme plus général, non trivial, qui est le Théoreme des variétés
stables etinstables (en systémes dynamiques hyperboliques). Dans le cas des fonctions
de Morse-Bott, on peut retrouver le résultat ci-dessus grace au lemme suivant :

Lemme 3.2. (lemme de More-Bott). Soit f : M — IR une fonction de Morse-Bott, soit
C une composante connexe de dimension m de la variété critique Crit(f) et soitp € C. I
existe une carte centrée enp, (U, ) telle que :
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1. U NC) = pU) N {(x,y) € R" x R"™,y = 0

2 fop ) = fO) =yi = =V + Ve + - + Vi

ou k est I'indice de la hessienne H(p) et f(C) est la valeur commune de f sur C.
Ceci implique que lindice est localement constant, donc constant sur toute composante
connexe C.

Proposition 6. Pour toute fonction de Morse-Bott sur une variété compacte sans bord

M= ] w©O= |J w«o

CcCrit(f) CcCrit(f)

Démonstration :Montrons que tout point de M est dans une variété stable d'une
composante critique. En remplacant f par —f on obtient que tout point est aussi dans
une variété instable d’'une composante critique de f.

Comme M est compacte, le champ gradient de f est complet, ce qui veut sire que son
flot est défini sur tout € IR. Soit @ € M un point critique non critique. Le long de ¢;(«)
la fonction f est strictement décroissante. En effet,

d
5/ @) = Zx f(Pr(a)) = ~[IX£IP(¢e(er) < O

Onalim; . f(¢i(a)) > inf f, la borne inférieure de f qui est finie par compacité de
Ml s'ensuit :

j(;+°° ||Xf||2 (qbt(a)) dt < f(a) —inf f < +o0

La convergence de l'intégrale implique alors qu'il existe une suite (¢,) tendant vers +co
telle que lim,, o [IX¢ll(¢;,) = 0. Par compacité de M, quitte a extraire une sous-suite,
on peut supposer que ¢; (a) converge vers ¢ € M. Le champ gradient s'annule donc
en c et le point a appartient a la variété stable de la composante critique c.

3.4 Fonctions analytiques

Soit € un ouvert de IR". Une fonction f est dite analytique (dans Q) f : 3 — C,
Si pour chaque point (xq, -+, x,) € Q, elle est développable dans un voisinage U =
{(lx, — x,| <1, € Q, avecr, > 0} en série entiere en (x1,--- x,,) :

f(xlr /xn) = E avl,vn(xl - xl)vlr (xn - xn)vn

absolument convergente dans ce voisinage.
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Conclusion

L'application moment intervient dans des problémes variés de géométrie, notam-
ment :

« Théoreme de convexité de Atiyah et Guillemin-Sternberg, qui caractérise les va-
riétés toriques a l'aide d'invariants combinatoires.

+ Réduction symplectique : permet de simplifier I'étude des systemes intégrables
et offre un moyen simple de construire de nouvelles variétés symplectiques dont
la topologie est généralement plus complexe.

Nous avons examiné ici un aspect topologique, ou sous certains conditions assez géné-
rales, le niveau 0 de I'application moment est un rétracte par déformation d’une sous-
variété approprié. C'est un théoréme important pour étudier la topologie de la variété
symplectique quotient qui est plus complexe que la variété symplectique de départ.

Il serais intéressant de commencer un travail de thése pour explorer le lien entre
I'application moment en géométrie symplectique et la théorie des invariants géomé-
triques (travaux de Mumford et Kirwan) et ses liens aussi avec les travaux récents en
géométrie tropicale.
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