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Notations

ä T : Le temps terminal

ä E.D.S.R : Équation Différentielle Stochastique Rétrograde

ä P :La probabilité

ä {Bt}t≥0 : un mouvement Brownien

ä (Ω, F, P ) : un espace de probabilité complet

ä {Ft}t≥0 : La filtration

äσ(Xt)la filtration naturelle du mouvement Brownien B .

ä S2(Rk) :l’espace vectoriel formé des processus Yt

ä M2(Rk∗d) : l’espace des processus Z progressivement mesurable

ä BDG :l’inégalité de bulkhholder-Davis-Gundy

äC2 est l’espace des fonction à dérivée partielle d’ordre 2 sont contune

ä Rd est l’espace réel euclidien de dimension d

äRn×dest l’ensemble des matrices réelles n× d

v



Introduction

On présente , dans ce mémoire , l’étude du contrôle stochastique optimal gouverné par l’équa-

tion différentielle stochastique Rétrogrades de la forme

{
dYt = −f(t, Yt, Zt)dt+ ZtdBt

YT = ξ

∀t ∈ [0, T ]

où f est une fonction donné et YT = ξ condition terminal B = Bt est un mouvement Brownien

défini sur (Ω,F,Ft, P ) espace de probabilité filtré

-L’état d’art
D’aprés les travaux réaliser dans ce domaine on trouve :

ä PHilippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001

ä Zitouni Mahieddine , Discrétisations et résolutions numériques des équation différentielles

stochastique rétrogrades

ä Nicole Ekaroui,Backword stochastique différentielle equation and application

Ces documents abordent l’équation différentielle stochastique rétrograde et étudient l’existence

et l’unicité des solutions où ils ont utilisé pour montré ce résultat le théorème de pardoux-peng

, le cas lipschitzien , finalement , ils ont trouvé une solution unique sous forme de couple de

processus adapté et mesurable par rapport la filtration Ft

äNACIMA Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production cerealiere ,livre

de université d’Orléans ,2012, français .

ä Emmanuel Trélat ,contrôle optimal : théorie et application ,cours de université de marie

curie (paris6)

ä Boussaha Ahlam , contrôle optimal stochastique ,mémoire de master de Université de mo-
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hamed khider biskra

Ces document étudient le contrôle optimal stochastique,Où ils ont défini le contrôle optimale

comme un système dynamique basé sur la minimisation ou la maximisation un certain coût,En

plus d’étudier les conditions nécessaires et suffisants de l’optimalité du contrôle ,avec la formu-

lation du principe du maximum de Pontryagin.

1-La problématique

- Comment étudier le contrôle optimale par l’E.D.S.R et comment l’applique dans la finance

mathématique ?

2-Le sous problème

a-Est-ce qu’il existe une solution de E.D.S.R,est-elle unique ?

b-Quelle est la stratégie défini par le contrôle stochastique optimal ?

Les hypothèse
1- Il existe une solution unique de E.D.S.R.

2-la stratégie du contrôle défini par minimisation où maximisation de la fonction de coût.

Pour les références (des équations différentielles stochastiques rétrogrades) que nous avons

utilisées, on trouve que cette théorie (E.D.S.R) a connu un grand développement ces dernières

années grâce notamment à ses diverses applications en mathématiques.

les E.D.S.R sont des équations différentielles stochastiques où l’on se donne la condition termi-

nale où les choses sont fondamentalement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui restent

adaptées par rapport à une filtration donnée.

Et Par les références du (contrôle optimale)que nous avons utilisées,nous avons trouvé ,La théo-

rie du contrôle l’analyse les propriétés des systèmes de commandes, c’est-à-dire des systèmes

dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’un contrôle. Le but est alors d’amener le

système d’un état initial donné à un certain état final, en respectant éventuellement certains

critères où L’objectif peut être de stabiliser le système pour le rendre insensible à certaines

perturbations ou de déterminer des solutions optimales pour un certain critère d’optimisation

, et Pour modéliser le contrôle optimal, on peut avoir recours à des équations différentielles

stochastique , intégrales, aux dérivées partielles, aux l’équation différentielle stochastique ré-

trogrades .

vii
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Donc,dans ce mémoire ,nous étudions la relation entre l’E.D.S.R et le contrôle optimal ,c’est à

dire nous étudions le contrôle optimal gouverné par les équations différentielles stochastiques

rétrogrades . cette étude se divise en trois chapitres,le premier chapitre est consacré au géné-

ralité de calcule stochastique dont on représente quelque définition de base (le processus ,la

filtration , le mouvement brownien..etc ),l’équation différentielle stochastique et l’équation dif-

férentielle stochastique rétrograde (l’existence et l’unicité de la solution )et on traite le problème

du contrôle optimal on présenté la définition du contrôle et le contrôle optimal, représentation

le principe de Pontryagin. Dans le deuxième chapitre on introduira l’étude du contrôle optimal

gouverné par l’E.D.S.R et l’application dans le domaine de la finance mathématique et donné

le condition d’optimalité du contrôle relaxé et strict et la méthode de black-scholes

viii



Chapitre 1

Généralité sur le calcul
stochastique et le contrôle optimal

stochastique

1.1 Calcule stochastique

1.1.1 Définition de base

Soit (Ω, F, P ) est un espace de probabilité complet

1.1.1.1 le Processus stochastique

Définition 1.1.1 1 2 Un processus stochastique est une familleX = {Xt}t∈Υ de variable aléa-

toire définit sur un espace de probabilité (Ω,F,P ), (Xt) indexé par un ensemble Υ.

Example :

Υ = R ou R+ le processus est indexé par le temps t. Υ = Z le processus est dit discret .

Un processus dépend de deux paramétrés : t et ω ∈ Ω

Xt : [0, T ]× ω 7→ R

(t, ω) 7→ Xt(ω) = X(t, ω) (1.1)

Si t est fixé :Xt(ω) est une variable aléatoire .
1M.Ottobre . Applied stochastique processus ,imperial college london ,2013/2014,page[14-15]
2jean-christophe Breton,processus stochastique , univ de rennes 1-octobre 2018,Page[3]

1



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

Si ω est fixé : Xt(ω) est une trajectoire .

1.1.1.2 Filtration

Définition 1.1.2 34 La filtration (Ft)t∈Υ est une suite croissante de sous tribus F ,et on appelle

(Ω , F,Ft,P) un espace de probabilité filtré .

La filtration naturelle est la filtration engendré par le processus Xs : Ft = (σ(Xs)s≤t)..

1.1.1.3 Processus mesurable 5 6

Définition 1.1.3 X est un processus mesurable si :

pour tout t ∈ Υl’application (t, w) 7→ Xt(w) de R+×Ω dans Rn est mesurable par rapport aux

tribus B(R+)⊕ F et B(Rn).

1.1.1.4 Processus adapté 7 8

Définition 1.1.4 Un processus Xt est adapté par rapport la filtration Ft si Xt est Ft-mesurable

.

1.1.1.5 Processus progressif

Définition 1.1.5 9 10 Un processus X = {Xt}t∈Υ est dit progressif si pour tout t ∈ Υ l’appli-

cation (s, ω) 7→ Xs(ω) est mesurable sur [0, t]× Ω muni de la tribu produit B([0, t])⊗ Ft.

1.1.1.6 Martingale 11

Définition 1.1.6 Xt Le processus (Xt)t∈Υ est une martingale si :

ä E(| Xt |) <∞ pour tout t ∈ N .

ä{Xt} est adapté a la filtration Ft .

ä E(Xt+1/Ft) = Xt pour tous t ∈ N .
3M.Ottobre . Applied stochastique processus ,imperial college london ,2013/2014,page[57]
4jean-christophe Breton,processus stochastique , univ de rennes 1-octobre 2018,Page[35]
6Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch1 :page[1]]
8F.Bienvenu-Duheille ,processus stochastique , univ ,clande Bernard lyon,2006/2007,Page[14]
9Abi Ayad Ilham,Introduction Aux Équation différentielle stochastique , mémoire de master , univ Abbou-

bekr belkaid Telmecen ,Page[3]
10Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris 7 ,

2000,Page[3]
11Abi Ayad Ilham,Introduction Aux Équation différentielle stochastique , mémoire de master , univ Abbou-

bekr belkaid Telmecen ,Page[6]
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

Théoréme 1.1.7 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy)12 Pour tout p > 0 il existe des constantes

positives cp et Cp telles que pour toute martingale locale continue B = (Bt)t∈T et tout temps

d’arrêt τ à valeurs dans T , on a :

cpE[〈B〉p/2τ ] ≤ E[ sup
0≤t≤τ

|Bt|]p ≤ CpE[〈B〉p/2τ ]. (1.2)

En combinant l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy avec la condition E[sup0≤s≤t|Bs|] < +∞, ∀t ∈

T , on voit en particulier avec p= 1 que si la martingale locale continue B vérifie E[
√
〈B〉t] <

+∞ pour tout t ∈ T alors B est une martingale.

On dit qu’une martingale B = (Bt)t∈T est de carré intégrable si E[|B|2] < +∞ pour tout t ∈ T

.

1.1.1.7 Martingale locale 13

Définition 1.1.8 Un processus X = (Xt)t∈Υ est appelé une martingale locale ,si (Xt)t∈Υ est

un processus adapté à trajectoires continues tel qu’il existe une suite croissante (Vn)n≥0de temps

d’arrêt avec limn−→∞ Vn = +∞ et pour tout n le processus arrêt XVn est une martingale uni-

formément intégrable.

1.1.1.8 Semi martingales 14

Définition 1.1.9 Un processus (Xt)t∈Υ est une semi martingale si X est adapté et admettant

la décomposition de la forme : X = X0 +M +A où M est une martingale locale et nul en 0 et

A un processus adapté est nul en 0 .

1.1.1.9 Temps d’arrêt

Définition 1.1.10 15 16 Le temps τ est dit un temps d’arrêt si τ est une variable aléatoire a

valeur dans R ∪ {∞} et {τ ≤ t} ∈ Ft pour tout t ∈ R

et

Fτ = {A ∈ F : ∀t ∈ N, A ∩ (ς ≤ t) ∈ Ft}
12Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris 7 ,

2000,Page[11]
13F.Bienvenu-Duheille ,processus stochastique , univ ,clande Bernard lyon,2006/2007,Page[20]
14Erhani.Çinlar . probability and stochastique , livre,univ Prineton ,2001,Page[190]
15F.Bienvenu-Duheille ,processus stochastique , univ ,clande Bernard lyon,2006/2007,Page[15]
16Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris 7 ,

2000,Page[4]
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

1.1.1.10 Mouvement Brownien

Définition 1.1.11 17

Soit Bt un processus a valeur réelle , Bt est une mouvement brownien standard si

ä Bt est continue : la trajectoire de Bt est continue .

ä pour 0 ≤ s ≤ t Bt − Bs est indépendant de la tribu σ{Bu, u ≤ s} et (Bt − Bs)de loi

gaussienne centrée de variance t− s.

ä B0 = 0 .

Théoréme 1.1.12 ((Représentation des martingales browniennes)) 18 On suppose que

F est la filtration naturelle (augmentée) d’un mouvement brownien standard d-dimensionnel

B = (B1, ....., Bd) soit B = (Bt)t∈T une martingale locale càd-làg. Alors il existe α = (α1, ......, αd) ∈

L2
loc(B) tel que

Bt = B0 +

∫ t

0

α′udBu = B0 +
d∑
i=1

∫ t

0

αiudB
i
t, t ∈ T 0 ≤ u ≤ t (1.3)

De plus si B est bornée dans L2 alors α ∈ L2(B) , i.e. E[
∫ T

0
|αt|2dt] < +∞

1.1.1.11 Integrale stochastique 19

Xt est dit processus d’Itô si

Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdBs (1.4)

avec :X0 est F0-mesurable

bs : est le coefficient de drivé .

σs : est le coefficient de diffusion .

et
∫ t

0
|bs|ds <∞ et

∫ t
0
|σs|2dBs <∞

Formule d’Itô 20

Soit Xt le processus d’itô de la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdBs (1.5)

17G.A.Pavliotis. Applied stochastique processus ,London,junuary 12/2019,page[26]
18Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris 7 ,

2000,Page[20]
19BOUSSAHA AHLAM , contrôle optimal stochastique ,mémoire de master de Université de mohamed khider

biskra,Page[10]
20A.Baheddi , cours de processus de diffusion,2 eme master , univ kasdi merbah ouargl,ch[1]
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

avec dXt = bsdt+ σtdBs

soit f ∈ C2 le processus Y = (yt)t≥0 est défini par Yt = f(t,Xt).

vérifiant :

dYt =
∂f(t,Xt)

∂t
dt+

∂f(t,Xt)

∂Xt

dXt+
1

2
(
∂2f(t,Xt)

∂t2
dt2 +

∂2f(t,Xt)

∂X2
t

dX2
t +2

∂2f(t,Xt)

∂Xt∂t
dXtdt (1.6)

nous avons dt dt=0 dtdBt = 0 De cela

dYt =
∂f(t,Xt)

∂t
dt+

∂f(t,Xt)

∂Xt

dXt +
1

2

∂2f(t,Xt)

∂X2
t

dX2
t (1.7)

avec (dX2
t )=dXtdXt=σ2dt dBtdBt = dt

et on a écrit

dYt = (
∂f(t,Xt)

∂t
+
∂f(t,Xt)

∂Xt

bt +
1

2

∂2f(t,Xt)

∂X2
t

σ2
t )dt+

∂f(t,Xt)

∂Xt

σtdBt (1.8)

1.1.1.12 Espace de Banach 21

Définition 1.1.13 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance

issue de sa norme.

On dit que X est un espace de Banach si X est complet par rapport à la norme ‖.‖ , c’est-à-dire,

toute suite de Cauchy possède une limite dans cette espace .

Théoréme 1.1.14 (Théorème du point fixe) Soit A une application de V dans V . On dit que

A est une contractante s’il existe un réel α > 0 strictement inférieur à 1 tel que

∀u, v ∈ V, ‖A(u)− A(v)‖V ≤ α‖u− v‖V

et

∀u, v ∈ V, u 6= v, ‖A(u)− A(v)‖V ≤ ‖u− v‖V

1.1.2 Équation différentielle stochastique

Définition 1.1.15 22 23 L’équation différentielle stochastique est une équation de la forme

dXt = b(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt ∀t ≥ 0 (1.9)
21Julia Matos,Analyse Fonctionnelle,Loboratoire mathématiques et modélisation d’evry,Année

2014/2015,Page[7-8]
22A.Baheddi , cours de processus de diffusion,2 eme master , univ kasdi merbah ouargl,ch[1]
23BOUSSAHA AHLAM , contrôle optimal stochastique ,mémoire de master de Université de mohamed khider

biskra,Page[11]
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

avec b, σ : R× [0, T ] 7−→ R.

b : est le coefficient de dérive et σ : est le coefficient de diffusion .

et sous forme {
dXt = b(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dBs

X0 = x
(1.10)

Pour Résoudre l’équation (1.9) on cherché l’inconnu Xt

Il y a deux type de solutions :(solution forte et solution faible)

Existence et l’unicité de la solution : 24 25 Nous donnons un résultat d’existence et d’unicité

d’une solution forte sous des conditions sur les coefficients b et σ.

Supposons que les fonction b et σ satisfont les deux conditions suivants :

ä condition de Lipschitz globale : Il existe un constant K telle que

|b(x, t)− b(y, t)|+ |σ(x, t)− σ(y, t)| ≤ K|x− y| (1.11)

pour tout les x,y ∈ R et t ∈ [0, T ].

ä condition de croissance : Il existe un constant L telle que

|b(x, t)|+ |σ(x, t)| ≤ L|1 + |x||

pour tout les x ∈ R et t ∈ [0, T ]

1.1.3 Équation différentielles stochastique Rétrogrades

1.1.3.1 Introduction

Soit ξ un variable aléatoire mesurable par rapport FT avec T le temps final et (Ω, F, (FT )t≥0, P )

un espace de probabilité filtré , B = Bt une Mouvement Brownien

Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien ,le théorème de représen-

tation des martingale browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et

adapté tel que :

Yt = E[ξ/Ft] = E[ξ] +
∫ t

0
ZsdBs

24A.Baheddi , cours de processus de diffusion,2 eme master , univ kasdi merbah ouargl,ch[1]
25BOUSSAHA AHLAM , contrôle optimal stochastique ,mémoire de master de Université de mohamed khider

biskra,Page[12]
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On peut écrire ceci autrement en effet

Yt = E[ξ] +

∫ t

0

ZsdBs ∀t ∈ [0, T ]

D’ou

YT = E[ξ] +

∫ T

0

ZsdBs

ξ = E[ξ] +

∫ t

0

ZsdBs +

∫ T

t

ZsdBs

ξ = Yt +

∫ T

t

ZsdBs (1.12)

donc alors

{
Yt = ξ −

∫ T
t
ZsdBs avec YT = ξ

−dYt = −ZtdBt

c’est a dire

{
−dYt = −ZtdBt

YT = ξ

Le rôle (Z)t≥0 c’est de rendre le processus (Yt)t≥0 adapte , cette dernière équation possède une

unique solution (Y,Z) adapté donnée par Yt = E[ξ/Ft] et on obtient Z par le théorème de

représentation martingale applique à Y dans [0,T] .

−dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdBt avec YT = ξ

Notation 1.1.16 26

ä S2(Rk) l’espace vectoriel formé des processus Y progressivement mesurable á valeurs dans

Rk, tels que ‖Y‖2
S2 = E[sup0≤t≤T |Yt|2] <∞

et S2
c (Rk) le sous espace formé par les processus continus de S2(Rk) .

ä M2(Rk×d) l’espace des processus Z progressivement mesurable á valeur dans M2(Rk∗d) tel

que ‖Z‖2
M2 = E[

∫ T
0
‖Zt‖2] <∞

oú si Z ∈ Rk×d, ‖Z‖2 = trace(ZZ∗) ·

M2(Rk×d) désigne l’ensemble des classes d’équivalence deM2(Rk×d).

S2,S2
c et M2 sont des espace de Banach pour le normes définies précédemment . nous désigne-

rons B2 l’espace de Banach S2
c (Rk)×M2(Rk×d)

26Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch2 :page[2]]
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nous nous donnons maintenant une application aléatoire f définie sur [0, T ]×Ω×Rk ×Rk∗d a

valeurs dans Rk tel que pour tout (y, z) ∈ Rk × Rk∗d , f(t, y, z)t∈[0,T ] est un processus progressi-

vement mesurable

on veut résoudre l’équation différentielle stochastique rétrograde suivant{
−dY = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdBt. 0 ≤ t ≤ T

YT = ξ
(1.13)

de façon équivalent sous forme intégrale

Yt = ξ +
∫ T
t
f(r, Yr, Zr)dr −

∫ T
t
ZrdBr 0 ≤ t ≤ T

-f est le générateur de l’E.d.S.R et ξ est la condition terminale.

Définition 1.1.17 27 Le solution de l’équation différentielle stochastique Rétrograde est un

couple de processus (Yt, Zt) adapté et mesurable par rapport a la filtration Ft.

Ou (Yt, Zt) remplit les conditions suivants

ä Y,Z mesurable a valeur respectivement dans Rk et Rk∗d

ä
∫ T

0
{(f(r, Yr, Zr)) + ‖Zr‖2}dr <∞

äYt = ξ +
∫ T
t
f(r, Yr, Zr)dr −

∫ T
t
ZrdBr 0 ≤ t ≤ T

Remarque 1.1.18 l’intégrale de l’équation Yt = ξ +
∫ T
t
f(r, Yr, Zr)dr −

∫ T
t
ZrdBr est bien

définie et Yt est une semi martingale, et comme Y est progressivement mesurable , il est adapté

et donc en particulier Y0 est déterministe .

Proposition 1 28 Supposons qu’il existe {ft}0≤t≤T un processus positif,

où{ft}0≤t≤T ∈M2(R) . et λ constante positive tels que ∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× Rk ×Rk∗d

|f(t, y, z)| ≤ ft + λ(|y|+ ‖z‖)

soit Z ∈M2 et si (Yt, Zt)0≤t≤T est une solution de l’ E.D.S.R alors Y ∈ S2

Lemme 1.1.19 ((Gronwall)) 29

Soit g une fonction positive continue sur R+telle que

g(t) ≤ h(t) + C

∫ t

0

g(s)ds, 0 ≤ t ≤ T (1.14)

27Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,
univ kasdi merbah ouargla,Page[10]

28Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde,cours,mars2001,Page[ch2 :page[3]]
29Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris 7 ,

2000,Page[27]
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Oú C est une constante positive et h est une fonction intégrable sur [0,T],T>0 , alors

g(t) ≤ h(t) + C

∫ t

0

h(s)eC(t−s)ds, 0 ≤ t ≤ T (1.15)

donc

g(t) ≤ h(t)ecT (1.16)

Preuve 1 (Proposition)30 On déduit de résultat de la proposition du lemme de Gronwall

En effet , on a ∀t ∈ [0, T ]

Si Yt est le solution de E.D.S.R

Yt = Y0 −
∫ t

0

f(r, Yr, Zr)dr +

∫ t

0

ZrdBr

Nous avons :

|f(r, Y, Z)| ≤ fr + λ(|Y |+ ‖Z‖)

donc

|Yt| ≤ |Y0|+
∫ t

0

(fr + λ(|Yr|+ ‖Zr‖))ds+ |
∫ t

0

ZrdBs| (1.17)

donc

|Yt| ≤ |Y0|+ |
∫ T

0

(fr + λ(‖Zr‖)|)ds+ |
∫ t

0

ZrdBs|+ λ

∫ t

0

|Yr|ds (1.18)

pour t ∈ [0, T ]

|Yt| ≤ |Y0|+
∫ T

0

(fr + λ‖Zr‖)ds+ | sup
0≤t≤T

(

∫ t

0

ZrdBs)|+ λ

∫ t

0

|Yr|ds

Posons

ξ = |Y0|+
∫ T

0

(fr + λ‖Zr‖)ds+ | sup
0≤t≤T

(

∫ t

0

ZrdBs)|

Par hypothèse Z ∈M2 , le troisième terme est carré intégrable , il en est de même pour (ft)t∈[0,T ]

et Y0 est déterministe donc carré intégrable,|sup(
∫ t

0
ZrdBs)| est carré intégrable , il s’en suit que

ξ est une variable aléatoire carré intégrable .

Y est un processus continu qui vérifié

|Yt| ≤ ξ + λ

∫ t

0

|Yr|dr (1.19)

Le lemme de Gronwall fournit l’inégalité

|Yt| ≤ ξect (1.20)
30Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,

univ kasdi merbah ouargla,Page[11]
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donc

sup
t∈[0,T ]

|Yt| ≤ ξecT

donc Y ∈ S2(Rk) telle que Z ∈M2(Rk∗d)

Lemme 1.1.20 31 Y ∈ S2(Rk) et Z ∈M2(Rk∗d) donc

{
∫ t

0
Zs.YsdBs t ∈ [0, T ]}

est une martingale uniformément intégrable

Preuve 2 32 Le résultat déduit principalement de l’inégalité de bulkhholder-Devis-Gundy "(BDG)"

E[sup(

∫ t

0

Yr.ZrdBr)] ≤ CE[(

∫ T

0

|Yr|2‖Zr‖2dr)
1
2 ] ≤ CE[ sup

0≤t≤T
|Yt|(

∫ T

0

‖Zr‖2dr)
1
2 ]

comme ab ≤ a2

2
+ b2

2

E[ sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

Yr.ZrdBr|] ≤ C
′
(E[ sup

0≤t≤T
|Yt|2]t + E[

∫ T

0

‖Zr‖2dr])

Or cette dernier quantité est fini par hypothèse d’ou le résultat

1.1.3.2 L’existence et l’unicité de la solution

1-Le cas Lipschitz
-1-Le résultat de pardoux-peng33

La résultat de pardoux-peng est un premier résultat d’existence et d’unicité .

Nous allons montrer la résultat d’existence et l’unicité pour L’E.D.S.R dans le cas oú le géné-

rateur est non-linéaire

-f est définie sur [0, T ]×Ω×Rk×Rk∗d a valeur dans Rk tell que ∀(Y, Z) ∈ Rk×Rr∗k f(t, Y, Z) :est

un processus progressivement mesurable ,ξ :une variable aléatoire, Ft a valeurs dans Rk

soit l’hypothèse suivant :

(L) il existe une constant ψ telle que

i/ Description de la condition de Lipschitz en(y,z) pour tout t, y
′
, y, z, z

′

31Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch2 :page[3]
32Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch2 :page[5]
33Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,

univ kasdi merbah ouargla,Page[12]
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|f(t, y, z)− f(t, y
′
, z

′
)| ≤ ψ(|y − y′|+ ‖z − z′‖)

ii/ Condition d’intégrabilité

E[|ξ|2 +
∫ T

0
|f(r, 0, 0)|2dr] ≤ ∞

Nous commençons par un cas très simple , celui ou f ne dépond pas de Y et Z on se donne

ξ carré intégrable et un processus {Ft}t∈[0,T ] dansM2(Rk) et on veut trouver une solution de

l’équation différentielle stochastique rétrograde

Yt = ξ +
∫ T
t
Frdr −

∫ T
t
ZrdBr t ∈ [0, T ]

Lemme 1.1.21 34 ξ ∈ L2(FT ) et {Ft}0≤t≤T ∈ M2(Rk) l’E.D.S.R possédé une unique solution

(Y,Z) telle que Z ∈M2.

Preuve 3 Soit (Y,Z) une solution vérifiant Z ∈M2

si on prend l’espérance conditionnelle de Y

Yt = E[ξ +

∫ T

t

Frdr/Ft]

On définit Y a l’aide de la formule précédente et il reste a trouver Z . F est progressivement

mesurable .∫ t
0
Frdr est un processus adapté á la filtration {Ft}t∈[0,T ] en fait dans S2

c puisque F est carré

intégrable

Pour tout t ∈ [0, T ] .

Yt = E[ξ +

∫ T

t

Frdr/Ft]−
∫ t

t

Frdr = Mt −
∫ t

0

Frdr

M est martingale brownienne,par le théorème de représentation des martingales browniennes

on construite un processus Zde M2 telle que

Yt = Mt −
∫ t

0

Frdr = M0 +

∫ t

0

ZrdBr −
∫ t

0

Frdr

On vérifie facilement que (Y,Z) ainsi construit est une solution de l’E.D.S.R qui est étudiée

puisque YT = ξ on a

Yt − ξ = M0 +
∫ t

0
ZrdBr −

∫ t
0
Frdr − (M0 +

∫ T
0
ZrdBr −

∫ T
0
Frdr) =

∫ T
t
Frdr −

∫ T
t
ZrdBr

34Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,
univ kasdi merbah ouargla,Page[13]
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l’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z ∈ M2

Unicité Si(Ỹ , Z̃) est une autre solution ,

Ỹt = Yt = E(ξ +

∫ T

t

Frdr/Ft)

d’ou l’unicité de Y .

Théoréme 1.1.22 (Pardoux Peng 1990) 35 L’hypothèse (L) l’E.D.S.R possédé une unique

solution (Y,Z) tell que Z ∈ M2

Preuve 4 Pour montrer ce théorème on utilise un argument de point fixe dans l’espace de

Banach B2avec un application ω de B2 dans lui-méme de sorte que (Y, Z) ∈ B2 est solution

de E.D.S.R si et seulement si c’est une point fixé de ω on a (Y, Z) = ω(u, v) pour tous (u,v)

élément de B2 comme étant la solution de E.D.S.R .

Yt = ξ +
∫ T
t
f(r, ur, vr)dr −

∫ T
t
dBr 0 ≤ t ≤ T

On remarque cette E.D.S.R possédé une unique solution qui est dans B2 , par conséquence

Fr = f(r, ur, vr) ce processus appartient á M2 puis que , f étant Lipschitzienne .

|Fr| ≤ |f(r, 0, 0)|+ λ|ur|+ λ‖vr‖

Ces trois derniers processus sont carré intégrable alors (Y,Z) est une solution unique telle

que Z ∈ M2,(Y, Z) ∈ B2 l’intégralité de Z est obtenue par construction et d’après la pro-

position le processus Y appartient a S2
c ,(u,v)et(u’,v’) sont deux élément de B2 et (Y, Z) =

ω(u, v),(Y ′, Z ′) = ω(u′, v′), notons y=Y-Y’et z=Z-Z’ . il est claire que yT = 0 et

dyt = {f(t, ut, vt)− f(t, u′t, v
′
t)}dt+ ztdBt.

On applique la formule d’Itô á eαt|yt|2

dYt =
∂f(t, Yt)

∂t
dt+

∂f(t, Yt)

∂Yt
dYt +

1

2
(
∂2f(t, Yt)

∂Y 2
t

dY 2
t +

∂2f(t, Yt)

∂t2
dt2 + 2

∂2f(t, Yt)

∂t∂Yt
dtdYt)

pour dtdt = 0 et dtdYt = 0 et dYtdYt = dt donc

dYt =
∂f(t, Yt)

∂t
dt+

∂f(t, Yt)

∂Yt
dYt +

1

2

∂2f(t, Yt)

∂Y 2
t

dt

pour Yt = eαt|yt|2 On a

d(eαt|yt|2) = αeαt|yt|2dt− 2eαtyt.{f(t, ut, vt)− f(t, u′t, v
′
t)}dt+ eαtyt.ztdBt + eαt‖zt‖2dt

35Nicole Ekaroui,Backword stochastique différentielle equation and application ,Page[4]
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Par conséquent , on obtient

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαr‖zt‖2dr =

∫ T

t

eαr(−α|yr|2 + 2yr.{f(r, ur, vr)− f(r, u′r, v
′
r)})dr −

∫ T

t

2eαryr.zrdBr

et comme f est Lipschitzienne . il vient ,notant U et V pour u-u’ et v-v’ respectivement

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαr‖zt‖2dr ≤
∫ T

t

eαr(−α|yr|2 + 2λ|yr||Ur|

+ 2λ|yr|.‖Vr‖)dr +

∫ T

t

2eαryr.zrdBr (1.21)

pour tout ε > 0 on a 2ab ≤ a2

ε
+ εb2 donc

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαr‖zt‖2dr ≤
∫ T

t

eαr((−α +
2λ2

ε
)|yt|2 −

∫ T

t

2eαryr.zrdBr

+ ε

∫ T

t

eαr(|Ur|2 + ‖zr‖2)dr (1.22)

et prenant α =
2λ2

ε
on a noté Nε = ε

∫ T
t
eαr(|U |2 + ‖V ‖2)dr

∀t ∈ [0, T ], eαt|yt|2 +
∫ T
t
eαr‖zr‖2dr ≤ Nε −

∫ T
t

2eαryrzrdBr

La martingale local {
∫ t

0
eαryr.zrdWr}t∈[0,T ] est en réalité une martingale nulle en 0 puisque

Y, Y ′ ∈ S2et Z,Z ′ ∈ M2 on obtient facilement t=0

E[

∫ T

0

eαr‖zr‖2dr] ≤ E[Nε]

L’intégralité BDG fournit avec C universelle

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt|yt|2] ≤ E[Nε] + CE[(

∫ T

0

eαr|yr|2‖zr‖2dr)
1
2 ]

puis , comme ab ≤ a2

2
+ b2

2

E[sup eαt|yt|2] ≤ E[Nε] +
1

2
E[ sup

t∈[0,T ]

eαt|yt|2] +
C

2
[

∫ T

0

eαr‖zr‖2dr]

finalement

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt|yt|2 +

∫ T

0

eαr‖zr‖2dr] ≤ (3 + C2).E[Nε]

par suite

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt|yt|2 +

∫ T

0

eαr‖zr‖2dr] ≤ ε(3 + C2)(1 ∨ T )E[ sup
0≤t≤T

eαt|Ut|2 +

∫ T

0

eαr‖Vr‖2dr]
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On prend ε(3 + C2)(1 ∨ T ) = 1
2
de sorte que l’application ω(t) est une contraction strict de B2

dans lui méme ε tel que si on le munit de la norme

‖(u, v)‖α = E[sup eαt|ut|2 +

∫ T

0

eαr‖vr‖2dr]
1
2

Cette norme est équivalente a la norme usuelle pour α = 0

Finalement , l’application ω(t) possédé unique point fixe , ce que assure l’existence et l’unicité

d’un solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde dans B2 notons que dans le cas

ou ξ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de l’équation différentielle

dYt
dt

= f(t, Yt, 0) Yt = ξ

1.1.3.3 Le rôle de Z 36

Le rôle de Z , plus précisément celui du terme
∫ T

0
ZrdWr est de rendre le processus adapté et

que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul

Proposition 2 Soit τ est un temps d’arrêt majoré par T et (Y,Z) la solution

On suppose l’hypothèse (L),ξ est Ft-mesurable et f(t, y, z) = 0 t ≥ τ alors

Yt = Yt∧T et Zt = 0 si t ≥ τ

Preuve 5 Soit t ∈ [0, T ]

Yt = ξ +

∫ T

t

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ T

t

ZrdBr 0 ≤ t ≤ T

pour t ≤ τ alors t ∧ τ donc Yt∧τ = Yt

Yt∧τ = Yτ (1.23)

= ξ +

∫ T

τ

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ T

τ

ZrdBr = ξ −
∫ T

τ

ZrdBr

= ξ −
∫ T

τ

ZrdBr

On a alors

Yr = E(ξ/Fτ ) = ξ

36Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,
univ kasdi merbah ouargla,Page[16]
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et par suite ∫ T

τ

ZrdBr = 0

d’oú l’on tire que

E[(

∫ T

τ

ZrdBr)
2] = E[

∫ T

τ

‖Zr‖2dr] = 0

finalement que

Zr1r≥τ = 0

Il s’en suit immédiatement que ,si t ≥ τ , Yt = Yτ puisque par hypothèse :

Yτ = Yt +

∫ t

τ

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ t

τ

ZrdBr = Yt + 0− 0

1.1.3.4 Une estimation à priori 37

pour étudier la dépendance de le solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde

par rapport aux données qui sont ξ et le processus {f(t, 0, 0)t∈[0,T ]} en donnant une premier

estimation de E.D.S.R

Proposition 3 On suppose (ξ, f) vérifie (L) soit (Y,Z)le solution de l’équation différentielle

stochastique rétrograde (1.13) telle que Z ∈ M2 alors il existe une constante Cu universelle telle

que

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt|yt|2 +

∫ T

0

eβt‖Z‖2dt] ≤ CuE[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβt|f(t, 0, 0)|2]

pour tout β ≥ (1 + λ2) + 2λ

Preuve 6 38 On utilise le formule d’Itô pour f(t, x) = eβt|Yt|2

f(t, Yt) = f(0, Y0) +

∫ t

0

∂f

∂t
(r, Yr)dr +

∫ t

0

∂f

∂x
(r, Yr)dYr +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(r, Yr)dY

2
r

pour t=T

f(t, YT ) = f(0, Y0) +

∫ T

0

∂f

∂t
(r, Yr)dr +

∫ T

0

∂f

∂x
(r, Yr)dYr +

1

2

∫ T

0

∂2f

∂x2
(r, Yr)dY

2
r

En faisant la différence de ces deux quantités, on trouve

f(t, YT )− f(t, Yt) = f(0, Y0) +

∫ T

t

∂f

∂t
(r, Yr)dr +

∫ T

t

∂f

∂x
(r, Yr)dYr +

1

2

∫ T

t

∂2f

∂x2
(r, Yr)dY

2
r

37Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch2 :page[7]]
38Philippe Briand,Équations différentielles stochastiques Rétrograde , cours ,mars2001,Page[ch2 :page[8]]

15



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
OPTIMAL STOCHASTIQUE

Ainsi

|ξ|2eβT − Y 2
t e

βt =

∫ T

t

βeβr|Yr|2dr +

∫ T

t

2eβrYr.(−f(r, Yr, Zr))dr (1.24)

+

∫ T

t

2eβrYr.ZrdBr +

∫ T

t

eβr‖Zr‖2dr,

alors

eβt|Yt|2 +

∫ T

t

eβr‖Z‖dr = eβt|ξ|2 +

∫ T

t

eβr(−β|Yr|2 + 2Yr.f(r, Yr, Zr))dr −
∫ T

t

2eβrYr.ZrdBr

pour tout (t,y,z) avec f est λ− lipschitz on a

|(f(t, y, z))| − |(f(t, 0, 0))| ≤ |f(t, y, z)− f(t, 0, 0)| (1.25)

≤ λ(|y|+ ‖z‖)

ce qui donne

2|y|.|f(t, y, z)| ≤ 2|y|.|f(t, 0, 0)|+ 2λ.|y|2 + 2λ.|y|.‖z‖

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

2y.f(t, y, z) ≤ 2|y|.|f(t, 0, 0)|+ 2λ.|y|2 + 2λ.|y|.‖z‖ (1.26)

donc on utilisé 2ab ≤ ε.a2 + b2

ε
pour ε = 1 puis

2y.f(t, y, z) ≤ 2|y||f(t, 0, 0)|+ 2λy2 + 2λ|y|‖z‖ (1.27)

≤ |y|2|f(t, 0, 0)|2 + 2λy2 + 2λ2|y|2 + ‖z‖2/2

≤ (1 + 2λ+ 2λ2).|y|2 + |f(t, 0, 0)|2 +
‖z‖2

2

on prenant β ≥ 1 + 2λ+ 2λ2 on obtient pour tous t ∈ [0, T ]

eβt|Yt|2 +

∫ T

t

eβr‖Zr‖2dr = eβT |ξ|2 +

∫ T

t

eβr(−β|Yr|2

+ 2Yr.f(r, Yr, Zr))dr − 2

∫ T

t

eβrYr.ZrdBr

≤ eβT |ξ|2 +

∫ T

t

eβr(−β|Yr|2) +

∫ T

t

eβrβ|Y |2

+

∫ T

t

|f(r, 0, 0)|2eβrdr +

∫ T

t

‖Z‖2

2
eβrdr − 2

∫ T

t

eβrYr.ZrdBr

≤ eβT |ξ|2 +

∫ T

t

eβr(−β|Yr|2) +

∫ T

t

|f(r, 0, 0)|2eβrdr

+

∫ T

t

‖Z‖2

2
eβrdr − 2

∫ T

t

eβrYr.ZrdBr (1.28)

16



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉ SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE ET LE CONTRÔLE
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ceci donne

eβt|Yt|2 +
1

2

∫ T

t

eβr‖Zr‖2dr = eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr −
∫ T

t

2eβrYr.ZrdBr (1.29)

{
∫ T
t

2eβrYr.ZrdWr t ∈ [0, T ]} est martingale ,prenant l’espérance, on obtient facilement , pour

t=0

E[Y0 +
1

2

∫ T

0

eβr‖Zr‖2dr] ≤ E[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr]

E[

∫ T

0

eβr‖Zr‖2dr] ≤ 2E[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr]

Revenant á l’inégalité 1.29 ,les inégalités de BDG fournissent – avec C universelle

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2] ≤ E[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr] + CE[(

∫ T

0

e2βr|Yr|2.‖Z‖2dr)
1
2 ]

D’autre parte

CE[(
∫ T

0
e2βr|Yr|2.‖Z‖2dr)

1
2 ] ≤ CE[supt∈[0,T ] e

βt/2|Yt|(
∫ T

0
eβr‖Z‖2dr)

1
2 ]

≤ 1
2
E[sup eβt|Yt|2] + C2

2
E[
∫ T

0
eβr‖Z‖2dr]

Il vient que donc

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2] ≤ 2E[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr] + C2E[

∫ T

0

eβr‖Z‖2dr]

finalement

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2 +

∫ T

0

eβr‖Z‖2dr] ≤ 2(2 + C2).E[eβt|ξ|2 +

∫ T

0

eβr.|f(r, 0, 0)|2dr]

donc Cu = 2(2 + C2)

1.2 le contrôle optimal stochastique :

1.2.1 Le contrôle 39

Définition 1.2.1 Le contrôle est un système dynamique dépendant d’un paramètre dynamique
39Nacima Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production céréalière ,livre de université

d’Orléans ,2012, français,Page[27]
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1.2.2 Théorie de contrôle

40 41 La formulation d’un problème de contrôle optimal exige la détermination du crétére de

performance .

On obtient aprés la modélisation d’un système comportant beaucoup de variable et de para-

métrés . Les variable nommées variables d’état seront notées xi i=1,......n,si le système évolue

dans le temps, les variables seront notées xi(t),i=0,......,n oú t désigne le temps définit dans un

intervalle [0,T].Les n variables xi(t) seront gouvernées par une équation différentielle du premier

ordre, elles sont sous la forme

ẋ(t) =
dx

dt
= f(t, x, u) (1.30)

f est un vecteur de n composants fi, i = 1, ....., n, f peut être linéaire

1.2.3 Le contrôle optimal 42

Définition 1.2.2 Le problème de contrôle optimal consiste á minimiser une fonction de coût

J sur l’ensemble du contrôle admissible.

-Le contrôle admissible est tout processus ut(t ∈ [0, T ])mesurable et Ft-adapté á valeur dans un

borélien A de Rd.

1.2.4 Le problème de contrôle optimal

43 44 La formulation d’un problème de contrôle optimal est le système

D= {(1.31),(1.32),(1.33),(1.34)et (1.35)}

J(T, u) = h(T, x(T )) +

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt −→ minu (1.31)

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.32)

x(0) = x0 ∈ S0 (1.33)
40Nacima Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production céréalière ,livre de université

d’Orléans ,2012, français,Page[26]
41Nathalie Khalil,Optimality conditions for optimal control problems and applications ,Université de Bre-

tagne occidentale - Brest, 2017,Page[10]
42Saliha Boughrara,PRINCIPE DU MAXIMUM POUR les problèmes de contrôle Stochastique Approche

par les Probabilités Equivalentes,Thèse de Magister, Universite Mohamed Khider Biskra,17/5/2005,Page[5]
43Nacima Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production céréalière ,livre de université

d’Orléans ,2012, français,Page[27]
44Nathalie Khalil,Optimality conditions for optimal control problems and applications ,Université de Bre-

tagne occidentale - Brest, 2017,Page[11]
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x(T ) = x1 ∈ S1 (1.34)

u ∈ U t ∈ I = [0, T ] (1.35)

S0et S1 deux variétés de Rn , I un intervalle de R, x0 = x(0) est la position initiale du système

(1.32) ,x(T)est sa position terminale , la position du système en pratique peut repsésentée la

vitesse, la position, la température, ...etc ,u(.) est la commande du système (D) .U est l’ensemble

des applications mesurables, localement bornées sur ω ⊂ Rn

J(T, u) = h(T, x(T )) +

∫ T

0

f 0(t, x(t)u(t))dt

J(T,u) est le critère de qualité ou le but du problème (D)

Problème de lagrange :

Le problème de lagrange dont le critère á minimises est égale á

J(T, u) =

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt

C’est a dire h ≡ 0

Problème de Mayer :

Le problème de Mayer dont le critère est

J(T, u) = h(T, x(T ))

L’unicité de solution du système (1.32)-(1.33) est assurée par le théoréme d’existence et l’unicité

des solution des équation différentielles.

soit x(.) la solution de l’équation (1.32) du système (D)

x(.)varie en fonction du contrôle u .

1.2.5 Le principe de maximum de Pontryagin 45

Ce principe est un résultat fondamental de la théorie du contrôle optimale . Dans l’énoncé

classique , le contrôle du système dynamique est considéré comme permanent c’est-à-dire que

la valeur du contrôle est autorisée á être modifiée en tout temps réel , les premières énoncées

ont été démontrés en 1957-1958.
45Emmanuel Trélat ,contrôle optimal : théorie et application ,cours de université de marie carie

(paris6),Page[106-107]
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Théoréme 1.2.3 46 On considéré le système de contrôle dans Rn

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.36)

Où f : R×Rn×Rm −→ Rn est de classe C1 et où les contrôles sont des application mesurable

et bornée sur un intervalle [0, te(u)[ de R+ et valeurs dans Ω ⊂ R3 soint S0 et S deux sous-

ensemble de Rn on note u l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires associées

relient un point initial de S0 á un point finale S1 en temps t(u) < te(u). Par ailleurs on definit

le coût d’un controle u sur [0,t] .

C(t, u) =

∫ t

0

f 0(s, x(s), u(s))ds+ h(t, x(t)) (1.37)

Oú f 0 : R×Rn×Rm −→ R h : R×Rn −→ R sont C1 ,et x(.) est la trajectoire solution (1.36)

associée au contrôle u . On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une

trajectoire reliant S0 á S1 et minimisant le coût le temps final peut être fixé oú non .

Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T] , alors il existe une

application B(.) = [0;T ] −→ Rn absolument continue appelée vecteur adjoint, et un réel B0 ≤ 0

tels que le couple (B(.), B0) est non trivial, et tels que, pour presque tout t ∈ [0, T ]

ẋ(t) =
∂H

∂B
(t, x(t), B(t), B0, u(t))

Ḃ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), B(t), B0, u(t)). (1.38)

oú H(t, x, B,B0, u) = 〈B, f(t, x, u)〉 + B0f 0(t, x, u) est le Hamiltonien du système, et on a la

condition de maximisation presque partout sur [0,T]

H(t, x(t), B(t), B0, u(t)) = max
v∈ω

H(t, x(t), B(t), B0, v) (1.39)

Si de plus le temps final pour joindre la cible S1 n’est pas fixé, on a la condition au temps final

max
v∈ω

H(T, x(T ), B(T ), B0, v) = −B0∂h

∂t
(T, x(T )) (1.40)

si de plus S0 et S1 sont des variétés de Rn ayant des espace tangents en x(0) ∈ S0 et x(T ) ∈ S1

alors le vecteur adjoint peut être construit de manière á vérifier les conditions de transversalité

aux deux extrémités

B(0)⊥Tx(0)S0 (1.41)

B(T )−B0∂h

∂x
(T, x(T ))⊥Tx(T )S1 (1.42)

46Nacima Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production céréalière ,livre de université
d’Orléans ,2012, français,Page[34-36]
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Remarque 1.2.4 u est contrôle un continu au temps T, la condition (1.40) peut s’écrire

H(T, x(T ), B(T ), B0, u(T )) = −B0∂h

∂t
(T, x(T )) (1.43)

-si S1 s’écrit sous la forme

S1 = {x ∈ Rn /F1(x) = ......... = FB = 0}

Fi le fonction de classe C1 sur Rn,alors le conditions (1.42) se met sous la forme

∃δ1, ......δB ∈ R|B(T ) =
B∑
i=1

δi∇Fi(x(T ) +B0∂h

∂x
)(T, x(T )) (1.44)

-Dans les conditions du théorème(1.2.3) , on a de plus pour presque tout t ∈ [0, T ]

d

dt
H(t, x(t), B(t), B0, u(t)) =

∂H

∂t
(t, x(t), B(t), B0, u(t)) (1.45)

En particulier si le système augmenté est autonome , si f et f 0 ne dépendent pas de t, alors H

ne dépend pas de t, et on a

∀t ∈ [0, T ] max
v∈ω

H(x(t), B(t), B0, v) = c (1.46)

l’égalité (1.46) est alors valable partout sur [0,T]

- B0 ≤ 0 conduit au principe du maximum, la B0 ≥ 0 conduirait au minimum , la condition

(1.38) serait la condition du minimum .

Définition 1.2.5 Une extrémale du problème de contrôle optimal est un quadruplet

(x(.), B(.), B0, u(.)) solution des équation (1.38)et(1.39) si B0 6= 0 l’extrémale est dite normale

s,si B0 = 0 on dit que l’extrémale est anormale.

Remarque 1.2.6 Lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le contrôle , lorsque Ω = Rm alors la

trajectoire x(.),associée au contrôle u(.) est un trajectoire singulière de système (1.36) si et

seulement si elle est projection d’une extrémale anormale (x(.),B(.),0,u(.))

Définition 1.2.7 Le condition (1.41) et (1.42) sont appelées condition de transversalité sur le

vecteur adjoint, le condition (1.40) est appelée condition de transversalité sur Hamiltonien
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1.2.5.1 conditions de transversalité 47

1-conditions de transversalité sur le vecteur adjoint :
1-Problème de lagrange :

ce cas le coût s’écrit

C(t, u) =

∫ t

0

f 0(s, x(s), u(s))ds (1.47)

h=0,conditions de transversalité (1.41),(1.42) sur le vecteur adjoint s’écrivent alors

B(0)⊥Tx(0)S0, B(T )⊥Tx(T )S1 (1.48)

*- par example S0 = {x0} , le condition (1.41) devient vide

*- S0 = Rn si le point initial n’est pas fixé, on obtient B(0)=0

*-M1 = R1 on obtient B(T)=0, le point final est libre alors le vecteur adjoint au temps final est

nul .

2-Problème de Mayer :

Dans ce cas le coût est :

C(t, u) = h(t, x(t)) (1.49)

f 0 = 0 les conditions de transversalité (1.41),et (1.42) ne se simplifiant pas a priori, le condition

(1.42) devient si autrement dit le point final x(T) est libre

B(T ) = B0∂h

∂x
(T, x(T )) (1.50)

Si f ne dépend pas de temps , on a contenu d’écrire B(T ) = B0∇h(x(T )) autrement dit le

vecteur adjoint au temps final est égal a la constante B0

2-conditions de transversalité sur le hamiltonien :
La condition (1.40) n’est pas valable qui si le temps final pour atteindre la cible n’est pas fixé,la

condition de transversalité (1.40)sur le Hamiltonien devient alors

max
v∈ω

H(T, x(T ), B(T ), B0, v) = 0 (1.51)

si u est continu au temps T

H(T, x(T ), B(T ), B0, u(t)) = 0 (1.52)

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final .
47Emmanuel Trélat ,contrôle optimal : théorie et application ,cours de université de marie carie

(paris6),Page[109-110]
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1.2.6 Contrôlabilité

Définition 1.2.8 48 49

(ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0) est système dit contrôlable si pour tous points x0 ∈ S0 et

x1 ∈ S1 telle que la trajectoire associée à u relie x0 á x1 en un temps fini il existe un contrôle

u(.).

48Nacima Moussoumi Dehbi, contrôle optimal :optimisation d’une production céréalière ,livre de université
d’Orléans ,2012, français,Page[28]

49Emmanuel Trélat ,contrôle optimal : théorie et application ,cours de université de marie carie (pa-
ris6),Page[29]
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Chapitre 2

Contrôle stochastique gouverné par
E.D.S.R et application

2.1 Contrôle stochastique gouverné par E.D.S.R

Après l’étude de E.D.S.R et le contrôle stochastique . On décrit comment le E.D.S.R appa-

raissent comme un outil puissant pour étudier des problèmes de contrôle stochastique gouverné

2.1.1 Présentation de problème

Soit (Ω, F, Ft, P ) est un espace de probabilité équipé d’une filtration satisfaisant les conditions

habituelles,sur lequel un mouvement brownien de d-dimension(B = (Bt)t≥0) . Nous supposons

que (Ft) est un p-augmentation de la filtration naturelle de (Bt)t≥0.

Définition 2.1.1 Un contrôle admissible est un (Ft) processus adapté avec des valeurs en U

tel que

E[ sup
t∈[0,T ]

|vt|2] <∞

Nous notons U par l’ensemble de tous les contrôles admissibles . Pour tout v ∈ U ,nous consi-

dérons L’ E.D.S.R suivant {
dY v

t = f(t, Y v
t , Z

v
t , vt)dt+ Zv

t dBt,

Y v
T = ξ

(2.1)

où

f : [0, T ]× Rn ×Mn×d × U 7−→ Rn
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et ξ est un variable aléatoire (Ft) mesurable de n-dimensions telle que

E|ξ|2 <∞

Le coût attendu est défini de U en R par

J(v) = E[g(Y v
0 ) +

∫ T

0

h(t, Y v
t , Z

v
t , vt)dt] (2.2)

où

g : Rn −→ R

h : [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× U −→ R (2.3)

Un contrôle u ∈ U est appelé optimal si :

J(u) = inf
v∈U

J(v). (2.4)

2.1.2 Principe du maximum stochastique 1

Nous présentons dans ce paragraphe une approche alternative appelée principe du maximum

de Pontryagin et basée sur des conditions d’optimalité du contrôle.

On se place dans le cadre d’un problème de contrôle stochastique à horizon fini : soit la diffusion

contrôlée dans Rn

dXs = b(Xs, αs)ds+ σ(Xs, αs)dBs (2.5)

A est l’ensemble des processus.

où B est un mouvement Brownien standard d-dimensionnel, α ∈ A est le processus de contrôle

progressif à valeurs dansA . La fonctionnelle de coût ‘a minimiser est :

J(α) = E[

∫ T

0

f(t,Xt, αt)dt+ g(XT )]. (2.6)

où f : [0, T ]×Rn×A −→ R est continue en (t,x)pour tout a dans g : Rn −→ R est une fonction

convexe C1 et ,f, g sont à croissance quadratique en x.

On définit l’Hamiltonien généralisé H : [0, T ]× Rn ×A× R× Rn×d −→ R

H(t, x, a, y, z) = b(x, a).y + tr(σ′(x, a)z) + f(t, x, a), (2.7)
1Merabet Imane , contrôle optimal des équation différentielle stochastique Rétrograde, mémoire de master,

univ kasdi merbah ouargla,Page[44-45]
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et on suppose que H est dérivable en x de dérivée notée DxH.On considère alors pour tout

α ∈ A, l’E.D.S.R est appelée aussi équation adjointe

−dYt = DxH(t,Xt, αt, Yt, Zt)dt− ZtdBt, YT = Dxg(XT ). (2.8)

Théoréme 2.1.2 2

soit α̂ ∈ A et X̂ la diffusion contôlée associée. Supposons qu’il existe une solution (Ŷ , Ẑ) à

l’E.D.S.R correspondante (2.8) telle que :

H(t, X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt) = min
a∈A
H(t, X̂t, a, Ŷt, Ẑt), 0 ≤ t ≤ T (2.9)

et

(x, a) −→ H(t, x, a, Ŷt, Ẑt) est une fonction convexe, (2.10)

pour tout t ∈ [0, T ], α̂ est un contrôle optimal si

J(α̂) = infα∈A J(α)

Preuve 7 Pour tout α ∈ A on a

J(α̂)− J(α) = E[

∫ T

0

f(t, X̂t, α̂t)− f(t,Xt, αt)dt+ g(X̂T )− g(XT )] (2.11)

D’après la convexité de g et le produit d’Itô , on a

E[g(X̂T )− g(XT )] ≤ E[(X̂T −XT ).Dxg(X̂T )] = E[(X̂T −XT ).ŶT ] (2.12)

= E{
∫ T

0

(X̂t −Xt)dŶt +

∫ T

0

Ŷt(dX̂t − dXt)

+

∫ T

0

tr[(σ(X̂t, α̂t)− σ(Xt, αt))
′Ẑt]dt}

= E{
∫ T

0

(X̂t −Xt).(−DxH(t, X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt))dt

+

∫ T

0

Ŷt(b(X̂t, α̂t)− b(Xt, αt))dt

+

∫ T

0

tr[(σ(X̂t, α̂t)− σ(XT , αt))
′Ẑt]}

D’autre part , d’après la définition de H , on a :

E[

∫ T

0

f(t, X̂t, α̂t)− f(t,Xt, αt)dt] = E{
∫ T

0

H(t, X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt)−H(t,Xt, αt, Ŷt, Ẑt)dt

−
∫ T

0

(b(X̂t, α̂t)− b(Xt, αt)).Ŷt −
∫ T

0

tr[(σ(X̂t, α̂t)− σ(Xt, αt))
′Ẑt]dt} (2.13)

2Huyên Philippe , optimisation et contrôle stochastique appliqués à la finance , université paris
7,2000,page[105-107]
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En ajoutant (2.12) et (2.13) dans (2.11)

J(α̂)− J(α) ≤ E[

∫ T

0

H(t, X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt)−H(t,Xt, αt, Ŷt, Ẑt)dt (2.14)

−
∫ T

0

(X̂t −Xt).DxH(t, X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt)dt].

Sous les conditions (2.9) et (2.10), le terme entre crochet dans la relation ci-dessus est négatif

ce qui conclut la preuve. On termine ce paragraphe en donnant le lien entre le principe du

maximum et la programmation dynamique. On définit la fonction valeur du problème de contrôle

stochastique considéré ci-dessus :

v(t, x) = inf
α∈A

E[

∫ T

t

f(s,X t,x
s , αs)ds+ g(X t,x

T )] (2.15)

oú {X t,x
s , t ≤ s ≤ T} est la solution (2.5) partant de x en t. On rappelle que l’E.D.P d’Hamilton-

Jacobi-Bellman s’écrit :
−∂v
∂t

+ sup
a∈A

[−G(t, x, a,Dxv,D
2
x)] = 0 (2.16)

oú pour (t, x, a, p,M) ∈ [0, T ]× Rn × A× R× Sn

G(t, x, a, p,M) = b(x, a).p+
1

2
tr(σσ′(x, a)M) + f(t, x, a) (2.17)

Théoréme 2.1.3 supposons que v ∈ C1,3([0, T [×Rn)∩C0([0, T ]×Rn) et qu’il existe un contrôle

optimal α̂ ∈ A à (2.15)de diffusion contrôlée associée X̂ .Alors

G(t, X̂t, α̂t, Dxv(t, X̂t), D
2
xv(t, X̂t)) = min

a∈A
G(t, X̂t, a,Dxv(t, X̂t), D

2
xv(t, X̂t)) (2.18)

et le couple

(Ŷt ,̂ Ẑt) = (Dxv(t, X̂t), D
2
xv(t, X̂t)σ(X̂t, α̂t)) (2.19)

est solution de l’E.D.S.R adjointe (2.8)

Preuve 8 puisque α̂ est un contrôle optimal , on a :

v(t, X̂t) = E[

∫ T

t

f(s, X̂t, α̂t)ds+ g(X̂T )|Ft] (2.20)

= −
∫ t

0

f(s, X̂s, α̂s)ds+Mt, 0 ≤ t ≤ T.

oú M est la martingale Mt = E[
∫ T

0
f(s, X̂s, α̂s)ds + g(X̂T )|Ft]. En appliquant la formule d’Itô

à v(t, X̂t) et en identifiants les termes en dt dans la relation (2.20) on obtient :

−∂v
∂t

(t, X̂t)−G(t, X̂t, α̂t, Dxv(t, X̂t), D
2
xv(t, X̂t)) = 0 (2.21)
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comme v est régulière , v satisfait l’EDP d’HJB (2.16) , ce qui implique (2.18) .

D’après (2.16) et (2.21) , on a :

0 =
∂v

∂t
(t, X̂t) +G(t, X̂t, α̂t, Dxv(t, X̂t), D

2
xv(t, X̂t)) (2.22)

≤ −∂v
∂t

(t, x) +G(t, x, α̂t, Dxv(t, x), D2
xv(t, x))

ce qui implique puisque v est C1,3 :

∂

∂x
(
−∂v
∂t

(t, x) +G(t, x, α̂t, Dxv(t, x), D2
xv(t, x))|x=X̂t

= 0

En se rappelant l’expression (2.17) de G et celle (2.7) de H , l’égalité précédente s’écrit :

∂2v

∂t∂x
(t, X̂t) + D2

xv(t, X̂t)b(X̂t, α̂t) +
1

2
tr(σσ′(X̂tα̂t)D

3
xv(t, X̂t)) (2.23)

+ DxH(t, X̂t, α̂t, Dxv(t, X̂t), D
2
xv(t, X̂t)σ(X̂t, α̂t)) = 0

En appliquant alors la formule d’Itô à Dxv(t, X̂t)et en utilisant (2.23) , on a

−dDxv(t, X̂t) = −[
∂2v

∂t∂x
(t, X̂t) +D2

xv(t, X̂t)b(X̂t, α̂t) (2.24)

+
1

2
tr(σσ′(X̂tα̂t)D

3
xv(t, X̂t))]dt

− D2
xv(t, X̂t)σ(X̂t, α̂t)dBt

= DxH(t, X̂t, α̂t, Dxv(t, X̂t), D
2
xv(t, X̂t)σ(X̂t, α̂t)dt

− D2
xv(t, X̂t)σ(X̂t, α̂t)dBt (2.25)

comme de plus v(T, .) = g(.) , on a

Dxv(T, X̂T ) = Dxg(X̂T ).

ceci prouve le résultat (2.19)

2.1.3 Le problème du contrôle strict3

Pour tout n ∈ N soit M2(0, T ;Rn) désigne l’ensemble de processus aléatoire n-dimensionnel

mesurable conjointement {ϕt, t ∈ [0, T ]}qui satisfont :

(i) :E[
∫ T

0
|ϕt|2dt] <∞

3Adel.Chala,On Optimal control problem for Backward stochastique Doubly systeme , univ mouhamed
khider Biskra ,vol2014,Page[3]
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(ii) : ϕt est (FB,W
t ) mesurable pour t ∈ [0, T ]

Nous notons de même par S2([0, T ];Rn) l’ensemble des processus aléatoires continus à n-

dimensions qui satisfont

(i) : E[sup0≤t≤T |ϕt|2] <∞

(ii) : ϕt est (FB,W
t ) mesurable pour tout t ∈ [0, T ]

soit T est un nombre strictement positif et U est un sous-ensemble non vide de Rk

Définition 2.1.4 (Yt, Zt) est un solution de (2.1) si et seulement si (Yt, Zt) ∈ M2(Rn×d) ×

Sn×m et ça satisfait (2.1)

Définition 2.1.5 Un contrôle stricts admissible est un processus Ft-adapté avec des valeurs en

U telles que E[supt∈[0,T ]|vt|2] <∞

Nous notons par U l’ensemble des contrôles admissibles

pour tout v ∈ U nous considérons le E.D.S.D.R suivant{
dY v

t = f(t, Y v
t , Z

v
t , vt)dt+ g(t, Y v

t , Z
v
t , vt)dWt + Zv

t dBt

Y v
T = ξ

(2.26)

oùf : [0, T ] × Rm ×Mm×d(R) × U −→ Rm, g : [0, T ] × Rm ×Mm×d(R) × U −→ Rm×k et ξ

est un variable aléatoire F0-mesurable à n-dimension telle que E|ξ|2 <∞ .Le coût attendu est

défini de Uen R par

J(v) = E[Ψ(Y v
0 ) +

∫ T

0

l(t, Y v
t , Z

v
t , vt)dt] (2.27)

où Ψ : Rm −→ R, l : [0, T ]× Rm ×Mm×d(R)× U −→ R

2.1.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité du contrôle strict4

Théoréme 2.1.6 Soit (u, Y u, Zu) est une solution optimale du problème de contrôle initial

{(2.1),(2.2),(2.4)} . Ensuite, il existe un processus unique adapté

P u ∈ L([0, T ];Rn),

qui sont la solution de l’équation différentielle stochastique suivante{
−dP u

t = Hy(t, Y
u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)dt+Hz(t, Y

u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)dBt,

P u
0 = gy(y

u
0 )

(2.28)

4Seid Bahlali , The strict and relaxed stochastique maximum principle for optimal control probleme of
Backword systeme,vol 20 dec 2008,Page[15]
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tel que

H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut) = max

v∈U
H(t, Y u

t , Z
u
t , P

u
t , v); (2.29)

où Hamiltonien H est défini à partir de [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× Rn × U dans R par

H(t, Y, Z, P, v) = pf(t, Y, Z, v)− h(t, Y, Z, v). (2.30)

Preuve 9 on pose

P̃t =

(
P u
t

−1

)
. (2.31)

et Z̃ est une matrice de dimension (n+ 1)× donnée par

Z̃t =

(
Zv
t

Kv
t

)
et la fonction f̃ est définit de [0, T ]× Rm+1 ×M(m+1)×d(R)× U −→ Rm+1 par

f̃(t, Ỹt, Z̃t, vt) =

(
b(t, Yt, Zt, vt)

h(t, Yt, Zt, vt)

)
(2.32)

et la Hamiltonien H̃ est défini de [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× Rn × U par

H̃(t, Ỹt, Z̃t, P̃t, ut) = f̃(t, Ỹt, Z̃t, ut)P̃t (2.33)

De la définition de H̃, P̃ , f̃ et Z̃,on obtient

H̃(t, Ỹt, Z̃t, P̃t, ut) = H(t, Ỹt, Z̃t, P̃t, ut), (2.34)

et de l’équation adjointe

{
−dP̃ u

t = H̃y(t, Ỹ u
t , Z̃

u
t , P̃

u
t , ut)dt+Hz(t, Y

u
t , Z̃

u
t , P̃

u
t , ut)dBt,

P̃ u
0 = g̃y(ỹu0 )

on peut

facilement en déduire (2.28) . finalement (2.29) est dérivé immédiatement de (2.34)

2.1.3.2 Conditions Suffisants d’optimalité du contrôle strict 5

Théoréme 2.1.7 Si nous supposons que, U est convexe et pour chaque v ∈ U et pour tout

t ∈ [0, T ] la fonction g est convexe et (Yt, Zt, vt) −→ H(t, Yt, Zt, Pt, vt) est concave. Alors u est

un contrôle optimal du problème {(2.1),(2.4),(2.2)} s’il satisfait(2.29)

Preuve 10 Soit u un contrôle admissible arbitraire et (Y u
t , Z

u
t ) le solution de (2.1) associé à

u. Pour tout contrôle admissible v, avec trajectoire associée(Y u
t , Z

u
t ) on obtient

J(v)− J(u) = E[g(Y v
t )− g(Y u

t )]

+ E

∫ T

0

[h(t, Y v
t , Z

v
t , vt)− h(t, Y u

t , Z
u
t , ut)]dt (2.35)

5Seid Bahlali , The strict and relaxed stochastique maximum principle for optimal control probleme of
Backword systeme,vol 20 dec 2008,Page[16]
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Puisque g est convexe, alors

g(Y v
0 )− g(Y u

0 ) ≥ gY (Y u
0 )(Y v

0 − Y u
0 ). (2.36)

alors

J(v)− J(u) = E[gY (Y v
0 )(Y v

0 − Y u
0 )] + E

∫ T

0

[h(t, Y v
t , Z

v
t , vt)− h(t, Y u

t , Z
u
t , ut)]dt (2.37)

Nous remarquons de (2.28) que

P u
0 = gY (Y u

0 ) (2.38)

alors , on obtient

J(v)− J(u) = E[P u
0 (Y v

0 − Y u
0 )] + E

∫ T

0

[h(t, Y v
t , Z

v
t , vt)− h(t, Y u

t , Z
u
t , ut)]dt (2.39)

En appliquant la formule de Itô à P u
t (Y v

t − Y u
t ) on obtient

J(v)− J(u) ≥ E

∫ T

0

[HY (t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Y

v
t − Y u

t ) +HZ(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Z

v
t − Zu

t )]dt

+ E

∫ T

0

[H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)−H(t, Y v

t , Z
v
t , P

u
t , vt)]dt (2.40)

Puisque H est concave dans (Y, Z, u), alors

H ( t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , vt)−H(t, Y v

t , Z
v
t , P

u
t , ut)

≤ HY (t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Y

v
t − Y u

t )

+ HZ(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Z

v
t − Zu

t )

+ Hv(t, Y
u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Z

v
t − Zu

t )(vt − ut) (2.41)

Ou équivalent

Hv ( t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(ut − vt)

≤ H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)−H(t, Y v

t , Z
v
t , P

u
t , vt)

+ HY (t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Y

v
t − Y u

t ) +HZ(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Z

v
t − Zu

t ) (2.42)

alors , on a

J(v)− J(u) ≥ Hv(t, Y
u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(Z

v
t − Zu

t )(ut − vt) (2.43)

Nous savons queH(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , .) est concave, alors −H(t, Y u

t , Z
u
t , P

u
t , .) est convexe de U

en R . De plus, U est convexe et −H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , .) est continu, puis à partir du principe
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d’optimisation convexe

On obtient

−H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut) = inf

vt∈U
−H(t, Y u

t , Z
u
t , P

u
t , vt)⇐⇒ −Hv(t, Y

u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(vt − ut) ≥ 0

(2.44)

ou

H(t, Y u
t , Z

u
t , P

u
t , ut) = max

vt∈U
H(t, Y u

t , Z
u
t , P

u
t , vt)⇐⇒ Hv(t, Y

u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(ut − vt) ≥ 0 (2.45)

Ensuite, de la condition d’optimalité nécessaire(2.29), on en déduit que

Hv(t, Y
u
t , Z

u
t , P

u
t , ut)(ut − vt) ≥ 0 (2.46)

Et à partir de (2.43), nous avons

J(v)− J(u) ≥ 0 (2.47)

2.1.4 Le problème du contrôle relaxé 6

L’idée du problème de contrôle strict relaxé définie ci-dessus est d’intégrer l’ensemble U des

contrôles stricts dans une classe plus large qui donne une structure topologique plus appropriée.

Dans le modèle relaxé ,

Définition 2.1.8 un contrôle relaxé (qt)t est un processus évalué par P(U) progressivement

mesurable par rapport à (Ft) , et tel que pour chaque t, 1]0,t[qt est Ftmesurable

Nous notons R l’ensemble de toutes les contrôle relaxé admissibles.

Tout contrôle relaxé q peut être désintégré comme q(dt, da) = q(t, da)dt = qt(da)dt , où qt(da)

est processus progressivement mesurable avec une valeur dans l’ensemble des mesures de pro-

babilité P(U)

Pour tout q ∈ R nous considérons le E.D.S.R relaxé suivant

dY q
t = −

∫
U

f(t, Y q
t , Z

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U

g(t, Y q
t , Z

q
t , a)qt(da)dWt + Zq

t dBt, Y q
T = ξ (2.48)

Le coût attendu pour être minimisé, le modèle relaxé , est défini de R à R par

J(q) = E[Ψ(Y q
0 ) +

∫ T

0

∫
U

l(t, Y v
t , Z

v
t , a)qt(da)dt] (2.49)

6Adel.Chala,On Optimal control problem for Backward stochastique Doubly systeme , univ mouhamed
khider Biskra ,vol2014,Page[3]
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2.1.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du contrôle relaxé 7

Le hamiltonien H défini par [0, T ]× Rm ×Mn×m(R)× P (U)×Mn×d(R) de R par

H(t, Y, Z, µ,Q,R)

=

∫
U

l(t, Y, Z, a)µt(da) +Q.

∫
U

f(t, Y, Z, a)µt(da)

+ R.

∫
U

g(t, Yt, Zt, a)µt(da) (2.50)

Théoréme 2.1.9 soit µ est un contrôle relaxé minimisez le fonction J sur R et (Y µ
t , Z

µ
t ) le

solution de (2.1) associé àµ .Alors , il existe un processus unique adapté (Qµ) ∈ L2
F ([0, T ];Rm)

du système E.D.S.R suivant

dQt = − [

∫
U

lY (t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µt(da) +

∫
U

fy(t, Y
µ
t , Z

µ
t , a)µt(da)Qµ

t

−
∫
U

gY (t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µt(da) +

∫
U

fZ(t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µt(da)Qµ

t

−
∫
U

gZ(t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µt(da)Rµ

t ]dBt −Rµ
t dWt, (2.51)

Qµ
0 = ΨY (Y µ(0)), (2.52)

tel que pour chaque qt ∈ P (U) ,

H(t, Y µ
t , Z

µ
t , qt, Q

µ
t , R

µ
t ) ≥ H(t, Y µ

t , Z
µ
t , µt, Q

µ
t , R

µ
t ),∀µt ∈ P (U) (2.53)

Preuve 11 Puisque Qµ
0 = ΨY (Y µ

0 ), alors

0 ≤ E[Qµ
t Ỹ0] + E

∫ T

0

[

∫
U

lµ(t, Y µ
t , Z

µ
t , a)qt(da)−

∫
U

lµ(t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µs(da)]dt

+ E

∫ T

0

[

∫
U

lµY (t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µs(da).Ỹt]dt+ E

∫ T

0

[

∫
U

lµZ(t, Y µ
t , Z

µ
t , a)µt.Z̃t]dt (2.54)

En appliquant la formule de Itô à

E[Qµ
0Y

µ
0 ] = E[Qµ

T ỸT ]− E[

∫ T

0

∫
U

lµY (t, a)µt(da).Ỹt]dt

− E[

∫ T

0

∫
U

lµZ(t, a)µt(da).Z̃t]dt+ E

∫ T

0

Qµ
t [

∫
U

fµ(t, a)qt(da)−
∫
U

fµ(t, a)µt(da)]dt

+ E

∫ T

0

Rµ
t [

∫
U

gµ(t, a)qt(da)−
∫
U

gµ(t, a)µt(da)]dt (2.55)

7Adel.Chala,On Optimal control problem for Backward stochastique Doubly systeme , univ mouhamed
khider Biskra ,vol2014,Page[7-8]
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alors , pour chaque q ∈ R

E

∫ T

0

[H(t, Y µ
t , Z

µ
t , qt, Q

µ
t , R

µ
t )−H(t, Y µ

t , Z
µ
t , µt, Q

µ
t , R

µ
t )]dt ≥ 0 (2.56)

soit µ ∈ R et F est un élément arbitraire de la σ − algebre et φ = qt1F + µt1Ω−F Il est évident

que φ est un contrôle relaxé admissible. Appliquer l’inégalité ci-dessus avec φ ,on a

E

∫ T

0

[1FH(t, Y µ
t , Z

µ
t , qt, Q

µ
t , R

µ
t )−H(t, Y µ

t , Z
µ
t , µt, Q

µ
t , R

µ
t )] ≥ 0,∀F ∈ Ft. (2.57)

Ce qui implique que

0 ≤ E[
H(t, Y µ

t , Z
µ
t , qt, Q

µ
t , R

µ
t )−H(t, Y µ

t , Z
µ
t , µt, Q

µ
t , R

µ
t )

Ft
] (2.58)

La quantité dans l’espérance conditionnelle est Ft −mesurable

2.1.4.2 Condition suffisant d’optimalité du contrôle relaxé 8

Théoréme 2.1.10 Supposons que les fonctions Ψ et (Y, Z) −→ H(t, Y, Z, q,Q,R) sont convexes

, et pour tout q ∈ R ,Y q
T = 0 est une variable aléatoire m-dimensionnelle Ft-mesurable telle que

E|ξ|2 <∞ alors µ est une solution optimale du contrôle relaxé

Preuve 12 soit µ2 un élément arbitraire de R . pour tous µ1 ∈ R nous donne

J(µ1) − J(µ2) = E[h(Y µ1
0 )− h(Y µ2

0 )]

+ E

∫ T

0

[

∫
U

l(t, Y µ1
t , Zµ1

t , a)µlt(da)−
∫
U

l(t, Y µ2
t , Zµ2

t , a)µ2t(da)]dt. (2.59)

puisque Ψ est convexe , alors

Ψ(Y µ1
0 )−Ψ(Y µ2

0 ) ≥ ΨY (Y µ2
0 )(Y µ1

0 − Y
µ2

0 ). (2.60)

Ainsi

J(µ1) − J(µ2) ≥ E[ΨY (Y µ2
0 )(Y µ1

0 − Y
µ2

0 )]

+ E

∫ T

0

[

∫
U

lq(t, a)µ1t(da)−
∫
U

lµ(t, a)µ2t(da)]dt (2.61)

ainsi

J(µ1) − J(µ2) ≥ E[Qµ2
0 (Y µ1

0 − Y
µ2

0 )]

+ E

∫ T

0

[

∫
U

lq(t, a)µ1t(da)−
∫
U

lµ(t, a)µ2t(da)]dt (2.62)

8Adel.Chala,On Optimal control problem for Backward stochastique Doubly systeme , univ mouhamed
khider Biskra ,vol2014,Page[8-9]
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En appliquant la formule de Itô à Qµ
t (Y µ1

t − Y
µ
t ) on obtient

E[Qµ2
0 (Y µ1

0 − Y
µ2

0 )] = Qµ2
T (Y µ1

T − Y
µ2
T )− E

∫ T

0

HY (t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ,Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Y µ1

t − Y
µ2
t )dt

− E

∫ T

0

HZ(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Zµ1

t − Z
µ2
t )dt

+ E

∫ T

0

Qµ2
t [

∫
U

f q(t, a)µ1t(da)−
∫
U

fµ(t, a)µ2t(da)]dt

+ E

∫ T

0

Rµ2
t [

∫
U

gq(t, a)µ1t(da)−
∫
U

gµ(t, a)µ2t(da)]dt (2.63)

Ainsi

J(µ1)− J(µ2) ≥
∫ T

0

H(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ1t, Q
µ2
t , R

µ2
t )−H(t, Y µ2

t , Zµ2
t , µ2t, Q

µ2
t , R

µ2
t )

− −E
∫ T

0

HY (t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Y µ1

t − Y
µ2
t )dt

− E

∫ T

0

HZ(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Zµ1

t − Z
µ2
t )dt (2.64)

Puisque H est convexe en (Y,Z) et linéaire en µ alors en utilisant le gradient généralisé de H

de Clarke évalué à (Yt, Zt, µ) et les conditions d’optimalité nécessaires, qui sont :

H ( t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ1t, Q
µ2
t , R

µ2
t )−H(t, Y µ2

t , Zµ2
t , µ2t, Q

µ2
t , R

µ2
t )

≥ HY (t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Y µ1

t − Y
µ2
t )

+ HZ(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Zµ1

t − Z
µ2
t ) (2.65)

ou

0 ≤ H(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ1t, Q
µ2
t , R

µ2
t )−H(t, Y µ2

t , Zµ2
t , µ2t, Q

µ2
t , R

µ2
t )

− HY (t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Y µ1

t − Y
µ2
t )

− HZ(t, Y µ2
t , Zµ2

t , µ2t, Q
µ2
t , R

µ2
t )× (Zµ1

t − Z
µ2
t ) (2.66)

alors , avec (2.64) ,on a

J(µ1)− J(µ2) ≥ 0 (2.67)
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2.2 Application sur le contrôle optimale gouverné par E.D.S.R

2.2.1 Modèle de Black-scholes 9

En utilisant l’article (10) nous prenons l’exemple suivant

Example 1 (Critére moyenne-variance d’allocation portefeuille )11

On considère un modèle de Black-scholes.

Il y a un actif sans risque de processus{
dK0

t = rtK
0
t dt t ∈ [0, T ]

Ki
0 = K0 > 0

. (2.68)

Un actif risqué de processus {
dKi

t = Ki
t [b

i
tdt+ σtdBt]

Ki
0 = Ki > 0

. (2.69)

Avec b>r,σ > 0,Un agent investit un montant βt dans l’actif risqué et son processus de richesse

évolue alors selon : 
dXt = βt

dKt

Kt

+ (Xt − βt)dK
0
t

K0
t

= [rXt + βt(b− r)]dt+ σβtdBt

X0 = x > 0

(2.70)

On note par A l’ensemble des processus de contrôle β progressifs à valeurs dans R , tel que

E[
∫ T

0
|βt|2dt] < +∞ .

Le critère moyenne-variance d’allocation de portefeuille consiste à minimiser la variance du

portefeuille sous contrainte que l’espérance soit égale à une constante donnée :

v(m) = inf
β∈A

V ar(Xt) : E(Xt) = m, m ∈ R (2.71)

v(m) est la variance minimale et

ṽ(ξ) = inf
β∈A

E[XT − ξ]2, ξ ∈ R (2.72)

9Nicole El Karoui,pricing via utility maximization and entropy,Université Paris,Mathematical Finance, Vol.
10, No. 2 (April 2000),Page[264-271]

10M.Kohlmann et X.Y. Zhou (2000) : “Relation ship between backward stochastic differential equa-
tions and stochastic controls : a linear-quadratic approach”,SIAM Journal on Control and Optimisation, 38,
page[1400–1406].

11M.Kohlmann et X.Y. Zhou (2000) : “Relation ship between backward stochastic differential equa-
tions and stochastic controls : a linear-quadratic approach”,SIAM Journal on Control and Optimisation, 38,
page[1400–1406].
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Nous allons résoudre ce problème (2.72) par le principe du maximum stochastique .Dans ce cas,

l’Hamiltonien suivant

H(x, a, Y, Z) = b(x, a)Y + σ(x, a)Z + f(x, a) (2.73)

a la forme :

H(x, a, Y, Z) = [rx+ a(b− r)]Y + σaZ (2.74)

L’E.D.S.R adjointe est {
−dYt = DxH(x, a, Y, Z)dt− ZtdBt

YT = Dxg(XT )
. (2.75)

S’écrit pour β ∈ A et pour DxH(x, a, Y, Z)dt = rYtdt− ZtdBt et Dxg(XT ) = 2[XT − ξ]donc :{
−dYt = rYtdt− ZtdBt

YT = 2[XT − ξ]
(2.76)

Soit β̂ ∈ A un candidat pour le contrôle optimal et X̂,(Ŷ , Ẑ) les processus associés .Alors

H(x, a, Ŷt, Ẑt) = rxŶt + a[(b− r)Ŷt + σẐt] (2.77)

Cette expression étant linéaire en a, on voit donc que les conditions suivants

H(X̂t, α̂t, Ŷt, Ẑt) = min
a∈A
H(X̂t, a, Ŷt, Ẑt), 0 ≤ t ≤ T (2.78)

et

(x, a) −→ H(t, x, a, Ŷt, Ẑt) est une fonction convexe, (2.79)

seront satisfaites si

(b− r)Ŷt + σẐt = 0 0 ≤ t ≤ T. (2.80)

On cherche (Ŷ , Ẑ) solution de (2.76) de la forme

Ŷt = ϕ(t)X̂t + ψ(t) (2.81)

où ϕetψsont deux fonctions déterministes C1 . et

dŶt = ϕ′(t)X̂t + ϕ(t)(dX̂t) + ψ′(t) (2.82)

Nous substituons des formules (2.81)et(2.82)dans (2.76) et en utilisant l’expression (2.70) ,donc

nous avons l’équation suivante

ϕ′(t)X̂t + ϕ(t)(rX̂t + β̂t(b− r) + σβ̂t) + ψ′(t) = −r(ϕ(t)X̂t + ψ(t)) + Ẑt (2.83)
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et

ϕ′(t)X̂t + ϕ(t)(rX̂t + β̂t(b− r)) = −r(ϕ(t)X̂t + ψ(t)) (2.84)

donc

ϕ(t)σβ̂t = Ẑt. (2.85)

Nous avons

ŶT = ϕ(T )X̂T + ψ(T ) = 2XT − 2ξ (2.86)

donc le condition terminales est :

ϕ(T ) = 2etψ(T ) = −2ξ (2.87)

Nous substituons des formules (2.82) et (2.85) dans (2.80) donc

(b− r)ϕ(T )X̂t + ψ(t) + ϕ(t)σ2β̂t = 0 (2.88)

donc

ϕ(t)σ2β̂t = −(b− r)ϕ(T )X̂t + ψ(t) (2.89)

donc

β̂t =
(r − b)Ŷt

σ2
ϕ(t) =

(r − b)ϕ(T )X̂t + ψ(t)

σ2ϕ(t)
(2.90)

et d’après (2.84)on à

β̂t =
(ϕ′(t) + 2rϕ(t))X̂t + ψ′(t) + rψ(t)

(r − b)ϕ(t)
(2.91)

En comparant avec (2.90),on obtient les ´equations différentielles satisfaites par ϕ et ψ :ϕ′(t) + (2r − (b− r)2

σ2
)ϕ(t) = 0

ϕ(T ) = 2
(2.92)

ψ′(t) + (r − (b− r)2

σ2
)ψ(t) = 0

ψ(T ) = −2ξ
(2.93)

dont les solutions explicites sont (seul ψ = ψξ dépend de ξ) nous avons

ϕ′(t)

ϕ(t)
= (2r − (b− r)2

σ2
) (2.94)

et
ψ′(t)

ψ(t)
= (r − (b− r)2

σ2
) (2.95)
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donc

ϕ(t) =

∫ T

t

ϕ′(s)

ϕ(s)
ds = 2exp[(2r − (b− r)2

σ2
)(T − t)] (2.96)

et

ψ(t) =

∫ T

t

ψ′(s)

ψ(s)
ds = ξψ1(t) = −2ξexp[(r − (b− r)2

σ2
)(T − t)] (2.97)

Avec ce choix de ϕetψξ,les processus (Ŷ , Ẑ) résolvent l’E.D.S.R adjoint (2.76) et les conditions

du principe du maximum stochastique, le contrôle optimal est donné par (2.90) ou en encore

sous forme :

β̂ξ(t, x) =
(r − b)(ϕ(t)x+ ψξ(t)

σ2ϕ(t)
. (2.98)

Pour calcule la fonction valeur ṽ(ξ),on procède comme suit.Pour tout β ∈ A, on a 1
2
ϕ(t)X2

t +

ψξXt entre 0 et T , en utilisant la dynamique (2.70) de X et les E.D.O (2.93)et(2.92) satisfaites

par ϕ et ψξ.On obtient alors en prenant l’espérance : Nous avons

E[XT − ξ]2 = V ar(XT ) + (E[XT ]− ξ)2

=
1

2
ϕ(0)x2 + ψξ(0)x+ ξ2

+ E[

∫ T

0

ϕ(t)σ2

2
(βt −

(r − b)(ϕ(t)Xtψξ(t)

σ2ϕ(t)
)2dt]

− 1

2

∫ T

0

(
b− r
σ

)2ψξ(t)
2

ϕ(t)
dt (2.99)

et pour

(βt −
(r − b)(ϕ(t)Xtψξ(t)

σ2ϕ(t)
)2dt = 0 (2.100)

donc

E[XT − ξ]2 = ṽ(ξ) =
1

2
ϕ(0)x2 + ψξ(0)x+ ξ2 − 1

2

∫ T

0

(
b− r
σ

)2ψξ(t)
2

ϕ(t)
dt (2.101)

soit avec les expressions (2.96)et(2.97) de ϕ et ψξ

ṽ(ξ) = e
−

(b− r)2

σ2
T

(ξ − erTx)2, ξ ∈ R (2.102)

Nous montrons maintenant comment les deux problèmes (2.68) et (2.69) sont liés.

Proposition 4 On a les relations de conjugaison :

ṽ(ξ) = inf
m∈R

[v(m) + (m− ξ)2], ξ ∈ R (2.103)

v(m) = sup
ξ∈R

[ṽ(ξ)− (m− ξ)2], m ∈ R (2.104)
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pour tout m dans R ,le contrôle optimal de v(m)est égala à β̂ξm donné par (2.98) où ξm atteint

l’argument maximum dans(2.104) , soit :

ξm =
m− exp[(r − (b− r)2

σ2
)T ]x

1− exp[−(b− r)2

σ2
T ]

(2.105)

Preuve 13 . Notons d’abord que pour tout β ∈ A ,ξ ∈ R, on a :

E[XT − ξ]2 = V ar(XT ) + (E[XT ]− ξ)2 (2.106)

pour tout m ∈ R et pour tout ε > 0,on peut trouver βε ∈ A de diffusion associée Xε,tel que

E(Xε
T ) = m et V ar(Xε

T ) ≤ v(m) + ε.On déduit avec (2.106) que

E[Xε
T − ξ]2 ≤ v(m) + (m− ξ)2 + ε, (2.107)

et donc

ṽ(ξ) ≤ v(m) + (m− ξ)2, ∀m, ξ ∈ R (2.108)

. D’autre part , pour ξ ∈ R , soit β̂ξ ∈ A de diffusion associée X̂ξ , un contrôle optimal de

ṽ(ξ).Posons mξ = E(
ˆ
Xξ
T ).Alors d’après (2.107), on a

ṽ(ξ) = V ar(
ˆ
Xξ
T ) + (mξ − ξ)2

≥ v(mξ) + (mξ − ξ)2 (2.109)

Cette dernière inégalité combinée avec (2.108) prouve (2.103)

ṽ(ξ) = inf
m∈R

[v(m) + (m− ξ)2]

= v(mξ) + (mξ − ξ)2 (2.110)

et aussi que β̂ξ est la solution de v(mξ) .

Pour tout m ∈ R ,soit ξm ∈ R l’argument maximum de v(m) dans (2.104) qui est explicitement

donné par(2.105) d’après l’expression (2.102) de ṽ .

Alors m est un argument minimum de ṽ(ξm)dans (2.103).comme la fonction

m −→ v(m) + (m− ξ)2 est strictement convexe (2.111)

cet argument minimum est unique et donc m = mξm = E(Xξm
T ).On a donc

v(m) = ṽ(ξm) + (m− ξm)2

= E[Xξm
T − ξm]2 + [E(Xξm

T − ξm)]2 = V ar(Xξm
T ), (2.112)

donc β̂ξm est solution de v(m)
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Remarque 2.2.1 Il y a une interprétation financière claire de la stratégie de portefeuille op-

timale (2.98) du problème (2.72).En effet , notons qu’elle s’écrit aussi comme

β̂
(ξ)
t = β̂ξ(t,Xt) = −(b− r)

σ2
(Xt −Rξ(t)), 0 ≤ t ≤ T (2.113)

où le processus Rξ(t) = −ψξ(t)/ϕ(t) est explicitement déterminé par :

dRξ(t) = rRξ(t)dt, Rξ(T ) = ξ (2.114)

Rξ est donc le processus de richesse du portefeuille d’investissement nul dans l’actif risqué, et

répliquant parfaitement l’actif contingent constantξ .D’autre part, considérons le problème d’un

investisseur de richesse autofinançante X̄t et cherchant à minimiser E[(X̄T )2] dans ce modèle

de marché complet. Sa stratégie optimale de portefeuille est le portefeuille de Merton pour une

fonction d’utilité c(x) = −x2 et est donnée par

β̄t = −b− r
σ2

X̄t, 0 ≤ t ≤ T (2.115)

La stratégie optimale du problème (2.72) est donc la stratégie selon (2.115) de portefeuille de

richesse Xt − Rξ(t) . Nous avons seulement voulu illustré sur cet exemple simple de marché

complet, comment appliquer l’approche par principe du maximum stochastique. En fait, cette

approche s’utilise avec succès pour traiter le cas le plus complexe de coefficients aléatoires sur les

prix des marchés incomplets, et conduit à des équations différentielles stochastiques rétrogrades

pour ϕ(t) et ψξ(t)
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Conclusion

Dans le cadre de notre travail,Nous connaissions l’existence,l’unicité et la forme d’une solution

de E.D.S.R Ceci est à travers la première partie du premier chapitre .

Nous avons également étudié le problème du contrôle optimale et son principe de base (le

principe de Pontryagin) C’est ce qui a été étudié à la deuxième partie du premier chapitre.

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié la relation entre les E.D.S.R et le contrôle

optimale ,Où nous avons constaté que l’E.D.S.R est un équation adjoint de contrôle optimale

.nous avons représenté la condition d’optimalité du contrôle optimal (principe de Pontryagin),

la condition d’optimalité du contrôle strict et relaxé et l’écriture d’un modèle de black-scholes

(application de la finance mathématique )
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 الملخص 

      في هذا العمل قمنا بدراسة التحكم الأمثل الذي تحكمه المعادلات التفاضلية الرجعية , دراسة نظرية وتطبيقية       

مشكلة التحكم  والتحكم الأمثل بعرض ,حيث قمنا بدراسة المعادلات التفاضلية  من خلال نظريات الوجود والوحدانية ,

وفي نهاية دراسة العلاقة بينهم وكيفية تطبيقها في مجال التمويل الرياضي  -أ بونتريجين()مبد-الأمثل ومبدؤه الأساسي

. 

 الكلمات المفتاحية – التحكم الأمثل , المعادلات التفاضلية الرجعية ,مبدأ الحد الأقصى بونتريجين .

 

 

   

Abstract 

     In this work ,we studied the optimal control  gouverned by BSDE , a theoretical study 

and applied , where we have studied the BSDE through the study of the theorems of 

existence and the uniqueness of solution .In addition to optimal control by presenting its 

problem and its basic principle , at the end study the relation between the optimal 

control and the BSDE and their application in mathématique finance. 

Key word :  the optimal control , the BSDE , principle pontryagin. 

 

Résumé 

       Dans ce travail, nous avons étudié le contrôle optimal gouverné par l’équation 

différentielle stochastique rétrogradé , une étude théorique et applique , où  nous avons 

étudié l’E.D.S.R a travers l’étude du théorème de l’existence et de l’unicité de solution ,en 

plus le contrôle optimal ,en présentant son problème et son principe de base (Principe du 

Pontryagin ) .A la fin de étude de la relation entre l’E.D.S.R et le contrôle optimal  et leur 

application dans la finance mathématique. 

 Mots clé : contrôle optimal, l’équation différentielle stochastique rétrogradé, principe du 

maximum de  pontryagin . 

 


