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Notations

e FE : un espace de Banach.

e B(F) : l'algébre de banach des opérateurs linéaires bornés dans E.
e A : opérateur.

e T'(t) :semigroupe.

e D(A) : I'ensemble de définition de A.

e D(A) : I'adherence de I'ensemble D(A).

e p(A) : ensemble résolvante de A € B(E) .

e 0(A) : le spectre de A € B(E) .

e [ :l'unité¢ de B(E).

e r(T'(t)) : le rayon spectrale de T'(t).

e R(\;x) : la fonction résolvante de x.

e SG(M,w) : 'ensemble des Cyp-semigroupe T'(t);>0 C B(E).
o AP : est une algébre admettant un élément unité.

o [Sp(T(t))e>0]” :la sous algébre fermée de A engendré par le semigroupe (7'(¢))s>0.
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R : Valgébre quotient.
A : Papplications continues.
rad A : le radical de A.

A : Vensemble de tout les caractéres de A.

K™ : Pensemble des éléments strictement positifs



Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique a lorigine de la distance
IT(t) — T(t(a+ 1))]| ou (T'(t))t=0 est un semigroupe dans une algébre de Banach et o« est un
nombre réel strictement positif.

Les premier résultats partiels sur cette branche avaient été obtenus en 1981 par J.Estarle qui
ont montre dan [8] que si d(a) =1 et a déférant de 'identité alors

Q|-

lim inf [|a"™! —a"| >
t—0+t

Plus récemment J.Estarle et A.Mokhtari on 2002 dans [10] prouvais que si

lim sup||T(£) - T(t(a + 1))|| < ————
n—s+00 (n+41)=
alors on bien T'(t) = 0 pour t > 0 ou bien la sous-algébre A engendré par le semigroupe
(T(t))¢>0 est unitaire et il existe u € A tel que T'(t) = e pour ¢t > 0.
En 2005 J.Estarle a amélioré dans [9] les résultats de A.Mokhtari et J.Estarle on montrant
notamment que si (7'(t))¢>0 est un semigroupe d’opérateur linaire borné et s’il existe n > 0 et
une fonction ¢t — s(t) sur [0, 7] tel que s(0) =0, 0 <t < s(t) vérifie :

IT(t) = T(s(@)Il < (s +1)

alors le générateur infinitésimal est borné .
Le contenu du travail est le suivant ,il se décompose en trois chapitres :

Le premier chapitre est une présentation de quelques propriétés des semigroupes dans une
algébre de Banach (I'existence,la continité,...) ot on expose le théoréme de Sinclair qui assusrer
I'existence d’un semigroupe analytique dans une algébre de Banach et le théoréme(1.14) montre
qu’un semigroupe dans une algébre de Banach séparable posséde certaine propriétés de continuité.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions quelques propriétés des semigroupes d’opérateurs
lineaires bornés.

Dans le troisiéme chapitre nous étudions la distance entre deux élémentes d’un semigroupe
dans une algébre de Banach et certains propiétés de la sous algébre fermeé engendrée par le
semigroupe non quasinilpotent (7°(t));~0 qui vérifie :



lim sup||T(¢) — T(t(a + 1))|| < —
oo (y+1)

- pour o€ RT
1+

Enfin nous exposons a titre d’application le semigroupe éngendré par l'opérateur diogonal
A = diag(ay,az,...,a,) neN



Chapter 1

(Généralités sur les algébres de Banach

Définition 1.1 : Soit A un espace vectoriel, muni d’une troisiéme loi nommée multipli-
cation. A est une algébre si les conditions suivants sont vérifiée:

(i) z(yz) = (zy)z Va,y,z € A.
(ii) (z+y)z=az+yz,2(y+2) =2y + 22 Vr,y,z € A.
(iii) May) = (Az)y=2(\y) , a € R ou C Va,y € A.
St xy = yx pour tout x,y € A alors l'algebre A est commutative.

Sl existe e € A tel que xe = ex pour tout x € A alors ’algébre A est unitaire.
De plus si A un espace vectoriel normé et si

(1v) [lzyll <|lz|lllyll  Vx,y € A, alors A est une algébre normée.

Définition 1.2 : On appelle algébre de Banach commutative A toute algébre commutative
sur R ou C , muni d’une norme vériant l’inégalité:

leyll< lzllllyll  Vo,y € A (1.1)

et complete.
Si A admet une unité e on supposera toujours ||el|= 1.

Remarque 1.1 : Si A admet un élément unité, alors e est unique car si e,e’ deux élé-

ments unités on a

e =ee =e.

Remarque 1.2 : ['inégalité: ||zy||< ||z|||ly]] Vz,y € A montre que l'application
P:AxA— A

(z,y) — zy

est continue pour les deux variables xy puisque st x, — x et vy, — y alors r,y, — Y.

Car
Tpln — Y = (Tn — T)Yn + 2(Yn — V).
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En particulier si x, — x et y, — y donc
Ty — 1y et Ty, — TY (1.2)
On peut remplacer (1.1) par (1.2).

Définition 1.3 : Soit A une algébre unitaire, un élément x € A est inversible s’il eziste
y € A tel que xy = yxr = e ou e est ’élément unité de A.

Définition 1.4 : Soit A une algébre sur le corps K. Un sous espace vectoriel B C A est
appelé sous algébre de A si

x € B,y € B implique zy € B.

Définition 1.5 : Soit A une algébre sur le corps C la sous algébre engendrée par une
famille d’éléments {x1, s, ...,x,} est 'ensemble des éléments de la forme P(x1,xa, ..., 2,)
,P polynome a coefficient complexes sans terme constant.

Adjonction d’une unité
On peut ramener le cas non unitaire au cas unitaire par une opération standard dite
adjonction d’'une unité (d’ailleurs possible méme si I’algébre originale est unitaire).

Définition 1.6 : Soit A une algébre complexe, commutative et J un sous-ensemble de
A.Nous dirons que J est un idéal de A si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(a) J est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel A et

(b) zy € J dés quex € Aety e J.

Si en plus J # A, on dit que J est un idéal propre.
Un idéal mazimal est un idéal propre qui n’est contenu dans aucun autre idéal propre.
Voyons comment ces notions algébriques se combinent avec la topologie.

Définition 1.7 : Soit A une algébre, un sous algebre I C A s’appelle idéal & gauche de
Ualgebre A six € A,y € I, alors xy € I. Et idéal a droite siy € A,z € I, alors zy € 1.
Un idéal qui est a la fois idéal a gauche et idéal a droite est appelé idéal bilatéere. Dans
toute algebre A, il eziste deux idéaux trivieuzr I = {0} et I = A tous les autres idéaux
sont appelés idéaux propres. Un idéal mazimal est un tdéal propre qui n’est contenu dans
aucun tdéal propre.

Proposition 1.3 : A une algebre de Banach, commutative, unitaire et J un idéal de A.
Alors l’adhérence de J, notée J, est aussi un idéal de A. De plus,si J est un idéal propre,
alors

e J ne contient aucun élément inversible de A et

o J est aussi un idéal propre.



Définition 1.8 : Soit A une algebre de Banach commutative, le radical de A est l'intersection
de ses idéaux réguliers maximauz. Il sera noté rad A. L’algébre A est dite radicale si rad

A=A
Soit A une algébre de Banach.A est dite semisimple si radA = {0}.

Remarque 1.4 : Lorsque ’algébre A est unitaire :
rad A= {x € Ajes —ax € Inv A pour tout a € A}.

Théoréme 1.9 : Soit A une algébre de Banach commutative. Alors

(i) Arad A est semisimple.

(ii) Un élément x € A est inversible si et seulement si x+rad A est inversible dans

A/rad A.

Théoréme 1.10 : Soit A une algébre de Banach commutative sur le corps C: Si A est
semisimple alors A admet une unité si et seulement si A est compact.

Définition 1.11 : Soit A une algébre, on munit l'ensemble A* = A x C des opération:

(1) (@A) + (y,p) = (@ +y, A+ p)

(i) a(z, ) = (az,al)

(iii) (z, A)(y, 1) = (zy + Ay + pz, Aw)
etx,ye A M\ ueC.

A¥ est une algebre admettant un élément unité e = (0,1).
On identifié A a l'idéal mazimal de A* formés des éléments (z,0) et on écrit x + \e au
lieu de (z, \).

Exemple 1.5 :

(i) L’espace B(E) des opérateurs bornés sur l’espace de Banach E, muni de la
norme

Tx E
| 7| p(my = sup 17z _ sup||Tz|
eep [XlE a<o

et opération composition définie par
G-ELESE
x+— Tx+— STx

B(E) est une algébre de Banach. En effet d’apres la définition de la norme, il
résulte
IGI< IS
par suite la composition de deux opérateurs de B(E) est continue.
Si E # {0}, lespace B(E) est une algébre de Banach unitaire, l’élément unité

Ly = Ldi -



(ii) L’ensemble K(E) des opérateurs compacts de B(E) est un idéal bilatére de
lalgebre de Banach B(E) :

(iii) Soit K un espace compact non vide, considérons l’espace de Banach C(K) des
fonctions continue sur K a valeurs complexes muni du produit usuel:

(f9)(2) = f(2)g(z2) z€K

et de la norme

1£l}= sup| (=)

C’est une algébre de Banach commutative unitaire, [’élément unité est la fonc-
tion constante 1 .

(iv) L’espace vectoriel C.(R™) des fonction continues a support compact dans R,
munt du produit convolutif est une algébre commutative non unitaire. Preuve
de l'associativité:

Soient f, g et h trois éléments de C.(R™).
Pour a € R™ donné, la fonction

r,y — fla—x—y)g(x)h(y)

est continue et a support compact sur R®", donc intégrable sur R*"
Appliquons le théoréme Fubini:

m—x—ymmM@MMy=/“< (a— = — y)g(x)dz)h(y)dy

n R

- /n(f * g)(a—y)h(y)dy
= [(f * g) * h](a)

En intégrant d’abord par rapport a y on trouve que lintégrale considérée est
égale a [(f * h) % g|(a) . La commutativité de la convolution permet alors de
conclure.

R2n

Proposition 1.6 : Siv Un morphisme complexe sur l’algébre A ayant un élément unité
e, alors P(e) =1 et Y(x) # 0 pour tout x inversible dans A.

Théoréme 1.12 : Soit A une algébre de Banach, et v € A tel que ||z||< 1.
Alors
(i) e —x est inversible et (e — )™t = > g,

n=0
. _ 2
(ii) (e —a) ! — e —afl< L

(iii) |¢(z)|< 1 pour tout homomorphisme complexe 1) sur A.



Preuve. : Puisque ||z"||< ||z]|" et ||z]|< 1, les éléments
S, =e+x+ 22+, ,, +a" (1.3)

forment une suite de Cauchy dans A.

Comme A est complet, il existe s € A tel que s,, —> s.

On a
sple —1) =e— 2" = (e — 2)s,
et " — 0.

La continuité de la multiplication implique que s est ["inverse de e — x.
D’apreés (1.3) on a

s

1— [l

+oo
Isn — € = zll= [l2® + 2%, ,, 1< > [ll*=
n=2

(iii) supposons que X € C et [\|= 1, d’apres (i) l'élément e — X\ "'x est inversible et d’apres
la proposition 2.1 on a

L= A(x) = vle — A ) £0

. Donc p(x) # A.
Ainsi
[(z)|< 1
pour tout homomorphisme compleze v sur A.
[ ]

1.7  Semigroupe dans une algébre de Banach

Définition 1.13 : Soit A une algébre de Banach, un semigroupe de A est une famille
(T'(t))i>0 d’éléments de A wvérifant pour tout couple s,t de réels strictement positifs la
condition

T(t+s) = T(t).T(s)

On notera [Sp(T(t))i=0] " la sous algebre fermée de A engendré par le semigroupe (T (t))i>o-
On dira qu’un semigroupe(T'(t))i=o est continu en norme si

hliLnOHT(t +h) =T(t)||=0 pour tout t >0
et on dira que (T(t));=0 admet une limite en norme a l'origine s’il existe J € A tel que
dim ([ 7() = J||= 0

Définition 1.14 (Semigroupe Analytique) : soit A une algébre de Banach,une famille
(T'(t))ien d’éléments de A est dit semigroupe analytique si l'application

H— A

t— T(t)
est analytique et T(t +s) =T(t).T(s) out,s€ H={2¢€ C Re z > 0}
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Définition 1.15 (Semigroupe Quasinilpotent) : soit A une algébre de Banach, soit
K un sous-corps de R et soit (a*);crc+ un semigroupe dans A (K* l'ensemble des éléments
strictement positifs).

On dit que (a')ex+ est quasinilpotent si r(a’) = 0 pour t € K+ ce qui équivaut a
r(a') =0 (r(a') le rayon spectral de I’élément a® ).

Définition 1.16 : Soit A une algébre de Banach, un élément p de A est dit idempotent
si p? = p.
On dit que deuz idempotent p et q sont orthogonal et on note p L q si

pq=qp=0.

1.8 L’existence d’un semigroupe dans une algébre de
Banach
(Théoréme de Sinclair)

Lemme 1.9 : Soit (e,)n>0 une suite bornée de A de borne M.Soit K un compact de C,
soit x € FE soit uw € A* on pose

v == xo(u)e

(i) Size, — x, on a exp (t(e, — e))x —> x uniformément sur K.
n—>-+00 n——+00

(ii) Sive, — v alors

n—-—+oo

lim sup
n—>-+o0o tek

lexp(tu) exp t(e, — e) — exp tul| <0
—exp|Re(tx,)][explt|(M + 1) — 1] -

Lemme 1.10 : Soit A une algebre de Banach commutative a unité approchée bornée de
borne M.Alors pour tout couple (a,y) € A x G, il existe une suite (e,)n=0d éléments de
A telle que
lleny — y|| + llena — al|— 0 avec sup|le,|| < M
n—-0 n>1

Théoréme 1.17 (de Sinclair) : Soit A une algébre de Banach commutative & unité
approchée bornée (e,)n=0 de borne M. Pour tout x € G, il existe un semigroupe analytique
(b") e t>0 dans A tel que

(1) {|[p*]|} est borné pour |t|< 1 et Re t > 0.
(ii) z € b'G pour tout t € C avec Re t > 0.

(iii) 'z — x
t—0

Ret>0



Preuve. : Par récurrence on va définir une suite (f,)ns0 d’éléments de A telle que si on

pose
bn = eXp(_ne + fl + f2+7 [ +fn)

bl = exp(—tne +tfi +tfot,,, +tf,) pour t € C
by =by=¢ pourteC

on ait
[ full< M, |[(by, = by)x|< 27" pour [t|< n (1.4)

(0, = bp) < 27" + exp[—(n — 1) Ret] [exp(J¢| (M + 1))] (1.5)

pour [t|< n et ceci pour tout n > 1

Pourn =1 on veut que
1
llexpt(fi —e)x — z||< 5 pour|t|< 1

Ceci résulte des lemmes 1 et 2 avec u =0, K = D(0,1),et fi = e, avecn assez grand.
Supposons qu’on a construit fi, fo,,,,, fun_1-

On pose u = f1 + fot,,, +fu1— (n—1)e, K = D(0,n). Alors on a
exp(tu) = b,
On cherche f, avec
| full < M, || exp(tu)x —expt(u+ f, —e)x| < 27"
et | exp(tu)r — exp(tu + t(f, —e))x||
< 2—n+ [exp|t|((M + 1)) — 1]exp[—(n — 1)Re t] pour tout t € K

L’existence de f, résulte des lemmes 1 et 2

Donc on peut construire la suite (f,)ns0 par récurrence.

Soit K un compacte de A = {t € C, Ret > 0}.

Il existe L >0 et 6 > 0 tels que Re t > 0 pour tout t € K et |t|< L pour tout t € K.
Pourn > L on obtient

by = bl < 27" + exp(—(n — 1)d).exp L(M + 1) — 1

donc la suite (bL)n>1 converge uniformément sur tout compact k de A vers une limite
que l’on note b'. On a

V't = lim Ot
n—> 400

= nlino expl(t + s)(—ne + fi + fot, ., +1n)]

9



= lim expt(fi + fot,,,+fo —ne). lim exps(fi + fot,,, +fn — ne)
n—s+ n—>-+00
=0b'.0° pour tout t,s € A

Donc (b')ge =0 est un semigroupe. L’application t — bl est continue sur A pour
tout n, donc Uapplication t — D' est aussi continue car b' est limite uniforme sur tout
compact K de A d’applications continues.

Soit | une forme linéaire continue sur A*.

[105) = 10N NI, = Vsl =0 pour tout ¢ € &

donc la suite (I(bL)) converge uniformément sur tout compact K de A vers une limite
L(b"). Comme Uapplication t — 1(b') est analytique sur A pour tout I alors (b*)Re t > 0
est analytique.

Pour |t|< 1, Ret>0 ona:

n
o —ell= 1St~ v
p=1

n

< lim ) [exp(—(p — 1)Re t)(exp([t|(M + 1)) — 1)] + 1

p=1

= lexp(|t|(M + 1)) — 1] Z[emp —(p—1Ret]+1

p=1

= [eap|t|(M +1) — 1] Y _[exp(—Re t)]". exp(Re t) + 1

p=1

1
= t(M+1)—1 1
explt (0 +1) ~ 1o +

D’ou
sup||b*]| < sup||b" — el|[+1 < 400
t t

10



Le semigroupe (b')re 10 est dans A car

t ¢
Xolth) = exp(=nt), [xo(tE)]= exp(~Re 1) —+0
Donc xo(b") =0 pour tout t € A ,et b' € A pour t € A.
La suite (xbl) converge uniformément sur tout compact de C vers une fonctionp(t) con-
tinue de C dans G d’aprés (1.4).
Pourte A, on a
ob b =z, et lim  ab ' = p(—t)b' = x.

n—+00
D’ou
r € B'G pour tout t € A.

Comme ¢ est continue,on a

o(t) — ©(0) = lim xb? = 0.

t—s0 n—-4oo
teN
Donc
bt — x
t—0
teA
| ]

1.11 Propriétés des semigroupes dans algébre de Ba-
nach

Théoréme 1.18 : Soit A une algebre de Banach commutative séparable et soit (a');>o
un semigroupe dans A . Alors il existe deux suites (r,,) et (s,) de terme positive telle que

lim 7r,= lim s,=0
n—-+00 n—> 00
et
lim [[a""™ —d'[|= lim |l —a'||=0 pourtout t >0
n—> 00 n—>-+400

Corollaire 1.19 : Soit A une algébre de Banach commutative séparable, il existe un idéal
I, I # {0}, dans A possédant une unité approchée bornée si et seulement si A possédant
un semigroupe borné (a')isq -

11



Chapter 2

Semigroupes dans une ’algébre de
Banach des opérateurs linéaires bornés

2.1 Semigroupes d’opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1 : Soit E un espace de Banach sur le corps C et soit B(E) l'algébre de
Banach des opérateurs linéaires bornés sur E. La famille (T(t))i~o C B(E) est appelée
semigroupe Si

(i) T(0) = I (I l’élément unité d’algébre B(E))
(ii) T(s+t) =T(s).T(t) Vs, t €Ry.
Définition 2.2 : Le semigroupe (T(t))i~o est appelé semigroupe fortement continu et
noté Cy-semigroupe si 'applicationt — T'(t) est continue pour la topologie forte d’opérateurs
sur B(E) c’est-a-dire
tlirr% \T(t)f —T(to)f|]|[=0 pour tout f € E pour tout t € R, telque t — t
—to

Définition 2.3 : On appelle semigroupe uniformément continu (T'(t))i~0 C B(E) véri-
fiant la propriété suivante:
lim || T(t) — I]|=0
t—0t+

Définition 2.4 : L'opérateur linéaire A défini par:
T(t)x —
D(A) = {x € E, lim Tz -z e:cz'ste}
t—0 t

et

Ar— lim Tt)r—x dI(t)x

i : =— lio pour z € D(A)

est le générateur infinitésimal du semigroupe T(t), D(A) est le domaine de A.

12



Remarque 2.2 : Les semigroupes uniformément continus sont Cy-semigroupes puisque:
1T () — =[[< [T(t) = I]|[|]].
Mais il existe des Cy-semigroupes qui ne sont pas uniformément continus.

Remarque 2.3 : Le semigroupe (T'(t))i=0 C B(E) est fortement continu si et seulement
51
VfeFE, ona T(t)f — f quand t — 0.

Co-semigroupes analytiques.
Définition 2.5 : Désignerons par A [’ensemble:
{z€C,Re 2>0 et p1<arg z <y, p1 <0<}

On appelle Cy-semigroupe analytique une famille (T'(z)).ea C B(FE) vérifiant les pro-
Ppriétés sutvantes:

(i) T(0) = I.
(i) T'(z1 + 20) = T(21)T(22),Vz1, 22 € A.
(iii) lim, 0 T(2)x = x,Vz € A.

(iv) Uapplication:
z€ A—T(z) € B(E).

est analytique dans le secteur A.

Diagramme: semigroupe analytique
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Lemme 2.4 : Soit A € B(E), alors (e");s¢ est un semigroupe uniformément continu
d’éléments de B(E) dont le générateur infinitésimal est A.

Théoréme 2.6 : Un opérateur A : E —> FE est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Définition 2.7 : On dit que le Cy-semigroupe (T(t)) = 0 est uniformément borné s’il
existe M > 1 tel que ||T(t)||< M, Vt >0 .

Définition 2.8 : On appelle type d’un semigroupe fortement continu (T'(t))s>0, le nombre
wo = inf{w € R; il existe M, € R, telque ||T(t)||< My pourt > 0}
~ lim 2 log]|T(#)]|= inf > log|| T(¢)
= lim - log||T(t)[|= inf - log||T(t)]].

Remarque 2.5 : On note par SG(M,w) Uensemble des Cy-semigroupes(T(t))i=0 € B(E)
,pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que:

IT(t)]|< Me*t ¥t >0

Proposition 2.6 Soient (T'(t))=0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal,si

14



(i) = € A, alors lapplication
t € [0, +o0[— T(t)x € E.

est dérivable sur 'intervalle [0, 4+00| pour tout x € D(A) et T(t)x € D(A) on
a

"

b) t
Tt)r —x = / T(s)Axds,Vt > 0.
0

(ii) =z € E, alors
t
/ T(s)xds € D(A)
0
et .
/ T(s)xds=T(t)x —x Vt=0
0

Définition 2.9 : Soit x un élément d’une algébre de Banach unitaire on appelle spectre
de x l’ensemble :

o(x)={AeC:(Ne—2)"t nleviste pas}

La complémentaire de o(x) est appelé l’ensemble résolvant de x et est noté p(x), autrement
dit :
plx) ={A € C; e —z € Inv(A)}

c’est-a- dire
p(z) = C\o(a).

La fonction résolvante de x définie par:
R:p(z) — InvA
Ai— (de—x)7!
la résolvant de x est lapplication définie sur p(z), a valeurs dans A donnée par:
R(Nx) == (Ne—2)"" A€ p(x)
Enfin, la rayon spectral de x est le nombre :

r(z) :=sup{|A\: X € p(z)}

Théoréeme 2.10 : Soient (T(t))i=0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors

15



(i) D(A) =E.
(ii) A est un opérateur fermé.

(iii) A € {p € C,Re pn > w} = A, alors lapplication
R)\ EF— F

+o0
Ryx = / e MT(t)x dt
0
définit un opérateur linéaire borné sur E, X € p(A) et
Ryx = R(A\;A)x  pour tout x € E.

Théoréme 2.11 (L’unicité de L’engendrement)
Soit deux Cy-semigroupes (T'(t))i=o et (S(t))=0 ayant pour générateur infinitésimal le
méme opérateur A. Alors

T(t)=S(t) Vt=D0.
Preuve. : Soient x € D(A) et t > 0, on définit I’application
s€[0,t] — U(s)x =St —s)T(s)x € D(A).

Alors
dU(s)x  dU(s)z d
P S(t—s)T(s)x+ S(t — S)ET(SW

= —AS(t — s)T(s)x + S(t — s)AT(s)x

=0
quel que soit x € D(A). Par suite

U)=U(t) z, pour tout z € D(A).

d’ou
S(t)x=T(t)xr Vo e D(A) ett>0.
Puisque D(A) = E et T'(t),S(t) € B(E) , pour tout ¢ > 0, il résulte que

S(t)yx=T(t) Vat>0 etz € E.

Ainsi

m
Remarque 2.7 : Soient (T'(t))i=0 € SG(M;w) et A son générateur infinitésimal,alors
A, ={r € C,Re A > w} C p(A).

et
0(A) ={X € C,Re X\ < w}.
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2.8 Théoréme de Hille Yosida

Définition 2.12 : La famille {Ay}ren, € B(E) , ot
Ay = MAR(N A), pour tout X € A,.
S’appelle 'approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A.

Remarque 2.9 : pour A € A, alorsAy est le générateur infinitésimal d’un semigroupe
uniformément continu (e'*);>q.

Lemme 2.10 : A: D(A) : E — FE un opérateur linéaire vérifiant les propriétés suiv-
antes:

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E' .
(ii) il existe w =0 et M > 1 tel que A, C 0(A) et pour A € A, on a

M
AR A< ——— % N*
IR AVIS g Ve

Si {Ax}rea, Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A.
Alors pour tous o, 5 € A,

etrz — etz < MPe| Aga — Agll, Vo€ B et t30

Diagramme: Dans un diagramme les informations obtenu jusqu’a présent sur les rela-
tions entre un semigroupe, son générateur,et sa résolvent

(T(t)) e

\

5
JI|II: .}'.._-&I: “E'_Mj!l”] ﬂlf. HL ,-I'.:h;,'ﬂ
I

Titiz—2

Azr=Ilim r

t10

/

. - / R(AA)=(A-A)7" Y
A D)3 A=)-R(\4)! * (R A) e
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Théoréme 2.13 (Hille Yosida) : un opérateur linéaire
A:D(A):F—FE

est le générateur infinitésimal d’un semigroupe (T'(t))i=0 € SG(M,w) si et seulement si

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E .
(ii) il eziste w =0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a

M

Si {Ax}ren, Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A.

Alors pour tous o, B € A, on a

||6tA°‘l‘— etAﬂmHS MQtethAaI _AB‘TH: VeeFE et t>0

2.11 Théoréme de Lumer-Phillips

Définition 2.14 : Soient E un espace de Banach et (A, D(A)) un opérateur linéaire non
borné dans E, est dissipatif si

Ve € D(A),VA >0, |Az—Azx| = \||z|.

Définition 2.15 : Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans l’espace de Banach
E, est m-dissipatif si

(i) A est dissipatif.
(ii) fe E,YA> 0,3z € D(A) tel que \x — Ax = f.

Théoréme 2.16 Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans l’espace de Banach E. S’il
existe \g > 0 pour lequel Uopérateur \gI — A est une bijection de D(A) sur E, et si
(Mol — A)7Y est un opérateur borné sur E, alors A est fermé. En particulier, si A est
m-dissipatif alors A est fermé.

Remarque 2.12 Sil’espace de Banach E est réflexif alors l'opérateur m-dissipatif (A, D(A))
est de domaine dense dans F.

Théoréme 2.17 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans l'espace de Hilbert E,
est dissipatif si et seulement si

Ve e D(A), (Az,z)<0.
Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par

Ve € D(A), Re(Az,z) <0.
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Théoréme 2.18 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans E.

Théoréme 2.19 (Lumer-Phillips) : Soit A : D(A) C E — E Un opérateur tel que
D(A) = E. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contraction si
et seulement si

(i) A est dissipatif .
(ii) 4l existe A > 0 tel que \I — A est surjectif.

Exemple 2.13 (Equation des ondes amorties) : Soit Q un ouvert borné de R". On
munit 'espace H}(Q) de la norme

Julfy = [ [Vudu

On désigne par a une fonction dans L sur €.
Alors pour tout (ug,u;) € HY(Q) x L*(Q),il existe unique solution

we C'Ry, L(Q) NCOR HYQ) (%)

du systéeme

(8_2 AL a(x)2> w=0 D(QxR,)

ot? ot
ulpQ x R, =0 (2.1)
U|t:0 = Uop, &Uh:o = Uz.

Notons H = HL(2) x L*(Q) ,on peut écrire ce systéme se forme d’un probleme d’évolution

d’ordre un:
{y’(t) = Ay(t)
y(O) = Yo
ol

A —a(x) v
On muni H de la norme

A:< 0 Id ),de domaine D(A) = D(Ap) x HA(Q) ety:(“>.

u
(5 )= 19l + ol
On a
(Ay,y) = (Vv, Vu) — (Vu, Vo) 2 — (a(z)v,v) 2

— Re(Ay,y)n < —|lallel|v]|32 Soit maintenant\ > 0,étudions la surjectivité de \I — A
de D(A) sur H.
Soient F' = (f,g) € H,alors
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v+Au=f

()\I—A)y:F<:>{ Au—a(z)v+Iv = g

utilisons le théoreme de Laz-Milgram pour prouver que ce systéme admet une solution
dans D(A) pour X > ||a]|-

D’aprés le théoreme de Hille-yosida 'opérateur (A, D(A)) est m-dissipatif. De plus un
raisonnement analogue montre de méme que — A est m-dissipatif par suite A est un généra-
teur infinitésimal d’un groupe dans H.

D’ou le systeme (2.1) admet une solution unique u vérifiant (*).
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Chapter 3

Distance entre deux semigroupes dans
une algébre de Banach

3.1 Distance entre deux semigroupes dans une algébre
de Banach

semi-groupes dans C est les applications 6 : k™ — C telles que 0(t + s) = 0(s)0(t) pour
s € KT, t € KT désignant 'ensemble des éléments strictement positifs d’un sous-corps K
de R.

Théoréme 3.1 : Soit A une algébre de Banach sur le corps R ou C et soit f une fonction
définie sur |0, 4o00[ a valeurs dans A vérifiant

(1) pour 0 < (1,( < +o0
f(G+G) = f(G)f(&)

(ii) lime_o+ f(¢) = J existe.

Alors J est un idempotent de A et f(¢) = Jf(C) = f(¢)J.
De plus f(C) est continue pour ¢ =0 si f(0)=J .

Théoréme 3.2 : Soit A une algebre de Banach commutative sur le corps C et soit U un
sous ensemble sur non vide compact ouvert et fermé de A. Alors il existe un idempotent

non nul J dans A tel que )
U={peA:p(J)=1}

Lemme 3.2 : Soit K un sous corps de R et soit § : KT — C (KT [’ensemble des
éléments strictement positifs de K ) une application non nulle telle que 0(s+t) = 0(s)0(t)
pour s,t € K

(i) Silimsupl|d(t)|= +oo, alors limsup|f(t) — O(t(a+ 1))| = 400 pour a € K.

t—0t t—0t
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(ii) Silimsupl|d(t)| > +oo , et silimsup|l — 0(t)| > 0, alors
t—0+t t—0+t
limsup|0(t) — O(t(a+ 1))| = 2 pour o € K.

t—0t

(iii) Silim, o+ 0(t) = 1, alors il eziste ¢ € C tel que O(t) = exp tc pourt € K.

Lemme 3.3 : Soit A une algébre de Banach commutative unitaire, et soit G l’ensemble
des élément inversibles g de A tels que ¢(g) = 1 pour tout ¢ € A. Alors lapplication
x —> exp x est une bijection de rad A sur G

Lemme 3.4 : La fonction f : x — x — 27T est positive sur [0,1] , croissante sur

[0, (v + 1)_%} et décroissante sur [(fy + 1)_%, 1] et f ((7 + 1)—%) _ 8 .
(y+ 1)
Lemme 3.5 : Soit v > 0, et soit U le disque ouvert de centre 0 et de rayon v -
(y+ 1)

Il eziste une fonction analytique g : U — C telle que g(0) = 0 et telle que
expg(z) —exp((y+1)g(2)) =0 pour tout z e U.

Théoréme 3.3 : Soit K un sous corps de R, soit (a')icp+ un semigroupe non quasinilpo-
tent dans une algébre de Banach, soit A la sous-algébre fermée engendrée par (a'),cp+ et
soit v > 0. Si

limsupr (a' — a'0t) > %
t—0 (y+ 1)

alors Afrad A est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément u de JA et
une application L : t — L(t) de k™ dans rad (JA) possédant les propriétés suivantes
(i) ¢(J) =1 pour tout ¢ € A.
(i) L(s+t) = L(s)+ L(t) pour s € k*,t € k.
(iii) Ja' = exp[tu + L(t)] pourt € k¥, ot expv =J + >, 1,;—17 pour v € JA.

(iv) (a' — Ja')ep+ est un semigroupe quasinilpotent.

Preuve. : Soit ¢ € A. D’aprés le lemme 3.1, on a [|¢ ((a’0*)))|| = |p(a’)]"*! pour
tekt.
Soit 4 € R tel que limsupr (a' — a'0*)) <6 < i —. Il existe ty € kT tel que

t—0+ (fy + 1) 5
16 (a')| =16 ()] < |¢(a") — ¢ (") < 6 pour tout t € Ey = kT )0, ).

D’aprés le l+emme 3.3, et soient s; et s, avec s1 < So, les deux solutions sur |0, 1] de
I'équation f(z) = 0.0n a |p(a’)] < s1 ou |p(a’)| < s2 pour ¢t € Ey. Soit ¢t € Ey. Comme
|6(a®)| = |p(a)]? pour ¢ € QT. on voit que si |¢(a’)| < 1 alors un sous ensemble dense de
Pintervalle [|¢(a?)|,1] ne rencontre pas [s1, so]. Par conséquent |p(al)| > so pour ¢ € A.
En particulier |¢(a™)| > sy pour ¢ € A ce qui prouve que A est compact. D’aprés les
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théorémes 2.12 et 2.13, I'algébre A /rad A est unitaire, et grace au théoréme 3.2, il existe
un idempotent J de A tel que ¢(J) = 1 pour tout ¢ € A. (a' — Ja')ycp+ est un semigroupe
quasinilpotent.

L’algébre B = JA a pour unité J. Posons b = Ja' pour t € k*. Soit 1) € B . 1l existe
¢ € A tel que ¢(Jz) = ¢(x) pour z € A. On a

sh|l = (b)) < ¢ (a') = (@'Y <6 <1 pour t€ E,

et par conséquent il exit t; € Ey tel que r(J — b') < 1 pour t € E; = kN0, ¢;]. Posons

bt — J)k
up = Z(—l)kﬂ% pour t € FEj.
k>1
On a b' = expu, pour t € E.

Soit maintenant ¢t € kT, et soit n le plus petit entier positif tel que ¢ < nf;. On pose
U = nut, de sorte que b' = expuy. Soit ¢ € B, et soit ¢ € A tel que ¢(x) = ¢(Jz) pour

rEeAD apres le lemme 3.1, il existe ¢, € C tel que ¢(b") = ¢(a’) pour t € k™.
On voit que ¢ (Ug> = t% et Y(ug) = ny <u1> = tcy.

Posons u = t; 'y, L(t) = u; — tu. On a ¢(L(t)) = tegtey = 0, done L(t) € rad A
pour ¢t € k*. On a exp(L(s) + L(t)) = [exp(—(s + t)u)]b*T" = exp(L(s + t)) et il résulte
du lemme 3.2 que L(s+t) = L(s) + L(t) pour s € kT, t € k. m
Théoréme 3.4 : Soit K un sous corps de R, soit (a')icp+ un semigroupe non quasinilpo-

tent dans une algébre de Banach, soit A la sous-algébre fermée engendrée par (a'),cp+ et
soit v > 0. Si

lim sup||a’ — 'Y < S —
t—s0t (fy + 1)1"'7

alors il existe un idempotent J de A et u € JA vérifiant les propriétés suivantes

(i) ¢(J) =1 pour ¢ € A.

(ii) (a' — Ja')ex+ est un semigroupe quasinilpotent.

(iii) Ja' = exptu pourt e K+.
Preuve. : On reprend les notations du théoréme 3.3. Il suffit de montrer que 'application
additive L : Kt — rad (JA) est de la forme L(t) = ¢t.L(1). Posons u(t) = tu+ L(t) pour
te K. Soit g:z+—— Zk% ay 2" la fonction analytique sur le disque U de centre 0 et de

8

(v+1)"

rayon

obtenue au lemme 3.4, soit § € ] 0, o

et soit ty € KT tel que
(y+ 1) [

|a* — a0V <6 pour tout t e E = KN|0,t]

Comme la série} ., ap(Ja' — JatO+D)k converge dans B pour t € E. Posons

o(t) = g(Ja' = Ja'0*) =} " ap(Ja' — Ja' O,

k>1
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D’apreés les propriétés standard du calcul fonctionnel holomorphe, on a

expu(t) — exp((y + 1)v(t)) = Ja' — JatOM) = expu(t) — exp((y + 1)u(t)).
La fonction f: z — expz — exp((y + 1)z) est entiére. Posons

h(zl,zg) _ f(Z1) - f(Zz)

pour zy # zeeth(zy, 29) = f'(21) pour 2 = 2.
21 — 22

Alors h est une entiére sur C2. Comme f’(0) = 0, il existe ¢ > 0 tel que f soit injective
sur le disque ouvert D(0,¢). Par conséquent h(zy, z2) # 0 pour |z1] < ¢, |22| < €.
Pour t € F,on a r(u(t)) = tr(u) , donc lim;_,or(u(t)) =0, et

rJa’ — Ja'0™) = r(expu(t) — exp((y + 1u(t)))

= r(exptu — exp(t(y + 1)u))
< [exptr(u)|r(J — exp tyu).

Donc lim, g+ rJa* — Ja!0*+) = 0. Comme g(0) = 0 on a lim,__¢+ 7(v(t)) = 0. Donc
pour t assez petit on a

(h(u(t), (1)) = h(g(u(t)), $(v(t)) # 0 pour tout ¢ € B

et dans ce cas h(u(t),v(t)) est inversible dans B. Donc il existe t; € F tel que

u(t) = v(t) pourt e KNIO0,t].
Posons M = ||J|| 3,51 ]axld¥. On a limsup||r(¢)|| < M. Soit maintenant [ € A*. On pose
t—0t
0(t) = Re(I(L(t))) pour t € kT, 6(0) = 0 et 6(t) = —Re(l(L(—t))) pour —t € k™. On

voit que ’ensemble G des valeurs d’adhérence de € en 0 est un sous groupe additif borné
de R. Donc G = {0} et 6§ est continue sur K. Donc Re [(L(t)) = tRe I[(L(1)) pour tout
t € k™. De méme I'm I(L(t)) =t Im I(L(1)), et I(L(t)) = tI(L(1)) pour tout ¢t € k*. On
voit donc que

Ja' = expt(u+ L(1)) pour te€ k™.

Lemme 3.6 : Soit A une algébre de Banach, et soit u € A. St u est quasinilpotent alors
x = h(u) est l'unique élément quasinilpotent de A vérifiant

Corollaire 3.5 : Soit K un sous corps de R, soit (a')cp+ un semigroupe quasinilpotent
dans une algébre de Banach, et soit n > 1 un entier.

St n
limsup||a’ — o' <

t—0+ (n+ 1)1"‘%

alors a* = 0 pour t € k™.
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Théoréme 3.6 : Soit A une algebre de Banach, soit n > 1 un entier et soit x € A tel

1
que ||z|| > ST Si x est quasinilpotent alors
1)t

n

1

lz — 2" Y| > ———r
(n+1)*w
Théoréme 3.7 : Soit K un sous corps de R, soit (a')icp+ un semigroupe dans une algébre
de Banach, soit A la sous algebre fermée engendrée par (a')cp+ et soit n > 1 un entier.
Si n
limsup||a’ — o' V|| <« ————
t—s0+ (1+mn)ttw
Alors ou bien a® = 0 pourt € KT, ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de
A tel que a' = exptu pourt € K+.

Preuve. : Supposons que (a');ex+ est quasinilpotent. Il résulte alors du corollaire 3.5
que a’ = 0 pour t € K*. Dans le cas contraire on sait d’apres le théoréme 3.4 qu'il existe
un idempotent J de A, avec ¢(J) =1 pour ¢ € A et un élément u de JA tels que

Ja' = exptu pour t€ KT.

Soit B = A/JA et soit P la surjection canonique de A sur B. Comme P est con-
tractante, et comme ¢(J) = 1 pour ¢ € 121, B est radicale et il résulte du corollaire 3.5
que

P(a') =0 pour tek®.

Donc
a' = Ja' =exptu pour te K+

et A est unitaire d’unité J. =

Exemple 3.7 : Soit A(D) lalgébre des fonction continues sur le disque unité fermé dont
la restriction au disque unité ouvert D est holomorphe, munie de la norme

1£lloo = max|[f(2)]] = max]|f(2)]

l2I<1 |2|=
est une algébre de Banach uniforme. Pour z € C, z non réel positif, t > 0 on pose

2t = |zlexp(it arg(z))

arg(z) désignant la détermination de l'argument de z qui appartient a | —m, [ , et on
pose 2zt = 0 pour t = 0. On pose également

1\
at(z):( 2Z> pour |z| <0=1,t>0.
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(a')¢=o est un semigroupe continu dans A(D) puisque pour tout couple s,t de réels
strictement positifs on a

t+s t s
g 1—-=2 _ 1—-=2 1—-=2 s
2 2 2

et de plus
1—2\"" 1—2\' 1=z !
2 2 B 2
1—2\
2

passant a la limite quand h — 0 on obtient

() (%)

Soit F ={f € A(D)|f(1) =0}, et posons

<

lim
h—0

=0 pour tout t> 0.

o

1
z—|—1> pour |z| <1,z # 1.

8(2) = exp (

Soit R lalgébre quotient F/¢F et soit P : F — R la surjection canonique.
Alors R est radicale, la sous algebre fermée engendrée par P(a')io coincide avec R,le
semigroupe P(a')y~q est continu

|P (a")|| <1 pour t>0

et on a

lim ||P (at) —P (at("+1)) | = n

—— pour tout entier n = 1.
t—s0+ (1+ n)“% b -

En effet on déduit du fait que les polynomes sont denses dans A(D) que la sous algébre
de A(D) engendrée par a' est dense dans F. Donc la sous algébre fermé de R engendrée
par le semigroupe (P(a'))iso coincide avec R. L’application — P(a') est une application
continue de |0,+1[ dans R, et

|P(a)|| <1 pour t>0.

Comme F est le seul idéal maximal de A(D) contenant ¢JF R est radicale.
On a

|arg (a'(2))] < %T pour t>0,|z|<1,#1
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donc a'(z) — |a'(2)| converge uniformément vers 0 sur D quand t — 0.
On en déduit que

limsup||P (a") — P (at(”+1)) | < limsuplla’ — a'™ V|

t—0t t—0F

n
(1+ n)l-i—% )

< max (:C — x"*l) =
0<z<1
Comme le semigroupe (a')i~o est continu, on a lim,__,o+||P(a)|| = 1, et on déduit

alors de théoréeme 3.6 que

. £ tnt1)\ || _ n
tl_l>r%+||P<a) P(a )H - (1+n)1+%'

Lemme 3.8 : Soit n > 1 un entier, et soit U le disque ouvert de centre 0 et de rayon
n

(1 +n)1+%
et tel que

. 1l existe une application h analytique sur U et continue sur U tel que h(0) =0

h(z) — h(2)14n = 2z pour z € U.
De plus h®(0) > 0 pour k > 1, et

h(—" "
<a+ww“n) (I+n)»

Théoréme 3.8 : Soit A une algebre de Banach, soit n > 1 un entier et soit x € A tel
que

n 1
2]l > ——— et & — 2™ > ———~
(L+n) (n+1)=
Soit U le disque ouvert de centre O est de rayon ﬁ,et soit h la fonction analytique
+mn)n

sur U construite au lemme 3.7. Alors

6(2)] # ﬁ pour d€ A

et Uélément I — (n+1)h"(x —z"*1) est inversible dans [’algebre A* obtenue en ajoutant
une unité I a A, et
J=(I-(n+1)h" (z— x"“))_1

( > Cunle—h(e—am)" hiz - wl)”“)

2<n<n+1

est un idempotent non nul de A vérifiant

r— h(zx — 2" = J(z — h(z — 2™))
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De plus si ¢ € A on a

. 1
o(J) =1 si [p(J)] > m
et

1
¢(x) =0 si |¢(r)][———F
(n+1)n
Preuve. : Soit u € A tel que |Jul| < -. Comme

3

1
h(w)|| < h(l|u|]) < ———
[A(u)]| < A([lul]) T
I—(n+1)h"™(u) est inversible dans A* . Soity € A. Ona_ y+h(u)—(y+h(u))" ™ —u =
y(I = (n+ 1)h"(u))

( Z +1yk 2h )n+1k>
2<k<n+1

u=gx— "

Posons maintenant

Yy=x = h(”)a
b=({I—-(n+1)h ( Z Ck .y 2h( )n—i—l—k)
Comme
(y + h(w) = (y + h(w)" —u =0

on a y = y*b, donc y?b* = yb, et J = yb est un idempotent de A. Comme ||h(u)| <
——,onay#0et J#0 puisque y = Jy
(n+ 1)

Soit maintenant ¢ € A. Comme

[6()| = lo(2)]"" < |¢(x

1
o xn+1)‘ < —
(n+1)"n
on a

4
I #

On a vu dans la démonstration du lemme 3.7 que la fonction f(z) = z — z
injective sur le disque de centre 0 est de rayon

1 est
Comme

(n+1)w
$x) — p(x)" =

et comme

$(h(w)) — d(h(u)"*!

1
P(h(w)) < h(|lul) < Dt
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on voit que si ¢(z) <

donc ¢(J) = 0.

D’autre part si ¢(z) >
puisque y = Jy. m
Exemple 3.9 : Dans le

m, alors ¢(z) # ¢(h(u)) donc ¢(y) # 0 et ¢(J) = 1

cas n = 1. On trouve d’apres le lemme 3.7

[N

11— (1—-42)
=

Ny

pour |z| <

h(z)

Et d’apres le théoréeme 3.8 on a

J=(I=2h(x—2%)" (x—h(x—2?)

{

x—§+%([—4x+4x2)é> ([—4x+4x2)

Exemple 3.10 le semigroupe engendré par une matrice diagonale A = diag(as.. 4, ) don-

ner par

On a lopérateur A

O na

et = diag(e!™, ..., e'").

ai 0 0 0
0 a 0 0
A= 0 as 0 0
0 0 a,
el 0 0 0
0 e 0 0
Tt)y=e"=|0 etas 0
0 0 eton
elntl)ar 0 0 0
0 elntl)az 0 0
+1))|| = 0 . etntlas 0
0 L0 ettrthan
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|T(t) — T(t(n + 1))|| = e!® — etn+1)

ar(I — e™ar) 0 0 0

0 as(I — e™e2) 0 0

= 0 . as(I —emas) . 0
0 0 a,(I — )

JA =) A =trA
=1

n
— Z etai(] . entai)
i=1

[Alloc = max (|e" (1 — e'*)])

1€[1,n]
Si on pose x = e'%ix(1 — ™) d’apres le lemme (3.4)
n

Iz — 2" < ———
(n+1)t=

3.11 Distance entre deux semigroupes dans une forte-
ment continu de Banach

Théoréme 3.9 : Soit (T(t))i~0 un semigroupe fortement continu, non nul d’opérateurs

bornés sur un espace de Banach. Si (T'(t))i=o est quasinilpotent alors il existe 6 > 0 tel
que

|T(t) —T(s)|| > 6(s/t) pour 0 <t<s<d

Théoréme 3.10 : Soit (T'(t))i=0 un semigroupe fortement continu non nul, d’opérateurs
bornés sur un espace de Banach. S’il existe 6 > 0 et une fonction continue

s:10,0] — (0, +00)
tel que 0 <t < s(t) et

T (t) —T(s(t)| < 9(#) pour 0 <t <46,

alors le générateur infinitisimal du semigroupe (T'(t))i0 est borné, et on a

IT(t) = T(s@)]l = [s = tl(llull + M(s, )]s = t]),

ol

sup |M(s,t)| < +oc.

0<s,t<1
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Conclusion

La travail abordé dans ce mémoire consiste a étudié le comportement asymptotique a
lorigine de la distance entre deux semigroupes dans une algébre de Banach.Dans le chapitre
de but on a exposé le théoréeme suivant qui conclure notre travail:

On consideére la sous algébre fermée A engendré par le semigroupe non quasi-nilpotent

(T'(t))s=0 et soit

limsup||T(t) — T(t(a + 1))|| < ++l
n—>-+00 (/7 + 1) !

alors il existe un idempotent J de A et u € J. A vérifiant les propriétés suivantes:

(i) ¢(J) =1 pour ¢ € A.
(ii) (7T'(t) — JT'(t))+>0 est un semigroupe quasinilpotent
(iii) JT(t) =e™ pour t >0
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Abstract :
The main objectives of this work consist in stading the asymptotic behavier near the origine of
the distance between elements of a semigroup (T(t)):>o in any Banach algebra A .

W =sup||7'(e) '(edey 4+ AN

Where a is a stricly positive real number.
On the other hand we apply its resuts on a certain semigroupe in the Banach algebra of lineair
bornded operators .

Key words:Semigroups, strangly continuous semigroup,Banach algebras.
Résumé :

Le but de ce mémoire est d’étudier le compartement asymptotique a lorigine la distance
entre deux éléments d’un semigroupe (T(t)):>0 dans une algébre de Banach quelconque A ;

e sap || 7°() 'ie(er + AN

ou a est un nombre réel strictement positif.

D’ou autre c6té nous appliquons ses résultat sur un certain semigroupe dans I'algébre de
Banach d’opérateur linéaire bornés.

Mots clés :Semigroupes, semigroupes fortements continus,algéber de Banach.
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