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Introduction 1

Introduction

L’étude de I'évolution temporelle d’une ou plusieurs variables a, depuis long-
temps, intéressé des spécialistes de domaines trés variés. Les probabilistes ont
construit une importante théorie mathématique, la théorie des processus stochas-
tiques, qui permet d’analyser avec un trés grand degré de finesse les propriétés
d’un ensemble de variables aléatoires indicées par le temps. Les théoriciens de la
statistique ont proposé diverses approches des problémes d’estimation, de tests,
de prévision. Des praticiens appartenant a des domaines tres variés (physique, au-
tomatique, économie,...) ont développé des techniques adaptées a leurs problémes
spécifiques et ont ainsi créé une grande gamme d’outils d’analyse qui n’est pas
toujours reliée trés clairement a la littérature théorique.

L’étude descriptive de ces séries n’était pas suffisante pour prévoir leurs com-
portements futurs. Le besoin de prévision de ce type de séries a emmené les scien-
tifiques & construire des modeéles mathématiques aptes a répondre & ce besoin.

Ce mémoire est partagé en trois parties :

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les séries
chronologiques.

Le deuxiéme chapitre on présentera les differentes méthodes de lissage ex-
ponentiel a savoir le lissage exponentiel simple, le lissage exponentiel double, le
lissage exponentiel généralisé et le lissage exponentiel de Holt-Winters.

Enfin, dans le troisiéme chapitre on présentera une application de ces mé-
thodes sur des donneés reéls qui représentent le taux brut de naissance en Algérie
(1967-2000). Nous avons fait recours an logiciel Eviews.



Chapitre 1

Théorie des séries temporelles :

Une série chronologique est un ensemble de valeurs d’une variable indicée dans
le temps. L’analyse des séries chronologiques permet d’étudier les situations pas-
sées et présentes et peut extrapoler I’événement dans un futur relativement proche
(la prévision). La prévision se fonde donc sur la connaissance du passé et du pré-
sent. Dans ce chapitre plusieurs conpcepts importants liés & l'analyse de séries
chronologique seront abordés parmi ceux ci, on retrouve les notions d’autocorré-
lation, de stationnarité et de bruit blanc.

1.1 Analyse des séries temporelles : définition et
objectifs

Les séries chronologiques, constituent une branche de 1’économétrie dont 1’ob-
jet est ’étude des variables au cours du temps. L’étude de telles séries de mesures
s’est développée depuis quelques années. En conséquence, elles intéressent beau-
coup de gens différents ; différents par la nature des phénomeénes qu’ils étudient
et par les buts qu’ils se fixent dans leur étude.

Définition 1.1.1 Une série temporelle (chronologique) est une réalisation d’un
processus stochastique { Xy, t € I} ou I est un ensemble dénombrable et totale-
ment ordonné. C’est une suite d’observations d’une grandeur X; ou d’un vecteur
effectuées au cours du temps.

Nous allons considérer dans toute la suite que la période écoulée entre deux ob-
servations consécutives est la méme, on parle donc de série annuelle, trimestrielle,
mensuelle ou quotidienne.
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1.2 Domaines d’application :

On trouve des exemples de séries chronologiques univariées dans de trés nom-
breux domaines. La liste suivante n’est qu'un échantillon :

1) Finance et économeétrie : évolution des indices boursiers, des prix, des
données économiques des entreprises, des ventes et achats de biens, des produc-
tions agricoles ou industrielles.

2) Assurance : analyse des sinistres.

3) Médecine/Biologie : suivi des évolutions des pathologies, analyse d’électro-
encéphalogrammes et d’électrocardiogrammes.

4) Sciences de la Terre et de I’Espace : indices de marées, variations des
phénomenes physiques (Météorologie), évolution des taches solaires, phénomeénes
d’avalanches.

5) Traitement du signal : signaux de communications, de radars, de sonars,
analyse de la parole.

6) Traitement des données : mesures successives de position ou de direction
d’un objet mobile (trajectographie).

7) Métrologie : variation de phase ou de fréquence des oscillateurs.

8) Démographie : évolution de la population.

1.3 Les composantes d’une série temporelle :
Les composantes d’une série temporelles sont :

1) La tendance (f;,1 < ¢ < n) : représente I’évolution a long terme de
la grandeur étudiée, et traduit ’aspect général de la série. C’est une fonction
monotone, souvent polynomiale. La tendance prend plusieurs forme :

a- Tendance linéaire :
T, = a+ bt

b-Tendance quadratique :

T, = a + bt + ct*.
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c-Tendance polynomiale d’ordre q :
Ty = bo + byt + bot® + ... + byt".

d- Tendance logistique :

C

T; - ouabceR

1+ be@

2) Les variations saisonniéres (s;,1 < i < n) : sont liées au rythme imposé
par les saisons météorologiques (production agricole, consommation de gaz,...),
ou encore par des activités économiques et sociales (fétes, vacances, soldes, etc).
Mathématiquement, ce sont des fonctions périodiques, c’est-a-dire qu’il existe un
entier p, appelé période, tel que

Si = Si4p

pour tout 7 > 1. Au premier abord, cette composante est entiérement déterminée
par ses premieres p valeurs s, S, 53, ..., Sp.

3) Cycles (¢;,1 < i < n) : regroupent des variations & période moins précise
autour de la tendance.

4) Les fluctuations irréguliéres/résidus/bruit (¢;,1 < ¢ < n) : sont des
variations de faible intensité et de courte durée, et de nature aléatoire. En effet,
elles ne sont pas clairement apercevables dans les graphiques, a cause de leur faible
intensité par rapport aux autres composantes.

En résumé, nous considérerons une série chronologique comme issue de la com-
position de 3 composantes :

1. (fi;;1 <i < n) la tendance (intégrant éventuellement un cycle),
2. (s;,1 <i < n) les coefficients saisonniers,

3. (e;,1 < i < n) les fluctuations irrégulieres (intégrant éventuellement des
accidents).

La décomposition d’une série chronologique possédant un mouvement saison-
nier peut s’effectuer selon trois types de modéles :

e Modéle additif

Xt:ft+8t+6t tzl, ,T
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1 1 1
203 4 5 6 7 8 9 WM 2B WG
Trimestres de 1995 1999

-Modele additif.

e Modéle multiplicatif
Xt:ft.st.et t:]_, ,T

T
[ T T T T B SR B R I B O
Trimestres de 1995 & 1939

— Modele multiplicatif.

e Modéle mixte

Xt:ft'(1+8t)+et tzl,,T
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1.4 Opérateurs définis sur une série chronolo-
gique :

On donne dans cette partie les opérateurs de reatrd, de différence et A,.

1.4.1 Opérateur de retard :

Définition 1.4.1 On appelle opérateur retard l'opérateur L qui a tout processus
(X:),t € Z associe le processus (Yi),t € Z défini par

\V/t S }/t — LXt :Xt—l

Remarque 1.4.1 L’opérateur L est linéaire et inversible. Son inverse L™t = F
est défini par

Vt € Z,FXt - Xt+1

L’opérateur F' est appelé opérateur avance.

Propriété 1.4.1 Il est possible de composer les opérateurs : L> = Lo L, et plus
générallement
I?=LoLolL..olL

p fois

ou p € N avec la convention L° = I, On notera que LP(X;) = X;_,.

Propriété 1.4.2 Soit A le polynome, A(z) = ag + a1z + azz® + ... + apzf, On
notera A(L) l'opérateur

p
A(L) = apl + 1L+ axL* + ...+ a, L7 =Y ay L*
k=0

Lemme 1.4.1 Soit une série chronologique (X;)icz, L’opérateur retard posséde
les propriétés suivantes :

1. I'X, = X,_, en particulier L°X; = X,.

2. 8i X, =ccR pour tout t € Z ,alors L' X, = Lic = ¢ pour tout c € Z.
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3. L](LkXt) - Lj+kXt - Xt—j—k‘
4. (LJ + Lk)Xt - LJXt + LkXt = Xt_j + Xt—k-
5. 8i]a|=<1, alors

o0

(1—al) ' X, =) d X ;.

J=0

1.4.2 Opérateur de différence d’ordre d :

Définition 1.4.2 L’opérateur A, de différence d’ordre 1 est l’opérateur linéaire
tel que

AXy =X — Xy
Définition 1.4.3 L’opérateur Ay de différence d’ordre d comme [’opérateur li-
néaire tel que

AgXy = X — Xy g

Définition 1.4.4 L’opérateure de retald L est définie par
LXt = Xt—l alors AXt = (1 — L)Xt

D’une facon générale :

AYX,) = AATIX) = (1 — D)UX, — X))

Ces opérateurs peuvent étre utilisés afin de transformer un processus de moyenne
non nulle en un processus de moyenne nulle. On peut aussi s’en servir pour enlever
la composante saisonniére de la série.

1.4.3 L’operateur A,
L’operateur A, permet d’éliminer la saisonnalité est définie par

As)(t = Xt - Xt—s

et on peut également 'appliquer plusieurs fois.

A?Xt - As(Xt - ths).

Le nombre de fois ot on applique est appelé ordre de désaisonnalisation.
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1.5 Processus bruits blancs :

En disigne par bruit blanc noté BB ~ N(0,02) une suite des variables alia-
toires de variance 02 et non autocortéleés ou :
Un processus (&;)ez est un bruit blanc si

E(e;) =0, pour tout t
var(e;) = E(e2) = o2, pour tout ¢

cov(ey, i) = E(giei—p) = 0, pour tout t et h #£ 0

On parle de bruit blanc gaussien lorsque €1, €3, .. sont 7.i.d.N(0, 02).

1.6 Stationnarité :

Une propriété importante des séries chronologiques est la stationnarité. La
stationnarité est une caractéristique d’une série chronologique qui implique que le
comportement de la série ne dépend pas du temps. En particulier, on dit qu’'une
série (X;)iez est stable si elle ne comporte pas de tendance saisonniére, ni de
tendance a la hausse ou a la baisse. Plus formellement, on distingue deux types
de stationnarité, a savoir forte et faible.

Définition 1.6.1 Une série (X;)iez est dite fortement stationnaire (ou station-
naire d’ordre 1) si pour tout | € Z

(Xeys oo Xe) 2 (Xeyis oo Xein)-

La notion de stationnarité d’ordre 1 est généralement beaucoup trop forte pour
les applications. Dans la pratique, il est habituellement suffisant de considérer des
modeles faiblement stationnaires (ou stationnaire du second ordre).

Définition 1.6.2 Une suite {X; : t > 0}de variables aléatoires est dite station-
naire du second ordre si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout t, E(X?) < +oc.
2. Pour tout t, E(X;) = u.indépendante de t.
3. Pour tout t et pour tout h, y(h) = cov(Xy, Xii1), indépendante de t.
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1.6.1 La série non stationnaire : processus TS et DS

On présente deux classes des processus non stationnaires les processus TS et
DS.

a/ Processus TS :

Est un processus dont le moment d’ordre 1 déponde de temps.

Exemple :

Le processus TS (Trend Stationary) s’écrit :

Yy =a+ OBt+¢e

ou ¢; représente l'erreur du modele a la date ¢ .

Il présente une non stationnarité de nature déterministe. Le processus TS est
non stationnaire car E(y;) = a + St dépend du temps ¢.

b/Processus DS :

Est un processus dont le moment d’ordre 2 déponde de temps.

Exemple :

Le processus DS (Differncy Stationnary ) avec dérive (6 # 0 ) s’exprime
comme suit :

Y = Y1 + B + &

Par récurrence, on obtient (dans le cas avec dérive) :

=y +B8+e

Y2 =y1 + 5 +e2
=yo+B+er+pf+e=
=yo+20+e1+&

t
ye=1yo+Bt+ > e oue; ~iid(0,07),

i=1



Chapitre 1. Théorie des séries chronologiques 10

1.7 La fonction d’autocovariance et d’autocor-
rélation :

1.7.1 La fonction d’autocovariance :

La fonction d’autocovariance vy (h),., mesure la convariance entre une va-
riable et cette méme variable & des dates différente pour un délai h :

vx (h) = cov (X4, Xi_p)
= E[(X; — E(Xy)) (Ximp — B (Xi-p))]

ainsi

vx (0) = var (X3)
= B [(X, - E(X)))]

Elle donne une information sur la variabilité de la série et sur les liaisons
temporelles qui existent entre les diverses composantes de la série X;.

La fonction d’autocovariance d’une processus stationnaire est une fonction :
a) paire : vx (h) = vx (—h) .Vh.

b) semi-définie positive :
Y Yiajapyx (t; —tr) > 0,Vn € N, Va; € RV, € Z.

1.7.2 La fonction d’autocorrélation :

La fonction d’autocorrélation px (h) est une fonction qui mesure la corrélation
de la série avec elle-méme décalée de h périodes, elle est définie par :

_ cov( Xy, Xi_p)
Vovar(Xy)\/var(X;—)
_ 7x (h)
7x(0)

px(.) est & valeurs dans [—1, 1], et px(0) = 1.

px(h)
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1.7.3 La fonction d’autocorrélation partielle :

Elle mesure la liaison linéaire entre X; , X;_;, en tenant compte les variables
intermédiaires X; 1,...,X; pi1.

Le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h, noté m(h) est définie par

m(h) = cov(Xy, Xon/ X1, Xi—ny1)

Le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h d’un processus stationnaire
se calcule de la maniére suivante :

| &(h)" |
(h) = ——+
| B(h) |
avec
1 p1 Ph—1
pr 1 Ph—2
R(h) = 1
Ph—1  Ph—2 1
1
P2
R(h)* est la matrice R(h) dans la quelle on a remplacé la colonne h par ,
P2
1 p1 Ph—1
poo 1 Ph—2
R(h)* = 1
Ph—1  Ph—2 1
Ainsi )
p(2) = p(1)
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1.8 Meéthode de Bays-Ballot :

Cette méthode concerne les séries chronologiques suivantes un modéle additif
et dont la tendance est linéaire, Elle consiste a estimer les paramétres de ce modéle
pour éffecteur des prévisions.

Nous considérons le modele

Xy :51+52t+5t171 +St2’72+83’73+---+52n’7m+5t
St =St 4+ S + Spvs 4 o+ ST m
Zt :51 +52t

En notant N le nombre d’années entiéres et m la périodicité, on pose :

Z, : moyenne des X; relatives a I’année n .
7; : moyenne des X, relatives a trimestre j .
Z : moyenne des X; relatives a les observations X;.

Le principe de la méthode de Bays-Ballot est de résoudre ’équation

2

T m
Hfé}lvnz Xt—51+52t—255’7j ;
=1 j=1

sous contrainte v; +y2 +v3 + ... + ¥ = 0.

L’équation admet alors pour solution

. 122N ng, - YO

2

b= N(NZ—1)
n 2~ Nm+1
br=1-

2

. _ sl m+1
V=TT |i 5|

donc R A R X . X .
Xy = B+ Bat + S} + Siye + Spvs + oo+ S m

pour effectuer la prévision a Uinstant t = j + m(j — 1), on remplace dans le
méthode théorique les parameétres par leur estimation.
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Année T, T, T, T, X kX,

2015 1 25 14 09 22 17.5 | 17.5

2016 2 36 18 16 31 25.25 | 50.5

2017 3 42 16 07 32 24.25 | 72.5
X; | 34.33 | 16 10.66 | 28.33 | 40 140.75
;i | 13.26 | —5.91 | —12.09 | 4.73

TAB. 1.1 — Exemple sur des données trimestriel.

N :le nombre des années 3.
m : le nombre de mois (saison) 4.

D’aprés la méthode de Bys-Ballot :

B =0.84

By = 16.82

Xy = Bi+ Bat + St + S + Sy + St

X, = 16.82 + 0.84¢ + 13.26S5} — 5.95% — 12.095? + 4.735}

donc

X, =16.824 0.84(j +m(j — 1)) + 13.265} — 5.952 — 12.095? + 4.7352
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1.9 Estimation de la tendance linéaire par la mé-
thode de moindre carrée :

Si le phénomeéne augmante ou dimine alors ’équation de la tendance est :

A

7 =a—bx

La méthode de moindre carrée permet d’estimer a,b :

S xizi —nIz

b=t o F
ST — nz?

a=7z—bx
t VA X;Z; X%
1 499.5 499.5 1
2 593.9 1187.8 | 4
3 659.4 19782 | 9
4 790.8 3163.2 | 16
5 895.8 4479 25
x=3|Z=687.88 | x;z; | > x=55

TAB. 1.2 — Exemple de I'estimation de la tendance.

D’aprés la méthode M.C

n=>5
P 11307.7 — 5(3 * 687.88)
55 —5%9
= 98.95

a = 687.88 —98.95 * 3
= 391.03
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donc

~

Z = 391.03 + 98.95¢

pour x =7

~

Z = 391.09 4 998.95 x 7
= 1083.74

1.10 Estimation de la tendance par lissage moyenne
mobile :

la méthode moyenne mobile est un outile intéressant pour estimer la tendance.

1cas : k = 2p + 1"impaire"

1
Mk(Xt) == E(Xt_p —|— ot Xt_l + Xt + Xt+1 —|— e Xt—‘,—p)

2¢mecqs : k = 2p"paire"

11 1
Mk(Xt> = %(iXt,p + ...+ thl —+ Xt -+ XtJrl + ...+ 5 t+p)

Le principe de cette méthode est reprécentée dans le tableau suivant

t |y | m.m d’ordre 3 | m.m d’ordre 4
IR
_ Y1ty2+ys
1 1
_ Y2+ys+ya _ 3Y1ty2+y3t+yat35ys
3 |ys | zg="="75" Z3 = 3
1 1
— Y3tyatys __ 3Y2tystyatys+5Ye
4| ys | 2= 3 Z4 = 3
— YaTysTye
6 | ye

TAB. 1.3 — Lissage par moyenne mobile



Chapitre 2

Les méthodes de lissage
exponentiel :

Plusieurs méthodes de prévision existent, elles peuvent étre regroupées en deux
grandes classes :

Méthodes extrapolatives :

(courbes de croissance, lissage exponentiel, lissage par les moyennes mobiles,
modélisation ARMA...) : Ces méthodes utilisent le passé¢ de la variable elle-
méme. Seul le passé de la variable est utilisé en vue de la prévoir sans apport
d’information extérieure.

Méthodes explicatives :

(régression linéaire, systémes d’équations simultanées. ..) : Celles ci utilisent
les valeurs passées et présentes d’une ou de plusieurs variables pour prévoir y.
L’ensemble d’information utilisé comporte des facteurs extérieurs qui peuvent in-
fluencer le futur de y en plus du passé de la variable y elle-méme.

2.1 Principe des méthodes de lissage exponen-

tiel :

Les méthodes de lissage exponentiel sont des méthodes de prévision a court
terme. Ce sont des méthodes d’extrapolation qui donnent un poids prépondérant
aux valeurs récentes : les coefficients de pondération décroissent exponentiellement
en remontant dans le temps.

La méthode de lissage exponentiel simple a été introduite par Brown en 1962.
Elle a ensuite été généralisée par Holt et Winters.

16
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Chacune des méthodes dépend d’un ou plusieurs parameétres (parametres de
lissage) compris entre 0 et 1. Le poids de chacune des valeurs passées se calcule
a partir de ces parameétres.

Ces méthodes sont largement diffusées et utilisées. Leur succes est du a la fois
a leur simplicité et a la qualité des prévisions obtenues.

2.2 Le lissage exponentiel simple :

Le lissage exponentiel simple(LES) s’applique a des séries chronologiques sans
saisonnalité et a tendance localement constante.

On dispose de N observations Xj ,......,Xx On souhaite prévoir a la date
T =1,.....,N la valeur a un horizon 1, ou a un horizon quelconque h.

La prévision Xr (h) fournie par la méthode de lissage exponentiel simple,
avec la constante de lissage 3, 0 < 8 < 1 est

T—1
= Xr=(1- 5)251)@—1‘
i=0

On donne un poids d’autant moins important que les observations sont loins
(dans le passé), avec une décroissance exponentielle :

- proche de 1 : prise en compte de tout le passé

- proche de 0 : prise en compte d’avantage des valeurs récentes (plus sensible
aux fluctuations)

Si 8 ne dépend pas de h, XT(h) ne dépend pas de h, dont XT(h) = Xr. Cette
valeur X7 est la prévision faite en T" de la valeur en 7'+ 1. Nous appelerons cette
série X7 (série lissée a la date t) ou Fryq (valeur prédite pour la date(T + 1)).

Pour certains logiciels permettant de faire du lissage exponentiel, la constante
de lissage n’est pas f mais a = (1 — f3) .

2.2.1 Formules de mise a jour (ordre 1) :
Proposition 2.2.1 Méthode adaptative de mise & jour (ordre 1)
Xr=Xr1+ (1= B)(Xr— Xr_1) (1)

=(1-p8)Xr+ 5XT—1 =aXr+ (11— Oé)XT—l

Cette relation s’écrit également

FT+1 = OéXT + (1 — Oé)FT
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Proposition 2.2.2 une prévision Xr(h) sous la forme de la constante qui
s’ajuste le mieux au sens des moindres carr es pondérés au voisinage de T', c’est-
‘a-dire la solution du probl‘eme de minimisation

min {i (X - c>2} (2)

admet pour solution

18 T-1
é= 1 5 > eXryo (3)
5=0
et pour T' assez grand )
Xr=¢

- Ce sont ces formules qui sont utilisées pour pratiquer le lissage exponentiel
simple sur une chronique. La seconde est peut-étre la plus pratiquée.

2.2.2 Choix de la constante de lissage :

Au dela des méthodes qualitative de rigidité ou de souplesse du modele aux
fluctuations conjoncturelles, il est possible d’utiliser des méthodes de type mini-
misation de la somme des carrés des erreurs de prévison :

T t—1 2
3 = arg min Z Xr1—(1-0) ZBth_j
t=1 =0

Choix de la valeur initiale :

On peut choisir pour valeur initiale :
- La moyenne de la série chronologique.
- La premiére observation de la série chronologique
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2.2.3 Reésumé des erreurs de prévision :

on a
Xr= aXp+ (1— &)XT,I
= Xp 4+ a(Xp — XT_l)

= XT_l + aer

ou

er = Xp — Xy
er est Ierreur de prévision.

- Mean Error (ou Erreur Moyenne) :

t=T

ME=1 > oe

n
t=T—-—-n+1
si méthode adaptée M E = 0
- Mean Square Error (ou Erreur Quadratique Moyenne) :

t=T

MSE =+ > (@)

n
t=T—n+1

- Mean Absolute Error (ou Erreur Absolue Moyenne) :

| =T
MAE = E Z |€t|
t=T—n+1
-Root Mean Square Error :
=
RMSE = |~ > (@)
t=T—n+1

2.2.4 Choix de la mielleur méthode de prévision :

La méthode retenu comme mielleur est celle qui donneé le plus petite valeur
de ces paramétres .

Remarque 2.2.1
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Lien entre robustesse de la prévision et choix de [ :
Il n’existe pas de relation a priori entre 'erreur de prévision et le parametre
toujour (8= (1—a))
A retenir
La formule itérative pour construire la série lissée de X; pour t = 1,....... N
est la suivante
FOZXl OU[X1+ ...... +XP]/P

(valeur initiale, ou le moyenne des p premier valeurs).

Fyi=aXy +(1—a)F, pour 0 <t < N

F, = Fyppourt = N +1

Ce choix peut relever de considérations empiriques : des fortes pondérations
pour les valeurs récentes ( « élevé) donne de meilleures prévisions a court terme
qu’a long terme. Toutefois, une des méthodes les plus utilisée est la minisation
des moindres carrés des erreurs (prévision/réalisation) & un horizon h = 1.

L’intervalle de confiance de la prévision est alors de la forme

A

1—
Xr(h)£1.960xC), alors C7 = 1+—ﬁ

e [(1+48+55%) +2h(1 = B)(1 + 38) + 2h*(1 — B)?]

2.3 Lissage exponentiel double :

Le lissage exponentiel simple est adapté a des séries pouvant étre ajustée par
une constante au voisnage de T'. Le principe de lissage exponentiel double permet
de faire un ajustement par une droite, a savoir approcher X; par Y; ou

Y,=A+(t-T)B

La prévision a horizon h s’écrit

~ A

Frip = Xr(h) = A(T) + hB(T)
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De méme que pour (2) le programme d’optimisation pour estimerA et B s’écrit

T-1

min d 3" # (Xry — [A+ (T j)B]>2} (4)

Jj=0

La solution de (4) le programme est donnée par

AT) = 28,(T) = Su(T) et B(T) =+ 2 Su(T) - Su(T)

en posant

t—1

Si(t) = (1=5)> B X = (1— )X, + BSi(t — 1) (série lissée)

t—1
So(T) = (1= B) > _ B St — k) = (1= B)Si(t) + BSa(t — 1)
k=0
t—1 t—k—1
— 22 Z BTEX, (ks (strie lissée 2 fois)
=0 1i=

2.3.1 Formules de mise a jour :

Pour obtenir la formule de mise & jour (& l'ordre 1) permettant de passer de
T aT+1,
on peut utiliser le résultat suivant
Si a la date T, ) R A
Fri, = Xr(1) = A(T) + B(T)

alors, en T+ 1

AT +1) = (1+ B2) [Xpis = Xr(D)] + A(T) + B(T)
B(T +1) = BT) + (1+ 8) [Xp11 - Xr(1)]

Dans le cas d’une prévision parfaite, Xr,; = X7 (1) , on aurait

A

A(T+1) = A(T) + B(T)
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et

~ ~

B(T +1) = B(T)

Dans ce cas, les droites de prévision en 7" et en T+ 1 sont les mémes, et la

pente, en particulier, est inchangée (B(T'+ 1) = B(T)).
L’intervalle de confiance de la prévision est alors de la forme

. 23
Xr(h) £1.960,
T( ) 960’ 25—1

Le lissage exponentiel double est trés proche du lissage exponentiel simple,
sauf que 'on fait un ajustement au voisinage de T non plus par une constante,
mais par une droite.

En fait, la série (correspondant & un indice) est une série ”croissante” : ajus-
tement par lissage exponentiel simple sous-estimerait les valeurs réalisées . Le
programme de minimisation s’écrit ici

min {Z_: o’ (Y j = [Ar + B(T — j)])2}

La prévision a horizon h est alors §r(h) = Ar + Brh . Trois formulations sont
possibles pour écrire la série lissée

1/- Formulation classique - Les coefficients Aj et Bj sont donnés par :

Aj = 27; — i
« N N
Bj = [9; — 7]

ou les gjl et g)]? sont obtenus récursivement par deux lissages consécutifs

y; = ay; + (1 — a)y;_, : lissage exponentiel simple de y;
Qf = agjjl» +(1- oz)g)jz_llissage exponentiel simple de g)jl

2/- Formules de lissage direct - l'erreur de lissage e; est donnée par e; =
Yi —Y; =Y~ [Aj_1 + Bj_1] et donc

Aj=Aj 1+ Bia+[1-(1-a)e
Bj =bD;1+ a2ej
ce qui donne une relation permettant d’obtenir récursivement les A; et les
B;
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3/- Formules de mise a jour - cette expression est en fait la méme que la
précédente, sauf que I’on remplace ’erreur de prévision par la derniére observation

Yj

{ Aj=dy + A=V Ao+ Bial 0y 1 1—a)? et p=

Bj=plA; — Aj ]+ (1 —p)Bja

Remarque 2.3.1

Ajet B; sont unitilisés pour calculer g , prévision & horizon 1 faite a la date
J soit Fjiq .

Encore une fois, 'initialisation de ’algorithme est important. Une méthode
possible est de considérer comme valeur initiale pour A; la premiére valeur y;. La
pente B; peut alors étre choisie comme la pente moyenne entre la date 1 et une
date to telle queB; = [y, — y1] /to.

A retenir

La formule itérative pour construire la série lissée X; de pourt =1,..... N
est la suivante

( Ss = Xjou [X; + ...+ Xp| /P
S2=0
Stii=aXy+(1—a)St pourd <t <N
Sti=aSl+(1—-a)SE pour 0<t<N
A1 =25, —S%, pour 0<t<N
By =« [Stl+1 - St2+1] /(1—a)
Fiyy = Ap1 + Biyr pour 0 <t < N
| F,=Anj1+(t—N —1)Byjipourt = N +1

2.4 Lissage exponentiel multiple, ou généralisé :

Cette généralisation a été proposée par Brown en 1962, permettant d’ajuster
au voisinage de T" une fonction plus complexe qu’'une fonction affine. La résolution
de ce probléme repose sur la notion de vecteurs de fonctions & matrice de transition
fixe.

Le vecteur  f(t) = [fi(t),....... ,fa(@®)), out € Z est dit matrice de transition
fixe s’il existe une matrice A réguliére telle que

f(t)=Af(t—1) pourtout t €Z
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La méthode du lissage exponentiel généralisé consiste a ajuster au voisinage
de T' de la série X; une fonction ®(t —T) de la forme

O(t) = Z a;fi(t) ou f() est & matrice de transition fixe
i=1

Cette classe de fonction @(.) comprend la plupart des fonctions usuelles.

la plupart des fonctions usuelles :
(1) Les fonctions constantes - ® (t) = ¢, obtenues avec f(t) =1 et

A = 1. Dans ce cas, on retrouve le principe de lissage exponentiel simple.

(2) Les fonctions linéaires @ (t) = o+ ft obtenues avec f(t) = [1;t]
de matrice de transition

=[O e [H=[00] N

Dans ce cas, on retrouve le principe de lissage exponentiel double.

(3) Les fonctions polynémiales de degré p - Cette famille est obtenue en
prenant comme base une base de Rp (X)) (espace des polynomes de degré inférieur
ou égal a p).

En particulier, on peut choisir la base

1
Bp:{Pk(t):Et(t—l) ..... (t—k+1),k=1,... ,p+1}
obtenue a l’aide du triangle de Pascal, et définie par récurence par

Pi(t) = Pe1(t — 1)+ Pe(t — 1) pour k =1

Le vecteur f&) =[Pi(t), ..., Pp11(t)] est alors de matrice de
transition (fixe)
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(10 0 0 0)

11 0 00

01 1 00
A—

00 0 10

L 00 0 11 |

(4) Les fonctions sinusoidales - Les fonctions  ®(t) = asinwt + Ssinwt
sont obtenues en prenant f(t) = [sinwt; coswt]" et dans ce cas

A= |: COS w s w :|

—sinw cosw

(5) Les fonctions exponentielles - Les fonctions  ®(f) = aexp(ft) sont
obtenues en prenant  f(t) = exp(ft) et dans ce cas A = exp(a).

Cette méthode de lissage se met en place de la fagon suivante.

De la méme fagon que (4), le programme d’optimisation s’écrit

min {z_jﬁ%xt_j - f’(—j)a>2} @

ou la notation f/ désigne la transposée de f. Posons

Xr f1(0) fn(0) f'(0)
r=| i |, F= : : - : et
X, A(=T+1) fuo(=T +1)

QO = diag(1,1,/5,...1,/6"1)
Le programme(7) correspond a la regression (linéaire) de x sur les colonnes de

F, associée a la matrice de covariance €. On en déduit que la solution & (7) est
unique, et est donnée par
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a(T) = (F'Q'F) F'Q, = [M(T)] ' Z(T)

ou
T-1 A T—1 ‘
M(T)=FQ7'F =Y B f(—j)f(=j) et Z(T)=FQ,=> p—j)Xr
j=0 Jj=0

La matrice M (T")converge vers une matrice finie M quand 7' — +o00 : on peut
estimer a(7T') en utilisant cette matrice limite,

(1) = M~ Z(T) Avee  M(T) =Y A (=) (=)

Et la prévision a horizonh faite a la dateT" est

A

Xr(h) = f'(h)a(T)

Méthode adaptative de mise a jour (ordre 1) :

Pour cela, notons que

Z(T + 1) = Xp11f(0) + BAT'Z(T)

et on peut alors écrire

a(T+1) = Xr M F(0)+ BM A Ma(T)

que 'on peut encore noter

. . . A= M1f(0
CL(T + 1) = /\XT+1 + ,ua(T) ou { o= 5M_1£(_1)]W

ou les matrices A\ et pu sont indépendantes de T. Cette relation peut se
mettre sous la forme suivante, proche de (1)

a(T +1) = A'a(T) + A [XTH - XT(1)]
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2.5 Les méthodes de Holt-Winters :

2.5.1 Méthode non saisonniére ( Le lissage exponentiel
de Holt ) :

Cette méthode est une généralisation de la méthode de lissage exponentiel
mais avec un point de vue différent de celui introduit dans le lissage exponentiel
généralisé. De la méme facon que pour le lissage exponentiel double, I’ajustement
se fait de fagon linéaire au voinage de T, la nuance se faisant au niveau de formules
de mise & jour, différentes de (5) :

on remplace X7_1(1) par B(T—1)+A(T+1) et dans la deuxiéme, on utilise
I’expression :

AT) - B(T —1)— AT +1)
1— 32

déduite de la premiére égalité .On obtient alors

Xr—Xr1(1) =

~

AT +1) = (1= N X1 + A [A(T) + E(T)] ot 0<A=<1
B(T+1)=(1-p) [A(TH)—A(T)} CuB(T) o 0<p<1

La premiére relation est une moyenne pondérée de deux informations sur A(7),
correspondant au niveau de la série a la date T : 'observation Xry1  etla
prévision faite en T’

(A(T)+B(T)) : La seconde relation s’interpréte comme une moyenne pondérée
de deux informations sur B(T'), correspondant a la pente de la série a la date 7" :
la différence entre les niveaux estimés en 7" et 7'+ 1; et la pente estimée en T'.

Toutefois, ces deux relations ne peuvent étre utilisées qu’apreés initialisation,
que 'on fera généralement de la facon suivante :

~ A

A(Q) :Xg et B(Z) :XQ—Xl.

La prévision a horizon h faite a la date 7" est donnée par

Xp(h) = A(T) + hB(T)

Cette méthode peut étre vue comme une généralisation du lissage exponen-
tiel double, qui ne faisait intervenir qu'un coefficient, S (ou « ). Cette derniére
méthode correspond au cas particulier
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1-p)* 28

A=p3% et pu=1- =3 113

2.5.2 Meéthode saisonniére ( Le lissage exponentiel de
Winters ) :

Le lissage de Winters concerne les séries chronologiques saisonniéres. On com-
mence par choisir le modéle de composition, car :
- Il y a une méthode de lissage pour les chroniques avec saisonnalité
additive;
- Et une autre méthode de lissage pour les chroniques a saisonnalité
multiplicative.
On note :
s = période de la composante saisonniére
my, = moyenne de I'année
n =nombre d’années complétes
- On suppose que la série a été observée sur un nombre n d’années complétes,
c’est-a-dire que le nombre total d’observations utilisées pourle nxp lissage
est égal & p, puisque la période de la saisonnalité est égale a p.

a/ La méthode saisonniére additive :

On suppose ici que la série (X;) peut étre approchée au voisinage de T par
la série
Yi=A+{t-T)B+ S,

ou S; est un facteur saisonnier. Les formules de mise & jour s’écrivent de la
fagon suivante, ou s est le facteur de saisonnalisation (ou le nombre de saisons :
s =4 pour des données trimestrielles ou s = 12 pour des données mensuelles)

~ A

AT+1)=1 =) [Xrs1— Sry1-s |+ A [A(T) + B(T)| ot 0 < A < 1(lissage de la moyenne)

(Niveau)

A

B(T+1)=1—-p) |AT+1) - A(T)} +uB(T) ou 0=<p =<1 (lissage de la tedance)

(pente)
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St =(1-0) [XT+1 - AT+ 1)] +vSri1-s o 0<wv <1 (lissage de la saisonnalité)

(Saisonnalité)
et la prévision a horizon h telle que (1 < h < s) s’écrit

Xr(h) = A(T) + hB(T) 4 Sri1_

La encore, le probléme d’initialisation va se poser, et on peut prendre

A(s) = My(Xq, ... ,Xs) ou My est une moyenne pondérée
A(s+1) = My(Xa, oo, Xo41)
B(s+1)=A(s+1) — A(s)

b/ La méthode saisonniére multiplicatif :

Les formules de mise & jour sont alors pour trois parameétres : 0 <\ , pu

v < 1 a calibrer

A [ X A A
AT+1)=(1-)) | } + A [A(T) + B(T)} o 0 < A <1 (lissage de la moyenne)

L STJrlfs
(Niveau)

A A

B(T+1)=(1-p) A(T +1) — A(T)} +uB(T) ou 0=<pu=<1 (lissage de la tedance)

(pente)
A _ X1 A . . ) »
Sri1=01-v) | ———| +vSr11-s oit 0<wv=<1 (lissage de la saisonnalité)
I AT +1)
(Saisonnalité)

et la prévision a horizon h telle que (1 < h < s) s’écrit

A ~

Xr(h) = [A(T) +hB(T)] 871y
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Application des méthodes de
Lissage exponentiel :

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les méthodes de lissage exponentiel
pour faire de la prévision. Mais avant de commancer il faut décider quel est le
lissage que nous allons appliquer ( simple, double ....... ). Pour cela il faut analyser
la série pour distingner sa nature.

Pour appliquer notre méthode de prévision, nous utilisons le logiciel Eviews
Les données considérées représentent 1’évolution du taux brut de naissance

(unité : mille pour cent ) en Algérie entre I’année 1967 et ’année 2000.

Nous avons saisi des donées annuelles, comme indiqué dans le tableau ci-

dessous

Mais avant tout, nous commengons par ’analyse exploratoire (plot) de la série

chronique .
Année | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977
valeur | 50.12 | 47.70 | 49.81 | 50.16 | 48.44 | 47.73 | 47.62 | 46.50 | 46.05 | 45.44 | 45.02
Année | 1978 | 1979 | 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988
valeur | 46.36 | 42.80 | 42.70 | 41.04 | 40.60 | 40.40 | 40.18 | 39.50 | 34.73 | 34.60 | 33.91
Année | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
valeur | 30.00 | 30.94 | 30.14 | 30.41 | 28.22 | 28.24 | 25.33 | 22.91 | 22.51 | 20.58 | 19.82
Année | 2000 | / / / / / / / / / /
valeur | 19.36 | / / / / / / / / / /

TAB

. 3.1 — Taux brut de naissance en Algérie ( depuis 1967 jusqu’a 2000).

la source : www.ONS.com

30
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3.1 Identification de la série :

hh

50 A

45

40 4

35

30

25 -

20 1

BT

1970 1975 1380 1985 1990 1994 2000 2005

F1G. 3.1 — Graphique de ’évolution du taux brut de naissance en Algérie (1967-
2000).

Le graphique montre clairement d’une part ’absance de saisonnalité, d’autre
part, que la série évolue de maniére décroissante dans le temps. Ce qui nous
conduit a conclure que notre série est tendancielle et non saisoniére.ou 7'S (Trend
Stationary)

En résumé :

Nous appliquons les méthode de lissage exponentiel double (LED) et de Holt-
Winters non saisonniére (LHWNS).
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3.2 Application de la méthode de lissage expo-
nentiel double :

Date: 06/27M19 Time: 16.23
Sample: 1967 2000
Included observations: 34
Method: Double Exponential
Criginal Series: X

Forecast Series: XLED

Parameters: Alpha 02720
Sum of Squared Residuals 56.649082
Foot Mean Squared Error 1.290804
End of Period Levels: Mean 18.86240

Trend -1.248655

Fia. 3.2 — La validation de méthode LED.

Le paramétre de LED est a = 0.272
Prévision de la variable taux brut de naissance & un horizon de 6 années :
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Année | valeur x prévue
2001 17.61
2002 16.36
2003 15.11
2004 13.86
2005 12.61
2006 11.37

TAB. 3.2 — Les valeurs de prévision par LED

La représentation graphique de la série et le lissage exponentiel double et la
prévision a I’horizon de 6 années est donnée sur la figure ci-dessous :

60

50

40 4

30+

20 -

10

L e A L L B L B L |
1970 1975 1980 1985 1390 1995 2000 2005

| — X — XLED |

F1G. 3.3 — La série originale (X) et la série lisse¢ (XLED).
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3.3 Application de la méthode de lissage expo-
nentiel de Holt-Winters non saisonniére :

Date: 06/2719 Time: 16:33
Sample: 1967 2000

Included observations: 34

Method: Holt-Winters Mo Seasonal
Original Series: X

Forecast Series: XLHWHMNS

Parameters: Alpha 0.4500
Beta 0.1800

Sum of Squared Residuals 5571038
Root Mean Squared Error 1.280055
End of Period Levels: Mean 18.82109
Trend -1.265117

Fi1G. 3.4 — La validation de méthode LHWNS.

Les deux paramétres de LHWNS sont = 0.45 et [ =0.18
Prévision de la variable taux brut de naissance & un horizon de 6 années :
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Année | valeur x prévue
2001 17.55
2002 16.29
2003 15.02
2004 13.76
2005 12.49
2006 11.23

TAB. 3.3 — Les valeurs de prévision par LHWNS

La représentation graphique de la série et le lissage exponentiel de Holt-Winters
non saisonniére et la prévision a I’horizon de 6 années est donnée sur la figure ci-
dessous :

60

50

40 -

30+

20

10

L L L L L L H AL AL I AL B
1970 19745 1980 1985 1930 1995 2000 20045

[ — %X — XLHwWNS |

F1G. 3.5 — La série original (X) et la série lissée (XHWNS).

3.4 Comparaisons des performances prévisionelles
des deux méthodes :

Comparaisons des performances prévisionelles des deux méthodes en utilisant
le critére de l'erreure quadratique moyenne (Root Mean Squared Error)
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LED LHWNS
Root Mean Squared Error(MSE) | 1.290804 | 1.280055

TAB. 3.4 — Comparaisons des performances prévisionelles des deux méthodes en
utilisant RMES

La valeure du RMSE pour la méthode du LHWNS est la plus petite
D’ou on peut concluer donc que la méthode de LHWNS est la meilleur.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté les méthodes de lissage exponentiel pour
la prévision a savoir LES, LED, LHWNS et LHWS.

Nous avons appliqué ces méthodes pour des donneés reélles qui représentent le
taux brut de naissance en Algérie (1967-2000). Pour cela nous avons fait recours
au logiciel Eviews.

L’analyse de la série a montré qu’elle est de nature tendencielle et non sai-
sonniére, ceci nous a permis d’appliquer les méthodes LED et LHWNS(les seules
méthodes adaptées a nos donneés).

Nous avons calculé la prévision a ’horizon h=6.

Enfin, nous avons comparé les résultats de prévision obtenu & 'aide du cri-
tére RMSE et nous avons conclu que les résultats obtenu a partir de la méthode
LHWNS sont meilleurs.
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Résumeé

Cette étude consiste a la prévision de taux brut de naissance en Algérie
(1967-2000)

Dans cette étude, nous avons utilisé les méthodes de lissage

exponentiel: lissage exponentiel simple, lissage exponentiel double et
lissage exponentiel de Holt-Winters. Pour atteindre notre objectif

.Pour ce faire, on a utilisé le logiciel Eviews

Mots clés: série chronologique, prévision, lissage exponentiel

Abstract

Our objective is to study forecasting for the crude rate of births in Algeria
.(1967-2000)

In the study we used the method of exponential smoothness: exponential
smoothness simple, exponential smoothness multiplex and exponential

smoothness of Holt-Winters. To reach our objective we use the software
Eviews

Keywords: time series, forecasting, the exponential smoothing
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