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Résumé

Dans ce travail, on s’interesse à l’étude du problème de Stokes dans R3. Les espaces de So-
bolev avec poids sont employés comme un cadre fonctionnel pour décrire le comportement
des fonctions à l’infini. Des résultats concernant les opérateurs gradient et divergence seront
présentés.

1. Introduction

Le problème principal dans l’étude du l’équation de Stokes posé dans domaine non borné
est de determiner un cadre fonctionnel qui propose un large éventail des comportements à
l’infini. Les espaces de Sobolev avec poids se présentent comme un outil largement efficace,
qui ont un comportement à l’infini bien caractérisé. Les propriétés de certains opérateurs
dans ce cadre fonctionnel sera présenté.

2. Cadre fonctionnelle :L’espace de Sobolev à poids

2.1 Définition
soient m ∈ N, α ∈ R3 et p ∈ ]1,+∞[. On définit l’espace

W
m,p
α (R3) = {u ∈ D′(R3),∀λ ∈ Nn 0 6| λ |6 m, ρα−m+|λ|∂λu ∈ Lp(R3)};

avec ρ(x) = (1 + |x|2)1/2 la fonction poids de base et |x| = (x1 + x2 + x3)1/2 la norme
euclidienne de x dans R3

cet espace est muni la norme

‖u‖Wm,p
α (R3) =

 ∑
|λ|=m

‖ρα−m+|λ|∂λu‖p
Lp(R3)

1/p

.

On définit aussi la semi-norme :

|u|Wm,p
α (R3) =

 ∑
|λ|=m

‖ρα∂λu‖p
Lp(R3)

1/p

Cette définition est utilisé dans le cas où n/p + α /∈ {1, ...,m}. Dans le cas contraire c-à-d
quand n/p + α ∈ {1, ...,m} du poids logaritmique.

2.2 propriétés fondamentales

1) Les injection continues suivantes :

W
m,p
α (R3) ⊂ W

m−1,p
α−1 (R3) ssi m > 0, n/p + α 6= 1 ou m ≤ 0, n/q́ − α 6= 0, (2.1)

2) Théorème (Inégalité de poincaré)
soient m > 1 un entier et α un réel quelconque . Alors, il existe une constante
C = C (m,n, p, α) > 0, telle que

∀u ∈ Wm,p
α (R3), ‖u‖Wm,p

α /Pj′ ≤ C|u|Wm,p
α

où j = min(j,m−1). En particulier, la semi-norme |.|Wm,p
α

définit une norme équivalente
à la norme de l’espace quotient Wm,p

α (R3)/Pj.

3) Equation de poisson dans R3

1)Théorème
soient p ∈ ]1,+∞[ les opérateurs de laplace suivants sont des isomorphismes :
si m et l entiers naturels

∆ : W
1,p
−l (R3)/P∆

[l+1−n/p]
→ W

−1,p
−l (R3) si l > 0 et n/p /∈ {1, ..., l},

∆ : W
1+m,p
m (R3)/P[1−n/p]→ W

−1+m,p
m (R3)⊥P[1−n/q] si n/q 6= 1 ou m = 0.

si m et l deux entiers strictement positive

∆ : W
1+m,p
−l+m (R3)/P∆

[l+1−n/p]
→ W

−1+m,p
−l+m (R3) si n/p /∈ {1, ..., l −m},

∆ : W
m+1,p
m+1 (R3)→ W

m−1,p
l+m (R3)⊥P∆

[l+1−n/q] si n/q /∈ {1, ..., l + 1} .

2)Théorème
soit f ∈ H1

(
R3
)
. Il existe une unique fonction u ∈ W 1,q

0 (R3)/P[1−n/q] telle que,

−∆u = f

De plus, D2u appartient à H1
(
R3
)

et il existe C > 0, dépendant seulement de n telle
que,

‖u‖
W 1,q

0 (R3)/Pr[1−n/q]
+ ‖D2u‖H1(R3) ≤ C‖f‖H1(R3)

3. les opérateurs gradient et divergence

1) Lemme
soit l > 0 un entier et p satisfaisant pour tout distribution g telle que ∇g appartient à
W
−1,p
−l (R3), il existe une constante K telle que g + K ∈ Lp−l(R

3) De plus K est unique
dés que n/p < l.

2) proposition
soient l ∈ N et p ∈ ]1,∞[ les opérateurs suivants sont des isomorphisme : a)

div : W
−1,q
−l (R3)/V

1,q
−l → W

0,q
−l (R3) si n/q /∈ {1, ..., l} ,

div : W
1,q
l (R3)/V

0,q
l → W

0,q
l (R3) si n/q > l,

div : W
1,q
l (R3)/V

1,q
l → W

0,q
l (R3) si n/q /∈ {1, ..., l} et n/p < 1.

b) Le gradient est un isomorphisme de W 1−m
α−m(R3) sur V m−αm (R3).

avec
V
m,p
α =

{
u ∈ Wm−p

α (R3), div u = 0
}
.

c) Il existe une constante β > 0 telle que :

inf
q∈W 1−m

α−m(R3)
sup

v∈Wm
α−m(R3)

∫
R3 q div v dx

‖q‖W 1−m
α−m(R3)‖v‖W 1−m

α−m(R3)

> β.

4. Le problème de Stokes dans R3

On considère le problème Stockes qui décrit l’écoulement d’un fluide incompressible en ré-
geime permanent :

(P ) =

{
−∆u +∇π = f dans R3,

div u = g dans R3.

— u : Le champ des vitesses du fluide.
— π : Le champ de pression.
— f : Une force massique s’exercant dans le fluide.
— g : fonction donnée.

4.1 Existence et unicité pour le problème de Stokes dans R3

On notera (T ) l’opérateur correspondant :

T : (u, π) −→ (−∆u +∇τ, div u)

et
Sk =

{
(λ, µ) ∈ Pk × P∆

k−1; div λ = 0,−∆λ +∇µ = 0
}
.

1) Théorème
Soit (f, g) appartenant à W−1,p

0 (R3)×Lp(R3), satisfaisant la condition de compatibilité :

∀λ ∈ P[1−n/p], < f, λ >
W−1,p

0 (R3)×W 1,p
0 (R3)

= 0

alors le problème (P) associé possède une solution unique (u, π) ∈
(W

1,p
0 (R3)/P[1−n/p])× Lp(R3). De plus, on a l’estimation :

inf
λ∈p[1−n/p]

‖u + λ‖
W 1,p

0 (R3)
+ ‖π‖Lp ≤ C(‖f‖

W−1,p
0 (R3)

+ ‖g‖Lp)

où C > 0 est une constante ne dépendant que de p et n. Ce qui est équivalent à dire
que l’opérateur de Stokes,

T : (W
1,p
0 (R3)× Lp(R3)/S[1−n/p]→ (W

−1,p
0 (R3 × Lp(R3)/S[1−n/p] ⊥ S[1−n/p]

est un isomorphisme.
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