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‘ Résume |

Dans ce travail, on s’interesse a I'étude du probléme de Stokes dans R>. Les espaces de So-
bolev avec poids sont employés comme un cadre fonctionnel pour decrire le comportement
des fonctions a l'infini. Des resultats concernant les opérateurs gradient et divergence seront
présentes.

1. Introduction |

_e probleme principal dans I'étude du I'équation de Stokes posé dans domaine non borné
est de determiner un cadre fonctionnel qui propose un large éventail des comportements a
I'infini. Les espaces de Sobolev avec poids se présentent comme un outil largement efficace,
qui ont un comportement a l'infini bien caractérise. Les propriétés de certains opérateurs
dans ce cadre fonctionnel sera présenté.

‘ 2. Cadre fonctionnelle :Lespace de Sobolev a poids |

2.1 Définition
soientm € N, a € R? et p € |1, +00[. On définit 'espace

WEP(R?) = {u e D'R?), VA e N 0<| A< m,p* "Mooty e LP(R?)}:

avec p(z) = (1 + |z|*)!/2 la fonction poids de base et |z| = (z1 + 22 + 23)1/2 la norme
euclidienne de z dans R?
cet espace est muni la norme

1/p

— Al QA
lulwpems = | D II6* ™o ullf, g,

Al=m
On définit aussi la semi-norme :
1/p

A, 1P
|)%: [p"0 u”Lp(RS)
=m

|u!W£w<R3> =

Cette définition est utilisé dans le cas ou n/p + o ¢ {1,...,m}. Dans le cas contraire c-a-d
quand n/p + a € {1, ..., m} du poids logaritmique.

2.2 propriétés fondamentales

1) Les injection continues suivantes :
W P(RY) ¢ ng__ll’p(Rg) ssi m>0,n/p+a#1 ou m<0n/¢g—a#0, (2.1)

2) Théoreme (Inégalité de poincaré)
soient m > 1 un entier et o un réel quelconque . Alors, il existe une constante
C'=C(m,n,p,a)>0,telle que

, 3
vu € Wi (®3), [[ullyyzep, < Clulyys

ou j = min(j, m—1). En particulier, la semi-norme |.|y;»» définit une norme equivalente
a la norme de I'espace quotient W' 7 (R?)/ P;.

3) Equation de poisson dans R’

1)Théoreme

soient p € |1, +o0| les opérateurs de laplace suivants sont des isomorphismes :
si m et [ entiers naturels

b3y fpA

A WIZ (R )/P[l—i—l—n/p]

A Wy PR3Py

S WPRY si 1>0 et n/p¢{l,..1},

— Wn_le’p(Rg)J_P[l si n/qg#1 ou m=0.

—n/p —n/q

si m et [ deux entiers strictement positive

A WP R3) fpA = WTPRY) sion/p ¢ {1, .1 —mb,

—l—l—{n [l+1—n/1p]

+ ’ ) "

AW PR - W p(@)ﬂ?ﬁl_n/d si n/gé¢{l,.. 1+1}.
2)Théoreme

soit f € H! (R?). Il existe une unique fonction u € Wol’q(R?))/P[l_n/q] telle que,
—Au=f

De plus, D*u appartient & H#! (R?) et il existe C' > 0, dépendant seulement de n telle
que,

2
[l ey + IP%uls) < Cllfloqes

‘ 3. les opérateurs gradient et divergence |

1) Lemme
soit [ > 0 un entier et p satisfaisant pour tout distribution ¢ telle que Vg appartient a
W__ll’p(R3), il existe une constante K telle que g + K € L” (R’) De plus K est unique
dés que n/p < I.

2) proposition
soientl € N et p € |1, oo| les opérateurs suivants sont des isomorphisme : a)

‘ _17 17 07 1
div : W_UR) )V - WIRY) si n/gé¢ {1,...1},
div . WHURY) VT W)ARY) sionjg >,
. 1 1 0, :
div @ W, Q(Rg)/vl T W YR si n/g¢{1,..,1} et n/p<l.

b) Le gradient est un isomorphisme de W1="(R3) sur V;~%(R3).
avec
yIP — {u e W P(R3), div u = o} |

c) Il existe une constante 3 > 0 telle que :

div v d
int sup fRBq il > [.

qEW,(R3) yem (R34 “W;:Q(R?’) ”””Wci:m@?’)

| 4. Le probléme de Stokes dans R’ |

On considere le probleme Stockes qui decrit 'ecoulement d'un fluide incompressible en ré-
geime permanent :

p) - —Au+Vr=Ff dans R3,
- |divu=g¢ dans RS

—u . Le champ des vitesses du fluide.

— 7 . Le champ de pression.

— f : Une force massique s’exercant dans le fluide.
— ¢ : fonction donnée.

4.1 Existence et unicité pour le probléme de Stokes dans R*

On notera (T') 'opérateur correspondant :

T:(u,m) — (—Au+ V7, div u)

S, — {(A,u) € P x PR i div A =0, —A)\+Vu:0}.

1) Théeoreme
Soit (f, g) appartenant a Wo_l’p (R3) x LP(RY), satisfaisant la condition de compatibilité :

VA E P[l—n/p]7 < f, A >WO—1,p<R3)XWO1,p(R3): 0

alors le probleme (P) associé possede une solution unique (u,7m) €
(Wol’p(R3)/P[1_n/p]) x LP(R?). De plus, on a I'estimation :

nt A < .
e 4 Mllyyogsy + 1710 < CUL o) + gl o)

ou C' > 0 est une constante ne dépendant que de p et n. Ce qui est equivalent a dire
qgue l'opérateur de Stokes,

T - (Wo(RY) x LP(R)/S[y_p ) = Wy (R x LPRY)/Sy ) L S

est un isomorphisme.
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