
ورقلة مرباح قاصدي جامعة
----------------------------

المادة علوم و ياضيات الر كلية
ياضيات الر قسم

ماستر
آلي إعلام و ياضيات ر مسار:

ياضيات ر فرع:
عددي وتحليل نمذجة تخصص:

أميمة مغاوري : الطالبة إعداد من

الموضوع

لـكثيرات ية الـكسر العمليات مصفوفات بناء تقنيات
تطبيقاتها و جاكوبي حدود

: المناقشة لجنة طرف من 2019/06/.. يوم تناقش

رئيسا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "ب" محاضر أستاذ الرتبة محمد معمري
ممتحنا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "أ" مساعد أستاذ الرتبة حسين عباسي
مشرفا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "ب" محاضر أستاذ الرتبة الـكريم عبد الشيخ بن



وعرفان شكر

\ 

           أذكركم واشكروا لي و لا تكفرون" تعالى" أذكرونيقال الله       

-251الآية  -سورة البقرة         

 بادئ ذي بدء الحمد لله نحمدك اللهم ونشكرك أنت أهل الحمد و مستحقه

لا إله غيرك،    

 أنت سيد كل نعمة،

وميسر كل همة فلك الحمد كما ينبغي لجلال وجهك وعظيم سلطانك.   

ضل صلوات الله وسلامهوقال الرسول الكريم عليه أف  

 " من لم يشكر الناس لم يشكر الله"

وامتثالا لهذا الحديث النبوي الشريف،   

شرفمأتقدم باسمي عبارات الشكر والتقدير والامتنان إلى الأستاذ ال   

 " بن الشيخ عبد الكريم " 

الذي رافقني طيلة فترة إنجاز هذا العمل بتوجيهاته ونصائحه القيمة جزاه الله 

 خيرا.

السيد رئيس قسم الرياضيات ن أن يفوتني تقديم جزيل الشكر إلىدو   

  "مفلاح مبروك" 

م للأساتذة أعضاء لجنة المناقشة كما أتقدم بأسمى عبارات التقدير والاحترا

مساهمتهم في تصفح هذا العمل من أجل إثرائه.  ل  

 شكر خاص أوجهه لكل أساتذة قسم الرياضيات

اراتنا وقدراتناالذين سهروا وتفانوا في صقل مه   

منذ التحاقنا بالجامعة .   
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الترميزات دليل
مدلوله الرمز

غاما الدالة Γ(n)

بيتا الدالة B(m,n)

v الرتبة من ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل مؤثر Jv

v > 0 الرتبة من لكابوتو الـكسري التكامل مؤثر Dv

جاكوبي حدود كثير P
(α,β)
i+1 (z)

الوزن دالة w(α,β)(z)

كرونكر دلتا δnm

هيلبارتي فضاء L2
wα,β [0, 1]

سلمي جداء (u, v)
w

(α,β)
Lنظيم ∥u∥

w
(α,β)
Lمغلق و منتهي بعد ذو جزئي شعاعي فضاء Span

{
p
(α,β)
L,0 (x), p

(α,β)
L,1 (x), . . . , p

(α,β)
L,m (x)

}
جاكوبي حدود كثيرات عوامل cj

جاكوبي حدود كثيرات شعاع Φ(x)

للتكامل الـكسري العمليات مصفوفة I(v)

للإشتقاق الـكسري العمليات مصفوفة Dv

v يساوي أو من أكبر صحيح عدد أقل ⌈v⌉

ج



الفهـــرس
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مقدمة

و يائية فيز عمليات عدة لنمذجة استخدامهما تم حيث ياضياتي الر التحليل مجالات أحد هو الـكسري التكامل و التفاضل حساب
، الـكسرية الرتب ذات التفاضلية المعادلات إلى كبير بشكل إهتمامهم حولوا العلماء أن الأخيرة الآونة في لوحظ وقد . هندسية
الطبيعية الظواهر شرح أجل من الأفضل المقاربة أنها وجدوا قد و الحقيقي العالم في الظواهر من العديد وصف في تطبق أنها بحيث

.[? ,?] غيرها... و ية الحيو والـكيمياء ياء الفيز الهندسة، في طبقت أنها كما و المعقدة
أجل من جديدة طرق تطوير إلى العلماء لجأ معينة شروط تحت إلا المسائل من للعديد التحليلية الحلول إيجاد لصعوبة نظرا و
. سابقا دراستها تمت قد الحل وحدانية و لوجود التحليلية والنتائج . الصريح الحل إلى يتقارب الذي و العددي الحل على الحصول
معادلات لحل عددية طرق قدمت حيث مختلفة مسائل معالجة في خاصا إهتماما المتعامدة الحدود كثيرات لاقت أخرى جهة من و
لهذه الأكبر الميزة ان حيث التحليل و التركيب ناحية من بسيطة كونها الحدود كثيرات بإستخدام كسرية رتب ذات تفاضلية
إخترنا قد و العددي الحل إلى بساطة بكل تقودنا ية جبر معادلات جملة على نتحصل يقة الطر هذه إستعمال عند أنه هي المقاربة

. [? ,? ,? ,? ,? ,?] المعدلة جاكوبي حدود كثيرات هذا لبحثنا
جاكوبي حدود كثيرات لأسس التفاضل و للتكامل العمليات مصفوفات بناء تقنيات على إعتمدنا أننا ذكر أيضا بنا يجدر كما

. المطروحة المسائل في التعقيدات إزالة أجل من المعدلة
1FDEs لحل مقربة خوارزمية على الحصول أجل من المعدلة جاكوبي حدود بكثيرات التطبيق توسيع هو المذكرة، هذه من الهدف
شروط ذات تفاضلية معادلة على لنتحصل متجانسة المطروحة المسألة نجعل هدفنا إلى الوصول اجل من و الخطية غير و الخطية

. المتغير تغيير بعد معدومة اولية
حدود لـكثيرات ية الـكسر العمليات مصفوفات بناء تقنيات بتقديم قمنا [?] لمذكرتنا الرئيسية المقالة تحليل و بدراسة قيامنا فبعد

. تطبيقاتها و جاكوبي
الإستعمال حسب رتبت مراجع قائمة و فصول ثلاث و عامة مقدمة من تتألف و LATEX ببرنامج العربية باللغة المذكرة هذه كتبت

: الثلاث الفصول عليه تشتمل ما تفاصيل يلي فيما و
الأول القسم في تعرضنا , ثلاث إلى مقسم أولية مفاهيم و مرجعية دراسة سميناه الذي و تمهيدي فصل هو و الأول الفصل في
و الـكسري التكامل و للتفاضل إنتشارا الأكثر التعاريف بعض قدمنا ?]و ,? ,?] الـكسري بالحساب خاصة دوال تعاريف إلى
بعض عرضنا و [−1, 1] المجال على جاكوبي حدود كثيرات الثاني القسم في عرفنا ثم من ?]و ,? ,? ,? ,? ,?] خواصهما بعض
بتقريب ايضا عرفنا و بسيط متغير بتغيير عليها نتحصل التي و [0, L] على المعدلة جاكوبي حدود كثيرات عرفنا بعدها و خصائصها
الثالث القسم في إنتقلنا أن إلى [? ,? ,? ,? ,? ,?] التقارب دراسة في عليه برهنا و جاكوبي حدود كثيرات أساس وفق التابع
بناء تقنيات بعنوان هو الذي و الثاني الفصل و . [? ,? ,?] الـكسرية الرتب ذات و العادية التفاضلية بالمعادلات يف التعر إلى
و ليوفيل ريمان بمفهوم للتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفة إلى إختصار بكل فيه تطرقنا لجاكوبي الـكسرية العمليات المصفوفات
تطبيق كيفية توضيح إلى الأخير و الثالث الفصل في وإنتقلنا [? ,? ,? ,? ,?] كابوتو بمفهوم للتفاضل ية الـكسر العمليات مصفوفة
هذه فاعلية من للتحقق و الخطية غير و خطية كسرية تفاضلية لمعادلات العددي الحل اجل من الـكسرية العمليات مصفوفات

. [? ,? ,? ,? ,?] المعروضة يقة للطر الجيد الأداء تؤكد العددية الأمثلة من مجموعة نقدم المصفوفات

الـكسرية الرتب ذات التفاضلية 1المعادلات
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الأول الفصل
أساسية مفاهيم و مرجعية دراسة

المحتويــات قائمة
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل

الـكسري الحساب في لمحة 1 . 1
الحديث العصر حتى تطور ثم لايبينز" العالم" يد على 1695 سنة في ظهرت ياضيتة ر عملية الـكسري الحساب
ياء والفيز الهندسة وخاصة العلمية الميادين مختلف في للاستخدام يقها طر وجدت التكنولوجية الثورة ,وبعد
والتكامل الـكسرية الرتب ذي والاشتقاق الخاصة الدوال يف تعر الى سنتطرق حيث غيرها و والميكانيك

. الـكسرية الرتب ذي
خاصة توابع 1 . 1 . 1

الـكسري. الحساب في هام جد دورا يلعبان التابعين هذين أن حيث بيتا التابع و غاما التابع نعرف الجزء هذا في
غاما: التابع 1.1.1.1

[? ,?] 1 تعريف
: التالي بالشكل التكامل بدلالة يعطى لأولر غاما التابع يسمى و الـكسري للحساب الأساسية التوابع من واحد

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1 exp−x dx x ∈ R.

: التابع لهذا المميزة الخواص استنباط يمكن المعادلة هذه من و
: التتابع خاصية -1

Γ(n+ 1) = nΓ(n) ∀n ̸= 0

: فان موجبا صحيحا عددا n كان اذا : التسلسل خاصية -3
Γ(n+ 1) = n!

: التكرار خاصية -2
Γ(n)Γ

(
n+

1

2

)
= 21−2n

√
πΓ(2n)

-4
Γ(1− n)Γ(n) =

π

sin(πn)
-5

Γ
(n
2

)
=

2(1−n)(n− 1)!
√
π)(

n−1
2

)
!
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
Γ(12) =

√
π ∗ 1 ملاحظة
Γ(1) = 1 ∗

Γ(2) لايجاد فمثلا

Γ(2) = lim
M→∞

∫ M

0

x2−1 exp−x dx

= lim
M→∞

∫ M

0

x exp−x dx

= lim
M→∞

[−x exp−x− exp−x]M0

= lim
M→∞

(
−M

expM
− 1

expM
+ 0 + exp0) = 1

غاما للتابع بياني منحنى :1 . 1 شكل
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
بيتا: التابع 2.1.1.1

[? ,?] 2 تعريف
: يلي كما يفه تعر تم و 1771 سنة (Leonhard Euler) أولر العالم بواسطة بيتا التابع على التعرف تم

B(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx , n > 0, m > 0

B(2,3) لايجاد فمثلا
B(2, 3) =

∫ 1

0

x(1− x)2dx

=

∫ 1

0

x(1− 2x+ x2)dx

=

∫ 1

0

(x− 2x2 + x3)dx =
x2

2
− 2x3

3
+

x4

4
|10 =

1

2
− 2

3
+

1

4
=

1

12

: بحيث متناظر أنه بيتا التابع خواص من
B(m,n) = B(n,m)

[?]: بيتا بالتابع غاما التابع علاقة 3.1.1.1
: يلي كما بيتا و غاما بين العلاقة تعطى m,n > 0 أجل من

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)

B(2,3) لايجاد فمثلا
B(2, 3) =

Γ(2)Γ(3)

Γ(2 + 3)
=

1!.2!

4!
=

1

12
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
ليوفيل ريمان بمفهوم ية الـكسر الرتب ذي التكامل 2 . 1 . 1

[? ,? ,?] 3 تعريف
التالية: بالعبارة يعطى و Jv بـ له يرمز Riemman liouvile بمفهوم v كسرية رتبة من f الدالة تكامل

Jvf(x) =
1

Γ(v)

∫ x

0

(x− t)v−1f(t)dt, v > 0, x > 0 (1 . 1)
تصبح العبارة فإن = n,∈ N كان إذا

Jnf(x) =
1

(n− 1)!

x∫
0

(x− t)n−1f(t)dt , x > 0.

[? ,?] 1 خواص
لدينا v = 0 أجل من

J0f(x) = f(x).

: خصائصه من و
Jvxβ = Γ(β+1)

Γ(β+1+v)x
β+v

JβJvf(x) = Jβ+vf(x) = JvJβf(x)

[? ,?]: التالية يالعبارة يعطى خطي مؤثر بأنه أيضا يختص كما و

Jv(λf(x) + µg(x)) = λJvf(x) + µJvg(x)

. ثوابت µ و ;λ بحيث
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
كابوتو بمفهوم ية الـكسر الرتب ذي الاشتقاق 3 . 1 . 1

[? ,?] 4 تعريف
: بـ معرف كابوتو بمفهوم f للدلة v > 0 الرتبة ذو الـكسري المشتق

Dvf(x) = Jm−vDmf(x) =
1

Γ(m− v)

∫ x

0

(x− t)m−v−1 d
m

dtm
f(t)dt (2 . 1)

أجل من
m− 1 < v ≤ m -

m ∈ N -
x > 0 -

m الدرجة من العادي الإشتقاق مؤثر هو Dm أن وحيث
[?]: كابوتو مشتق أجل من ولدينا

Dvxβ =

{
0, for β < v

Γ(β+1)
Γ(β+1−v)x

β−v, for β ≥ v
(3 . 1)

التالية:[?] العلاقة يحقق خطي تطبيق أنه خصائصه ومن

Dv(λf(x) + µg(x)) = λDvf(x) + µDvg(x) (4 . 1)
. ثوابت µ و ;λ أن حيث

[?] 1 توطئة
: فإن m ∈ N, m− 1 < v ≤ m كانت إذا

.1
DvJvf(x) = f(x)

.2
JvDvf(x) = f(x)−

m−1∑
i=0

f (i)
(
0+
) xi
i!
, x > 0 (5 . 1)
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل

جاكوبي حدود كثيرات خصائص 2 . 1
جاكوبي حدود كثيرات تعاريف 1 . 2 . 1

1 جاكوبي جاكوب غوستاف كارل الألماني العالم إلى تسميتها تعود جاكوبي حدود كثيرات
[? ,? ,?] 5 تعريف

تعرف التي 2JPs جاكوبي حدود كثيرات , العلماء بإهتمام حظيت التي المتعامدة الحدود كثيرات برز أ من
العلاقة خلال من تعطى و w(α,β)(z) = (1− z)α(1 + z)β : الوزن بتابع ومرفقة [−1, 1] المجال على

: التالية التراجعية
P

(α,β)
i+1 (z) = A(α, β, i)P

(α,β)
i (z)+zB(α, β, i)P

(α,β)
i (z)−D(α, β, i)P

(α,β)
i−1 (z) (6 . 1)

: هي A(α, β, i), B(α, β, i), D(α, β, i) من كل صيغة و i = 0, 1, ... حيث

A(α, β, i) =
(2i+ α + β + 1)

(
α2 − β2

)
2(i+ 1)(i+ α+ β + 1)(2i+ α+ β)

B(α, β, i) =
(2i+ α+ β + 2)(2i+ α+ β + 1)

2(i+ 1)(i+ α+ β + 1)

D(α, β, i) =
(i+ α)(i+ β)(2i+ α+ β + 2)

(i+ 1)(i+ α+ β + 1)(2i+ α+ β)

P
(α,β)
1 (t) = α+β+2

2 t+ α−β
2 و P (α,β)

0 (t) = 1 : مع
[?]: التالية بالخواص تتمتع JPs جاكوبي حدود كثيرات أن كما

تحقق JPs أي w(α,β)(z) = (1− z)α(1 + z)β الوزن لتابع بالنسبة [−1, 1] المجال على متعامدة .1
: التالية ∫العلاقة 1

−1

p(α,β)n (t)p(α,β)m (t)w(α,β)(t)dt = γα,β
n δnm

: حيث
γα,β
n =

2α+β+1Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)

n!(2n+ α+ β + 1)Γ(n+ α + β + 1)

. كرونكر دلتا هو δnm و
بعد عمه عند تربى وحيد أخ له بروسيا.كان مملـكة ببوتسدام 1804 ديسمبر 10 في ولد ألماني ياضيات ر عالم هو جاكوبي جاكوب غوستاف كارل 1
و جاكوبي متطابقة الإهليليجية جاكوبي دوال : بها إشتهر التي اعماله ومن . كونيغسبرغ جامعة و برلين في هومبولت بجامعة استاذا اشتغل . والده وفاة
دفن و الجدري بمرض إصابته بعد سنة 46 يناهز عمر عن 1851 فيفري 18 في توفي . ياضيات الر مجال اثرت التي الأعمال من وغيرها جاكوبي مؤثرات

برلين. في
جاكوبي حدود 2كثيرات
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
: التالية العلاقة وفق المشتق على إعتمادا JPs إعطاء يمكن .2

P (α,β)
n (x) =

(x− 1)−α(x+ 1)−β

2nn!
Dn[(x− 1)n+α(x+ 1)n+β], x ∈ [−1, 1]

: بالشكل كذلك JPs عن التعبير يمكننا .3

P
(α,β)
i (x) =

i∑
k=0

(−1)(i−k)Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α + β + 1)

Γ(k + β + 1)Γ(i+ α + β + 1)(i− k)!k!

(
1 + x

2

)k

: [0, L] المجال على المعدلة جاكوبي حدود 1.2.1.1.كثيرات
: التالي المتغير تبديل يق طر عن

t =
2x

L
− 1, x ∈ [0, L]

. [0, L] المجال على المعدلة جاكوبي حدود كثيرات على الحصول يتم
[?] 6 تعريف

: التالية التراجعية العبارة خلال من تصاغ [0, L] على المعدلة جاكوبي حدود كثيرات

(7 . 1)
P

(α,β)
i+1 (x) = A(α, β, i)P

(α,β)
i (x)+(

2x

L
−1)B(α, β, i)P

(α,β)
i (x)−D(α, β, i)P

(α,β)
i−1 (x)

: حيث
P

(α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) =

α+ β + 2

2
(
2x

L
− 1) +

α− β

2

المعدل الوزن لتابع بالنسبة [0, L] المجال على التعامد شرط يصبح بذلك و
w

(α,β)
L (x) = (1− x)αxβ (8 . 1)

: ∫كالتالي L

0

P
(α,β)
L,n (x)P

(α,β)
L,m (x)w

(α,β)
L (x)dx = hkδnm (9 . 1)

: حيث
hk =

Lα+β+1Γ(k + α + 1)Γ(k + β + 1)

(2k + α + β + 1)k!Γ(k + α + β + 1)
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل

: الموالية الصيغة تأخذ المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات القوى وسلسلة
(10 . 1)

P
(α,β)
L,i (x) =

i∑
k=0

(−1)i−k Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α+ 1)

Γ(k + β + 1)Γ(i+ α + β + 1)(i− k)!k!Lk
xk , i = 0, 1, ...

2 خواص
: تحقق المعدلة جاكوبي حدود كثيرات [0, L] المجال على

P
(α,β)
L,n (0) = (−1)nΓ(n+β+1)

Γ(β+1)n! .1
P

(α,β)
L,n (L) = Γ(n+α+1)

Γ(α+1)n! .2
di

dxiP
(α,β)
L,n (x) = Γ(n+α+β+i+1)

LiΓ(n+α+β+1)P
(α+i,β+i)
L,n−i (x) .3

2 توطئة
إذن , المعدلة جاكوبي حدود كثيرات P

(α,β)
L,j (x) لتكن

DvP
(α,β)
L,i (x) = 0 i = 0, 1, 2, . . . , ⌈v⌉ − 1, v > 0

1 البرهان
. المطلوب على نتحصل (??) المعادلة في (??) و (??) المعادلتين يض بتعو
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
جاكوبي حدود كثيرات أساس وفق تابع تقريب 2 . 2 . 1

: المواليين النظيم و السلمي بالجداء المزود L2
w(α,β)[0, L] الهلبرتي الفضاء ليكن

(u, v)
w

(α,β)
L

=

∫ L

0

u(x)v(x)w
(α,β)
L (x)dx, ∥u∥

w
(α,β)
L

= (u, u)
1
2

w
(α,β)
L

: أن بما f ∈ L2
wα,β [0, L] و P

(α,β)
L,m = Span

{
p
(α,β)
L,0 (x), p

(α,β)
L,1 (x), . . . , p

(α,β)
L,m (x)

} : ليكن
: وحيدا يكون و f للدالة تقريب أحسن fm يوجد فإنه , مغلق و منتهي بعد ذو جزئي شعاعي فضاء )P (α,β

L,m

∀u ∈ P
(α,β)
L,m ,∃!fm ∈ P

(α,β)
L,m ∥f − fm∥w(α,β)

L
≤ ∥f − u∥

w
(α,β)
L

: فإن fm ∈ P
(α,β)
L,m أن بما و .( [? ,? (أنظر[?,

f(x) ≃ fm(x) =
m∑
j=0

cjp
(α,β)
L,j (x)

= CTΦ(x) (11 . 1)
: حيث

CT = [c0, c1, . . . , cm]

Φ(x)T =
[
p
(α,β)
L,0 (x), p

(α,β)
L,1 (x), . . . , p

(α,β)
L,m (x)

] (12 . 1)

: العلاقة خلال من تحسب cj المعاملات

cj =
1

hj

∫ L

0

w
(α,β)
L (x)u(x)p

(α,β)
L,j (x)dx j = 0, 1, . . .m (13 . 1)
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أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
التقارب دراسة 3 . 2 . 1

[? ,? ,?] 3 توطئة
. P (α,β)

L,m من تقريب أحسن fm ليكن و C(m+1)[0, L] من f : [0, L] → R الدالة لتكن
: إذن

∥f − fm∥w(α,β)
L

≤ M

(m+ 1)!

√
L3+2m+α+βΓ(1 + α)Γ(3 + 2m+ β)

Γ(4 + 2m+ α + β)
(14 . 1)

M = maxx∈[0,L]
∣∣f (m+1)(x)

∣∣ : حيث
[?] 2 البرهان

نشر بإستعمال الصفر عند f الدالة نشر هو y1(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ fm(0)x
m

m! : أن بإعتبار
: كالتالي يعطى للخطأ الأعلى الحد أن حيث تايلور

|f(x)− y1(x)| ≤
Mxm+1

(m+ 1)!
, ∀x ∈ [0, L]

M = maxx∈[0,L]
∣∣f (m+1)(x)

∣∣ : حيث
: لدينا y

1,fm∈P (α,β)
L,m

و , P (α,β)
L,m من f للدالة تقريب أحسن هي fm أن بما

∥f − fm∥2w(α,β)
L

≤ ∥f − y1∥2w(α,β)
L

=

∫ L

0

(f(x)− y1(x))
2w

(α,β)
L (x)dx

≤
∫ L

0

(
Mxm+1

(m+ 1)!

)2

w
(α,β)
L (x)dx

≤
(

M

(m+ 1)!

)2 ∫ L

0

x2m+2+β(L− x)αdx

=

(
M

(m+ 1)!

)2
L3+2m+α+βΓ(1 + α)Γ(3 + 2m+ β)

Γ(4 + 2m+ α+ β)

. المطلوب إلى نصل بالتربيع و

12



أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل

كسرية رتب من التفاضلية المعادلات في نظرة 3 . 1
الجزء هذا في سنعرف و مشتقاتها و مجهولة دالة تتضمن معادلة هي ياضيات الر علم في التفاضلية المعادلة

. ية الـكسر الرتب لذوات ننتقل ثم ومن العادية التفاضلية المعادلات
[? ,?] العادية التفاضلية المعادلات 1 . 3 . 1

التفاضلات, أو المشتقات فيها تدخل المستقل المتغير و التابع المتغير بين علاقة هي العادية التفاضلية المعادلات
المعادلات ان حيث خطية وغير خطية إلى تصنف أن يمكن والجزئية العادية التفاضلية المعادلات من كل

جميعا. مشتقاته و التابع المتغير في الخطية المعادلة هي الخطية التفاضلية
: بشرطين خطية التفاضلية المعادلة وتكون

ثوابت. أو فقط المستقل المتغير في دوال فيها والمشتقات التابع المتغير معاملات كانت إذا .1
خطية غير وتكون الأولى. الدرجة من كلها أي لأسس، مرفوعة غير والمشتقات التابع المتغير كان إذا .2

ذلك. عدا فيما
الأولى الدرجة من التفاضلية المعادلات كل ليست بينما الأولى، الدرجة من هي خطية تفاضلية معادلة كل
مرفوعة الأقل التفاضلات تكون أن الممكن ومن الأعلى، التفاضل أس حسب تتحدد الدرجة لأن خطية، هي
للمعادلة العامة الصورة و الخطية. المعادلة بشرط يخل وهذا الدرجة، على ذلك يؤثر أن دون الواحد غير لأسس

: [?] هي n المرتبة من الخطية التفاضلية
Pn(x)y

(n) + Pn−1(x)y
(n−1) + · · ·+ P1(x)y

′ + P0(x)y = Q(x) (15 . 1)
منها. أي بين مشتركة ضرب حواصل لاتوجد و واحد للأس مرفوعة مشتقاته وجميع y المتغير أن حيث

Q(x) للدالة بالنسبة كذلك و خطية غير او خطية x في دوال هي Pi(x) والمعاملات

13



أولية مفاهيم و مرجعية دراسة الأول الفصل
الـكسرية الرتب ذات التفاضلية المعادلات 2 . 3 . 1

إلى تنقسم أيضا هي و صحيحة رتب ذات العادية التفاضلية للمعادلات تعميم هي التفاضليةالـكسرية المعادلات
التاليين. المثالين في عام بشكل نعرفهما خطية غير و خطية

[?] 1 مثال
: التالي بالشكل المعرفة ية الـكسر الرتبة ذات الخطية التفاضلية المعادلة لتكن

Dvu(x) +
k∑

i=1

eiD
viu(x) + u(x) = g(x) (16 . 1)

: الأولية الشروط ذات
u(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1 (17 . 1)

, n < v ≤ n+ 1 و i = 0, 1, . . . , k أجل من ثابتة حقيقية معاملات هي ei حيث
. v الرتبة ذي الـكسري كابوتو مشتق إلى ترمز Dv حيث و vk < vk−1 < · · · < v1 < v

[?] 2 مثال
: التالية الخطية غير الـكسرية التفاضلية المعادلة لتكن

Dvu(x) = F
(
x, u(x), Dβ1u(x), . . . , Dβku(x)

) (18 . 1)
: الأولية الشروط ذات

u(i)(0) = di i = 0, 1, . . . , n− 1

الـكسري كابوتو مشتق إلى ترمز Dv و 0 < β1 < β2 < · · · < βk < v n − 1 < v ≤ n, حيث
. v الرتبة ذي
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الثاني الفصل
العمليات مصفوفات بناء تقنيات

لجاكوبي الـكسرية
المحتويــات قائمة

16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . للتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفة 1 . 2
17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . للتفاضل ية الـكسر العمليات مصفوفة 2 . 2
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لجاكوبي الـكسرية العلميات مصفوفات بناء تقنيات الثاني الفصل

المعدلة جاكوبي حدود كثيرات أساس وفق الـكسرية العمليات بمصفوفات يف بالتعر نقوم ، الفصل هذه في
[0, L] على

للتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفة 1 . 2
من المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات للتكامل العمليات مصفوفة تعميم هو الجزء هذا من الرئيسي الهدف

. الـكسري الحساب أجل
[?] 7 تعريف

: حيث , I(v) ب Φ(x) الشعاع أجل من الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة نعرف , v ≥ 0 ليكن
JvΦ(x) ≃ I(v)Φ(x) (1 . 2)

[?] 1 ية نظر
إذن , m×m الصنف من و v الدرجة من ليوفيل ريمان لتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفة I(v) لتكن

التالي بالشكل المصفوفة هذه عناصر على الحصول يمكننا
{
I
(v)
ij

}m−1

i,j=0
=

i∑
k=0

j∑
l=0

p
(i)
k p

(j)
l

Γ(k + 1)B(k + l + v + β + 1, α + 1)

Γ(k + v + 1)hk

[? ,? ,?]: التالية بالعبارة المعدلة جاكوبي حدود كثيرات على نعبر أن يمكن 3 البرهان

P
(α,β)
i,L =

i∑
k=0

P
(i)
k xk (2 . 2)

: نجد (??) العبارة على ليوفيل ريمان بمفهوم الـكسري التكامل بإدخال

JvP
(α,β)
i,L (x) =

i∑
k=0

P
(i)
k Jvxk

=
i∑

k=0

P
(i)
k

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + v)
xk+v : نجد خصائصه بإستعمال و (3 . 2)

[?]: لدينا أخرى جهة ومن

xk+v =

j∑
k=0

ckP
(α,β)
j,L (x) (4 . 2)
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لجاكوبي الـكسرية العلميات مصفوفات بناء تقنيات الثاني الفصل

أخذ مع (??) المعادلة في (??) بعبارتها الوزن دالة تعويض و (??) بالعلاقة المعرفة ck المعاملات يض بتعو
[? ,?] نجد u(x) = xk+v

1

hk

∫ L

0

xk+vP
(α,β)
j,L (x)w

(α,β)
L (x)dx =

1

hk

j∑
l=0

p
(j)
l B(k+ v + l+ β + 1, α+ 1) (5 . 2)

. المطلوب إلى نصل (??) في (??) المعادلة يض بتعو

للتفاضل ية الـكسر العمليات مصفوفة 2 . 2
المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات الـكسري للتفاضل العمليات مصفوفة نعرف الجزء هذا في

[?] 2 ية نظر
إذن . v > 0 أيضا ليكن و . (??) المعادلة في المعرفة المعدلة جاكوبي حدود كثيرات شعاع Φ(x) ليكن

:
DvΦ(x) ≃ D(v)Φ(x) (6 . 2)

الدرجة من الـكسري للاشتقاق العمليات مصفوفة هي (m+ 1)× (m+ 1) الصنف من Dv أن حيث
: يلي كما تعرف و كابوتو بمفهوم v

Dv =



0 0 0 . . . 0
... ... ... ... ...
0 0 0 . . . 0

∆v(⌈v⌉, 0) ∆v(⌈v⌉, 1) ∆v(⌈v⌉, 2) . . . ∆v(⌈v⌉,m)
... ... ... ... ...

∆v(i, 0) ∆v(i, 1) ∆v(i, 2) . . . ∆v(i,m)
... ... ... ... ...

∆v(m, 0) ∆v(m, 1) ∆v(m, 2) . . . ∆v(m,m)



: حيث
∆v(i, j) =

i∑
k=⌈v⌉

δijk
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لجاكوبي الـكسرية العلميات مصفوفات بناء تقنيات الثاني الفصل
: التالية بالعبارة يعطى δijk التابع و

δijk =
(−1)i−kLα+β−v+1Γ(j + β + 1)Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α+ β + 1)

hjΓ(j + α+ β + 1)Γ(k + β + 1)Γ(i+ α + β + 1)Γ(k − v + 1)(i− k)!
×

j∑
l=0

(−1)j−1Γ(j + l + α + β + 1)Γ(α + 1)Γ(l + k + β − v + 1)

Γ(l + β + 1)Γ(l + k + α+ β − v + 2)(j − l)!l!

(7 . 2)
. أصفار كلها Dv للمصوفة ⌈v⌉ الأولى الصفوف أن نلاحظ

[?] 4 البرهان
بتعويض .(??) العبارة في معطى i الدرجة من P (α,β)

L,j (x) المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات التحليلي الشكل
لدينا (??) المعادلة في (??) و (??) المعادلتين

DvP
(α,β)
L,i (x) =

i∑
k=0

(−1)i−kΓ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α + β + 1)

Γ(k + β + 1)Γ(i+ α + 1)(i− k)!k!Lk
Dvxk (8 . 2)

=
i∑

k=0

(−1)i−kΓ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α+ β + 1)

Γ(k + β + 1)Γ(i+ α+ β + 1)(i− k)!Γ(k − v + 1)Lk
xk−v

(9 . 2)
المعدلة جاكوبي حدود كثيرات سلسلة من عبارة N +1 ب xk−v نقرب i = ⌈v⌉, [v] + 1, . . . حيث

نجد
xk−v ≃

N∑
j=0

bkjP
(α,β)
L,j (x) (10 . 2)

على نتحصل منه و u(x) = xk−v أخذ مع (??) العبارة في معطى bkj حيث

bkj =

j∑
l=0

(−1)j−lΓ(j + l + α+ β + 1)Γ(α+ 1)Γ(l + k + β − v + 1)

Γ(l + β + 1)(j − l)!IΓ(l + k + α + β − v + 2)
×

Lα+β+k−v+1Γ(j + β + 1)

hjΓ(j + α+ β + 1)
(11 . 2)

نجد (??) , (??) المعادلتين يض بتعو

DvP
(α,β)
L,i (x) =

N∑
j=0

∆v(i, j)P
(α,β)
L,j (x), i = ⌈v⌉, ⌈v⌉+ 1, . . . , N (12 . 2)
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لجاكوبي الـكسرية العلميات مصفوفات بناء تقنيات الثاني الفصل
(??) العبارة في معطى ∆v(i, j) حيث

التالية بالعبارة الشعاعي بالشكل (??) المعادلة كتابة نعيد منه و
DvP

(α,β)
L,i (x) ≃ [∆v(i, 0),∆v(i, 1),∆v(i, 2), . . . ,∆v(i, N)]ϕ(x), (13 . 2)

i = ⌈v⌉, ⌈v⌉+ 1, . . . , N

بالشكل كتابته يمكننا ?? للتوطئة وفقا و
DvP

(α,β)
L,i (x) ≃ [0, 0, 0, . . . , 0]ϕ(x), i = 0, 1, . . . , ⌈v⌉ − 1 (14 . 2)

المرجوة. النتيجة على نتحصل (??) و (??) بتركيب و
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الثالث الفصل
ية الـكسر العمليات مصفوفات تطبيقات

المحتويــات قائمة
21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطية كسرية رتب ذات تفاضلية معادلات حل 1 . 3
23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطية غير كسرية رتب ذات تفاضلية معادلات حل 2 . 3
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددية تطبيقات 3 . 3
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الـكسرية العمليات مصفوفات تطبيقات الثالث الفصل
فنقوم والتفاضل للتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفات فاعلية إظهار أجل من يقتنا طر ,نطبق الفصل هذا في

كسرية رتب ذات الدرجات متعددة تفاضلية لمعادلات عددية حلول لإيجاد بتطبيقها
خطية كسرية رتب ذات تفاضلية معادلات حل 1 . 3

: التالية الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلة نعتبر
Dvu(x) +

k∑
i=1

eiD
viu(x) + u(x) = g(x) (1 . 3)

: الأولية الشروط ذات
u(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1 (2 . 3)

, n < v ≤ n+ 1 و i = 0, 1, . . . , k أجل من ثابتة حقيقية معاملات هي ei حيث
. v الرتبة ذي الـكسري كابوتو مشتق إلى ترمز Dv حيث و vk < vk−1 < · · · < v1 < v

منعدمة إبتدائية شروط ذات معادلة إلى يلها تحو أجل من عليها تغييرات إجراء أولا علينا (??) المعادلة لحل
: التالية الدالة نعرف ولهذا .

z(x) = u(x)− û(x) (3 . 3)
حدود كثير بإستعمال عليها الحصول تم وقد (??) الأولية الشروط تحقق و معروفة دالة هي û(x) حيث
. المعروفة غير الجديدة الدالة هي z(x) و (i = 0, 1, . . . , n− 1 أجل من û(i)(0) = di إذن ) تايلور

i = 0, 1, . . . , n− 1 أجل من z(i)(0) = 0 أن سهولة بكل نلاحظ أن يمكننا
المعدلة ية الـكسر التفاضلية المعادلة على نتحصل منه و , (??) و (??) المعادلتين في (??) المعادلة يض بتعو إذن

: التالي بالشكل
Dvz(x) +

k∑
i=1

êiD
viz(x) + z(x) + û(x) = ĝ(x) (4 . 3)

z(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1 (5 . 3)
: التالي بالشكل (??) المعادلة كتابة إعادة يمكننا s(x) = ĝ(x)− û(x) لتكن
Dvz(x) +

k∑
i=1

êiD
viz(x) + z(x) = s(x) (6 . 3)
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الـكسرية العمليات مصفوفات تطبيقات الثالث الفصل
جاكوبي حدود كثيرات اساس (??)وفق المعادلة بإستعمال s(x) و Dvz(x) نقرب (??) المعادلة لحل

: يلي كما المعدلة
Dvz(x) ≃

m∑
i=0

cip
(α,β)
L,i (x) = CTΦ(x) (7 . 3)

s(x) ≃
m∑
i=0

sip
(α,β)
L,i (x) = STΦ(x) (8 . 3)

معروف غير شعاع فهو CT = [c0, . . . , cm] الشعاع أما معروف شعاع ST = [s0, . . . , sm] هو بحيث
: (??) الأولية الشروط و (??) المعادلة من لدينا و .

z(x) = JvDvz(x) +
n−1∑
i=0

z(i)(0)

i!
xi = JvDvz(x) (9 . 3)

: على نتحصل (??) و (??),(??) المعادلات بتطبيق
z(x) = JvDvz(x) ≃ CTJvΦ(x) ≃ CT I(v)Φ(x) (10 . 3)

: نجد (??) و (??) المعادلات بواسطة و
Dviz(x) ≃ CT I(v−vi)Φ(x), i = 0, 1, . . . , k (11 . 3)

بالشكل Rm(x) الخطأ دالة كتابة يمكننا (??) المعادلة في (??) و (??) , (??) , (??) المعادلات يض بتعو
: التالي

Rm(x) =

(
CT +

k∑
i=1

êiC
T I(v−vi) + CT I(v) − ST

)
Φ(x)

يمكننا C الشعاع و . (m+ 1) عددها خطية ية حبر معادلات جملة على نتحصل التجميع يقة طر بتطبيق و
. عليها المتحصل المعادلات جملة حل يق طر عن إيجاده

: (??) المعادلة من لدينا إذن
z(x) = CT I(v)Φ(x)

: التالي بالشكل (??) المعادلة من u(x) التقريبي الحل على الحصول ويمكننا
u(x) = û(x) + CT I(v)Φ(x)
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خطية غير كسرية رتب ذات تفاضلية معادلات حل 2 . 3
: التالية الخطية غير الـكسرية التفاضلية المعادلة نعتبر

Dvu(x) = F
(
x, u(x), Dβ1u(x), . . . , Dβku(x)

) (12 . 3)
: الأولية الشروط ذات

u(i)(0) = di i = 0, 1, . . . , n− 1

الـكسري كابيتو مشتق إلى ترمز Dv و 0 < β1 < β2 < · · · < βk < v n − 1 < v ≤ n, حيث
. خطي غير تطبيق عموما يكون أن يمكن F التطبيق ان الإشارة تجدر كما و . v الرتبة ذي

الجزء في المطروحة يقة الطر إستعمال يق طر عن متجانسة نجعلها (??) للمعادلة العددي الحل إيجاد أجل من
: كالأتي (??) المعادلة بإستخدام وكذلك السابق

Dvz(x) = F̂
(
x, z(x) + û(x), Dβ1z(x), . . . , Dβkz(x)

) (13 . 3)
z(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1

Dβj

z(x) و Dvz(x) , z(x) الدوال تقريب أولا علينا المعدلة جاكوبي حدود كثيرات إستعمال أجل من
المعادلات هذه بتعويض و , بالترتيب (??) و (??) , (??) المعادلات بواسطة (j = 1, . . . , k) حيث

: التالي بالشكل الخطأ دالة كتابة يمكننا (??) المعادلة في
(14 . 3)

R(x) = −CTΦ(x)+F̂
(
x,CT I(v)Φ(x) + û(x), CT I(v−β1)Φ(x), . . . , CT I(v−βk)Φ(x)

)
(m+ 1) عددها عقد عدة في (??) المعادلة بتجميع نقوم C الشعاع قيم إيجاد أجل من

: لدينا منه و
z(x) = CT I(v)Φ(x), u(x) = û(x) + CT I(v)Φ(x)
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عددية تطبيقات 3 . 3
تم الذي ية كسر رتب ذات تفاضلية لمعادلات العددي الحل لمقارنة توضيحية أمثلة تقديم يتم القسم, هذا في

. يقة الطر هذه بساطة و كفاءة توضيح أجل من التحليلي, الحل مع يقتنا طر بإستخدام عليه الحصول
المتجانسة غير Bagley- Torvik معادلة حالة في الابتدائية الشروط ذات التفاضلية المعادلة نعتبر 3 مثال

[? ,? ,?]
D2u(x) +D

3
2u(x) + u(x) = g(x) (15 . 3)

u(0) = 1, u′(0) = 1, x ∈ [0, 1]

u(x) = 1 + x : هو المعادلة لهذه الصريح الحل و g(x) = 1 + x حيث
نعتبر

u(x) = z(x) + 1 + x (16 . 3)
إلى تحول (??) المعادلة منه و

D2z(x) +D
3
2z(x) + z(x) = 0. z(0) = z′(0) = 0 (17 . 3)

: التالي بالشكل D2z(x) المعروفة غير الدالة نقرب إذن
D2z(x) = CTΦ(x)

: التالية المعادلات على نتحصل (??) و (??) المعادلات بواسطة و
D

3
2z(x) = CT I(

1
2)Φ(x)

z(x) = CT I(2)Φ(x) (18 . 3)
: الأتي بالشكل (??) المعادلة صياغة نعيد , السابقة المعادلات بإستعمال
CT
[
I + I(

1
2) + I(2)

]
Φ(x) = 0

بإستعمال حيث CT = 0 هو السابقة المعادلات جملة حل , m = 2 بأخذ المطروحة يقة الطر نستعمل
. المطلوب إلى نصل (??) و (??) المعادلات
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[? ,? ,?]: التالية الحدودية العقد متعددة و الخطية غير Bagley- Torvik معادلة نعتبر 4 مثال

D2u(x) +D
3
2u(x) + u(x) = g(x) (19 . 3)

u(0) = 0, u(1) = 1, x ∈ [0, 1]

u(x) = x2 هو الدقيق الحل و g(x) = x2 + 2 + 4
√

x
π حيث

إلى (??) المعادلة يل تحو أولا علينا
D2z(x) +D

3
2z(x) + z(x) = ĝ(x) (20 . 3)

z(0) = 0, z(1) = 0, x ∈ [0, 1]

: التالي بالشكل الحل نقرب و ĝ(x) = x2 − x+ 2 + 4
√

x
π و z(x) = u(x)− x حيث

D1z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I(1)Φ(x)

D2z(x) = CTD(1)Φ(x), D
3
2z(x) = CTD( 1

2)Φ(x)

ĝ(x) = GTΦ(x)

تكتب (??) للمعادلة الخطأ دالة و . كابوتو بمفهوم للإشتقاق العمليات مصفوفتا هما D( 12 ) و D(1) حيث
: بالشكل

R(x) =
[
CTD(1) + CTD( 1

2) + CT I(1) −GT
]
Φ(x)

الشروط تطبيق مع التجميع خاصية بإستعمال و
z(1) = CT I(1)Φ(1) = 0

هو m = 4 أجل من الحل و . ية الجـبر المعادلات جملة حل على نتحصل
CT =

[
0, 1,−1.16209× 10−17, 1.59492× 10−18, 5.48351× 10−18

]
u(x) = z(x) + x نجد z(x) تعريف بإستعمال و z(x) = CT I(1)Φ(x) إذن

من المطروحة يقة للطر الأكبر المطلق الخطأ أن لنا يظهر m = 4 بأخذ المطلق الخطأ , ?? الشكل في
و دقة يظهر مما 10−14 مضاعفات من [?] في يقة للطر المطلق الخطا أن أيضا لنا يظهر و 10−18 مضاعفات

. المطروحة يقة الطر فاعلية
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?? للمثال m = 4 أجل من المطلق الخطأ :1 . 3 شكل

[? ,? ,?]: الأولية الشروط ذات و كسرية رتبة من الخطية المعادلة نعتبر 5 مثال
Dvu(x) + u(x) = 0, 0 < v < 2, I = (0, 1)

u(0) = 1, u′(0) = 0

[?] بالشكل يعطى الحقيقي الحل فقط. v > 0 أجل من هو الثاني المبدئي الحل
u(x) = Ev,1 (−xv)

حيث
Eδ,ϵ(x) =

∞∑
r=0

xr

Γ(δr + ϵ)

المعممة. Mittag-Leffler دالة هو
كالتالي متجانسة الرئيسية المعادلة نجعل

Dvz(x) + z(x) + 1 = 0, 0 < v < 2, I = (0, 1)

z(0) = 0, z′(0) = 0

التالي بالشكل الحل نقرب و
(1)

: v<1 أجل من
D1z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I(1)Φ(x)

Dvz(x) = CT I(1−v)Φ(x), 1 = GTΦ(x)
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(2)

: v>1 أجل من
D2z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I(2)Φ(x)

Dvz(x) = CT I(2−v)Φ(x), 1 = GTΦ(x)

.?? الجدول في m = 2�5�89 و v = لـ0.85 المطلق الخطأ يظهر
حدود كثيرات من قليلة حدود باستخدام جيد تقريب تحقيق يمكن أنه ملاحظة يمكن , ?? الجدول من

المعدلة. جاكوبي
أنه حيث v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 أخذ مع u(x) ل عددية نتائج يعرض ?? الشكل ، أيضا
التقريبية الحلول أن ?? الشكل من نلاحظ أن ويمكن .u(x) = e−xهو الدقيق الحل v = 1 أجل من

.v يادة بز u(x) = e−x من موحد بشكل تقترب v ل المختلفة للقيم
الحل ,v = 2 أجل من و ,v = 1.5, 1.75, 1.95, 2 m = 9 ل u(x)ل العددية النتائج ?? الشكل يوضح

.u(x) = cos(x) هو الدقيق
. u(x) = cos(x) من التقريبية الحلول ٺتقارب , 2 من v قيم تقترب عندما أنه نرى ، ?? الشكل من

.?? الجدول في يظهر m = 9 و v ل المختلفة للقيم المطلق الخطأ
أمر وهو , الخطأ تقليل يتم (v = 1, 2) القيم صحيحة الأعداد من v تقترب عندما أنه نرى ,?? الجدول من

متوقع.
.?? الجدول في [?] ل الأقصى المطلق الخطأ نعرض ، المقارنة أجل من

?? للمثال v = 0.85 أجل من m ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ :1 . 3 جدول
x=0.9 x=0.7 x=0.5 x=0.3 x=0.1 m

3.5× 10−3 7.7× 10−3 3.0× 10−3 7.8× 10−3 3.0× 10−3 2
6.1× 10−4 5.3× 10−4 4.8× 10−4 3.1× 10−4 7.8× 10−4 5
4.5× 10−5 1.3× 10−4 8.9× 10−5 1.0× 10−6 3.6× 10−4 8
8.5× 10−5 1.2× 10−5 8.2× 10−5 1.2× 10−4 2.2× 10−4 9
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?? للمثال v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 أجل من umو u(x) بين المقارنة :2 . 3 شكل

?? للمثال v = 1.5, 1.75, 1.95, 2 و m = 9 أجل من umو u(x) بين المقارنة :3 . 3 شكل

?? للمثال m = 9 أجل من v ل مختلفة قيم أجل من المطلق الخطأ :2 . 3 جدول
x=0.9 x=0.7 x=0.5 x=0.3 x=0.1 v

1.1× 10−3 2.6× 10−4 1.0× 10−3 1.8× 10−3 2.8× 10−3 0.2
3.6× 10−3 3.8× 10−3 4.7× 10−3 8.6× 10−3 3.8× 10−2 0.4
5.2× 10−4 1.0× 10−4 4.9× 10−4 7.8× 10−4 1.3× 10−3 0.6
1.4× 10−4 2.0× 10−5 1.3× 10−4 2.0× 10−4 3.6× 10−4 0.8
2.8× 10−13 7.9× 10−14 2.2× 10−13 9.8× 10−14 2.7× 10−13 1
2.4× 10−5 1.4× 10−6 2.4× 10−5 3.4× 10−5 6.6× 10−5 1.2
1.9× 10−5 1.8× 10−6 1.8× 10−5 2.5× 10−5 4.7× 10−5 1.4
2.6× 10−6 4.0× 10−7 2.4× 10−6 3.4× 10−6 5.9× 10−6 1.8
3.9× 10−13 1.2× 10−13 3.2× 10−13 1.3× 10−13 4.0× 10−13 2
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?? للمثال [?] α = β = 0 مع v ل مختلفة قيم و m = 10 أجل من الأكبر المطلق الخطأ :3 . 3 جدول
1 0.8 0.6 0.4 0.2 v

10−14 0.0018 0.0100 0.0363 0.1684 Error
2 1.8 1.6 1.4 1.2 v

1.9× 1014 7.3× 10−5 3.8× 10−4 0.0014 0.0046 Error

[? ,? ,?]: الأولية الشروط ذات و كسرية رتبة من التالية الخطية غير المعادلة لتكن 6 مثال
D3u(x) +D

5
2u(x) + u2(x) = x4

u(0) = u′(0) = 0, u′′(0) = 2

إلى تحول الرئيسية المعادلة منه و . u(x) = x2 هو المعادلة لهذه الحقيقي الحل
D3z(x) +D

5
2z(x) + z2(x) + 2x2z(x) = 0

z(0) = z′(0) = z′′(0) = 0

m = 4 أجل من z(x) = CT I(3)Φ(x) بالشكل يقة الطر بتطبيق . z(x) = u(x) − x2 أن حيث
CT = 0 المجهولة المعاملات على نتحصل

u(x) = z(x) + x2 = x2 هو للمعادلة الحقيقي الحل نجد منه و
[? ,?]: الأولية الشروط ذات و الترتيب متعددة التالية الخطية غير التفاضلية المعادلة لتكن 7 مثال

Dζu(x) +Dηu(x) ·Dθu(x) + u2(x) = f(x)

f(x) = x6 +
6x3−ζ

Γ(4− ζ)
+

36x6−η−θ

Γ(4− η)Γ(4− θ)

u(0) = u′(0) = u′′(0) = 0

ζ ∈ (2, 3), η ∈ (1, 2), θ ∈ (0, 1)

كالأتي المطروحة يقة الطر بتطبيق نقوم u(x) = x3 هو للمعادلة الحقيقي الحل
Dζz(x) = CTΦ(x),z(x) = CT I(ζ)Φ(x)

Dvz(x) = CT I(ζ−v)Φ(x),f(x) = GTΦ(x)
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ζ = 2.5, η = 105, θ = و0.9 m = 4, 8, 12 ل والعددية التحليلية النتائج ?? الشكل يبين
التوالي. على ،?? و ?? الجدولين في مبينة m = 5, 6 أجل من ζ, η, θ ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ ، أيضا

درجة ذات جاكوبي حدود كثيرات باستخدام دقيقة نتائج تعطي يقتنا طر أن نرى ، ?? و ?? الجدولين من
. منخفضة

من ζ, η, θ ل مختلفة لقيم [?] من مطلق خطأ أقصى و [?] في المطروحة يقة الطر نتائج مع يقتنا طر قارنا
.?? الجدول في معروضة α = β = 1.5 و m = 24 أجل

مع مقبولة حلول تعطي يقتنا طر أن القول يمكن ، [?] في المطروحة يقة الطر و يقتنا طر نتائج بين المقارنة من
. الـكسرية التفاضلية المعادلات لحل مفيدة الحسابية يقة الطر هذه أن تظهر والتي m من منخفضة درجة

?? للمثال ζ = 2.5, η = 1.5, θ = 0.9 و m = 4, 8, 12 أجل من umو u(x) بين المقارنة :4 . 3 شكل

?? للمثال m = 5 أجل من α = β = 0 و ζ, η, θ ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ :4 . 3 جدول
x=0.9 x=0.7 x=0.5 x=0.3 x=0.1 ζ, η, θ

1.7× 10−4 1.1× 10−4 6.2× 10−5 5.3× 10−5 6.9× 10−6 0.9 ,1.5 ,2.5
1.4× 10−4 9.9× 10−5 5.7× 10−5 5.1× 10−5 6.2× 10−6 0.75 ,1.75 ,2.75
4.3× 10−5 2.5× 10−5 1.3× 10−5 3.1× 10−6 1.5× 10−6 0.99 ,1.99 ,2.99

m = 6 أجل من α = β = 0 و ζ = 2.000001, η = 1.000001, θ = 0.000001 بالقيم المطلق الخطأ :5 . 3 جدول
?? للمثال

0.9 0.7 0.5 0.3 0.1 x
2.1× 10−10 1.9× 10−10 1.5× 10−10 7.3× 10−11 5.0× 10−11 Error
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?? للمثال [?] في المطروحة يقة للطر α = β = 1.5 و m = 24 مع ζ, η, θ ل مختلفة لقيم الأكبر المطلق الخطأ :6 . 3 جدول
Error θ η ζ

6.29× 10−12 0.000001 1.000001 2.000001
3.15× 10−5 0.9 1.5 2.5
1.06× 10−4 0.75 1.75 2.75
1.95× 10−5 0.99 1.99 2.99

[? ,?] : التالية الأولية الشروط ذات الخطية غير المعادلة لتكن 8 مثال
Dvu(x) = g(x)− [u(x)]3/2

u(0) = 0, u′(0) = 0, 0 < v < 2

حيث
g(x) =

40320

Γ(9− v)
x8−v − 3

Γ(5 + v/2)

Γ(5− v/2)
x4−v/2 +

9

4
Γ(1 + v) +

(
3

2
xv/2 − x4

)3

التالي بالشكل يعطى المعادلة لهذه الحقيقي الحل . فقط v > 1 أجل من هو الثاني الأولي الشرط كالسابق

u(x) = x8 − 3x4+v/2 +
9

4
xv

بالشكل الخطأ دالة كتابة يمكننا الموضحة التقنية بإستخدام

R(x) = CTΦ(x) +
[
CT I(v)Φ(x)

] 3
2 −GTΦ(x)

ل العددية و التحليلية النتائج ?? الشكل ويبين g(x) = GTΦ(x) و Dvu(x) = CTΦ(x) بحيث
v = 0.5, 0.75, 0.95, و.1 m = 9

.?? الشكل في m = 5, 7, و9 v = 1.5 ل العددية النتائج رسم يتم ، ذلك على علاوة
.v = 1.5�1.75�1.952 و m = ل9 والعددية التحليلية النتائج يوضح ?? الشكل

موحد بشكل تقترب um(x) التقريبية الحلول فإن 2 و 1 على v تقتصر عندما أنه ?? و ?? الشكلان يوضح
. u(x) الدقيق الحل من

m = 9 و v ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ أيضا ?? الجدول يوضح
. ?? الجدول في موضحة m = 10 و v ل مختلفة قيم أجل من [?] في المطروحة يقة للطر المطلق الخطأ
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?? للمثال v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 أجل من umو u(x) بين المقارنة :5 . 3 شكل

?? للمثال v = 1.5 و m = 5, 7, 9 أجل من umو u(x) بين المقارنة :6 . 3 شكل

?? للمثال v = 1.5, 1.75, 1.95, 2 و m = 9 أجل من umو u(x) بين المقارنة :7 . 3 شكل
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?? للمثال m = 9 أجل من v ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ :7 . 3 جدول
x=0.9 x=0.7 x=0.5 x=0.3 x=0.1 v

1.6× 10−3 4.5× 10−4 8.6× 10−4 5.4× 10−3 2.7× 10−2 0.2
4.0× 10−3 2.6× 10−3 4.0× 10−3 1.6× 10−2 5.7× 10−2 0.4
3.2× 10−3 2.9× 10−3 4.5× 10−3 1.3× 10−2 2.3× 10−2 0.6
1.3× 10−3 1.4× 10−3 2.0× 10−3 4.2× 10−3 4.3× 10−3 0.8
8.5× 10−4 1.3× 10−3 1.5× 10−3 1.4× 10−3 1.5× 10−3 1.2
6.0× 10−4 8.1× 10−4 8.3× 10−4 6.2× 10−4 4.3× 10−4 1.4
1.5× 10−4 2.0× 10−4 2.0× 10−4 9.0× 10−5 2.0× 10−5 1.6
2.2× 10−5 1.1× 10−5 1.4× 10−7 1.7× 10−5 2.5× 10−5 1.8

?? للمثال m = 10 أجل من v ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ :8 . 3 جدول
x=0.9 x=0.7 x=0.5 x=0.3 x=0.1 v

1.7× 10−0 5.3× 10−1 3.6× 10−2 2.3× 10−1 2.2× 10−1 0.2
3.0× 10−1 1.2× 10−1 2.4× 10−2 6.0× 10−2 6.3× 10−2 0.4
3.7× 10−2 2.1× 10−2 9.6× 10−3 1.3× 10−2 1.5× 10−2 0.6
2.1× 10−3 2.5× 10−3 2.3× 10−3 2.1× 10−3 2.9× 10−3 0.8
1.6× 10−2 2.9× 10−3 2.8× 10−2 1.6× 10−3 1.9× 10−3 1.2
3.3× 10−2 4.9× 10−3 7.6× 10−3 1.6× 10−3 2.0× 10−4 1.4
1.3× 10−2 2.3× 10−3 1.7× 10−3 7.3× 10−4 6.3× 10−5 1.6
2.8× 10−3 5.9× 10−4 2.6× 10−4 2.0× 10−4 3.8× 10−5 1.8

[? ,?] المتغيرة المعاملات مع التالية ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر 9 مثال
aD2u(x) + b(x)Du(x) + c(x)Dα2u(x) + e(x)Dα1u(x) + k(x)u(x) = f(x)

و 0 ≤ t ≤ 1, 0 < α1 < α2 < 1 حيث
f(x) = −a− b(x)x− c(x)

Γ (3− α2)
x2−α2 − e(x)

Γ (3− α1)
x2−α1 + k(x)

(
2− 1

2
x2
)

u(0) = 2, u′(0) = 0 التالية الأولية للشروط تخضع

u(x) = 2− 1
2x

2 هو المعادلة لهذه الدقيق الحل
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هي المتجانسة المعادلة

aD2z(x) + b(x)Dz(x) + c(x)Dα2z(x) + e(x)Dα1z(x) + k(x)z(x) + 2k(x) = f(x)

z(0) = z′(0) = 0

.z(x) = u(x)− 2 ان حيث
a = 0.1, b(x) = x, c(x) = x + 1, e(x) = x2, k(x) = (x + 1)2 أجل من المعادلة حل تم

α1 = 0.781, α2 = 0.891

. m = 8 أجل من x ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ لنا يظهر ?? الجدول
a = 5, b(x) =

√
x, c(x) = x2 − x, e(x) = 3x يكون عندما أيضا يقتنا طر بتطبيق قمنا و

. ?? الجدول في موضحة المطلقة الأخطاء و k(x) = x3 − x, α1 =
√
7

70 , α2 =
√
13
13

. 10−2 مضاعفات من هو [?] في الموضحة يقة للطر الأقصى المطلق الخطأ
.[?] في المطروحة يقة الطر من أفضل نتائج توفر يقتنا طر أن يبرهنان ?? و ?? الجدولين

?? للمثال m = 8 مع α1 = 0.781, α2 = 0.891 اجل من المطلق الخطأ :9 . 3 جدول
0.9 0.7 0.5 0.3 0.1 x

8.2× 10−6 7.0× 10−6 2.5× 10−5 3.3× 10−5 2.3× 10−5 Error

?? للمثال m = 8 مع α1 =
√
7

70
, α2 =

√
13
13

أجل من المطلق الخطأ :10 . 3 جدول
0.9 0.7 0.5 0.3 0.1 x

2.1× 10−5 1.6× 10−5 1.1× 10−5 5.9× 10−6 1.1× 10−6 Error
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[? ,?] : التالية الخطية غير التفاضلية المعادلة نعتبر 10 مثال

aDαu(x) + bDα2u(x) + cDα1u(x) + e(u(x))3 = f(x)

و 0 ≤ t ≤ 1, 2 < α ≤ 3, 0 < α1 ≤ 1, 1 < α2 ≤ 2 حيث
f(x) =

2a

Γ(4− α)
x3−α +

2b

Γ (4− α2)
x3−α2 +

2c

Γ (4− α1)
x3−α1 + e

(
x3

3

)3

التالية الاولية للشروط تخضع
u(0) = u′(0) = u′′(0) = 0

u(x) = x3

3 هو المعادلة لهذه الدقيق الحل
. يقتنا طر بتطبيق قمنا و α1 = 0.75, α2 = 1.25, a = b = c = e = 1 وضعنا المثال هذا في

?? الجدول في تظهر m = 4, 8, 10 أجل من العددية الحلول
من 10−5 مضاعفات من علىنتائج فتحصلنا يقتنا بطر أما 10−3 مضاعفات من هو [?] في المطلق خطأ ال

m = 4 أجل
الدقيق. الحل إلى عموما يتقارب m = 10 أجل من الحل تقريب أن يظهر ?? الشكل

?? للمثال m = 4, 8, 10 أجل من المطلق الخطأ :11 . 3 جدول
m=10 m=8 m=4 x

5.5× 10−7 1.2× 10−6 1.7× 10−5 0
1.2× 10−7 2.4× 10−7 2.4× 10−6 0.1
4.8× 10−8 3.6× 10−7 1.6× 10−5 0.2
6.8× 10−8 5.2× 10−8 2.4× 10−5 0.3
1.2× 10−7 2.9× 10−7 2.8× 10−5 0.4
2.7× 10−8 5.1× 10−8 3.0× 10−5 0.5
8.4× 10−8 2.9× 10−7 3.0× 10−5 0.6
8.2× 10−8 4.6× 10−9 3.0× 10−5 0.7
5.7× 10−9 2.5× 10−7 3.1× 10−5 0.8
3.9× 10−8 2.1× 10−7 3.7× 10−5 0.9
2.1× 10−7 6.2× 10−7 4.9× 10−5 1
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?? للمثال m = 10 أجل من الخطأ :8 . 3 شكل
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خاتمة

السبب لهذا . الموجودة الأخرى الطرق من أفضل ودقة ً أداء فيها حققنا بسيطة يقة طر المذكرة هذه في قدمنا
تقنية لإعداد المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات التفاضل و للتكامل ية الـكسر العمليات مصفوفة استخدام تم

عدديا. حلا الـكسرية الرتب ذات التفاضلية المعادلات لحل جديدة
المتغير. تغيير يق طر عن متجانسة المشكلة بجعل قمنا ، هذا على الحصول أجل من

حدود كثيرات من قليل عدد قبل من الدقة عالية حلول تحقيق تم أنه هي المطورة يقة للطر الرئيسية المزايا
المعدلة. جاكوبي

أنها أظهرت موجودة أخرى طرق مع يقتنا طر بمقارنة التحليلية. الحلول مع مقارنة ايجابية العددية النتائج
التفاضلية المعادلات إلى يقة الطر هذه تعميم يمكن أنه ?? المثال يظهر , أيضًا . أفضل أو الحلول نفس تعطي

العقد. متعددة الـكسرية الرتب ذات
هذا غير لو غده، في قال إلا كتابا يومه في أحدهم كتب ما أنه رأيت إني " : الأصفهاني الدين عماد يقول
من وهذا أجمل، لكان ذاك ولوترك أفضل، لكان هذا قدم ولو يستحسن، لكان ذاك ولوزيد أحسن لكان

" البشر جملة على النقص استيلاء على دليل وهو العبر أعظم
هذه لإنجاز الوقت به يسمح فيما الإمكان قدر اجتهدنا أننا إلا كاملا حقه البحث أوفينا أننا ندعي لا لهذا و

المذكرة.
الإستفادة يمكن بحيث ، المتواضع البحث بهذا المتعلقة المفاهيم أهم تلخيص في وفقنا أننا نرجوا الأخير في

. التمام و الـكمال فللهّٰ ، النقائص من يخلو لا فإنه يا بشر إنجازا العمل هذا ولـكون ، منه
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 ص:الملخ

 العمليات مصفوفات بناء تقنية تقديم هو العمل هذا من الرئيسي الهدف إن
التي تظهر  س كثيرات حدود جاكوبي المعدلةلأسا التفاضل و للتكامل الكسرية

 من التفاضلية المعادلات لبعض التقريبي الحل ايجاد أجل في الطرق العددية من
حدود جاكوبي حيث أن هذه عن طريق التقريب بكثيرات  كسرية رتب

 جبرية معادلات جملة الى التفاضلية المعادلات تلك ليحوت المصفوفات أدت إلى
 والبرمجة الحل سهلة خطية غير و خطية

 

 

: Absract 

The main objective of this work is to present the technique of 
building operational matrixes for fractional integrations and 
derivatives for shifted jacobi polynomials operator , wich appears 
in numerical methods in order to find the approximative solution 
of some fractional deffirential equations we approximate by jacobi 
polynomials whereas this matrixs changed that  FDEs to a system 
of linear and nonlinear algebric equations that are easy to solve 
and program .                                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Résumé : 

L’objectif principal de ce travail est de présenterla technique de 
construire des matrices d’opérations fractionnaires pour 
l’intégration et la différenciation pour l’opérateur des polynômes 
de jacobi , qui apparaissent dans les méthodes numériques pour 
trouver la solution approximative de quelques équations 
déffirentielle fractionelle dont nous rapprochons par les 
polynomes de jacobi alors que ces matrices l’a changé à un 
système d’équation algebric linéaire et non linéaire qui sont faciles 
de résoudre et de programmer. 
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