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De nombreux problèmes de la physique peuvent être modélisés par des équations aux déri- 

vées partielles posées dans des domaines non bornés comme l’espace tout entier Rn, un do- 

maine extérieur (le complémentaire d’un compact de Rn) ou le demi espace Rn . La résolutions 

des tels équations nécessite souvent une prise en compte du comportement des fonctions à l’in- 

fini. En effet, l’infinité du domaine géométrique pourrait compliquer significativement l’analyse 

des équations considérées théoriquement et numériquement. 

 
Pour aborder tels équations en domaines non bornés, plusieurs auteurs ont eu recours aux es- 

paces H̃ 1,p(Rn) obtenu par complétion de l’espace D(Rn) par rapport à la norme "∇ ."LP (Rn), 

ou encoure aux espaces homogènes D1,p(Rn) des fonctions Lp  (Rn) à gradient dans Lp(Rn). 

Les résultats obtenus dans ces cadres fonctionnels sont toutefois comparables et présentent l’in- 

convénient de ne rien dire du comportement à l’infini des données et des solutions. Une autre 

approche est celle des espaces de Sobolev avec poids qui sont introduits initialement par Hanou- 

zet dans [10] ou Kudrjavcev dans [11] puis développés notamment par Giroire dans [8] . Ces 

espaces se présentent comme un outil largement efficace et maniable. En effet, les fonctions 

de ces espaces satisfont des inégalités avec poids de type Poincaré et ont un comportement à 

l’infini bien caractérisé. 
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L’objectif de ce travail est d’étudier les espaces de Sobolev á poids et leurs propriétées fonc- 

tionnelles. Ces espaces ont été très largement utilisés pour la résolutions des problème ellip- 

tiques issus de la mécanique des fluides dans des domaines non bornés. Ces espaces sont en 

général composés de fonctions u, vérifiant des conditions de la forme 

∫ 
ρα−m+|λ| |Dλu|p < ∞. 

pour des dérivées d’ordre |λ| ≤ m Ici ρ désigne le poids de base : 

ρ = ρ(r) = (1 + r2)1/2. 

 
On observe que ρ ∼  r quand r −→ +∞. La constante 1 est ajoutée afin que l’espace ne 

dépende pas du choix de l’origine. 

 
Ces poids sont parfois modifiés dans des cas critiques, notamment en dimension 2. Lorsque 

p = 2, on les multiplie à des ordres précis par des puissances supplémentaires du poids loga- 

rithmique qui l’on note par 

lg ρ = lg(r2 + 2). 
 

Cette modification est faite dans le but de pallier à certaines difficultés, notamment l’invalidité 

de l’inégalité dite de Hardy, qui permet d’étendre l’inégalité de Poincaré à des domaines non 

bornés 

 
La contribution principale de cette mémoire est répartie dans deux chapitres : 

 

Le premier chapitre est dévoué aux notations, définition et les propriétés fonctionnelle (les 

injections, densité, les espaces de trace, les inégalité de hardy....) des espaces de Sobolev à 

poids. 

 
Le deuxième chapitre on étudie l’éxistence et l’incité du problème de Laplace dans l’espace 

tout entier Rn et le demi-espace Rn . 

Ω 
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CHAPITRE 1 
 
 
 
 
 

PRÉSENTATION DE LES ESPACES DE 

SOBOLEV À POIDS 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le but de ce chapitre est d’étudier les propriétés fonctionnelles (immersion, densité, compa- 

cité, espace de trace... ) des espaces de Sobolev avec poids qui sont trés bien adaptées a l’étude 

théorique et numérique des problémes elliptiques dans des domaines non bornés. 
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"D u"Lp(Ω)
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+ 

+ 

i 

∫ 

|λ|≤m 

 

 Notation et Définitions 
 

Rn désignant l’éspace eucllidien de dimention n, on note Rn le demi espace ouvert 
 

 
 

et R̄n  le demi espace fermé : 

n = {x ∈  Rn|xn > 0}. 

 
 

¯n   = {x ∈  Rn|xn ≥ 0}. 
 

Le point générique x de Rn, x = (x1, ..., xn), sera souvent note x = (x
³ 
, xn) avec 

x
³ 
= (x1, ..., xn−1) appartienant á Rn−1. 

 
On désigne D(Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans 

Ω et D
³ 
(Ω) son dual ( espace de distributions)(voir [13]). 

 

D  désignant la dérivée partielle 
∂

 
∂xi 

, pour λ ∈  Nn on note |λ| = λ1 
 
+ ... + λn 

 
, On 

pose  
Dλ = Dλ1 ....Dλn = 

 
∂|λ| 

. 1 n 
∂x

λ1 ...∂xλn 
1 n 

On note Lp
(Ω) l’espace de Lebesgue des (classes de) fonctions mesurables de puissance p−ime 

intégrables sur Ω, muni de la norme usuelle ""Lp(Ω) (ou ""p en l’absence d’ambiguité), définie 

par : 

"u"Lp(Ω) = ( 
Ω 

1 

|u(x)| dx)p . 

et par W m,p
(Ω) l’espace de sobolev constitué des fonctions ayant leurs dérivée jusqu’á l’ordre 

m dans Lp
(Ω) et muni de la norme : 

 

Σ 
λ p 1

 
 

 

 

Pour s ∈  R, on note indifféremment [s] ou E(s) sa partie entiére. Pour tout réel p > 1, on note 

p
³ 
son conjugué défini par la relation : 

1 1 

|λ|≤m 

R 

R 

"u"W m,p(Ω) = ( 
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l 

l 

l 

α 

α α 

 
 
 

Soit l un entier. Dans la suite Pl désigne l’espace des polynômes à variables dans Rn de degré 

total inférieur ou égal à l, avec la convention Pl = {0} quand l est strictement négatif. On pose 

P∆ = {q ∈  Pl|∆q = 0}. 

On note A∆ le sous-espace des polynômes Pl, impair par rapport á xN ou de manière équiva- 

lente qui vérifié la condition ϕ(x
³ 
, 0) = 0. On note aussi N ∆ le sous-espace des polynômes 

Pl, impair par rapport xN ou de manière équivalente qui vérifié la condition ∂ϕ(x
³ 
, 0) = 0. 

 
D’autre part, pour tout sous-espace fermé Y d’un espace de Banach X, on note X/Y l’es- pace 

quotient de X par Y et le polaire de Y dans le dual X
³ 
de X : 

X
³ 
⊥ Y  = 

,
f ∈  X

³ 
; ∀ v ∈  Y ; < f, v >= 0

, 
. 

Pour m ≥ 0,   n/p+α ∈/ {1, · · · , m} , l’espace quotient W m,p(Rn)/P [m−α−n/p], 

est muni de la norme : 
 

 
[u]W m,p(Rn) = "u"W m,p(Rn)/P 

 

 
= inf 

ϕ∈ P[m−α−n/p] 
"u + ϕ"W m,p(Rn). 

 
 

On note r = |x| = (x2 + · · · + x2 )1/2, la norme euclidienne de x = (x1, x2, · · · , xn) ∈  
1 n 

Rn. 
 
 

On définit les fonctions de poids : 
 
 

ρ = ρ(r)  = (1 + r2)1/2 et lg ρ = lg(2 + r2). 
 
 

Définition :( [10]) 

[m−α−n/p] 



1.1. NOTATION ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. 

7 

 

 

α 

α 

p 

Wα (Ω) Lp(Ω) 

W 2,p(Rn) = u ∈  D (Rn), ρ−2u, ρ
−1 

, ∈  Lp(Rn) 

 
 

 

Pour tout ouvert Ω de Rn  (typiquement non borné), α  ∈   R, 1  <  p  < +∞, m ∈  N. 

On définit l’espace de Sobolev à poids W m,p
(Ω) par : 

 
W m,p

(Ω)  = {u ∈  D
³ 
(Ω) ∀λ ∈  Nn 0 ™ |λ| ™ m ρ

α−m+|λ|Dλu ∈  Lp
(Ω)}. 

 

muni de la norme :  

"u" 

 
 
 
 
 
 

m,p = ( 
Σ

 

 
"ρα−m+|λ| Dλu"p 

 
 

)1/p. 
 

 
C’est un espace de Hilbert quand p = 2. On écrit W m(Ω) au lieu de W m,2

(Ω). 
α α 

 
 

Exemple 1 : 
 
 

Pour α = 1, m = 2 : 
. 

³
 

 
 

∂u ∂
2u 

Σ
 

 

W 2,p(Rn) = 

 
Exemple 2 : 

u ∈  D (Rn), ρ
−1u, 

∂xj 
, ρ 

∂xi∂xj 
∈  Lp(Rn) . 

 
 

Pour α = 0, m = 2 : 
. 

³
 

 

 

∂u ∂
2u 

Σ
 

 
 

 

  
 

 
  

 

La définition précédente sera utilisée, ici essentiellement dans les cas où 

n 
+ α ∈/ {1, · · · , m} . 

 
Dans le cas contraire, c’est à dire 

n 
+ α ∈  {1, · · · , m} , comme par exemple quand n = 2 

et p = 2, on ajoute des poids logarithmiques. Donc 

la définition sera modifié comme suite : 

∂xi∂xj ∂xj 
0 

∂xi∂xj ∂xj 
0 

1 

|λ|™m 

. 

p 
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α,β 

Σ 
Lp(Ω) 

α,β 

Σ 
α  pβ
  λ 

α,β 

 p 

p p 

 
 

 
Pour tous nombres entiers non négatif n et m, et p >  1, α et β nombres réells, on défi-  nit : 

 −1      si 
n 

+ α ∈/ {1...m}, 
 

 
n n 

 m − − α  si − α ∈  {1...m}. 

 
Soit Ω un ouvert de Rn. Etant donné un entier m “ 0 et des réels α, β et p “ 1 on pose : 

 
W m,p

(Ω) = {u ∈  D
³ 
(Ω) ∀λ ∈  Nn 0 ™ |λ| ™ k ρ

α−m+|λ| |(lg ρ)β−1 Dλu ∈  Lp
(Ω); 

 

∀ λ ∈  Nn k + 1 ™ |λ| ™ m ρ
α−m+|λ| |(lg ρ)β Dλu ∈  Lp

(Ω).} 

 
Cet espace est équipe de la norme : 

 

"u" 
 
 

m,p = ( 
Σ

 "ρα−m+|λ| (lg ρ)β−1 Dλu"p 

 
 
 
 
 
 

et de semi-norme : 

Wα,β (Ω) 

 
 
 
 

+ 
k+1™|λ|™m 

0™|λ|™k 

 

 
"ρα−m+|λ| (lg ρ)β Dλu"p

 

Lp(Ω) 
 
 
 
 
 
 

)1/p. 

 
 

|u| 
 
W m,p

(Ω) = ( 
|λ|™m 
|λ|=m 

"ρ (lg r) D u"Lp(Ω) )1/p. 

 

Dans la définition de l’espace W m,p
(Ω), m caractérise la régularité des fonctions, α caracté- rise 

le comportement du poids (et donc des fonctions) quand |x| tends vers l’infini et β carac- 

térise le comportement du poids près de l’origine 

K(m, n, p, α) = 
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α 

α 

α 

α + 

 

 Propriétés fondamentales 
 

Nous avons immédiatement les propriétés fondamentales (voir [10]) : 
 
 

1. Pour u ∈  W m,p(Rn), α ∈  R et 1 < p < +∞, W m,p(Rn ) muni de la norme : 
α α + 

 

u ›→ "u"W m,p(Rn ) 

 

est un espace de Banach ( de Hilbert dans le cas p = 2). La démonstration est analogue 

à celle des espaces de sobolev habituels. 

 
2. Pour   ϕ ∈  D(Ω̄ ), c’est-à-dire ϕ restriction à Ω d’un fonction D(R). L’application : 

 
u −→ ϕu 

est linéaire continue de W m,p
(Ω) dans W m,p

(Ω). 
 
 

3. Dans le cas p = 2, on note W m(Ω) au lieu de W m,2
(Ω) est un espace de Hilbert 

α 

quand on le munit du produit scalaire : 

(u, v)W m(Ω) = 
Σ ∫

 

α 
 
 

 

ρα−m+|λ|DλuD̄λvdx. 

|λ|≤m  Ω 
 

4. Pour α, β ∈  R, m  ∈  Z l’application u −→ ρβu est un isomorphisme de 
W m,p(Rn) dans W m,p (Rn). 

α α−β 

L’application u −→ ρ−βu est l’isomorphisme inverse. 

 
5. W m,p(Rn ) coïncide algépriquent et topologique avec l’espace des restrictions á Rn 

α + + 

des fonction de W m,p(Rn). 

 

6. L’application u −→ Dλu est linéaire et continue de W m,p
(Ω) dans W m−|λ|,p

(Ω). 
α α 

pour tout multi-indice. λ avec |λ| ≤ m. 
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α 

1 

2 

3 

 
7. L’espace W m,p(Rn) contient les polynômes de degré inférieur ou égale à l avec 

 
 
 
 

Exemples 

l = [m − α − n/p] . 

 
 

W 4,3(R3) contient les polynômes de degrés l ≤ [4 − (1 + 1)] = 2. W 
5,4(R6) contient les polynômes de degrés l ≤ [5 − (2 + 3/2)] = 3/2. W 
3,4(R7), l = [3 − (2 + 7/4) = −3/4 < 0] alors Pl = {0} . 
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α 

α 

α 

. Σ

(x) = ϕ  , u 

α 

 

Σ 

Σ 

 

 les espace duals 
 

Nous commençons par démontrés un résultat de densité (voir [10]) 
 

Théorème 1.3.1 

- D(Rn) est dense dans W m,p(Rn). 

- D(Ω̄ ) est dense dans W m,p
(Ω). 

 

Nous démontrons seulement le premier résultat, la démonstration du deuxième est analogue. On 

se ramène par troncature aux propriétés de W m,p(Rn). Soit ϕ ∈  D(Rn) avec 0 ™ ϕ ™ 1, ϕ(x) 

= 1, pour r ™ 1 ϕ(x) = 0 pour r “ 2 et posons : 

x 
ϕk k 

k 
= ϕku. 

Nous montrons que, pour u ∈  W m,p(Rn),uk ∈  W m,p(Rn) et 
α 

 
lim 

k→+∞ 

α 
 

|uk − u|W m,p(Rn) = 0. (1.1) 

Soit λ ∈  Nn avec |λ| ™ m exprimons : 

.∫ 
 

 

Σ1/p 

ρ(α−m+|λ|)p/2 |Dλ(uk − u)|pdx 
 

 

.∫ 
 

 
 

, 
 

Σ1/p 
 

 

 
   

 

On utilise formule de leibniz sur Dλ(ϕku) on obtient : 
 

=   
∫

 

 

 
ρ(α−m+|λ|)p/2| 

µ

Σ

™|λ| 

 
λ 

(Dµ 
µ 

 
 
ϕk)(D 

 
λ−µ 

 
u) − D 

 
u|p 

 
1/p 

dx  , 

 

™ 
.∫  

 

r“k 

 
1/p 

ρ(α−m+|λ|)p/2 |ϕk − 1|p |Dλu|pdx , 

Rn 

. ρ(α−m+|λ|)p/2 |Dλ(ϕku) − Dλu|pdx 

Rn 

= 

. 
Rn 

= 

Rn 

Rn 

. 
λ 
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Σ 

µ λ 

Σ . Σ .∫ 
+ 

λ 
µ k™r™2k 

 
1/p 

ρ(α−m+|λ|)p/2(Dµϕk)(Dλ−µu)|pdx . 

µ™λ 
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2 

∫ 
| | 

α 

α 

α 

k|µ| k 

 

Dans cette inégalité, il est immédiat que le première terme de droite tend vers zéro quand k 

tend vers l’infini. pour les autres termes ; on a 

Dµ
ϕ(x) =  

  1  
Dµ

ϕ 
.

x 
Σ 

. 
 
 

Donc 
∫

k™r™2k 

 
ρ(α−m+|λ|)p/2 |(Dµϕk)(Dλ−µu)|pdx ™ 

™ C 
∫

 

 
 

k™ r™2k 
ρ(α−m+|λ|)p/2k−|µ|p|Dλ−µu|pdx ™ 

™ C 
∫

 

 
 

k™r™2k 
(1 + 4k2)

|µ|p 
k−|µ|pρ(α−m+|λ|−|µ|)p/2 |Dλ−µu|pdx ™ 

 

™  C  ρ(α−m+|λ−µ|)p/2 Dλ−µu pdx. 
k™r™2k 

 

Comme cette dernière expression tend vers zéro quand k tend vers l’infini, on obtient (1.1) 
 

Soit maintenant u ∈  W m,p(Rn)à support compact, alors u appartient W m,p(Rn). Par suite, il 

existe une suite (Ψl)l∈N, (Ψl) ∈  D(Rn). telle que u et (Ψl) aient leurs supports dans un compact 

fixe et de plus 

lim 
k→+∞ 

|Ψl − u|W m,p(Rn) = 0. 

Alors, d’après la propriété des supports 
 

lim 
k→+∞ 

 
Ce qui termine la démonstration. 

|Ψl − u|W m,p(Rn) = 0, 

Conséquence. W m,p(Rn) est un espace normal, par suite son dual est un espace de distribu- 

tion. Par définition on pose : 

W −m,p
³ 

(Rn) = (W m,p(Rn))
³ 
. 

−α α 
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|β+1| 

p β p β+p 

   

lg( a ) t 2 

|f (t)| p t β (lg ) 
t |β + 1| 

|
 |f (t)| p (t 

dt 
β+1 (lg ) 

t 

∫ 

 

 Inégalité de Hardy 
 

Les inégalités de Hardy jouent un rôle particulièrement important dans les espaces à poids, 

notamment pour étendre des inégalités de type Poincaré ou Poincaré-Wirtinger ou encore de 

Deny-Lions à des domaines non bornés. 

On cite ici les inégalités suivantes et on renvoie à [9], [1] ou [5] pour la preuve. 
 

Lemme 1.4.1 

Soit f ∈  D(]0, 1[), on a : 

(i) Si β ƒ= −1, γ ∈  R et a “ exp 
.
 2|γ| 

Σ
 

 
 

1 
|f (t)| t (lg 

a 
)γ dt ™ 

.
 2p 

Σp ∫ 1 

 
df 

| | t (lg 
a 

)γ dt. 
0 t 

(ii) Si γ ƒ= −1 et a “ 1 : 

|β + 1| 0 dt t 

 
 

1 
|f (t)|pt−1(lg 

a 
)γ dt ™ 

.
  p 

Σp ∫ 1 
 
df 

| |pt−1+p(lg 
a 
)γ+pdt. 

0 

preuve 

t |γ + 1| 0 dt t 

 

(i) β ƒ= −1, on a : 

d 
(tβ+1(lg 

a 
)γ = tβ(lg 

a 
)γp 

.
 1 

Σ 

, 
 

dt t 
t lg(a ) 

 

ou p(x) = (β + 1) − γx.   Σ     . Σ 

pour t ∈ ]0, 1[ et a “ exp 
2|γ| 

|β + 1| 
on a : 

a
 

t 
“ exp 

2|γ| 
;
 

|β + 1| 
 

d’où : 0 ™ (lg a )−1 ™ 
|β + 1| 

, 
t 2|γ| 

|p 
.
 1   

Σ 
| “ |β + 1| − |γ| (lg a )−1 “ 

|β + 1| 
. 

 
 

 

On obtient donc : 
 

∫ 1 a
 

 

 0 

t 
t 

t 

γ dt ™ γ dt|. 

∫ 
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  2 
∫ 1 d a 

 

 
  0 0 

0 
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  2     

− 

p β 

Σ .∫ Σ 

Σ .∫ Σ 

∫ 

| 

 
 
 

 

™ 
.
(|f (t)|ptβ+1 (lg a )γ |1

Σ
+ 

 

    2p  1 
| |f (t)|p−1

 
d|f |  

tβ+1 (lg 
a 

)γ dt| 

|β + 1| t |β + 1| 0 dt t 
 
 

™ 
   2p 

∫ 1  
|f (t)|p−1 tβ(p−1)/p (lg a 

)γ p   1 df p 
p | | 

 
tβ/p+1 (lg 

a 
)γ/p dt. 

|β + 1| 0 t dt t 
 
 

™ 
   2p 

.∫ 1 
 
|f (t)| t (lg 

a p−1/p 1 

)γdt 
df p 

| | tβ+p (lg 
1/p 

)γ dt . 
|β + 1| 0 t 0 dt t 

d’ou l’inégalité (i). 

(ii) γ ƒ= −1. on a : t−1(lg 
a 
)γ = − 

1 d 
(lg 

a 
)γ+1 et de la même façon que précé- 

t γ + 1 dt t 
demment on obtient pour f ∈  D(]0, 1[) : 

1 

|f (t)|pt−1 (lg 
 

 

a 
)γ dt ™ 

t 

 
  1  

|γ + 1| 
|
 

 
 

1 

|f (t)| 
 

 

 
d 

(lg 
dt 

 
a 

)γ+1 dt . 
t 

 

 

™
  p 

∫ 1  
|f (t)|p−1 t−(p−1)/p (lg a df a 

)γ(p−1)/p | | t(p−1)/p (lg )γ/p+1 dt. 
|γ + 1| 0 t dt t 

 

 

™
  p 

.∫ 1 |f (t)|p t−1 (lg a p−1/p 1 

)γ dt 
df p 

| | tp−1 (lg 
1/p 

)γ+pdt . 
|γ + 1| 0 t 0 dt t 

d’ou l’inégalité (ii). 

0 0 

0 

∫ ∫ 
p 

a 

a 
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1.4. INÉGALITÉ DE HARDY CHAPITRE 1. 
 

 

p 

 

+ 

Σ 
α pλ 

+ 

tβ+q|f (t)|q dt < +∞. 

 

 

Donc le cas n + α ∈/ {1, · · · , m} l’inégalité de Hardy est donné par le lemme suivant : 
 

Lemme 1.4.2 

Soient 1 < q < +∞ et β ∈  R avec β ƒ= −1. Soit f une fonction mesurable positif définit sur [0, 

+∞[ tel que ∫ +∞
 

 

 
 

 
 

on pose 

F (t) = 

 −
 
 

∫ +∞ 

∫t t 

 
 

 
 
 
 
f (t)dt 

 
 

si β > −1, 

 
 

 

Alors, 
∫ +∞  

tβ|F (t)|q dt ™ 
.
 q 

Σq ∫ +∞  
tβ+q|f (t)|q dt. 

0 β − 1 0 
Une conséquence intéressante de l’inégalité de Hardy, le corollaire suivant : 

 
Corollaire 1.4.3 

Soit Ω = Rn  ou Rn\ω, où ω est un domaine borné non vide et lipschitzien. On 

suppose que 

n/p + α ∈/ {1, · · · , m}. 

Alors, il existe une constante C1 > 0 telle que 

 

∀ u ∈  W̊ m,p(Ω); "u"W m,p(Ω)  ™ C1|u|m,α,Ω, 
 

où 

|u| 

α 
 
 
 
 
m,α,Ω 

 
 
 
= ( 

|λ|=m 

α 
 
 
 
 

"ρ D u"Lp(Ω) 

 

 
)1/p. 

Cette corollaire 1.4.3 est établi par Giroire [8] dans le cas particulier quand p = 2 et par Am- 

rouche, Girault et Giroire quand Ω = Rn (voir [8]) ou quand Ω est un domaine extérieur dans 

tout l’espace (voir [2]) et par Boulmezaoud quand Ω = Rn (voir [6]). 

0 

0 

0 

0 

f (t)dt si β < −1. 
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1.5. LES INCLUSIONS COMPACTES CHAPITRE 1. 
 

 

∈  

+ 

n 

n 

∞ 

α α−j 

p α + α−j + 

α + n + 

 

 Les inclusions compactes 
 

On a les inclusions continues suivants (voir [9]) : 
 
 

W m,p
(Ω) ‹→ W m−1,p

(Ω) ‹→ · · · ‹→ W 0,p (Ω). 
α 

 

Théorème 1.5.1 

α−1 α−m 

 

Pour m ∈  N, 1 < p < +∞, on a les inclusions algébriques et topologiques suivantes : 

Si α R avec α + 
1

 
p 

™ 0 ou m < α + 
1 

, alors : 
p 

 
W m,p

(Ω) ‹→ W m−j,p
(Ω). 

 

W m,p(Rn ) ‹→ W m−j,p(Rn ). 
α + α−j + 

 
preuve 

α + 1 ™ 0 : on va montrer que : W m,p(Rn ) ‹→ W m−j,p(Rn ) pour m “ 1. 

Soit u ∈  W m,p(Rn ); i.e : xαDλu ∈  Lp(Rn ) pour |λ| ™ m. 
 
 

On veut montrer que : 

 
xα−1Dγu ∈  Lp(Rn ) pour |γ| ™ l −1. La fonction 

1 
étant continue sur Rn , xα−1Dγu ∈  

 

n + xn 
+ n 

Lp(Rn ) est mesurable. On a donc : 

 

-P.P x
³ 
∈  Rn−1.xα−1Dγu(x

³ 
, xn) ∈  Lp(R+, R) = Lp(R+), 

et 

- xα 

 

d 

dxn 

 

Dγu(x
³ 
, xn 

 
) ∈  Lp(R+ 

 

, R). 

 

Pour |γ| ™ l − 1. Par la suite : xn −→ Dγu(x
³ 
, xn) (pour presque tout x

³ 
appartenant à 

Rn−1) est continue sur [0, + [ car α + 
1

 
p 

< 1. 

Par ailleurs, comme α + 
1

 
p 

™ 1, il résulte que trace Dγu(x
³ 
, 0) est nécessairement nulle, 
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1.5. LES INCLUSIONS COMPACTES CHAPITRE 1. 
 

 

n 

n 

∫

| | ≤ | 

| 

α + α−j + 

+ 

 

d’où :  
p.p. x

³ 
∈  Rn−1, Dγu(x

³ 
, xn) = 

∫ xn
 ∂ 

 

Dγu(x
³ 
, xn) dxn. 

 
Par suite, 

0 
 

∫ xn
 ∂ 

 

  

∂xn 

 

  
 
 

On applique le lemme 1.4.2. avec β = −(α − 1)p, d’où : 
 

+∞ 

x(α−1)p 

0 
|Dγu(x

³ 
, xn)|pdxn ≤ 

 
 

  p p ∫ +∞ 

 
 

 
 

αp  
  ∂ 

γ ³ p 

 

≤ (
|1 + (α − 1)p| 

)
 xn | ∂x

 D u(x , xn)| dxn. 

 
 

Cette inégalité étant vraie pour presque tout x
³ 
appartenant à Rn−1, on obtient : 

 

x(α−1)p Dγ u pdx (
  p 

)p 

n |1 + (α − 1)p| 
xαp    ∂ 

n 
n 

∂x 
+ 

Dγu|p dx. 

 

avec |γ| ≤ l − 1. Ceci montre que l’on a : 

 
W m,p(Rn ) ‹→ W m−j,p(Rn ) 

α + 
 

En itérant ce résultat, on obtient : 

α−j + 

 
 

W m,p(Rn ) ‹→ W m−j,p(Rn ), pour j = 0, 1, · · · , m. 

0 

∂xn 0 

∂xn 0 

n 

∫ 

R R 

|Dγu(x
³ 
, xn)| ≤ Dγu(x

³ 
, xn)| dxn. 

∫ 

n 
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1.6. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. 
 

 

α 

α 

0 

α 

0 
p 

α 

 

 Les espaces de Trace 
 

Comme toute fonctions u appartenant à W m,p(Rn) est localement dans W m,p(Rn), La trace 

de u sur l’hyperplan Π = {x ∈  Rn|xn = 0} est localement dans W m−1/p,p(Rn−1) 

(voir [12] par exemple). 

Nous nous proposons d’étudier le comportement à l’infini des traces sur un hyperplan des fonc- 

tions de W m,p(Rn) Pour cela, nous avons besoin d’introduire des nouveaux espaces. 

1.6.1 L’espace W σ,p(Rn) : 

 
On définit les traces de fonctions de W m,p(Rn ) (ici nous ne considérons pas le cas β ƒ= 0). 

α + 

Pour tout σ ∈ ]0; 1[, On introduit l’espace par : 

. 
³ 

∫ 
 

 

|u(x) − u(y)|p Σ
 

 

W σ,p(Rn) = u ∈  D (Rn); ω
−σu ∈  Lp(Rn)et  

Rn×Rn |x − y|n+σp 
dxdy < ∞ 

 
 

Avec 

ω =  

 
n 

ρ si 
p 

 
ƒ= σ, n 

 
 

 ρ(lg ρ)1/σ si = σ. 
p 

 

C’est un Banach réflexif. Cet espace est équipée de la norme : 

 
"u"W σ,p(Rn) = 

 
u 

" 
ωσ

 

 
"Lp(Rn) + 

∫

Rn×Rn 

|u(x) − u(y)|p 
 

 

|x − y|n+σp 

 
p 

dxdy 

Pour tout α ∈  R, On définit l’espace W σ,p(Rn) : 
. 

³ 
∫ 

 
 

|ρα(x)u(x) − ρα(y)u(y)|p Σ
 

 

W σ,p(Rn) = u ∈  D (Rn); ωα−σu ∈   Lp(Rn)et  
Rn×Rn |x − y|n+σp 

dxdy 

 
 

Avec  
 

n 
ρ si + α ƒ= σ, 

 
 

ω = p 
 ρ(lg ρ)1/(σ−α) si 

n 
+ α = σ. 

α 

0 

. Σ 
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1.6. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. 

 

 

p 
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1.6. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. 
 

 

α 

α 

α 

α 

Σ 
Lp(Rn) 

Σ 
Lp(Rn) 

1 Σ 
"D u"W (R ) 

α,β 

p 

p 

α−j+1,β α−[s],β 

α−s,β−1 

+ 

n 

p p 

α,β α 

α α−1,β α−[s],β 

α α+[s]−s,β α−s,β 

 

Pour tout s ∈  R+ on désigne par W s,p(Rn) (voir [9], [6]) : 

W s,p(Rn) = {u ∈  D
³ 
(Rn); 0 ™ |λ| ™ kρ

α−s+|λ|(lg ρ)−1Dλu ∈  Lp(Rn)  k + 1 ™ 

|λ| ™ [s] − 1 ρ
α−s+|λ|Dλu ∈  Lp(Rn); |λ| = [s] Dλu ∈  W σ,p} 

Où k = s − n − α si n + α ∈  {σ, · · · , σ + [s]} , avec σ = s − [s], et k = −1 dans les 

autres cas. C’est un espace réflexif de Banach équipée de la norme : 
 
 
 

"u" 
 
W s,p(Rn) = { 

0™|λ|™k 

"ρα−s+|λ|(lg ρ)−1Dλu"p    

+ 
k+1™|λ|™[s]−1 

"ρα−1+|λ|Dλu"p } P + 
|λ|=[s] 

λ p 
σ,p n 
α 

 
 

De même, nous pouvons définir pour tout β ∈  R, l’espace : 

W s,p (Rn) = 
,

v ∈  D
³ 
(Rn); (lg ρ)βv ∈  W s,p(Rn)

,
 

 

Nous avons les inclusions algébriques et topologiques de l’espace de Sobolev W s,p (Rn) dans 

le cas où n + α ∈/ {σ, · · · , σ + [s] − 1} : 
 
 
 

W s,p(Rn) ‹→ W s−1,p (Rn) ‹→ · · · ‹→  W σ,p (Rn) 
 

W s,p(Rn) ‹→ W [s],p
 (Rn) ‹→ · · · ‹→ W 0,p (Rn) 

 
 

Où n + α ∈  {σ, · · · , σ + [s] − 1} ensuite nous avons : 
 

s,p 
α,β ‹→ · · · ‹→ W s−j+1,p σ−j,p 

α−j,β−1 ‹→ · · · ‹→ W s,p 
 

s,p 
α,β 

[s],p 
α+[s]−s,β 

[s]−j+1,p 
α−σ−j+1,β 

[s]−j,p 

α−σ−j,β−1 ‹→ · · · ‹→ W 0,p 
 
 

Si u est une fonction sur Rn on note sa trace d’ordre j sur hyperplan Γ par : 

 
∀ j ∈  N γju : x

³ 
∈  Rn−1 −→ ∂j u(x

³ 
, 0). 

W ‹→ W 

W ‹→ W ‹→ · · · ‹→ W ‹→ W 
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1.6. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. 
 

 

+ j=0 

α + j=0 α 

 
 

 
Rappelons maintenant le lemme des traces suivant due à Hanouzet (voir [9]) et étendue par 

Amrouche-Nècasovà (voir [4]) à cette classe des espaces de Sobolev pondérés : 

Lemme 1.6.1 Pour tout entier m “ 1 et α ∈  R, l’application : 

γ = (γ0, γ1, · · · , γm−1) : D(R̄n ) −→ Πm−1D(Rn−1) 

peut être étendu à une application linéaire continue toujours désigné par γ, 
 

γ : W m,p(Rn ) −→ Πm−1 W m−j−1/p,p(Rn−1) 

 
De plus γ est surjectif et ker γ = W̊ m,p(Rn ). 

α + 
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+ 

 
 
 
 
 
 
 

CHAPITRE 2 
 
 
 
 
 

APPLICATION AU PROBLÈME DE 

LAPLACE 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le but de ce chapitre est de présenter certains résultats concernant l’existence et l’unicité 

des solutions de l’équation de Laplace dans Rn et Rn . 
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p 

0 

0 [m−n/p] 0 

0 0 [m−n/p] 

 

 L’equation de Laplace dans Rn 

 
Considérons l’équation de Laplace : 

 
−∆u = f dans Rn. (2.1) 

Cette équation a été étudié par Giroire [8] et Amrouche, Girault et Giroire [1]. On résume les 

résultats obtenus dans les théorèmes suivants : 

Théorème 2.1.1 ([?] 
 

Pour m ∈  N , m ≥ 2 et n ∈/ {1...m} l’opérateur défini par : 
 
 
 

∆ : W m,p(Rn)/P∆
 ›→ W m−2,p(Rn) (2.2) 

 
 
 

est un isomorphisme. 
 

Pour la démonstration on a besion le lemme suivant : 
 
 

Lemme 2.1.2  Pour m ∈  N m ≥ 2 et n/p ∈/ {1, · · · , m} l’opérateur défini par : 

∆ : W m,p(Rn)/P[m−n/p] ›→ W m−2,p(Rn)/P[m−2−n/q] (2.3) 
0 0 

 
est un isomorphisme. 

 
preuve de théorème : 

Cet opérateur est évidemment linéaire, continue et injectif. Pour montrer la subjectivité, prenons 

f ∈  W m−2,p(Rn), du lemme précédent, il existe u ∈  W m,p(Rn)/P∆ tel que ∆u = 

f, ceci veut dire que pour tout r ∈  P[m−2−n/p], il existe u ∈  W m,p(Rn) et q ∈  P[m−n/p] 

tels que : 
 
 

∆(u + q) = f + r. 
 

Mais, comme pour tout r ∈  P[m−2−n/p], il existe s ∈  P[m−n/p] tel que ∆s = r. On 

déduit alors que 

∆(u + q − s) = f. 
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∈  P 

0 

p 

p 

0 0 [m−n/q] 

 

Comme 

 
∆(q − s) ∈  P[m−2−n/p] =⇒ ∃ R ∈  P[m−n/p] : ∆R = ∆(s − q) 

=⇒  ∆(R + q − s) = 0 et Q = r + q − s ∈  P[m−n/p]. 

On a bien : ∆(u + Q) = f et Q ∆ 
[m−n/p] 

 

Corollaire 2.1.3 

Soit m ≥ 1 un nombre entier et supposons que n/p ∈/ {1, · · · , m} . Soit u ∈  D³ 
(Rn) telle que 

∀ λ ∈  Nn : |λ| = m, Dλu ∈  Lp(Rn). 

Alors il existe un polynôme Q ∈  Pm−1, dépendant de u tel que : 

u + Q ∈  W m,p(Rn) 
 

et 

[u + Q]W m,p(Rn) ≤ C|u|W m,p(Rn). 
0 0 

 
 

Proposition 2.1.1 
 

Soit le nombre entier l ≥ 1 tel que n ∈  {1, · · · , l} alors, l’opérateur de Laplace défini par : 
 

∆ : W 1,p(Rn)/P∆
 ›→ W −1,p(Rn) (2.4) 

−l 

 
est un isomorphisme. 

[1+l−n/p] −l 

 

preuve 

D’après le théorème (2.1.1), on sait que pour m ≥ 2 tel que n 
 
∈  {1, · · · , l} l’opérateur 

défini par :  
 

∆ : W m,p(Rn)/P∆
 

 
›→ W m−2,p(Rn) (2.5) 

0 
 

est un isomorphisme. 

[m−n/p] 0 

Utilisant la dualité et transposition, ou voit que l’opérateur défini par : 
 

∆ : W −m+2,p
³ 

(Rn) ›→ W m,p
³ 

(Rn) ⊥  P∆
 

 

 
(2.6) 
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p 

≥ 

l l [l+1− 
p

³ ] 

 

est un isomorphisme. 

Alors, l’argument d’obtenir, pour tout entier l ≥ 1 : 

∆ : W −m+2+l,p
³ 

(Rn) ›→ W −m+l,p
³ 

(Rn) ⊥  P∆ 

 
 
 
 

(2.7) 
l 

 
est un isomorphisme. 

l [m−n/p] 

En choisissant m = l + 1, on obtient : 
 

 

∆ : W l,p
³ 

(Rn) ›→ W −1,p
³ 

(Rn) ⊥  P∆
 (2.8) 

l l 
 

par dualité et transposition on déduit que 
 

∆ : W 1,p(Rn)/P∆
 

[l+1−n/q] 

 

 
›→ W −1,p(Rn) (2.9) 

−l 
 

est un isomorphisme. 
 

Théorème 2.1.4 

[l+1−n/p] −l 

 

Soit m ≥ 1 et l ≥ 1 deux nombres entiers tels que n ∈/ {1, · · · , l + 1} . Alors l’opérateur 

de Laplace défini par : 
 

∆ : W 1+m,p(Rn)/P∆
 

 
›→ W −1+m,p(Rn) (2.10) 

 
est un isomorphisme. 

 
preuve 

−l+m [l+1−n/p] −l+m 

Ce théorème est une conséquence de la proposition (2.1.1) et la régularité des solutions du 

Laplacien. 

Le corollaire suivant est obtenu de la proposition (2.1.1) par dualité et transposition. 
 

Corollaire 2.1.5 

Soit l 1, un nombres entier tel que 
n 

Alors, l’opérateur de Laplace défini par : 
p 

∆ : W 1,p(Rn) ›→ W −1,p(Rn) ⊥  P∆ 
n (2.11) 

 
 
 

est un isomorphisme. 

La régularité des solutions de l’opérateur de Laplace permet d’obtenir le résultat suivant : 
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p³ 

p³ 

−l+m [l+1−n/p] −l+m 

m m [1−n/p ] 

 

Proposition 2.1.2 

Soit m ≥ 0 et l ≥ 0 deux nombres entiers avec n 
 
∈/ {1, · · · , l + 1} Alors ; l’opérateur de 

Laplace défini par : 

 
∆ : W 1+m,p(Rn) ›→ W −1+m,p(Rn) ⊥  P∆ 

n 

 
 

(2.12) 
 

est un isomorphisme . 

l+m l+m [l+1− 
p

³ ] 

Finalement, on peut changer le signe de m par dualité. Alors, en résumant tous les résultats 

obtenus précédemment,on obtient : 

 
Proposition 2.1.3 

Soit m ∈  Z et soit p un nombre réel dans ]1, +∞[. Alors 
 

(i) Pour tout entier l strictement positif tel que n ∈/ {1, · · · , l + 1} Les opérateurs de 

Laplace suivants sont des isomorphismes : 

∆ : W 1+m,p(Rn)/P∆ 

 
›→ W −1+m,p(Rn) 

 

∆ : W 1+m,p(Rn) ›→ W −1+m,p(Rn) ⊥  P∆ 

 

(ii) Si 
n

 
p 

 
n 

ƒ= 1 et 
p³ 

l+m 
 
 

ƒ= 1, alors  
l’opérateur 

−l+m [l+1−n/p] 

 

∆ : W 1+m,p(Rn)/P[1−n/p]  ›→ W −1+m,p(Rn) ⊥  P ³ 

 
 
 

est un isomorphisme. 

 
On peut trouver des résultats similaires concernant l’équation 5.1 par Boulmezaoud [5] dans le 

cas du demi-espace et par Amrouche, Girault et Giroire [2] dans le cas d’un domaine extérieur. 
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+ 

+ 

∈ A 

A 

∈ A 

. 
∆u = f Dans Rn , 

m+l + m+l 

 

 L’équation de Laplace dans Rn 

 

Dans ce paragraphe, nous donnons des résultats fondamentaux de l’équation de Laplace 

dans Rn . Ces résultats sont démontrées par Boulmezaoud (voir [7]) dans le cas particulier, où 

p =  2 pour n ≥ 3, ensuite généralisé par Amrouche-Něcasová (voir [3]) et Amrouche (voir 

[4]) en théorie Lp pour N ≥ 2, avec des solutions de quelques cas critiques par des moyens de 

facteurs logarithmiques dans le poids. 

 
Tout d’abord, On considère le problème de Dirichlet : 

 

PD 
 

On a les résultats suivants : 

+ 

u = g Dans Γ 

 

Théorème 2.2.1  (Amrouche-Něcasová [4]). Soit l ∈  Z tel que : 

n 

p 
∈/ {1, · · · , l} et 

n 

p 
∈/ {1, · · · , −l} . (2.13) 

Pour tout f ∈  W −1,p(Rn ) et g ∈  W 1−1/p,p
(Γ) satisfaisant la condition de compatibilité 

l + l 

∀ϕ ∈  A∆ 
³ 

[1+l−n/p ] 
 

(f, ϕ)
W −1,p(Rn )×W̊ −1,p

³ 
(Rn )  

= (g, ∂N ϕ)
W 1−1/p,p

(Γ)×W̊ −1/p
³ 
,p

³ 
(Γ)

. 
(2.14) 

l + l + l −l 

Le problème (PD) admet la solution u ∈  W 1,p(Rn ) unique, á un élément de A∆ et 
l + 

il existe une constante C tel que : 

[1−l−n/p] 

 
 

inf "u + q"W 1,p(Rn )  ≤ C("f "W −1,p(Rn )  + "g"W 1−1/p,p
(Γ)). 

q ∆ l + 
[1−l−n/p] 

l + l 

Théorème 2.2.2  (Amrouche-Něcasová [4]). Soit l ∈  Z et m ≥ 1 deux entiers tels que 

n 

p 
∈/ {1, · · · , l + 1} et 

n 

p 
∈/ {1, · · · , −l − m} . (2.15) 

Pour tout f ∈  W m−1,p(Rn ) et g ∈  W m+1−1/p,p
(Γ) satisfaisant la condition (2 ;14) de 

compatibilité. Le problème (PD) admet la solution u ∈  W m+1,p(Rn ) unique ,á un élément 

 
de ∆ 

[1−l−n/p] 

 
et il existe une constante C tel que : 

m+l + 

 

inf "u + q"W m+1,p(Rn )  ≤ C("f "W m−1,p(Rn )  + "g"W m+1−1/p,p
(Γ)). 

q ∆ 
[1−l−n/p] 

m+l + m+l + m+l 
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∈N 

N 

∈N 

. 
∆u = f Dans Rn , 

m+l + m+l 

 
Maintenant, on considère le problème de Neumann : 

 
PN 

 
On a les résultats suivants 

+ 

∂u = g Dans Γ 

 

Théorème 2.2.3 (Amrouche [3]). Soit l ∈  Z tel que : 
 

n 

p 
∈/ {1, · · · , l} et 

n 

p 
∈/ {1, · · · , −l + 1} . (2.16) 

 

Pour tout f ∈  W 0,p(Rn ) et g ∈  W −1/p,p
(Γ) satisfaisant la condition de compatibilité 

l + 
 

∀ϕ ∈  N ∆ 

1−l 

[l−n/p] 

 
(f, ϕ)

W 0,p(Rn )×W 0,p
³ 
(Rn ) 

+ (g, ∂N ϕ)
W −1/p,p

(Γ)×W 1−1/p
³ 
,p

³ 
(Γ) 

= 0. 
(2.17) 

l + −l + l−1 −l+1 
 

Le problème (PN ) admet une solution u ∈  W 1,p (Rn ) unique, á un élément de N ∆ 

 
et il existe une constante C tel que : 

l−1 + [2−l−n/p] 

 
inf "u + q"W 1,p (Rn )  ≤ C("f "W 0,p(Rn )  + "g"W −1/p,p

(Γ)). 
q ∆ 

[2−l−n/p] 
l−1 + l + l−1 

 

Théorème 2.2.4 Soit l ∈  Z et m ≥ 1 deux entiers tels que 
 

n 

p 
∈/ {1, · · · , l} et 

n 

p 
∈/ {1, · · · , −l − m} (2.18) 

 

Pour tout f ∈  W m−1,p(Rn ) et g ∈  W m+1−1/p,p
(Γ) satisfaisant la condition (2.17)de 

comptabilité le problème (PN ) admet une solution u ∈  W m+2,p(Rn ) unique, á un élément 

 
de  ∆ 

[2−l−n/p] 

 
et il existe une constante C tel que 

m+l + 

 
inf "u + q"W m+1,p(Rn )  ≤ C("f "W m−1,p (Rn )  + "g"W m−1/p,p

(Γ)). 
q ∆ 

[2−l−n/p] 
m+l + m+l−1 + m+l−1 
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+ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dans ce mémoire, on a présenté en premier temps, les espaces de Sobolev avec poids et leurs 

propriétés fondamentales. En deuxième temps, on a utilisé ces espaces comme cadre fonctionnel 

pour montrer l’existence et l’unicité des solutions de l’équations de Laplace dans l’espace tout 

entier Rn et dans le demi-espace Rn . 
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