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Introduction générale
Un système dynamique discret (ou une équation aux di¤érences), est justement écrit

sous forme générale par : Xn+1 = f(Xn) où f est une application régulière engendrée par

l�itération d�une application ou d�un di¤émorphisme d�un ouvert deR2 dans lui même, Par

exemple dans les sciences de vie, deux animaux mâle et femelle d�un type de �lapin�sont

mis dans un endroit lapinière chaque mois qui passe en voit que leur nombre croît et la

population (les lapins) est multipliée par un certain paramètre, le paramètre dé�nissant

les conditions de vie de cette population. La loi de croissance de cette population s�écrit

sous la forme : Xn+1 = �Xn où l�indice n indique le temps (numéro d�ordre de mois),

le temps est discret sera donc noté par une variable n qui prend les valeurs entières

(n 2 Z) : Le premier état est X1 = �X0 ; où X0 désigne la population initiale ou la

condition initiale de l�état de la population, le second état qui suit immédiatement le

premier est X2 = �X1 = 2X0 ; et ainsi de suite de telle sorte que la n � i�eme état est

donné par : Xn = �
nX0. On a donc une croissance exponentielle. Imaginons le nombre

de cette population (les lapins) après un an ou deux ans.

En mathématiques, une équation aux di¤érences quadratique en 2-D est un polynôme

de degré deux avec un nombre quelconque de variables. Par exemple, le carré de la

distance comprise entre deux points dans un espace euclidien en 2-D, donne une équation

quadratique de quatre variables qui sont les deux coordonnées des deux points.

Les équations aux di¤érences interviennent dans de nombreux domaines scienti�ques :

mathématiques �nancières, géométrie algorithmique, théorie des nombres, théorie des

jeux, biologie moléculaire, statistique, etc...,

Les équations aux di¤érences en 2-D été aussi largement étudiées comme les applica-

tions en 2-D, ces dernières années il y a une augmentation considérable de leurs études

[16],[17] . L�une des raisons importantes pour cet état est le fait que elles présentent des

dynamiques encore plus riches et complexes qui sont décidément distinctes du cas de

dimensions inférieures.

Les équations aux di¤érences en 3-D n�ont pas été aussi largement étudiés comme les
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équations aux di¤érences en 2-D, ces dernières années il y a une augmentation considé-

rable de leurs études [18],[19],[20],[21],[22],[23].

Le premier objectif de notre mémoire est d�étudier l�existence des conditions su¢ -

santes dans laquelle, équation aux di¤érences (3.3) en 2-D possède des solutions bornées

ou non bornées, c�est-à-dire nous cherchons les conditions su¢ santes qui satisfaisant les

paramètres (a; b) 2 R2 dans lesquelles les solutions de équation aux di¤érences (3.3) sont

bornées ou non bornées car la plupart des solutions chaotiques sont bornées.

Le deuxième objectif de notre mémoire a pour but d�étudier à la fois analytiquement

et numériquement les comportement dynamiques de la nouvelle équation aux di¤érences

(3.3) qui est obtenues par modi�cation de l�équation aux di¤érences de Hénon en 2-D,

la nouvelle équation, capables de réaliser des attracteurs chaotiques de type "Multiples-

plis". Notre mémoire est organisée à travers trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre : On rappellera les principales dé�nitions et notions

générales et spéci�ques aux équation aux di¤érences, utilisées tout au long de ce ma-

nuscrit (mémoire) concernant, les points �xes et leurs stabilités, bifurcation, attracteurs,

attracteurs chaotiques, exposants de Lyapunov

Dans le deuxième chapitre : Nous allons considérer dans ce chapitre des systèmes

d�équations récurrentes couplées, De tels systèmes peuvent être linéaires ou bien non

linéaires. Ces modèles sont très utilisés aujourd�hui pour d´écrire les processus d�évolution

des séquences génomiques, en épidémiologie, voire même en économie. Dans ce cours, nous

verrons des exemples d�application de ces systèmes en démographie, avec la fameuse suite

de Faibonacci.

Dans le troisième chapitre : Ce chapitre est consacré à étudier le comportement

dynamique l�équation Hénon en 2-D modi�ée qui est capable de générer des attracteurs

chaotiques de types "multiples-plis", les points �xes, les solutions bornées, les solution

non bornées et les bifurcations sont étudiés en détail, le comportement dynamique de

base est décrit brièvement, l�existence d�attracteurs chaotiques de types Multiples-plis et

Exposant L�ybunove, est justi�ée par méthodes numériques.
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Chapitre 1

Equations aux di¤érences

1.1 Dé�nition et réprésentation

L�étude de la stabilité des solution périodiques, grâce à l�application de Poincaré

aux multiplicateurs caractéristiques, permet d�entrevoir l�importance des équations aux

di¤érences, ou dans un langage plus prosaïque, des suites récurrentes. Une équation aux

di¤érences est de la forme :

Xk+1 = G (Xk) (1.1)

où G est une application régulière d�un ouvert U de Rn dans lui même. L�application

continu dx
dt
= v (x) peut être étudié comme une application discret si, au lieu de consi-

dérer son �ot continu �t, on considère � > 0 ("sorte" de période d�échantillonnage) et

l�application associée.

G : U �! U
x�!G(x)=�� (x)

Comme �� � �� = �2� , il est clair que l�étude de �t lorsque t �! +1 et celle de

Gk = G �G � ::: � G| {z }
k-fois
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lorsque l�entier k tend vers +1 doivent être très similaires.

Nous rappelons ici, succinctement, comment les notions et résultats précédents, in-

troduits pour les applications continues, se transposent aux les équations aux di¤érences.

1.1.1 Trajectoire (ou la solution)

Dé�nition 1.1 Soit x0 2 X une condition initiale et x (t; x0) la solution de équations

aux di¤érences (1.1). L�ensemble des points fx (t; x0) ; t 2 Rg est la trajectoire (ou la

solution) dans l�espace d�état passant par le points x0 à l�instant t = 0.

� Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du même état initial.

� La trajectoire d�une application dynamique autonome ne dépend que l�état initial.

1.2 Points �xes et orbite périodique

Dé�nition 1.2 On appelle point �xe d�un équations aux di¤érences tout point xn tel que

f(xn) = xn (1.2)

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d�équilibre

En général, on trouve les points �xes en résolvant l�équation :

f(x) = x (1.3)

L�étude de ces points se ramène donc à la théorie des points �xes des fonctions nu-

mériques.

Dé�nition 1.3 Une solution O(x0) s�appelle périodique s�il existe un p > 0 t.q.

x(n+ p) = x(n);8n (1.4)
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Une solution est dite éventuellement périodique s�il existe un p > 0 et un N > 0 tels que

l�égalité (1.4) est véri�ée pour tout n > N .

Une solution périodique O(x0) est toujours une suite de points périodique.

Tous ces points s�appellent point périodique de période p du système

Dé�nition 1.4 Le plus petit nombre p qui véri�e (1.4) s�appelle "période fondamentale"

de la solution O(x0):

1.3 Stabilité

Puisque les solutions de la plupart des applications ne s�expriment, pas au moyen

des fonctions élémentaires ou par des quadratiques on recours également à des méthodes

d�intégrations approchées. Le défaut de ces méthodes, c�est qu�elles ne donnent qu�une

solution particulière, il faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière,

on ne peut pas se prononcer sur le caractère des autres solutions.

La question de la stabilité d�une solution ou des positions d�équilibre est une des

questions fondamentales de la théorie qualitative des applications, la réponse de cette

question a été étudiée en détail par l�éminent mathématicien russe A. Lyapunov (1857 -

1918).

Un point d�équilibre d�application continu correspond à ce que l�on appelle aussi un

régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes très simples : si

l�on écarte l�application de l�équilibre, y reviendra-t-il ? Ou encore : une petite perturba-

tion, qui éloigne légèrement l�application de son régime stationnaire, peut-elle avoir des

conséquences importantes et être ampli�ée au cours du temps.

1.4 Stabilité locale

De manière générale, la notion de stabilité joue également un rôle en mathématiques

et en mécanique, dans les modèles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique
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quantique, la physique nucléaire, etc..

Soit f : R2 �! R2 une fonction réelle dé�nie une équations aux di¤érences, soit

Df (x0) sa matrice Jacobienne évaluée au point �xe x0 de l�application f , pour simpli�er

les notions de la stabilité locale du point �xe x0 on introduit la notion de multiplicateur

et pour caractériser la nature de ce point �xe nous donnons les dé�nitions :

Dé�nition 1.5 Les valeurs propres du jacobienne Df (x0) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en x0.

Dé�nition 1.6 Le point �xe x0 de f est dit stable si ses multiplicateurs caractéristiques

sont tous de module strictement inférieur à 1.

Dé�nition 1.7 Le point �xe x0 de f est dit instable si l�un des multiplicateurs et de

module strictement supérieur à 1.

Dé�nition 1.8 Le point �xe x0 de f est dit point selle si au moins un multiplicateur

est de module strictement inférieur à 1 et les autres multiplicateurs sont tous de module

strictement supérieur à 1.

1.4.1 Bifurcation (Route vers le chaos)

La théorie de la bifurcation étudie le changement que subit une application sous

la variation d�un paramètre ou plus donc la bifurcation signi�e un changement dans

le comportement qualitatif d�une application (un système), suite à une variation d�un

paramètre de l�application. Ce changement se produit à des points particuliers appelés

points de bifurcation. Par exemple déstabilisation d�un point �xe stable, apparition ou

disparition d�un cycle ou d�un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit

est nommée le point de bifurcation. Notons que la transition vers le chaos s�opère selon

des bifurcations, il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point �xe au

chaos. On constate dans tous les cas que l�évolution du point �xe vers le chaos n�est

progressive, mais marquée des changements discontinus qu�on a déjà appelés bifurcation.
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1.4.2 Diférents types de bifurcations régulières

Dans cette section, on considère trois types de bifurcations locales : La bifurcation

de doublement de période, la bifurcation point selle (ou n�ud-col) et la bifurcation de

Neimark. Ces bifurcations sont locales car elles peuvent être analysées par la linéarisation

de l�application au voisinage d�un point �xe ou d�un cycle limite. Tous les types de bifur-

cations étudiées correspondent toujours à j �i j= 1 (où �i représente les multiplicateurs).

Bifurcation �ip ou doublement de période (� = �1)

Cette bifurcation a lieu lorsqu�un des multiplicateurs est égales à �1. Un cycle d�ordre

k qui subie cette bifurcation va changer de nature et créer un cycle d�ordre 2k de la même

nature. C�est-à-dire, un point �xe stable d�ordre 1, par exemple, devient instable en même

temps que l�apparition d�un cycle d�ordre 2 stable.

Bifurcation fold ou n�ud-col (� = 1)

La bifurcation � = +1 correspond à la situation où l�un des multiplicateurs est égale

à +1. Ce type de bifurcation donne naissance à deux cycles d�ordre k en même temps,

l�un est attractif et l�autre est instable.

Bifurcation de Neimark (� = exp�i�)

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobéenne possède deux multiplica-

teurs complexes conjuguées �1 = �2 et de plus j �i=1;2 j= 1:

1.4.3 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de l�état stationnaire du système

en fonction du paramètre du contrôle (ou bifurcation). Les graphiques qui explicitent

ces bifurcations, sont logiquement appelés diagrammes de bifurcation. Typiquement, on

choisit un état variable et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction d�un seul

paramètre de contrôle. Pour les systèmes discontinus, on trace simplement les valeurs

successives d�un état variable. Un diagramme de bifurcation résume l�information sur

l�espace d�état et la variation en fonction du paramètre peut être visualisée. La transition

d�un état stationnaire vers le chaos peut être observée.
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1.5 Attracteurs et Attracteurs chaotiques

1.5.1 Attracteur

Dé�nitions d�attracteur

Dans la littérature on trouve plusieurs dé�nitions d�attracteur. En général, un attrac-

teur est dé�ni comme une sous-partie fermée de l�espace des phases qui "attire" toutes

les autres solutions vers elle.

On donne un seul dé�nition possible d�attracteur :

Dé�nition 1.9 [1] Soit hR2; fi une équations aux di¤érences, une sous-partie A de R2

est appelée attracteur si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1. A est fermée ;

2. A est positivement invariante ;

3. A est attractive, c�est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant ;

(b) U est attiré par A : 8u 2 U , limt�!1 d(f t(u);A) = 0:

Exemple 1.1 Dans l�espace R2 considérons l�équations aux di¤érences dont la fonction

successeur est la suivante :

g :

�
x

y

�
2 R2 �!

�
x+ y

x+ y

�
2 R2

La variété instable R2i = W i = f(x; y) 2 R2 : x = yg est non-vide, fermée, et strictement

positivement invariante.

De plus, elle est un attracteur global en un seul pas.

Bassin d�attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3:a et 3:b dans la

dé�nition sous-dessus est appelée voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu�il

existe un voisinage attiré U , on ne peut pas a¢ rmer qu�il est unique : en e¤et A peut
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admettre plusieurs voisinages attires par lui-même. Le bassin d�attraction est l�ensemble

des points de l�espace des phases qui subissent le phénomène d�attraction. Les trajectoires

de ces points évoluent toutes vers l�attracteur

Dé�nition 1.10 On appelle bassin d�attraction B(A) de A le plus grand des tels voisi-

nages attirés, c�est-à-dire : B(A) =
[
fU 2 P (X) : U est un voisinage attiré par Ag :

Propriétés d�un bassin d�attraction :

1. Le comportement qualitatif d�une équation dépend fondamentalement du bassin

d�attraction.

2. La frontière d�un bassin peut être lisse ou fractale, la fractalité est une conséquence

du mouvement chaotique des solutions sur la frontière.

3. Les frontières d�un bassin peuvent être des types qualitativement di¤érents. Par

exemple la nature d�un bassin peut changer à partir d�une courbe simple lisse à un autre

fractale. Ce phénomène est appelé métamorphose [2].

Di¤érents types d�attracteurs

Comment distinguer un phénomène chaotique d�un phénomène aléatoire ? C�est la

question que se posent les physiciens lorsqu�ils sont confrontés au comportement chaotique

d�un système. Il existe trois types d�attracteurs qui caractérisent l�évolution de systèmes

non chaotiques, et ils peuvent être de trois sortes : Les points �xes, les cycles limites

(orbites périodiques) et les cycles limites (quasi-périodiques).

1.5.2 Attracteurs chaotiques

Jusqu�en 1963 on ne connaissait que trois types d�attracteurs : le point �xe, le cycle li-

mite et le tore. Le tracé représentant l�évolution d�un système chaotique dans l�espace des

phases en fonction du temps se comporte de manière «étrange» par rapport aux attrac-

teurs des systèmes simples comme nous l�avons vu plus haut. C�est pourquoi D. Ruelle

l�a nommé «attracteur étrange» . Un attracteur est dit étrange ou chaotique lorsque

les points le constituant génèrent des trajectoires sensibles aux conditions initiales. Un
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attracteur chaotique est généralement associé à l�existence d�une in�nité de trajectoires

instables de tous ordres.

Dé�nition 1.11 Soit A est un attracteur de R2, on dit que A est un attracteur étrange

si il est chaotique (A véri�é la notion de sensibilité aux conditions initiales), un lecteur

intéressé pourra consulter [2].

1.6 Exposant de L�yapunov

La sensibilité aux conditions initiales généralement appelée �l�e¤et papillon� a été

popularisée par le météorologue Edward Lorenz [3]. Elle se caractérise par le fait que

la distance entre deux trajectoires de phase initialement voisines, tend à augmenter de

manière exponentielle au cours du temps. Le mathématicien russe Alexander Lyapunov

[4] s�est penché sur le phénomène de sensibilité aux conditions initiales et a proposé une

grandeur permettant de la quanti�er. Cette grandeur est appelée "exposant de Lyapu-

nov". On dit que l�on a la propriété de sensibilité aux conditions initiales, si au moins un

des exposants de Lyapounov est strictement positif. En outre, l�exposant de Lyapunov

1.6.1 Exposant de L�yapunov d�équation aux di¤érence en 2-D

G une application unidimensionnelle, G : R �! R tell que xn+1 = G (xn), x0 et x0+"

deux point initiaux porches après n itération on aura :

"en�(x0) = jGn(x0 + ")�Gn(x0)j (1.5)

quand n tend vers l�in�ni et " aussi

�(x0) = lim
n�!1

lim
"�!0

1

n
log

����Gn(x0 + ")�Gn(x0)"

���� (1.6)

notons xi = Gi (x0) et on sait que
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Gn(x0) = G(G
n�1(x0)) (1.7)

par règle de chaîne on obtient :

dGn(x0)

dx
= G�(xn�1)G

�(xn�2):::G
�(x1)G

�(x0) (1.8)

alors l�exposant de Lyapunov égale :

� = �(x0) = lim
1

n

n�1X
i=0

log
��G�(xi)�� (1.9)

Dé�nition 1.12 On considère l�équation aux di¤érence du plan suivant :

Xk+1 = G(Xk); Xk 2 R2; k = 0; 1; 2; ::: (1.10)

où la fonction G : R2 �! R2 est le champ de vecteurs associé avec le système (1.8). Soit

J (Xk) sa Jacobéenne en Xk 2 R2, k = 0; 1; 2; :::;

et de dé�nir la matrice :

Tn (X0) = J (Xn�1) J (Xn�2) :::J (X1) J (X0) : (1.11)

Par ailleurs, soit Ji(X0; n) le module de la iieme valeur propre de la nieme matrice Tn (X0) ;

où i = 1; 2 et n = 0; 1; 2; ::

Maintenant on a la dé�nition : les exposants de Lyapunov pour l�équation aux di¤é-

rence en dimension deux (1.10) sont dé�nis par la relation :

li (X0) = ln

�
lim

n�!+1
Ji(X0; n)

1
n

�
; i = 1; 2: (1.12)
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Exemple 1.2 Soit l�équation aux di¤érences quadratique suivant :8<: xk+1 = axk � ax2k = axk(1� xk)

yk+1 = b� xk � byk + xkyk = (b� xk)(1� yk)

La matrice jacobienne du équation est :0@a(1� 2x) 0

(1� y) �b+ x

1A
parce que La matrice jacobienne est triangulaire, les exposants de Lyapunov sont :8>>>><>>>>:

�1 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln a j1� 2xj

�2 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln j�b+ xj
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Chapitre 2

Equations aux dé¤erances linéaires

en 2-D

2.1 Introduction

Nous allons considérer dans ce chapitre des systèmes d�équations aux di¤érences cou-

plées de la forme :

8<: xn+1 = f(xn; yn)

yn+1 = g(xn; yn)
(2.1)

De tels systèmes peuvent être linéaires :

8<: xn+1 = a11xn + a12yn

yn+1 = a21xn + a22yn
()

0@ xn+1

yn+1

1A =

0@ a11 a12

a21 a22

1A0@ xn

yn

1A (2.2)

ou bien non linéaires, si f et g sont des fonctions non linéaires de xn et de yn.

Ces modèles sont très utilisés aujourd�hui pour d´écrire les processus d�évolution des

séquences génomiques, en épidémiologie, voire même en économie.

Nous donnons des exemples d�application de ces systèmes :

- En d´emographie, avec la fameuse suite de Fibonacci.
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2.2 Rappels sur les formes de Jordan réelles dans R2

Proposition 2.1 [5] Soit A une matrice réelle carrée de dimension 2.

Alors il existe une matrice réelle inversible P telle que J = P�1AP est de l�une des

formes suivantes :

(a)

0@ �1 0

0 �2

1A�1 6= �2 (b)

0@ �0 0

0 �0

1A
(c)

0@ �0 1

0 �0

1A (d)

0@ � ��

� �

1A � > 0:

ou �0; �1; �2; �; � sont des réels, en relation directe avec les valeurs propres de la

matrice A.

On dit que J est semblable à A, suivant la matrice de passage P:

Les valeurs propres de la matrice A sont aussi les valeurs propres de la matrice J:

Ce sont les valeurs � solutions de l�équation caractéristique :

det(A� �I) = 0 avec I : matrice indentité

() �2 � tr(A)�+ det(A) = 0 équation caractéristique

où tr(A) = a11 + a22 est la trace de A et det(A) = a11a22 � a12a21 son déterminant.

Le discriminant de l�équation caractéristique est � = (tr(A))2 � 4 det(A):

Selon le signe de �, on aura des valeurs propres :

� Réelles distinctes (� > 0) ;

� Réelles égales (� = 0) ;

� Complexes conjuguées (� < 0).

Exemple 2.1 Soit A =

0@ 2 1

�2 4

1A :on tr(A) = 6 et det(A) = 10.
L�équation caractéristique est donc �2 � 6�+ 10 = 0 avec � = �4:

Les valeurs propres de A sont �1;1 = 3� i:

Le calcul des vecteurs propres conjugués associés à �1 et �2 conduit à
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V1;2 =

0@ 1

1

1A� i
0@ 0

1

1A ; d�oú la matrice de passage :

P =

0@ 0 1

1 1

1A avec P�1 =

0@ �1 1

1 0

1A

On véri�e en�n que J = P�1AP =

0@ 3 �1

1 3

1A
Proposition 2.2 Tout système récurrent dans R2 du type Xn+1= AXn peut être trans-

formé en un système di¤érentiel canonique équivalent, Yn+1= JYn où J = P�1AP est

la forme de Jordan associée à A et Xn= PYn:

2.3 Etude d�équation aux di¤érences linéaires dans

R2

Nous considérons donc des systèmes d�équations aux di¤érences de la forme suivante :

0@ xn+1

yn+1

1A =

0@ a11 a12

a21 a22

1A0@ xn

yn

1A (2.3)

On suppose que la matrice A est inversible (detA 6= 0), ce qui implique que (0; 0) est

le seul point �xe. Ces systèmes peuvent aussi s�écrire sous la forme d�une équation aux

di¤érences d�ordre 2 [5] :
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xn+2 = a11xn+1 + a12yn+1

() xn+2 = a11xn+1 + a12(a21xn + a22yn)

xn+1 = a11xn + a12yn =) a12yn = xn+1 � a11xn

xn+2 = a11xn + a12a21xn + a22(xn+1 � a11xn)

xn+2 = (a11 + a22)xn+1 + (a12a21 � a11a22)xn

xn+2 � (a11 + a22)xn+1 + (a11a22 � a12a21)xn = 0

xn+2 � tr(A)xn+1 + det(A)xn = 0

[5] L�utilisation des formes de Jordan semble naturelle pour résoudre les systèmes

linéaires dans la mesure où :

0@ xn+1

yn+1

1A = A

0@ xn

yn

1A ()

0@ xn

yn

1A = An

0@ x0

y0

1A (2.4)

Or A = PJP�1, donc An= PJnP�1. La résolution des systèmes linéaires se raméne

donc au calcul de la matrice Jn

2.3.1 Cas où A admet deux valeurs propres réelles distinctes

on P =

0@ v11 v21

v12 v22

1Aet J =
0@ �1 0

0 �2

1A
Dans la base de Jordan, on peut donc écrire :0@ wn+1

zn+1

1A = J

0@ wn

zn

1A avec

0@ xn

yn

1A = P

0@ wn

zn

1A
0@ wn

zn

1A = Jn

0@ w0

z0

1A =

0@ �n1 0

0 �n2

1A0@ w0

z0

1A =

0@ �n1w0

�n2z0

1A
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0@ xn

yn

1A = P

0@ wn

zn

1A =

0@ v11 v21

v12 v22

1A0@ �n1w0

�n2z0

1A
0@ xn

yn

1A =

0@ v11�
n
1w0 + v21�

n
2z0

v12�
n
1w0 + v22�

n
2z0

1A
0@ xn

yn

1A = w0

0@ v11

v12

1A �n1 + z0

0@ v21

v22

1A�n2
On peut maintenant représenter les solutions, soit dans le plan (xn; yn), soit dans le

plan (wn; zn ) : qualitativement, les trajectoires seront les mêmes. La nature du point

�xe va dépendre du signe et de la valeur des valeurs propres �1 et �2, c�est-à-dire des

conditions j �1 j< 1 et j �2 j< 1.

Exemple 2.2 Résoudre le système suivant :8<: xn+1 = xn + yn

yn+1 = 0:25xn + yn
()

0@ xn+1

yn+1

1A =

0@ 1 1

0:25 1

1A0@ xn

yn

1A :
Les valeurs propres de la matrice A sont �1 = 1

2
< 1 et �2 = 3

2
> 1: On a donc un

point selle.

Les vecteurs propres associés à chacune des valeurs propres sont V1 =

0@ 2

�1

1A
(associé à �1) et V2 =

0@ 2

1

1A(associé à �2).
La matrice de passage est donc P =

0@ 2 2

�1 1

1A avec P�1 =

0@ 1=4 �1=2

1=4 1=2

1A :
La forme de Jordan associée à A est J =

0@ 1=2 0

0 3=2

1A :
Dans la base de Jordan, la solution est donc

0@ wn

zn

1A =

0@ (1=2)nw0

(3=2)nz0

1A ; ce qui
conduit à la solution �nale :
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0@ xn

yn

1A = w0

0@ 2

�1

1A (1=2)n + z0
0@ 2

1

1A (3=2)n
2.3.2 Cas où A admet une valeur propre double (A non diago-

nale)

On P =

0@ v01 m21

v02 m22

1Aet J =
0@ �0 1

0 �0

1A
Dans la base de Jordan, on peut donc écrire :0@ wn+1

zn+1

1A = J

0@ wn

zn

1A avec

0@ xn

yn

1A = P

0@ wn

zn

1A
0@ wn

zn

1A = Jn

0@ w0

z0

1A

J2 =

0@ �0 1

0 �0

1A0@ �0 1

0 �0

1A =

0@ �20 2�0

0 �20

1A

J3 =

0@ �20 2�0

0 �20

1A0@ �0 1

0 �0

1A =

0@ �30 3�20

0 �30

1A
...

On a donc Jn =

0@ �n0 n�n�10

0 �n0

1A
Ainsi, il vient0@ wn

zn

1A =

0@ �n0 n�n�10

0 �n0

1A0@ w0

z0

1A =

0@ �n0w0 + n�
n�1
0 z0

�n0z0

1A
Finalement, on obtient :0@ xn

yn

1A =

0@ v01 m21

v02 m22

1A0@ �n0w0 + n�
n�1
0 z0

�n0z0

1A
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0@ xn

yn

1A =

0@ v01(�
n
0w0 + n�

n�1
0 z0) +m21�

n
0z0

v02(�
n
0w0 + n�

n�1
0 z0) +m21�

n
0z0

1A
0@ xn

yn

1A = (�0w0 + nz0)

0@ v01

v02

1An�n�10 + z0

0@ m21

m22

1A�n0
Remarque 2.1 limn�!1 n�

n�1
0 = 0 si j �0 j< 1:

2.3.3 Cas où A admet deux valeurs propres complexes conju-

guées

Les valeurs propres sont �1;2 = �� i� avec v!1;2 = �!a � i
�!
b :

Alors J =

0@ � ��

� �

1A avec P =
�
�!a �!

b
�
:

Dans la base de Jordan on a donc :0@ wn+1

zn+1

1A = J

0@ wn

zn

1A =

0@ � ��

� �

1A 0@ wn

zn

1A
Par mesure de simpli�cation, mais surtout pour calculer Jn, on utilise la notation des

complexes en module et argument �1 = �(cos! + i sin!) et �2 = �(cos! � i sin!) . On

a les relations � = � cos! et � = � sin!; ainsi que � =
p
�2 + �2 et tanw = �

�
:

Ainsi, J =

0@ � ��

� �

1A =

0@ � cos! �� sin!

� sin! � cos!

1A = �R(!)

avecR(!)=

0@ cos! � sin!

sin! cos!

1A la matrice de rotation d�angle ! et de centre l�origine.
Pour trouver la solution du système dans la base de Jordan, on a besoin de Jn :

J =�R(!)

J2 = �R(!)�R(!) = �2R(2!)
...

Jn = �nR(n!)

En e¤et, concernant J2, quand on compose deux rotations, on obtient une nouvelle

rotation dont l�angle est la somme des deux composées.
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0@ wn

zn

1A = �nR(n!)

0@ w0

z0

1A = �n

0@ cosn! � sinn!

sinn! cosn!

1A0@ w0

z0

1A

= �n

0@ cosn!w0 � sinn!z0
sinn!w0 + cosn!z0

1A
Pour revenir aux coordonnées initiales, on utilise la relation

0@ xn

yn

1A = P

0@ wn

zn

1A :0@ xn

yn

1A =
� �!
b �!a

�
�n

0@ cosn!w0 � sinn!z0
sinn!w0 + cosn!z0

1A
0@ xn

yn

1A = �n
h
(cosn!w0 � sinn!z0)

�!
b + (sinn!w0 + cosn!z0)

�!a
i

Les termes en cos (n!) et sin (n!) sont responsables de la rotation dans le plan

(xn; yn), tandis que le terme �n est responsable de l�évolution avec n de la distance au

point (0; 0).

Ainsi, la nature du point (0; 0) dépend de la position de � par rapport à 1 (� > 0) :

� Si � < 1, alors limn�!1 �
n = 0, on se rapproche de (0; 0) en tournant autour : on

a un foyer asymptotiquement stable ;

� Si � > 1, alors limn�!1 �
n = +1; on s�éloigne de (0; 0) en tournant autour : on a

un foyer instable ;

� Si � = 1, alors 8n, �n = 1, on reste toujours à la même distance de(0; 0) en tournant

autour : on a des centres.

Exemple 2.3 Etudier le systéme

0@ xn+1

yn+1

1A = A

0@ xn

yn

1A avec

0@ 1 3

�1 1

1A :
Les valeurs propres sont �1;2 = 1� i

p
3, donc J =

0@ 1 �
p
3

p
3 1

1A :
Les vecteurs propres sont

0@ p
3

0

1A� i
0@ 0

1

1A donc P =

0@ 0
p
3

1 0

1A.
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On calcule � =
p
�2 + �2 = 2 et tan! =

p
3 =) ! = �

3
:On a donc � > 1, l�origine

est un foyer instable.

Par conséquent :

J = 2

0@ cos �
3
� sin �

3

sin �
3

cos �
3

1A ce qui implique que Jn = 2n

0@ cos(n�
3
) � sin(n�

3
)

sin(n�
3
) cos(n�

3
)

1A.
Dans la base de Jordan, la solution s�écrit donc :0@ wn

zn

1A = Jn

0@ w0

z0

1A = 2n

0@ cos(n�
3
) � sin(n�

3
)

sin(n�
3
) cos(n�

3
)

1A0@ w0

z0

1A
soit

0@ wn

zn

1A = 2n

0@ w0 cos(n
�
3
)� z0 sin(n�3 )

w0 sin(n
�
3
) + z0 cos(n

�
3
)

1A
La solution �nale du système est alors :0@ xn

yn

1A = P

0@ wn

zn

1A = 2n

0@ 0
p
3

1 0

1A0@ w0 cos(n
�
3
)� z0 sin(n�3 )

w0 sin(n
�
3
) + z0 cos(n

�
3
)

1A
soit

0@ xn

yn

1A = 2n

0@ p
3w0 sin(n

�
3
) +

p
3z0 cos(n

�
3
)

w0 cos(n
�
3
)� z0 sin(n�3 )

1A
Avec la condition initiale

x0 = 1 et y0 = 1, il vient w0 = 1 et z0 = 1=
p
3, ce qui donne :

0@ xn

yn

1A = 2n

0@ p
3 sin(n�

3
) + cos(n�

3
)

cos(n�
3
)� 1p

3
sin(n�

3
)

1A
2.4 Exemple : équation aux di¤érences de Fibonacci

Ce problème est apparu pour la première fois en 1202 dans le "Liber abaci" (Livre du

calcul ou Livre de l�abaque), un livre écrit par le célèbre mathématicien italien Leonardo

de Pise, plus connu sous le nom de Leonardo Fibonacci [6] . Fibonacci présente dans ce

livre les chi¤res arabes et le système d�́ ecriture décimale positionnelle.

La suite de Fibonacci est dé�nie de la manière suivante :

xn+2 = xn+1 + xn avec x0 = 0 et x1 = 1 (2.5)
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Les premiers termes de la suite sont donc :

0; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; :::

Exemple 2.4 Etudier le systéme

0@ jn+1

an+1

1A =

0@ an

jn + an

1A =

0@ 0 1

1 1

1A0@ jn

an

1A
avec j0 = 1 et a0 = 0:

an+2 = jn+1 + an+1 = an + an+1:

Les valeurs propres de la matrice A sont �1;2 = 1�
p
5

2
, c�est-à-dire �1 ' 1; 6 et �2 '

�0; 6.

Le point �xe origine sera donc un point selle, avec divergence selon le premier vecteur

propre et oscillations convergentes autour du second vecteur propre.

Les vecteurs propres de A sont V1 =

0@ 1

1+
p
5

2

1A et V2 =

0@ 1

1�
p
5

2

1A, donc P =0@ 1 1

1+
p
5

2
1�
p
5

2

1A :
La forme de Jordan associée à A est J =

0@ 1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

1A
avec P�1 = � 1p

5

0@ 1�
p
5

2
�1

�1+
p
5

2
1

1A = 1p
5

0@ �(1�
p
5

2
) 1

1+
p
5

2
�1

1A
La solution �nale est donc :

0@ jn

an

1A = w0

0@ 1

1+
p
5

2

1A 1 +p5
2

!n
+ z0

0@ 1

1�
p
5

2

1A 1�p5
2

!n
On ne s�intéresse en fait qu�à an, c�est-à-dire :

an = w0

 
1 +

p
5

2

!n+1
+ z0

 
1�

p
5

2

!n+1
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Pour trouver w0 et , z0 on utilise la relation suivante :0@ w0

z0

1A = P�1

0@ j0

a0

1A =
1p
5

0@ �(1�
p
5

2
) 1

1+
p
5

2
�1

1A0@ 1

0

1A =

0@ � 1p
5
(1�

p
5

2
)

1p
5
(1+

p
5

2
)

1A
Ainsi, il vient :

an = �
1p
5
(
1�

p
5

2
)

 
1 +

p
5

2

!n+1
+

1p
5
(
1 +

p
5

2
)

 
1�

p
5

2

!n+1

an =
1p
5

  
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n!

Pour �nir, lorsque n �! 1, an ' 1p
5

�
1+
p
5

2

�n
, puisque limn�!1

�
1�
p
5

2

�n
= 0: Ainsi,

pour n grand , an+1
an

' 1+
p
5

2
:
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Chapitre 3

Equation aux di¤érences non

linéaires en 2-D

3.1 Introduction

Dans le but de simpli�er le système de trois équations di¤érentielles du modèle de

Lorenz [3], M. Hénon en 1976 [8] proposa un système quadratique discrèt en 2-D, et étudié

en détail par d�autres [8],[9],[14],[15]. Il est possible de changer la forme de cette équation

pour obtenir d�autres attracteurs chaotiques [10],[11],[12],[13],[17]. Ce chapitre a pour

but d�étudier à la fois analytiquement et numériquement le comportement dynamique du

nouvelle équation qui est obtenue par des modi�cations de l�équation de Hénon en 2-D

On considère l�équation Hénon en 2-D donné par :

H(xn;yn) =

0@ xn+1

yn+1

1A =

0@ 1� ax2n + byn
xn

1A (3.1)

tel que (x; y) 2 R2, a et b les paramètres de bifurcation. si b = 0, l�équation de

Hénon se réduit à l�équation quadratique [7], qui est conjuguée au équation logistique.

D�autre part l�équation (3.1) est capable de réaliser des types des attracteurs chaotiques.

La procédure Hénon permet la construction d�une famille d�attracteurs dépendant des
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deux paramètres a et b, mais n�a pas d�attracteurs de types "multiples-plis".

Dans ce chapitre, nous étudions l�équation de Hénon modi�ée donnée par :

f(xn; yn) =

0@ xn+1

yn+1

1A =

0@ 1� a cosxn + byn
xn

1A (3.2)

ou équivalent :

xn+1 = 1� a cosxn + byn�1 (3.3)

où le terme quadratique x2 dans l�équation Hénon est remplacé par le terme non

linéaire cosx, et nous étudions ce modèle pour certains valeurs de ses paramètres de

bifurcation a et b. La motivation essentielle pour ce travail consiste à étudier le compor-

tement dynamique l�équation Hénon modi�ée qui est capable de générer des attracteurs

chaotiques de types " multiples-plis " via une route de bifurcation doublant période vers

le chaos qui n�a pas été étudiée avant dans la littérature. Le choix du terme cosx a un

rôle important en ce qu�il fait les solutions borné pour les valeurs de b telles que j b j< 1,

et pour toutes les valeurs de a, alors qu�elles sont non bornées pour j b j� 1.

3.2 Résultats analytiques

3.2.1 Existence des points �xes

Dans cette section, nous commençons par l�étude d�existence des points �xes de l�équa-

tion (3.3).

Les points �xes de l�équation (3.3) sont obtenus par le théorème suivant :

Théorème 3.1 Les points �xes de l�équation f

0@ x

y

1A =

0@ 1� a cosx+ by

x

1A sont les

suivants :

(i) Si a = 0, et b = 1, alors il n�y a pas de points �xes pour f .
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(ii) Si a = 0 et b 6= 1, alors le point �xe de f est
�
1
1�b ;

1
1�b
�
.

(iii) Si a 6= 0 et b = 1, alors le point �xe de f est
�
cos�1( 1

a
); cos�1( 1

a
)
�
pour j a j� 1 .

(iv) Si a 6= 0, et b 6= 1, alors les points �xes de f sont contenus dans les intervalles
i
�1; 1+jaj

1�b

i
si b > 1 et si b < 1 alors les points �xes de f sont contenus dans

h
1+jaj
1�b ;+1

h
.

Proof. Les points �xes de l�équation (3.3) sont les solutions réelles du système :

1� a cosx+ by = x; x = y (3.4)

On a alors l�équation :

1� a cosx+ bx = x (3.5)

(i) Si a = 0; b = 1, alors (3.5) implique 1 + x = x; Donc il n�y a pas de valeur

pour x qui satisfait la dernière équation donc il n�y a pas de point �xe pour f .

(ii) Si a = 0; b 6= 1, alors d�après (3.5) nous obtenons 1 + bx = x on obtient x = 1
1�b

et le point �xe est
�
1
1�b ;

1
1�b
�
.

(iii) Si a 6= 0; b = 1, alors d�après (3.5) nous obtenons 1 � a cosx + x = x; d�où

x = cos�1( 1
a
) tel que 1

jaj � 1 c�est-à-direj a j� 1.

(iv) Si a 6= 0; b 6= 1, alors par (3.5) 1� a cosx+ bx = x () x = 1�a cosx
1�b ,

Ainsi j x j� 1+jaj
1�b si b < 1,

j x j� 1+jaj
1�b si b > 1,

alors x 2
i
�1; 1+jaj

1�b

i
si b < 1 et x 2

h
1+jaj
1�b ;+1

h
si b > 1.

Remarquez que les natures des points �xes de la fonction f dans l�équation (3.3)

dépendent toujours des paramètres de bifurcation a et b.

Par exemple, Si a = 0 et b 6= 1;

la stabilité d�un point �xe D(x; y)

Prenant la matrice jacobienne linéarité J(x; y), la stabilité d�un point �xe peut

être établie en calculant les valeurs propres � de J(x; y) correspondant au point �xe

D(x; y) en utilisant l�équation caractéristique :
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P (�) = �2 � tr(J)�+ det(J)

La matrice jacobienne du système (3.3) correspondant au point �xe D(x; y) est écrite

sous la forme :

J(x; y) =

0@ �a sin x b

1 0

1A
Le polynôme caractéristique de la matrice jacobienne d�équation (3.3) calculé au point

JD(x; y) , prend la forme :

P (�) = �2 + a sin x�� b

Si le cas, a = 0 et b 6= 1,

Alors, avec ces valeurs le point �xe D
�
1
1�b ;

1
1�b
�
d�équation (3.3)

Donc la matrice jacobienne écrite sous la form :

JD

�
1

1� b;
1

1� b

�
=

0@ 0 b

1 0

1A
et leur polynôme caractéristique est donné par :

P (�) = �2 � b

La matrice jacobienne au point D d�équation (3.3) possède les valeurs propres dis-

tinctes :

�1;2 = �
p
b

Alors, pour b � 0 : �1;2 = �
p
b et pour b < 0 : �1;2 = �i

p
b:

Si a = 0 et b 6= 1, le point �xe D(x; y) est asymptotiquement stable si seulement

si la condition suivante est satisfait : �1 < b < 1:
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3.2.2 Existence des solutions bornées

Dans cette subjection nous examinons et déterminons les conditions su¢ sante des

domaines de paramètres de bifurcation (a; b) 2 R2 pour laquelle l�équation (3) possède

des solutions bornées et peut être chaotique, car la plupart des orbites chaotiques sont

bornées. D�abord nous prouvons le théorème suivant :

Théorème 3.2 les solutions de l�équation (3.3) sont bornées pour tout a 2 R, et j b j< 1,

et pour toutes conditions initiales (x0; x1) 2 R2.

Proof. Soit j b j< 1; l�équation (3.3) exprimée sous la forme comme suit :

xn+1 = 1� a cosxn + bxn�1 (3.6)

Alors on obtient :

j xn j� 1+ j a j + j b jj xn�2 j; (3.7)

j xn�2 j� 1+ j a j + j b jj xn�4 j; (3.8)

: : : j xn�4 j� 1+ j a j + j b jj xn�6 j; (3.9)

Cela implique que :

j xn j� 1+ j a j + j b jj xn�2 j; (3.10)

j xn j� (1+ j a j)+ j b j (1+ j a j + j bxn�4 j); (3.11)

j xn j� (1+ j a j)+ j b j (1+ j a j)+ j b j2j xn�4 j; : : : (3.12)
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on obtient :

j xn j� (1+ j a j)+ j b j (1+ j a j)+ j b j2 (1+ j a j)+ j b j3j xn�6 j; : : : (3.13)

En continuant de cette façon, nous obtenons :

j xn j� (1+ j a j)(1+ j b j + j b j2 + j b j3 + : : : : : :+ j b jk�1)+ j b jkj xn�2k j (3.14)

D�après que j b j< 1, la somme la suite réelle géométrique nous permet d�obtenir les

inégalités suivantes pour chaque n > 1, k � 0 :

j xn j� (1+ j a j)
�
1� j b jk
1� j b j

�
+ j b jkj xn�2k j : (3.15)

où k est le plus grand entier j tel que j � n
2
. On a donc les deux cas suivants :

(1) si n est impair, c�est-à-dire 9m 2 N, tel que n = 2m+1, alors le plus grand entier

k � n
2
est k = n�1

2
, pour lequel (xn)n véri�e les inégalités suivantes :

j x2m+1 j� (1+ j a j)
�
1� j b jm
1� j b j

�
+ j b jmj x1 j= zm, (3.16)

(2) si n est pair, c�est-à-dire 9m 2 N, tel que n = 2m, alors, le plus grand entier k � n
2

est k = n
2
, pour lequel xn satisfait les inégalités suivantes :

j x2m j� (1+ j a j)
�
1� j b jm
1� j b j

�
+ j b jmj x0 j= um (3.17)

Finalement, pour toutes les valeurs de a et toutes les valeurs de b satisfaisant j b j< 1

et toutes les conditions initiales (x0; x1) 2 R2, on conclut que toutes les solutions de

l�équation (3.3) sont bornées.
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3.2.3 Existence des solutions non bornées

Dans cette sous-section, nous déterminons les conditions su¢ santes pour lesquelles

les solutions de l�équation (3.3) sont non bornées.

D�abord nous prouvons le théorème suivant :

Théorème 3.3 L�équation (3.3) possède des solutions non bornées dans les sous-régions

suivantes de R2 :

�
(a; b; x0; x1) 2 R4= j b j> 1, et j x0 j , j x1 j>

1+ j a j
1� j b j

�
,

et �
(a; b; x0; x1) 2 R4= j b j= 1,et j a j< 1

	
Proof. (1) Pour tout n > 1, on a : xn = 1� a cosxn�1 + bxn�2 .

Alors j bxn�2 � a cosxn�1 j =j xn � 1 j et jj bxn�2 j � j a cosxn�1 jj�j xn � 1 j .

( Nous utilisons les inégalités :j x j � j y j�jj x j � j y jj�j x� y j).

Cela implique que :

j bxn�2 j � j a cosxn�1 j�j xn j +1. (3.18)

car j cosxn�1 j� 1,

cela implique

� j a cosxn�1 j� � j a j

et

j bxn�2 j � j a cosxn�1 j�j bxn�2 j � j a j :

En�n, on a (3.18) :

j bxn�2 j �(j a j +1) �j xn j . (3.19)

et, par induction comme dans la section précédente, on a :

35



j xn j�

8<:
�
�(1+jaj)
jbj�1 + j x1 j

�
j b jn�12 + (1+jaj)

jbj�1 si n est impair,�
�(1+jaj)
jbj�1 + j x0 j

�
j b jn2 + (1+jaj)

jbj�1 ,si n est pair:
(3.20)

Ainsi, si , j b j> 1 et j x0 j, j x0 j > (1+jaj)
jbj�1 , on a limn�!+1 j xn j= +1.

(2) Pour b = 1, on a :

j xn j�

8<: (1� j a j)(n�2
2
) + x1 si n est impair,

(1� j a j)(n
2
) + x0 ,si n est pair:

(3.21)

Par conséquent, si j a j< 1, alors on a : limn�!+1 j xn j= +1. Pour b = �1, on a du

théorème les inégalités :

xn �

8<: �(n�2
2
) + x1

���Pp=n�1
2

p=1 a(�1)p�1 cosxn�(2p�1)
��� , si n est impair

�(n
2
) + x0 +

���Pp=n
2

p=1 a(�1)p�1 cosxn�(2p�1)
��� ,si n est pair: (3.22)

Car
��a(�1)p�1 cosxn�(2p�1)�� �j a j, alors on a :

xn �

8<: (j a j �1)(n�2
2
) + x1 si n est impair,

(j a j �1)(n
2
) + x0 ,si n est pair:

(3.23)

Ainsi, si j a j< 1, alors on a : limn�!+1 j xn j= �1. Par conséquent, la preuve est

terminée.

Il peut être facilement vu à partir des résultats ci-dessus que l�équation Hénon modi�er

de la forme (3.3) avec la fonction cosinus peut présenter par rapport au paramètre b les

comportements suivants :

(i) Si j b j< 1, alors l�équation (3.3) est bornée.

(ii) Si j b j� 1, alors l�équation (3.3) est non bornée.
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3.3 Simulations numériques

3.3.1 Observation d�attracteurs multiples plis

Dans cette section, nous présentons quelques attracteurs chaotiques de type multiples-

plis obtenus par un choix approprié des paramètres a et b. Tous les portraits de phase

présentés dans ce mémoire est fait dans le plan xy. Nous observons que les attracteurs

chaotiques évoluent autour un grand nombre de points �xes, et il semble que le nombre

de ces points augmente en augmentant a quand b est �xe.

Il y a plusieurs façons possibles pour un équation aux di¤érences de passer de compor-

tement régulier au chaos. Les diagrammes de bifurcation a¢ chent ces routes et permettent

de identi�er les régions chaotiques dans l�espace-ab à partir desquelles les attracteurs

chaotiques peuvent être déterminés. Dans cette sous-section, nous illustrerons certains

attracteurs chaotiques observés, ainsi que quelques autres phénomènes dynamiques. Fig.1,

Fig.2 présentent respectivement le digramme de bifurcation et le spectre de l�exposant de

Lyapunov le plus grand de l�équation aux (3.3) par rapport au paramètre a, a 2 [�2; 2]

Des attracteurs chaotiques de l�équation (3.3) sont représentés sur Fig.4, Fig.5 et Fig.6.

Fig.1 : Diagramme de bifurcation de (3.3) pour b = 0:3

et�2 � a � 2.
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Fig.2 : Variation de l�exposant de l�yapunov de (3.3) pour

b = 0:3 et �2 � a � 2.

Fig.3 : Serie x correspondant de l�attracteur de (3.3) pour

a = 3 et b = 0:3.
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Fig.4 : Attracteurs chaotiques de type multiples-plis obtenus a

partir de (3.3) pour (a) a = 4:8 et b = 0:8, (b) a = 3:6 et b = 0:8,

(c) a = 4:0 et b = 0:5, (d ) a = 4:0 et b = 0:9.

Fig.5 : Attracteur chaotiques de (3.3) pour a = 3 et

b = 0:3.
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Fiig.6 : Attracteur chaotiques de (3.3) pour b = 0:5

et a = 5.

40



Conclusion général
Cette mémoire est consacrée à l�étude d�une nouvelle équation de Hénon en 2-D

modi�ée par une fonction sinusoïdale, cette nouvelle application réalise de nouveaux

phénomènes comme l�existence d�une région chaotique.

Les points �xes, la stabilité et la bifurcation, l�existence des solutions bornées, le com-

portement dynamique sont décrits avec satisfaction, la structure dynamique et l�existence

d�attracteurs chaotiques de types multiples-plis, sont justi�és par des méthodes numé-

riques.

Notre prochain projet sera l�étude le cas général ou f est une fonction réelle bornée.
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 ملخصـال

 .ق دراسة نوعية واسة معادلة الفرنهتم في هذه المذكرة بدر

هذه المذكرة هو دراسة كل من السلوك التحليلي والعددي للسلوك الديناميكي لمعادلة جديدة تم الحصول عليها  الهدف من

   Hénonعن طريق تعديلات في معادلة 

ق وافكار اساسية مع تقديم امثلة لمعادلة الفرثم تطرقنا لعرض  ق،ومعادلة الفرقمنا ابتدءا بعرض المفاهيم الأساسية لل

المعدلة، يتم دراسة النقاط الثابتة، الحلول المحدودة،  Hénonالخطية، و في الاخير درسنا السلوك الديناميكي لمعادلة 

 . ، المناطق الفوضوية التشعب

 . ،مناطق الفوضويةنقاط الثابتة، حلول المحدودة، التشعب  ،Hénonالسلوك الديناميكي، معادلة :  مفتاحيةالـكلمات ال

 

Résumé 

 
 Le travail abordé dans ce mémoire port sur Equation Aux différences Etude 

Qualitative.  

 Ce mémoire a pour but d’étudier à la fois analytiquement et numériquement le 

comportement dynamique de la nouvelle équation qui est obtenue par des modifications de 

l’équation de Hénon en 2-D . 

 Au début, nous avons fait quelque préliminaire (Définitions et notion générales et 

spécifiques aux équation aux différences) . Ensuite, quelques notions de base sur les équations 

aux différences linéaires ,En fin nous étudions le comportement 

dynamique l’équation Hénon en 2-D modifiée, les points fixes, les solutions bornées, les 

solution non bornées et les bifurcations sont étudiés en détail . 

Mots clés : équation aux différences, équation de Hénon en 2-D, le comportement dynamique 

, point fixes , solution bornée , bifurcation.  

 

Abstract 

 
           The work discussed in our thesis deals with Equation Differences Qualitative Study. 

           The aim of this thesis is to study both sides of the dynamic behavior which are: the  

analytical and numerical behaviors of the new equation that is obtained by modifications of 

the Hénon equation in 2-D . 

 At the beginning, we presented some preliminary (definitions and general concept and 

specific to the difference equation). Then, some basic notions with examples about the linear 

difference equations. Finally, we studied the dynamic behavior of the modified 2-D Hénon 

equation, fixed points, the bounded solutions, the unbounded solutions and the bifurcations 

are studied in detail. 

Key words: difference equation, 2-D Hénon equation, dynamic behavior, fixed point, 

bounded solution, bifurcation. 

 


