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NOTATIONS
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(A,+) : un groupe additif.

A : un grpupe, un anneau, une algébre sur K.

I : un idéal.

A/T : un anneau quotient.

f:A— B :un homomorphisme de groupes, d’anneaux, d’algébres.
ker f : le neyau de f dans A.

M(E) : magma libre construit sur I’ensemble E.

¢(w) : longueur du mot w (word).

Libg (FE) : une algebre libre associative sur 'anneau K.

K(X) : une k-algébre des polynomes non commutatives sur ’ensemble des monomes X.
K[X] : une K-algeébre des polynomes en varaibles commutatives.
P : somme directe.

| .| : le cardinal d’un ensemble, d’un groupe,....

(X/R) : une présentation par des générateurs X et relateurs R.

a, = dimg(A,) = rankg(A,).

rn ={r € R:{(r) =n} : le nombre minimal des relateurs.

(1— | X | t+ Hg(t)) - Ha(t) > 1 : I'inégalité de Golod-Shafarevich.



INTRODUCTION

La présentation d'un groupe par générateurs et relateurs est trés utile. Comme un fruit de
cet ideé est I'inégalité montrée en 1964 par Golod et Shafarevich, celui 14 a produit plusieur
applications importantes dans différents domaines : théorie combinatoire des groupes, théorie
des nombres,- - - . Comme exemple de ces applications :

1) Class filed tower problem (cet inégalité méne & montrer l'infinité des extensions (les

groupes de Galois)).

d(G) = dim H'(G,Z/pZ) = le nombre minimal des générateurs avec des conditions sur G.

r(G) = dim H*(G, Z/pZ) = le nombre minimal des relateurs avec des conditions sur G.

3) Réponse négative aux probléme de Burnside.
Ce mémoire a diviser en trois chapitre :
Dans le premier chapitre : nous rappelons des outils essentiels pour notre étude, comme

anneau, anneau quotient, algebre,........

Dans le deuxiéme chapitre : nous étudions 'inégalité de Golod-Shafarevich et leurs com-

posants, la présentation par générateurs et relateurs, séries de Hilbert.

Dans le troisieme chapitre : nous avons posé le probleme de Kurosh-Levitzky, et nous

essayons résolu la réponse de ce probléme avec un exemple.

vi



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

1.1 Anneau

Définition 1.1.1 On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de compositions appe-
lées respectivement addition((x,y) — = + y) et multiplication((z,y) — x - y)), satisfaisant aux
axiomes suivants :

pour tout x,y,z € A

1. (A,+) est un groupe commutatif telles que :
xr+y+z)=@+y) +z.
*rt+y=y+z
* 0+rx=24+0=ux.
* x4 (—z) = (—z)+2=0.
2. (A,x) est un monoide telle que :
* z(yz) = (2y)z.
xx-1=1-2=nux.
3. La multiplication est distributive par rapport a l’addition :

* (r4y) z=z2z+yz.
*x-(y+z2) =zy+az.

A un anneau commutatif si 'on a zy = yx pour tout x,y € A.

Exemple 1.1.1 (R, +, X) est un anneau.
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Proposition 1.1.1 (Morphisme d’anneaux) Soient A et B deux anneaux et f : A—B une
application. On dit que f est un morphisme d’anneaux (si et seulement si) :
* fla+b) = f(a)+ f(b)
« fla-b) = f(a)- F(b)
* f(lA) = 13.
Pour tout a,b € A.
Si f est bijective alors on dit que f est un isomorphisme.

Définition 1.1.2 Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A toute partie S de K (S C K)
tels que
pour tout z,y € S

1. S est un sous-groupe de (A,+) tels que :
*0€eS.
*r+yes.
*x (—x)€eS.
2. S est stable pour la multiplication i.e :xy € S.
3. S contient I'unité de A i.e : 14 € S.

Exemple 1.1.2 7 est un sous-anneau de R.

Définition 1.1.3 Soient A un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal a gauche
ou a droite de A si I est un sous-groupe additif de (A, +) et si pour tout a € Aet z € I: ax €
[ouzaecl

On appelle un idéal bilitére de A si I est a la fois un idéal a gauche et a droite.

Exemple 1.1.3 I = nZ est un idéal de Z

Anneau quotient
Soient A un anneau et I un idéal bilitére de A. Pour x et y dans A, on écrit x= y+I, six —y €
I . Les relations = y+I et ' = y'+I entrainent a :

* (4 a)=(y +y)+]

* xx' = xy'+1 car I est un idéal a gauche.

* xy' =yy'+1 car I est un idéal & droite.
D’ou zz' = yy'+1.
Ainsi on note A/I l'ensemble quotient de A par la relation d’equivalence x= y+I, muni de
I’addition et la multiplication quotients et de la structure d’anneux tels que :

Soient a,b,c € A/I tels que a = z+1, b = y+1 et ¢ = z+1, pour tout x,y,z € A.

1. (A/I,+) est un groupe commutatif quotient du groupe additif de (A,+) par le sous-groupe
I telles que :
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xa+(b+c)=z+@Wy+2)+l=(zr+y)+2+l=(a+b) +c.
xa+b=(x+y)+l=(y+a)+l =a+0b.

*a=2x+l = (0+2)+] = (z+ 0)+L

x a+(—a) = (z+ (—2)+] =((—z) + )+1 = L

2. (A/I,x) est un monoide telles que :

* a(be) = z(yz)+1 = (zy)z+1 = (ab)c.
xa-1l=@-D)+l=01-2)+Hl=2+l=1-a=a.

3. La multiplication est distrubitive par rapport a I’addition :
Soient a,b,c € A/I et P :A—A/I une applicaton canonique. Soit x,y,z € A tels que
P(z)=a,P(y)=0b, P(z) =c.

On a:

D’ou a(b+ ¢) = ab + ac.

Définition 1.1.4 Soient A un anneau et I un idéal bilitére de A. On appelle anneau quotient
de A par I et 'on note A/I 'ensemble quotient de A muni d’une structure d’anneau.

Théoréme 1.1.1 Soient A et B deux anneaux, f un homomorphisme de A dans B.
1. I=ker f est un idéal bilitére de A.
2. B' = f(A) est un sous-anneau de B.
3. Soient P :A—A/I et i : B' —B des morphismes canoniques. Il existe un unique mor-
phisme f de A/I dans B' telle que f =io foP et le diagramme commute.
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FIGURE 1.1

Preuve
1. Comme f est un morphisme du groupe additif de A dans B, I est un sous-groupe de A tel
que [={z € A/f(z)=0}.Sizeletac Aona:

flaz) = f(a)f(x) =0, alors ax € I, donc I est un idéal & gauche.
f(za) = f(z)f(a) =0, alors za € I, donc I est un idéal & droite.

D’ou I=ker f est un idéal bilitére de A.
2. * Montrons que B' = f(A) est un sous-groupe de B. Soient x,y € B', il existe a et bEA tel
que : 7 = f(a) et y = f(b)
e 0cA, f(0)=0¢€¢ B\
o x+y=fla)+ f(b) =fla+b) €B"
o —z=—f(a) = f(-a) e B
D’ott B est un sous-groupe de B.
x Montrons que B' stable pour la multiplication :
zy = f(a)f(b) = f(ab) € B
3. Comme f est nulle sur I, il existe un morphisme f de A/ dans B' tel que f = io foP.
L’unicité de f , et le fait que f soit un isomorphisme. [
Théoréme 1.1.2 (De propriété universelle d’anneau quotient) Soient A un anneau et
I un idéal bilitére de A.
1. L’application canonique P :A—A /I est un homomorphisme d’anneaux.
2. Soient B un anneau et f :A—B un homomorphisme d’anneaux. )
Si f(I)=0 (i.e IC ker f) il existe un unique homomorphisme f :A /I—-B tel que f = io foP
et le diagramme commute
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FIGURE 1.2

Preuve

1. L’application canonique P : A—A /T est un homomorphisme de groupes

et on a :
{ P(x+y) = P(z)+ P(y) et P(zy) = P(z)P(y)
P(1) est l'unité e de AJ/I

et on a A et A/I deux anneaux. D’ott P est un homomorphisme d’anneaux.

2. Soient H,H' deux sous-groupe additif de A et B respectivement. Comme f un homomor-
phisme de groupes de H dans H', I sous-groupe de H, il existe un unique homomorphisme
f :H/I=H' tel que f = foP. Soient a,be A/l et x,y € A tels que P(z)=a et P(y)=b
On a ab=P(z)P(y)=P(zy)
Dou f(ab) = f(P(xy))= f(zy) = f(2)f(y) = f(P(2))f(P(y)) = f(a)f(b)
et f(e) = f(P(1))= f(1) =1
D’ou f est un homomorphisme d’anneaux.

Définition 1.1.5 On dit qu’un anneau K est un corps s’il n’est pas réduit a 0 et si tout élément
non nul de K est inversible.

1.2 Algébre

Définition 1.2.1 Soit K un corps. On appelle une algébre sur K ou k-algébre, un ensemble A
muni d’une structure définit par les données suivants :

5
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pour tout o, 5 € K,z,y € A,1 € K

1. Une application k-bilinéaire

AxA — A
(r,y) — wy

tel que : (ax)y = x(ay) = a(zy).
2. Une structure de k-module :
* a(r+y) =ar+ay
* (a+ f)r =ax + Pz
* a(fr) = (af)z

x 1l-x=u
Exemple 1.2.1 'anneau des polyndémes a coefficient dans K est une algebre sur K.

Définition 1.2.2 Soit A une k-algébre. On dit que B est une sous-algébre de A si :
O B est un sous-module stable de A muni d’une application de BxB dans B telle que :
e B est un sous-groupe de A.
o Vx,yeB , xy €B.
@ l'injection cannonique de B dans A est une application linéaire (Voo € A,Vz € B : ax € B).

1.3 Algébre libre

Définition 1.3.1 Soit E un ensemble. Pour tout n > 1

M,(E)=FE si n=1
M, (E) = My(E) X M,_p,(E) si n>2 tel quepe {1,....,n—1}

M,(E) x M,_,(E) = M,(FE) — My.,(E) = M,(F) tel que n=p+q pour tout p,qge¢ N et
I’application ¢ définit par :

C: My(E) x My(E) — My4(E)
(w1, we) > Wy - ws
On pose p = £(wy), ¢ = £(wy) les longueurs des mots w; et wq respectivement,alors £(wy - wy) =
O(wy) + £(ws). Alors, on appelle magma libre construit sur E un ensemble M(E) muni de la loi

de composition (wy, wq — wy - ws) telle que wy € M,(E),wy € My(E) et la longueur de wy - wy
est E(U)l . U)g) = ﬁ(wl) + E(wg)
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Définition 1.3.2 Soient E un ensemble et M(E) magma libre construit sur E. une algébre
de M(E) sur un corps K s’appelle une algébre libre,et on note Libg (E), tel que le diagramme
commute

FIGURE 1.3

Théoréme 1.3.1 (De propriété universelle d’algébre :) Soient E un ensemble, F une al-
gebre sur K. Pour toute application f : E — F, il existe un homomorphisme unique f :
Libg(E) — F tel que f(X) = f(z), pour tout Xe Libg(E) et = € E, tel que le diagramme
commute

g est un morphisme

FIGURE 14
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1.4 Algébre des polynémes en variables non commutatives

Les k-algebres des polynomes non commutatives K(X) sur X sont tout élément f de K(X)
tel que f = > Ap,w ot w un mot sur X et A\, = 0 presque partous. Soient A une k-algébre et
¢ # S C A un sous-ensemble de A.

Définition 1.4.1 L’algeébre des polynomes K(zs/s € S) est une algebre libre associative de
I'ensemble X={xz,s € S} tel que 'application ¢ : {xs,s € S} — A s’étend & un morphisme
de k-algebre ¢ : K(xs/s € S) — A tel que ¢(x5) = s pour tout s € S.

Définition 1.4.2 < S > est le plus-petit sous-algébre de A qui contient S.
Proposition 1.4.1 L’image de ¢ est un sous-algébre de A inclus dans < S >.

Preuve

® Montrons que Imp CK S >. Soit ¢(f) € Imp tel que f € K(xs/s € S) ou f =
22 dww, Yw € X, 4(f) = @30 Aww) = 325 Awp(w) = Aw DS P(w) .

Alors on montre que ¢(w) €< S > pour tout mot w sur I'ensemble {z,, s € S}.

D’abord si {(w) = 1, alors w = x4 pour certains s € S. Ainsi p(w) = @p(z;) = s € S CK S >.
Donc ¢(w) €< S >.

Si pour tous les mots de longueur</¢(w), on peut écrire w = w' - x4 tel que w' est un mot de
longueur /(w) — 1, alors p(w) = p(w' - zs) = g(w') - p(zs) = ¢(w') - s, donc P(w) - s~ = H(w")
Ona¢(w) =s,s1 €< 5>, donc g(w') €K S >>.

Donc ¢(f) €< S >. D'ou Imp CK S >.

® Montrons que I'mg est un sous-algébre de A.
* Soit &(f), ¢(g) € Im@ ou ¢(f) = (22 Aww) et (g) = G320 Aww').
BH+E) = D Apw)+ ) Apd(w)
= D> (W) + Awp(w)

Pw), p(w) €K >, alors 3 S Au@(w), Awp(w') € Imep, done §(f) + @(g) € Imp
* (N7 =0 =T A ™) = X Aww !t = @) = XA
sTle S>> alors p(w™) e S>>
Alors (3" Apw™t) € Imp, done @(f~1) € Imep.
2(f)-@lg) = O dw)p (Y Aww)
= D W) Awdw')
= D M)
8
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p(w), p(w') €K 5>, alors - Awp(w) 32 Aw@(w'), done $(f)@(g) € Im@
D’ot Im¢ est un sous-groupe stable.

*Va € A, p(f) € Imp

ag(f) = ap(Aw)
= « Z Aw@(w)
= Z aAyP(w)

ap(w) €< S >, alors > A\yap(w) € Imp, donc ag(f) € Imp.
D’ou Img est un sous-algeébre de A inclus dans < .S >. ]

Définition 1.4.3 On dit que A est une k-algébre finement générée(finitely generated) si :
1. A=< S > pour S un sous-ensemble fini de A.
2. |S|=n, A est n-généré¢ par S.

Exemple 1.4.1 K|[z] est un 1-généré par S={x} et K[z] =< x>

conséquence 1.4.1 Soient A une k-algébre n-généré par {ay,--- ,a,} et K{xy,---,x,) une
algébre des polynomes en variables non commutatives.
¢ K(z1, -+ ,z,) — A est un morphisme induit par l'application ¢ : x; — a; pour f €

K(xy, - xy)ou f=> AwVwe X et \, =0 presque partous w € X. On remplace chaque
x; par a;. Alors A=< ay, -+ ,a, >={f(ar, - ,a,)}.

Exemple 1.4.2 Soit f € K[z, xs] tel que f(x1,22) = 23 — 3w271 + 2179
Soient ay,as € My(Z) o a; = (1§),a2 = (%)

f(ala GZ)

Il
[ el
o= O O

I
IS

o~ o~ o~ o~ o~ o~

QUO

Donc la k-algébre A est 2-généré par {aq,as} i.e A=< a1, as >= {f(a1,a2)}

1.5 Structure d’une graduation

Définition 1.5.1 Soient S et E des ensembles. On appelle graduation de type S sur E une

famille (Es)ses des sous-ensembles de E, dont E est somme directe i.e E = @ E;
ses
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Définition 1.5.2 Soient K un anneau et (Kj)scs une graduation sur le groupe additif K, on
dit que cette graduation est compatible avec la structure d’anneau de K si l'on a

KK, C Kgpt

quels que soient s,t dans S.

L’anneau K, muni de cette graduation appelé anneau gradué de type S, et on écrit K = @ K.
s€S

Définition 1.5.3 Soient K un anneau gradué de type S ,(K;)ses sa graduation, et M un k-
module & gauche (ou a droite), on dit qu'une graduation (Mj)scs sur le groupe addditif M est
compatible avec la structure de k-module de M si I'on a

K M; C Mgy (MK, C Msiy)

quels que soient s et ¢ dans S.
Le module M, muni de cette graduation appelé module gradué a gauche (ou a droite) de type

S sur 'anneau gradué K, et on écrit M = @ M.
ses

Proposition 1.5.1 Soient K un anneau gradué de type S, M un k-module gradué de type S,
(My) sa graduation, N un sous-k-module de M. Les proprietés suivantes sont équivalentes :

a) N est somme de la famille (N N M;)zes.

b) Les composantes homogeénes(les éléments de méme degré ou longueur) de tout élément
de N appartiennent a N.

¢) N engendré par des éléments homogénes.

Preuve Voir [[4],ch2.p.167] |

Définition 1.5.4 Soient S un monoide commutatif, K un anneau gradué commutatif de type
S, (Ks)ses sa graduation et A une k-algébre. On dit qu'une graduation (Ag)segs sur le groupe
additif K est compatible avec la structure de k-algebre de K si elle est compatible a la fois avec
la structure de k-module est avec la structure d’anneau de K, autrement dit, si l'on a, quels
que soient s,t dans S :

1 KA C Agy
2 AA C Aoy
La k-algébre A, munie de cette graduation appelée algébre graduée de type S sur I'anneau

gradué K, et on écrit A = EB As.

seS

10



CHAPITRE 2

INEGALITE GOLOD-SHAFAREVICH

2.1 Présentation par des générateurs et relateurs

2.1.1 ensemble des générateurs et relateurs

Définition 2.1.1 Soient G un groupe et X = {z1,--- , x4} un ensemble de G. On dit que X
est un ensemble des générateurs si G = (X) tel que (X) un sous-groupe engendré par X. Le
nombre minimal des générateurs de G est appelé le rang (rank) de G et est noté d(G) =| X |.

Définition 2.1.2 Soit X un ensemble des générateurs de G et X un ensemble des lettres tel
qu’il existe une bijection X — X. On utilise des lettres majuscules X, Y, A, B,C,--- pour les
éléments de X et les lettres minuscules x,y, 2, a,b, ¢, - - - pour les éléments de X.

k
* Un mot(word) W sur X est une expression formelle W(X) = X1 X5 ... XtF = HX? ol
=1

X1, Xp€X, e, e € {1,—1}, et k longueur de mot W (X) (k = £(W(X))).

k
* Le mot W (X) définit I'élément g € G si g = W(X) = ij’ ouzx; € X.

j=1
* Si V(X) est un mot définit » € G, le produit W (X)V(X) des mots W(X) et V(X) est le

mot obtenu en écrivant d’abord W (X), puis V(X), alors gh = W(X)V (X).
* Le mot inverse de W(X) est le mot W(X)™" = X, /%, .-+ X,;® X °, il définit I'élément
inverse g~! de G. W(X )W (X)~! également le mot trivial ou vide, notez par 1 ou @ et £(1) =0

définit ’élément neutre de G.

Exemple 2.1.1 Soient G un groupe , g,h € G ot g = W = ABC'DEF~'C, h =V =

11
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C'BDEF~  ((W)=Tet {(V) =5 tel que W et V des mots sur 'ensemble X de G.
gh=WV = ABC'DEF'CC'BDEF~' = ABC'DEF'BDEF~! car CC~' =1
W = ABC-'DEF-'Cet W-' = C-'FE-'D-\CB~1A-!,

alors WW~! = ABC'DEF-'CC'FE-'D-'CB™'A7' =1

Définition 2.1.3 Un mot R(X) = X' - -, X" est appelé un relateur (par rapport a X et a
G),siaf' -2 =1en G, alors R = {R1(X), -+, Rg(X)} est un ensemble des relateurs.

Définition 2.1.4 Si X un ensemble des générateurs de G et R un ensemble des relateurs, alors
(X/R) est une présentation de G, et on écrit G=(X/R).

Exemple 2.1.2 Soit G = (Z,+) un groupe, avec un unique générateur 1. A € X,1le X,
alors W = A®1A%2 ... A% = AMA™ ... A% ol ¢; = £1,n; € Z , toutes les lettres ont le méme
exposant € et le méme exposant n.

q
Soit nj-nj <0, W= A" oun:an € 7,
j=1
parexemple: =9 =—-1-1-1-1-1-1-1-1—-1=1"11"11"11" 11117117117 11-1 =179 =
15114,
* A" = A™ n,m € 7 si seulement si n = m.
* A" n € Z est un relateur si seulement si n = 0.
Par conséquent, il y a des relateurs triviaux(vides), donc Z = (A/—)

Exemple 2.1.3 Con51der0ns le groupe SL( VAES {(“ %) /a,b,c,d € Z,ad — be = 1}, soit A =
(o) et B (O 1), AB = (99) (%) = (33, BA = (41 (5 1) = (19), det(AB) =

et det(BA) =1, alorb SL( ,Z) engendre par A et B, et on écrit SL(2,Z) = <A, B).

A= A= (1) (04 = (1 4) = —1d. det(A?) = 1

B men 1 (ol (A () 2 (35) = 1, det(BY) = 1alor
A2B73 = Id est un relateur

AY = A2AT = (P2D) (0 0) = (§9) = Id , det(A?) = 1, alors A* est un relateur. Donc
{A2B73, A*} est un ensemble des relateurs, d’ou SL(2,Z) = (A, B/A*> = B3 A%).

2.1.2 Présentation d’une algébre par des générateurs et relateurs

Soit A une k-algébre engendré par {a,--- ,a,} (i.e {a1, -+ ,a,} sont des générateurs). On
a vu qu'il existe un morphisme ¢ : K(xy, - ,z,) — A tel que ¢(x;) = a; Vi € I, soit ¢
surjectif alors K(xy, -+, x,)/ker p ~A.
Soit R un sous-ensemble de K(zy,--- ,x,) tel que R engendre I'idéal bilitére ker ¢ (ker ¢ le plus

petit idéal qui contient R). Les éléments de R s’appelle des relateurs.

Définition 2.1.5 ({ai, - ,a,}/R) est une présentation de A telle que {ay,- - ,a,} I'ensemble
des générateurs et R I'ensemble des relateurs, et on écrit A=(ay, -+ ,a,/R).
Exemple 2.1.4 Soit R={z;x; —x;z;} alors ({xy,--- ,x,}/R) est une présentation de l'algébre

12



CHAPITRE 2. INEGALITE GOLOD-SHAFAREVICH

commutative k[xy, - -, z,]. Considérons la morphisme naturel
QE:K(:L‘I)"';ITL) — k:[xh'"»xn]
T; F——> I

R engendre ker ¢ alors z;x; — xjx; € ker ¢

Donc @(xjx; — xjx;) =0, Vi,j el
Ii.fj — l’jl’i =0

D’ou par le premier théoréme d’isomorphisme K(zy,- -, x,)/ker ¢ ~k[zy, -, x,]
Et on écrit k[xy, -+ ,x,] = {21, -+ , 2.}/ R)

Définition 2.1.6 A est une k-algébre finement présentée(finitely presented) si A admet une
présentation finie (X/R) alors | X|< oo et |R|< co. En particulier A admet n-générateurs et
m-relateurs.

Exemple 2.1.5 Soient ({z1, -+ ,x,}/xiz; — xjx;,1 < i < j < n) une présentation finie de

la k-algebre klzy, -+ ,2,] = (@1, -, 20 /20 — xj2;,1 <0 < j < n) alors k[zg, -+, x,] est
. . . n(n—1)

finiment présenté admet n-générateurs et T—relateurs.

Remarque 2.1.1 Soient A est une k-algébre et RCA | alors I'idéal engendré par R est un
sous-module engendré par tous les éléments de la forme r, zr, ry, xry telle que r €R z,y €A

Exemple 2.1.6 Soient X={x1, z3, 3} un ensemble fini, R = {z3+22? = 0,223 = 22/, 19,73 €
R} un ensemble des relateurs, et A une algébre définit par la présentation (1, zo, x3/R) sur un
corps K=R. Considérons le morphisme naturel

o K(xy,x9,23) — A

Q23 + 22%) = 23 + 222 = 0, alors a3 + 227 € ker @.

0(223) = 223 = 23 = ¢(23) = 222 = 23 = 223 — 23 = 0 alors 223 — 23 € ker §.
Donc ker ¢ =< x} + 223, 223 = 23 >

Dot K(x1,xq,x3)/ ker p ~ A = (1,29, 23/ R).

2.2 Algébre graduée non-commutative et séries Hilbert

Soient K un corps, X={x1,- -+, x4} un ensemble fini. On note K(X)=K(z1, -+ ,z4) une k-
algébre libre associative sur X, qu’est une algébre des polyndémes en variables non commutatives

{z1,--- , x4} avec des coefficients en K.

13



CHAPITRE 2. INEGALITE GOLOD-SHAFAREVICH

2.2.1 Les composantes homogénes d’une algébre des polyndmes en
variables non commutatives

Définition 2.2.1 Un polynéme homogéne est un polyndéme en plusieurs variables dont tous
les mondémes non nuls sont de méme longueurs.

Exemple 2.2.1 Le polynome x° + 223y* + 9xy* est homogéne de longeur 5 car la somme des
exposants est 5 pour chacun des mondmes.

Définition 2.2.2 Soit A une algébre graduée tel que A:@ A,,. En considéront les A,, comme
n=0
des sous-modules de A contient des polynomes homogénes(des composantes homogénes) de

méme longueur n. Par concéquent, un élément w €A est homogéne si seulement s’il existe
n € N tel que w € A,

2.2.2 Deécomposition d’un polynéme en des composantes homogénes

Définition 2.2.3 Soit K(X) une algébre des polynoémes en variables non commutatives. On
dit que K(X),, est un sous-module contient des polynémes homogenes de longueur n, de sorte

que K(X) = @D K(X),..

Exemple 2.2.2 Soient K=R un corps, X={x1, x2, x3, 24} et K(X) une algebre des polynémes.
Soit P(X)e K(X) tel que P(x)=—1? + x9z375 — brjr) + 3w97374 — 1.
On remarque que

—17 € K(X),

(IQZE:),J]Q), (3[E21’3ZE4) € K<X>3
—5ryr; € K(X)s
—1eK(X)y=K=R

Donc P(X)e K(X)
D'ow K(X) = K{

3D K(X)s
0D K(X)2 D K(X)3 D K(X)s5

~ O

2.2.3 Présentation par des générateurs et éléments homogénes des
relateurs

Soient R un sous-ensemble de K(X) constitué par des éléments homogénes de longueur po-
sitive et A une k-algébre définit par la présentation (X/R). Cela signifie que A=K(X)/I ou I
un idéal de K(X) engendré par R.

A et K(X) sont des algébres graduées. On note I un idéal gradué tel que I:G} I, ou I, C

n=0

14



CHAPITRE 2. INEGALITE GOLOD-SHAFAREVICH

K(X),, et par les définitions (2.2.2)) et (2.2.3]) A,, et K(X),, sont des sous-modules centients des

composantes homogénes. I engendré par des éléments homogénes, alors I,, contient des éléments

homogeéne.
A=P A, =P KE(X)n/I, = K(X)/I = (X/R).

2.2.4 Séries de Hilbert

D’aprés ce qui preceéde. Soient a,, = dimg A,,, Vn € N et r,, le nombre minimal des éléments
homogeénes de R qui ont de longueur n i.e r,, = {r € R: {(r) =n}.

Définition 2.2.4 Soit K un corps, A une k-algébre graduée associative. A est locallement finie
si seulement si A,, est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Pour K(X), est un sous-espace de dimension finie, on peut étre supposer que r, < oo (finie)
Vn € N.

Définition 2.2.5 Les séries de Hilbert de A sont des séries infine Z rankg(A,)t", VteR.

n=0
Remarque 2.2.1 On a a,, = ranki(A,) = dimg A,,donc
Hy(t) =Y ant" et Hp(t)=> ryt"
n=0 n=1

sont des séries Hilbert.

2.3 Inégalité de Golod-Shafarevich

Théoréme 2.3.1 (Inégalité de Golod-Shafarevich :(cas gradué))

(I— | X | t+ Hg(t)) - Ha(t) > 1

Preuve
Soit R, = {r € R/{(r) = n} tel que R I'ensemble d’éléments homogénes des relateurs, alors
R = U R,,. On rappelle que I est un idéal gradué de I'algebre libre associative K(X) engendré

n>1

par R et I:@ I, avec I, CK(X), ou K(X), la composante homogéne du longueur n de K(X)

n=1
[eS)

et K(X)=EK(X), (en particulier les K(X), comme des sous-modules de K(X)).

n=0

15
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Maintenant fixons n > 1. Pour chaque r € R est un élément homogéne, I,, est étendu de K par
des éléments de la forme zry, pour certains x €K(X),,y € K(X); et r € R, ott s+m+t = ntelle
que z et y sont des monomes.
* Siz # 1, alors © = zz', pour certains z €X et ' €K(X),. Donc ary = za'ry € zI,, 4
car zz'ry € I,.
* Six =1, alors zry = ry € R,K(X);. Dans ce cas s =0 i.e 0+ m+1t = n alors
t =n—m. Donc xry =ry € R, K(X)n_m

D’ou
six#1 ary=za'ry € zI,,_4 tel que z € X et 2' € K(X); (2.1)
six=1 xzry=ry € RpK(X)pn_m '
Par conséquent
I, = spang(X)1,—1 + Z spang(Rm) K{(X)n—m (2.2)
m=1

Pour chaque i € Z,, choisissons un k-sous-espace vectoriel B; de K(X); tel que K(X), =
I, B;. Pouri =n—m K(X),_m = Lh—m @ Bn_m, alors spany (R, ) K(X),_m=spang(Rp) In—m+
spang(Ruy) Bn—m et spang(Rp)Ly—m C spang(X)1, 1.

En combinant cette observation avec ([2.2]), nous concluons :

I, = spang(X) 1,1 + Z spang(Rpm) Ln—m + spang(R.,) Bn—m
m=1

D’ou .
I, = spang(X) 1,1 + Z spang(Rpy)Bn—m (2.3)
m=1
Soient A une k-algébre définit par la présentation (X/R), cela signifie que A=K(X)/I, et A
une algebre graduée ou A:@ A, et A, = K(X),/I,.

n=1

Soit | X |=d, on a a, = dimy A, = K(X), — dimy I,,, et alors dimy I,, = d" — a,, et ainsi
dimg By—m = Gpem,.-

Par conséquent, calculer les dimensions des deux cotes de (2.3), on obtient :

dimg I, = d" — a,
dimy, spang,(X)1I,—1 = spang(X) dimy I,_1 = d(d"™" — a,_1)

dimy spany(Ry,) By—m = spang(R,,) dimy By, = TmGp—m
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Donc

d" —a, <d(d" ' —a, 1)+ Z TG,

m=1

n
d" — Qp, < d" — danfl + Z T'mQAnp—m

m=1

—-d"+a, +d" —da,_1 + Z PO = 0

m=1

Alors cet inégalité est infine,d’ou

oo
ap — da'n—l + Z T'mQn—m > 0

m=1

(l—da—i-ZTmam) a, =0

m=1

t" le coefficient dans la série pour t € R, alors (1 —dt + Z rmtm> t" > 0,donc

m=1

o0

(1 —dt + irntn> Zant” >0
n=1

n=0

On note que Zrnt” = Hpg(t) et Z a,t"™ = Ha(t) sont des séries de Hilbert.
n=1 n=0

Et d’ou l'inégalité (1 — dt + Hg(t)) - Ha(t) > 0. Le terme constant de cette série est ag = 1, on

(1 —dt+ Hg(t)) > 1
(1 —dt+ Hg(t))Ha(t) > Hal(t)
(1—dt+ Hp(t)Ha(t) > Y ant"
(1—dt—|—HR(t))HA(t) > ao+iant"
(1 —dt+ Hg(t)Ha(t) > 1+i0t”
D’ou (1 — dt—i—HR(t)) : HA(t) >1 |
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE L'INEGALITE
(FOLOD-SHAFAREVICH POUR RESOUDRE LE
PROBLEME DE KUROSH-LEVITZKY

3.1 Probléme de Kurosh-Levitzky

En 1940, Kurosh et Levitzky ont formulé un analogue des problémes de Burnside.

Dans ce chapitre nous essayons résolu et détaillé la réponse de ce probléeme.

Définition 3.1.1 Soit A une algébre. Un élément = dans A est dit nilpotent si 2 = 0 pour
n € N. Si chaque élément de A est nilpotent, alors A est appelée une algébre nil (nil algebra).

Corollaire 3.1.1 (Critére de Cauchy) Soit 3" a,, une suite & termes positifs, posons lim (a,)"/" =
n—r00
l

e [ <1= > a, converge
e[ >1= > a, diverge
e [ =1, on ne peut rien conclure.

Lemme 3.1.1 Soit (a,)en une suite d’éléments de Ry U {oo} telle que :

Upim < Ay, pour tout n,m € N (sous — multiplicative) (3.1)

18
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Si a; < oo, alors a, < oo, pour tout n € N, la suite (an)}/& est converge et lim ((zn)l/” <
n—oo

()™ pour certains m € N.

Preuve

Par (3.1)), on déduire

alors
(3.2)

Unm < Ay,
En particulier, a, = a,1 > af. Depuis, si a; est finie, alors a,, est finie. On pose l’ensemble
a = inf{(a,)"" : n € N},
Pour compléter la preuve, il suffit de montrer

lim sup(a,)" < a (3.3)

n—oo
Si e > 0, il existe m € N tel que (a,,)"/™ < a4 ¢. Alors pour n € N, il y a p, € NU {0} et
¢n € {0,--- ,m — 1} tel que n = p,m + ¢,. Par (3.1) et (3.2), on a

_ Pn 49n
an = apnm“!‘Qn < apnma"In < am al

qui donne
(an) " < (am)P/" (ar) /"

()" < (@) P g

etonan=p,m+q, = p,m=n-—q, = p,m/n=1-q,/n. Alors
(an)'™ < ((am) /™) =0 (@)™ < (a4 )17 (ag) /"

. Puisque ¢, /n — 0, pour n — oo, alors lim Sup(an)l/n < a+e¢. Cela donne 1) car € un réel

n—oo
positif arbitraire.

D’ou Jlrgo(an)l/” existe et inférieur ou égal a (a,,)"/™ (i.e Jlngo(an)l/” < (am)™) . |
Corollaire 3.1.2 Supposons qu’il existe un nombre réel ¢ > 0, et 1 — dt + Hgr(t) < O(en
particulier que la série Hg(t) converge). Alors :
1) La série H4(t) diverge.
2) Supposons que t €]0,1[ et 1 — dt + Hg(t) < 0. Alors 'algébre A a une croissance
exponentielle, c’est-a-dire que la séquence a,, = dimg A, croit de fagcon exponentielle.
En particulier A est de dimension infinie.
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Preuve

1) Supposons que la série H4(t) converge. Alors les deux coté gauche de inégalité Golod-
Shafarevich devient convergents, il faut donc obtenir un inégalité numérique valide H(t)(1 —
dt+ Hpg(t)) = 1. C'est clair Ha(t) > 0, mais 1 —dt+ Hg(t) < 0. Alors Ha(t)(1—dt+ Hg(t)) <0,
contardiction. D’ou la série H,(t) diverge.(L’idée de cette preuve est la divergence fait pordre

I'equilibre de cet inégalité).

2) La série Hy(t) = Zant" diverge, on peut écrire H,(t) = Z((an)l/"t)" , par le corollaire
n=0 n=0

1
3.1.1),nous devons avoir lim sup(a,)""t > 1 = lim sup(a,)"" > 7> 1. Comme A une
n—oo n—oo

algebre graduée, la série {a,} est sous-multiplicative (en utilise lemme (3.1.1))), alors ;=

1
inf{(a,)"" : n € N} et lim (a,)"™ existe. Donc lim (a,)"/" > 7> 1, donc {a,} croit de fagon
n—oo n—o0

exponentielle. D’ou A est de dimension infinie. [
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Probléme 3.1.1 (Kurosh-Levitzky) Soit K un corps. Est-il vrai qu’une algébre nil finement
générée sur K doit étre de dimension finie (et donc nilpotent) ?

Le théoréme suivant est une réponse de ce probléme.

Théoréme 3.1.2 Soient K un corps et d > 2 un entier. Alors il existe une algébre nil associative
d-générée sur K de dimension infinie.

Preuve
Soient X = {zy,--- , 24} un ensemble fini, et K (X)* un sous-ensemble de K (X) constitué de
tous les polynémes a terme constant nul. Soit K est dénombrable,on note K (X)) C K(X)* C

K (X) I'ensemble des polynémes a terme constant nul homogéne, on a une bijection

K" — K{(X)!
(k1>"'7kn) — klxl—i_—i_knxn

Donc 'ensemble K(X) ! est dénombrable. Puisque K (X)* = U K{(X) est une union dénom-

neN
brable des ensembles dénombrables. D’ou K(X) dénombrable. Ainsi on peut dénombrer ses

éléments : K(X)* ={f1, f2, - }

o
Soient t €]1/d,1[ et N € N tel que 1 — dt + Z t" < 0.
n=N
x Choisissons N1 > N, et écrivons ’élément le ! sous forme de la somme de ses composantes

k1
homogenes : lel = qu ou deg(f1;) = N1, k1 € N
i=1

x Ensuite, choisissons Ny > max{N; + 1, {deg(f1.;)}}, et soit {f2;}*2, les composantes homo-

ko
génes de f,* i f,? = me ot deg(fzi) = Na.
i=1
* Et ensuite, choisissons N3 > max{Ns + 1, {deg(f2;)}} ,... etc

Alors, choisisons R = {f,; : n € N;1 < i < k,} 'ensemble des relateurs, et considérons 1'al-
gébre A = (X/R), et prenons A" I'image de K(X)" dans A. On a le morphisme ¢ de K(X)
dans A, ainsi A = K(X)/I ou I un idéal engendré par les éléments homogeénes de R. Pour
AT CAet K(X)" C K(X), alors AT = K(X)"/I Cc A= K(X)/I, donc A" = (X/R)™.

Par construction, l'algébre A* est d-générée. Soit un élément at € AT = K(X)*/I, on a
at = P(xy, - ,2q) + 1 o0 P(xy, - ,x4) € K(X)*, d’aprés la construction de R, il existe un
entier convenable N, tel que PNe € [ alors a™™* = 0 D’oit A* est nil, et de dimension n — 1.

- Le choix de {N;} assure que l’ensemble des relateurs R ne contient au plus qu’un élément de

chaque degré et aucun élément de degré inférieur a N.
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Par conséquent, 1 — dt + Hr(t) < 1 —dt + Z t" < 0. Alors A est de dimension infinie par
n=N
corollaire B1.2

Nous avons montrée ce théoréme si K est un corps dénombrable, et nous ne ’avons pas montrée
si K un corps arbitraire. Nous espérons terminer la démonstration & d’autres moments. [
Pour illustrer 'idée de la démonstration on a choisit I’exemple suivant :

Exemple 3.1.1 Soient X = {x1,29,23} et K = R un corps. K(X)™ = {f1, fo, f3,---} u
sous-ensemble de K (X)
fl(l'l, X, 1'3) = .T% + $%$3 — X313 — x%
fo(@1, 29, 23) = —2223 + 28 — 2dw0m5 — 13
fa(x1, 29, 23) = 25 + 2509 — 23 — T3 + WiT — 23
On écrit f; sous forme de la somme de ses composantes homogénes tels que

f1,1(951,$27373) = 37%; f1,2($1,1'2,9€3) = 91335173 — 37173 ;f1,3($1,952,$3) = —95%
Donc

f 1’1,9027353 E f1z951,332,x3

*On coisit Ny > N ou deg(fi;) > Ny etle1 = qu ,N € N, on remarque N; = 2 le plus

i=1
petit degré dans {f1,}, alors deg(f1,;) = 2, donc f7 = Z fra-

*On coisit Ny > max{3, {2 3,4}}, on remarque Ny = 3 le plus petit degré dans {f;,;} , alors

deg(fa;) = 3, donc f3 = qu
*On choisit N3 > max{4, {3 4,5}}, et on remarque N3 = 2 le plus petit degré dans { f3,}, alors

deg(f1;) > 2, doncf2 = ny,,i.

=1
Alors R = {f1;: (1 <1 <3),fa;: (1 <i<3),f3;: (1 <i<4)} ensemble des relateurs.
Considérons l'algebre A = (X/R), et prenons A" I'image de K (X)* dans A. On a le morphisme
¢ de K(X) dans A, alors AT = K(X)"/I C A= K(X)/I oul un idéal engendré par I’élément
homogenes de R.
Par construction, 'algébre A est 3-générée car | X| = 3. Soit at € AT, onaa™ = f,(v1, 22, 23)+

I ou f(xq1,29,23) = Z frni(z1, 0, 23) € K(X)*, d’aprés la construction de R, il existe un en-
tier convenable N, tel que fNo € I alors at™ = 0.
Par exemple at = fi(x1,29,23) + I ou fi(x1,29,23) = qu(xl,xg,xg) € K(X)T il existe

=1

3
Ny = 2 tel que fi"* = qu € I alors a™ = 0. D’out A™ est nil.

i=1
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CONCLUSION

Dans ce travail on a confirmé 'importance de I'inégalité de Golod-Shafarevich par résoudre
le probléme de Kurosh-Levitzky similaire aux célébre probléme de Burnside. Cet inégalité est
un lien entre des générateurs et relateurs d’un certain groupe. On a découvert des nouvelles
techeniques amusant surtou dans le domaine de géométrie de groupe.

Notre espoire est continuer dans ce chemain et répondre proposé par MIKHAIL ERCHOV
surtou le problem ouvert(paege 61,[6]) :<Soit G un groupe abstrait de Golod-Shafarevich

finement présenté. Exist’il un sous-groupe libre de G non abélien 7>
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Résumeé :

Avec l'utilisation de l'inégalité Golod-Shafarevich, nous avons obtenu une
réponse négative au probleme de Kurosh-Levitzky dit que : «Est-il vrai
qu’une algébre nil finement générée sur un corps K doit étre de
dimension finie ?».

Mots-clés: Algebre graduée, algebre filtrée, I'inégalité Golod-
Shafarevich, générateurs, relateurs.

Abstract :

By using Golod-Shafarevich inequality ,we got a negative answer to the
problem of Kurosh-Levitzky said that: « It is true that a finitely generated
nil algebra over a filed K must be finite-dimensional?».

Key-words: Graded algebra, filtered algebra, inequality Golod-
Shafarevich, generators, relators.
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