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Résumé

Le but de ce travail est de révéler quelques des secrets de l’inégalité de Golod-
Shafarevich dans le cas gradué et leurs composants, et comment a constribué efficacement
à mettre fin pour plusieur problèmes et conjecteurs trés célèbre en mathématiques citer par
exemple le problème de Kurosh-Levitzky.
Mots-clés : Algèbre graduée, algèbre filtrée, l’inégalité Golod-Shafarevich, les générateurs,
les relateurs.

1. Introduction

En 1964, Golod et Shafarevich ont confirmé pour tout p-groupe fini G, les nombres mini-
mal des générateurs d(G) et des relateurs r(G) sont liées par l’inégalité r(G) > (d(G)− 1)2/4,
et pour prouver cette inégalité a utilisé se qu’on appelle l’inégalité Golod-Shafarevich a dé-
finit en des nombreuses catégories différents(l’algèbre graduée associative, l’algèbre filtrée
complétes,· · · ). Certains objet dans ces catégories données une présentation par des géné-
rateurs et relateurs.
Les groupes et algèbres qui addmettent une présentation par des générateurs et relateurs
s’appellent Golod-Shafarevich.

2. Notations et préliminaire

Définition 2.1 (Magma libre) : Soit E un ensemble. Pour tout n > 1{
M1(E) = E si n = 1
Mn(E) = Mp(E)×Mn−p(E) si n > 2 tel que p ∈ {1, ....., n− 1}

Mp(E)×Mn−p(E) = Mn(E)→Mp+q(E) = Mn(E) telle que p,q∈ N n=p+q

Mp(E)×Mq(E) −→ Mp+q(E)

(w1, w2) 7−→ w1 · w2

On pose p = `(w1), q = `(w2) les longeurs de w1 et w2 alors `(w1 · w2) = `(w1) + `(w2).
Ainsi, on appelle magma libre construit sur E l’ensemble M(E) muni de la loi de compo-
sition (w1, w2 7→ w1 · w2) telle que w1 ∈ Mp(E), w2 ∈ Mq(E) et le longeur de w1 · w2 est
`(w1 · w2) = `(w1) + `(w2).

Définition 2.2 (algèbre libre) Soient E un ensemble et M(E) magma libre construit sur E.
L’algèbre de M(E) sur l’anneau K s’appelle l’algèbre libre,et on note LibK(E).

Définition 2.3 (Algèbre des polynômes) L’algèbre des polynômes K〈xs/s ∈ S〉 est une al-
gèbre libre associative de l’ensemble X={xs, s ∈ S}. L’application ϕ : {xs, s ∈ S} −→ A
s’étend à un morphisme de k-algèbre ϕ̃ : K〈xs/s ∈ S〉 −→ A tel que ϕ̃(xs) = s pour tout
s ∈ S.

Définition 2.4 On dit que A est finement généré si :

1. A=� S � pour S un sous-ensemble fini de A.

2. |S|=n , A est n-généré par S.

Définition 2.5 (Algèbre graduée) Soient S un monoïde commutatif, K un anneau gradué
commutatif de type S, (Ks)s∈S sa graduation et A une k-algèbre. On dit qu’une graduation
(As)s∈S sur le groupe additif K est compatible avec la structure de k-algèbre de K si elle
est compatible à la fois avec la structure de k-module est avec la structure d’anneau de K,
autrement dit, si l’on a, quels que soient s, t dans S :

1 KsAt ⊂ As+t

2 AsAt ⊂ As+t

La k-algèbre A, munie de cette graduation appelée algèbre graduée de type S sur l’anneau
gradué K, et on écrit A =

⊕
s∈S

As.

Définition 2.6 〈{a1, · · · , an}/R〉 est une présentation de A telle que {a1, · · · , an} l’ensemble
des générateurs et R l’ensemble des relateurs, et on écrit A=〈a1, · · · , an/R〉.

Définition 2.7 Les séries Hilbert de A sont des séries infine
∞∑
n=0

rankK(An)t
n, ∀t ∈ R.

Remarque 2.8 On a an = rankk(An) = dimK An,donc

HA(t) =
∞∑
n=0

ant
n, et HR(t) =

∞∑
n=0

rnt
n

sont des séries Hilbert.

3. Théorème : Inégalité Golod-Shafarevich : cas gradué

Soient | X | le nombre des générateurs, HR(t) et HA(t) sont des séries Hilbert, alors

(1− | X | t +HR(t)) ·HA(t) > 1

4. La résolution de problème (Kurosh-Levitzky) par l’inégalité Golod-Shafarevich

Définition 4.1 (nil algebra) Soit A une algèbre. Un élément x dans A est dit nilpotent si
xn = 0 pour n ∈ N. Si chaque élément de A est nilpotent, alors A est appelée une algèbre nil
(nil algebra).

Problème 4.1 (Kurosh-Levitzky) Soit K un corps. Est-il vrai qu’une algèbre nil finement gé-
nérée sur K doit être de dimension finie (et donc nilpotent) ?

La théorème suivant résolu ce problème (la réponse de ce probléme).
Théorème 4.2 Soient K un corps et d > 2 un entier. Alors il existe une algèbre nil associative
d-générée sur K de dimension infinie.
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