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Introduction

Dans ce mémoire, on propose d�étudier les problèmes de contrôles stochastiques gouverné

par l�équation di¤érentielle stochastique et on va étudier le principe du maximum dans le

cas où le coe¢ cient de di¤usion ne dépend pas du contrôle et aussi le domaine du contrôle

U est non convexe, noté par l�ensemble des contrôles admissibles dé�nie par :

U =
�
u : [0; T ]� 
 �! A=ut est mesurable et (Ft)t2[0;T ] � adapt�e

	
L�équation di¤érentielle stochastique contrôlé de type Itô de la forme suivante :

8><>: dxt = b(t; xt; ut)dt+ �(t; xt)dBt

x0 = " s � t � T
(1)

Où b et � sont deux fonctions boréliennes et B = (Bt ; 0 � t � T ) désigne un mouvement

brownien dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ; P ) muni d�une �ltration (Ft)0�t�T
continue à droite et contenant tous les ensembles P - négligables de F , u = (ut ; 0 � t � T )

est un processus progressivement mesurable à valeurs dans un espace métrique compact

A, appelle contrôle admissible, alors pour tout contrôle admissible u; on introduit une

fonction de coût J(u) dé�ni par :

J(u) = E

�
g(x(T )) +

Z T

0

h(t; x(t); u(t))dt

�
(2)

L�objet du contrôle optimal est de minimiser la fonction de coût J sur l�ensemble de tous
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Introduction

les contrôles admissibles.

La solution x = (xt ; s � t � T ) de l�équation (1) et appelée réponse de contrôle u et le

couple (u; x) est appelé un couple admissible.

Ce mémoire est consiste de trois chapitres :

Chapitre 1 :

Dans ce chapitre, on représente et détaillé les rappelles de base concernant la théorie

des probabilités et calcul stochastiques, l�espace de probabilités et mesuré, mouvement

brownien, espérance et l�espérance conditionnelle, l�intégrale d�Itô et la formule d�Itô et

quelques exemples pour clari�er le concept.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on dé�nit l�équation di¤érentielle stochastique. Par la suite nous citons le

théorème d�existence et l�unicité de la solution de l�EDS avec la preuve de cette théorème.

En �n, nous avons conclu ce chapitre avec des exemples.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, on représente le problème de ce mémoire. Alors le but de ce chapitre est

déterminer les conditions nécessaires que doit satisfaire un contrôle optimal dans le cas

où la famille des contrôles admissibles est constituée de processus adapté d�une �ltration

�xée. De plus, on met des conditions sur les coe¢ cients pour obtenir des solutions fortes

pour l�équation di¤érentielle stochastique contrôlée.

Donc d�après l�existence d�une solution optimale, alors il existe un contrôle optimal u

minimisant le coût J sur l�ensemble U�:

Si u représente un contrôle optimal, alors il existe un processus (pt)t2R+ tel que pour tout

t 2 [0;T ] et pour u� 2 U; on a la condition nécessaire suivante :

H(x(t); u(t); p(t)) � H(x(t); v; p(t)) (3)

2



Introduction

Ou x est la solution de l�équation associée au contrôle optimal,H est appelé, le Hamiltonien

du système et p(t) est appelé le processus adjoint. Alors d�après la condition nécessaire,

on dit que (u; x) le couple optimal.

3



Chapitre 1

Rappelle de calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous examinerons les concepts de base du calcul stochastique que nous

considérons importants dans notre travail.

Soit 
 est un ensemble non vide.

1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 [1]Sois A un ensemble de parties de 
 (A� P ( 
)), on appelle tribu

(ou �-algébre ) si A véri�er les conditions suivantes :

1. A n�est pas vide (A6= �):

2. A est stable par complémentaire (8 B 2 A : B 2A ,B̄ 2A).

3. A est stable par union dénombrable ( 8 n2 N ,Bn 2A) [n2NBn 2 A):

Avec le couple (
;F) s�appelle espace mesurable.

Proposition 1.1.1 Une intersection des tribus est une tribu.

Exemple 1.1 -Tribu des borélieners de R (on note BR ), c�est la plus petite tribu conte-

nant tous les intervalles overts.

4



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

Dé�nition 1.1.2 [1]La tribu engendrée par une famille de sous-ensemble A sur 
 est la

plus petite tribu sur 
 contenant cette famille, on note �(A), elle est l�intersection de touts

tribus contenant A:

Exemple 1.2 �(A) =
�

; �; A; �A

	
:

Dé�nition 1.1.3 On dit que = est une sous-tribu de F , 8A 2 A :A 2 = ) A 2 F :

1.2 Filtrations

Dé�nition 1.2.1 [1]On appelle �ltrations sur (
;F), une famille croissent (Ft)t>0 telle

que :

8s; t : 0<s<t<1 F0 � Fs � Ft � F1 � F avec F1 = �([Ft>0) sous tribu de F

�On appelle �ltration naturelle
�
FX
t ; t � 0

	
dé�nie par

FX
t = �(Xs; s � t)

� La �ltration est continue à droite si :

Ft = \s>tFs = Ft+

�On dit qu�une �ltration F= (F t)t2T satisfait les conditions habituelles si elle est continue

à droite i.e Ft = \s�tFs , 8t 2 T, et si elle complet c�est-à-dire F0 contient les ensembles

négligeables.

1.3 Espace mesurés

Sois (
;F) un espace mesurable.

5



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

Dé�nition 1.3.1 (Mesure)[2] Une mesure sur (
;F) est une fonction

� : F �! �R+ = [0;+1]

telle que :

1. �(�) = 0:

2. 8(Ai)i2I�N �([i2IAi) =
P

i2I
�(Ai) si 8i; j 2 I Ai \ Aj = �:

3. 8i; j 2 I �([i2IAi) �
P

i2I
�(Ai) si 8i; j 2 I Ai \ Aj 6= �:

Dé�nition 1.3.2 Un espace mesuré est un triplet (
;F ; �) tel que (
;F) est un espace

mesurable et � est une mesure.

Remarque 1.3.1 Si �(
) = 1 ; la mésure �dite probabilité noté par P

l�espace (
;F ; P ) sappelle éspace de probabilité

On appelle le quadruple (
;F ; (Ft)t�0 ;P ) éspace de probabilité �ltré .

1.3.1 Mesurabilité

Dé�nition 1.3.3 [2]Soient (
; F) et (E; �) deux espaces mesurables, une application

f : 
 ! E est dit mesurable par rapport à (F; �) : 8A 2 �; si f�1(A) 2 F tel que :

f�1(A) = fw 2 
 / f(w) 2 Ag :

Dé�nition 1.3.4 (Ensemble négligable)[1] Soient (
;F ; �) un espace mesuré, et E

un ensmble non vide E 2 
: On dit que l�ensemble E est negligable ou �-negligable si :

9B 2 F=E � B :�(B) = 0

1.4 Variable aléatoire

Dé�nition 1.4.1 [3]Sois (
;F ; P ) un espace de probabilité.

6



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

Une variable aléatoire X est une application mesurable de (
;F) dans. (R; BR)

, 8B 2 BR; X�1(B) = fw 2 
 : X(w) 2 Bg 2 F

Remarque 1.4.1 Il existe deux types des variables aléatoires discrètes et contenues :

Dé�nition 1.4.2 (Loi de probabilité d�un v.a)[3] :SoitX une v.a dé�nie sur (
;F ; P ).

La loi de X est la probabilité PX sur (R; BR) dé�nie par :

PX(A) = P f!;X(!) 2 Ag = P (X�1(A)) = P (X 2 A); 8A 2 BR

�On dé�nie la fonction de répartitions de la v.a X avec :

FX : R! [0; 1]

8t 2 R FX(t) = P (X � t) =

8><>:
Pt

i=1 P (X = k)R t
�1 f(x)dx

Telle que f est densité,si :

1. 8x 2 R; f(x) � 0 (f est positif).

2.
R
R f(x)dx = 1:

1.5 Precessus stochastique

[1]

Dé�nition 1.5.1 Un processusXt est une famille des variables aléatoires (Xt, t 2 [0;+1[)

dé�nie sur le même espace de probabilité.

Dé�nition 1.5.2 Un processus stochastique X = (Xt, t 2 [0;+1[) est dit adapter (Par-

rapport à une �ltration Ft) si Xt est Ft-mesurable pour tout t::

7



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

Dé�nition 1.5.3 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = (Xt)t2R+ est à

trajectoire continue si l�application t! X (t; !) soit continue.

Dé�nition 1.5.4 (Processus prévisible) On dit qu�un processus X = (Xt)t2R+ est pré-

visible pour At, si X0 est F0-mesurable et Xt est Ft�1-mesurable pour chaque t > 0.

Dé�nition 1.5.5 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est

un processus Gaussien ssi 8n � 1 : 8 t0; t1; :::; tn 2 R+;8 a0; a1; :::; an :
Pn

i=1 aiti est un

v.a Gaussien.

Dé�nition 1.5.6 (Accroissement stationnaire et indépendante) Pour 0 � s � t

les variables aléatoires X(t)�X(s) sont appelés des accroissement :

1).Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est à accroissement stationnaire si la distribu-

tion de la variable aléatoire Xt+s �Xt ne dépende pas de t:

2).Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est à accroissement indépendants si pour tout

suite 0 < t0 < t1 < ::: < tn les v.as Xt1�Xt0 ; Xt2�Xt1 ; :::; Xtn�Xtn�1 sont indépendante.

1.6 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.6.1 [7]Un processus stochastique (Bt) à valeurs réelles est appelée mouve-

ment Brownien (ou processus de Winter), s�il véri�er les trois propieties suivantes :

1. P (B0 = 0) = 1 (élément certain).

2. 8s � t accroissent (Bt �Bs) suit la loi normale centrée de variance (t� s):

3. si 0 � t1 � :::: � tn les accroissants Bt1 ; (Bt2 � Bt1); :::; (Btn � Btn�1) indépendants

(cov((Bt2 �Bt1); (Bt1 �Bt0)) = 0).

4. En dehors d�un ensemble de probabilité nul, les trajectoire t! Bt(w) sont contenue.

Remarque 1.6.1 Un mouvement Brownien est dit standard si :

(a) B0 = 0:

8



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

(b) E(Bt) = 0:

(c) E(B2t ) = t, var(Bt) = t:

Dé�nition 1.6.2

Un mouvement brownien (Bt) est un processus contenu gaussienne centrée de covariance

t ^ s = min(t; s); i.e. :

cov(Bt; Bs) = E(BtBs)� E(Bt)E(Bs) = E(BtBs)

1.7 Espérance

Dé�nition 1.7.1 [1]L�espérance d�une v.a X est dé�nie par la quantité
R


XdP que l�on

note E(X) ou Ep(X) si l�on désire préciser quelle est la probabilité utilisée sur 
. Cette

quantité peut ne pas exister. Pour calculer cette intégrale, on passe dans "l�espace image"

et on obtient, par dé�nition de la loi de probabilité.

Z



XdP =

Z
R
xdPX(x):

� on dit que X est intégrable si E(jXj) est �nie.

� Si X admet une densité f; on a E(X) =
R
R xf(x)dx:

� Si X est une v.a discréte alors E(X) =
Pn

i=1 xiP (X = x):

1.8 Espérance conditionelle

[1]

On �xe l�espace de probabiliser (
;F ; P ) et soit X est une v.a intégrable (E(X) <1).

9



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

i par rapport à événement B 2 F ; et soit A 2 F :

E(X=B) =
P (X1B)

P (B)
si P (B) 6= 0

ii par rapport à une tribu :

Dé�nition 1.8.1 Sois (
;F ; P ) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F . Sois

également X une v.a réelle dé�nie sur (
;F ; P ); et intégrable. Alors il existe une unique

v.a, appelée espérance conditionnelle de X sachant G, notée E(X /G),telle que :

1. E(X /B ) est B�mesurable.

2. pour tout B 2 G;
R
B
E(X /G)dP =

R
B
X(!)dP:

iii par rapport à une variable aléatoire :

Dé�nition 1.8.2 On dé�nie l�espérance conditionelle d�une v.a X (intégrable) par rapport

à Y étant comme l�espérance conditionelle de X par rapport à la tribu engendré �(Y ). On

la note E(X /Y ) telle que :

1. c�est une variable �(Y ) mesurable.

2. pour tout B 2 �(Y );
R
B
E(X /Y )dP =

R
B
XdP:

Propriété 1.8.1 1. Linéarité : si X et Y 2 (
;F ; P ) et 8a; b 2 R et G une sous tribu

de F alors : E (aX + bY=G) = aE (X=G) + bE (Y=G)

2. Si Y est G-mesurable alors : E(Y X=G) = Y E(X=G):

3. Si X est indépendante de G alors : E(X=G) = E(X):

4. Si X ? G alors : E(E(X=G)) = E(X):�

5. Si X � Y alors : E(X=G) � E(Y=�):

6. Si Y est indépendante de X, alors : E(Y=X) = E(Y ):

7. Si X ? Y alors : E(Y=X) = Y

10



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

1.9 Martingale

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité, on se donne une suite croissante de sous-tribu de

F fFngn�0, et on dé�nie un espace de probabilité �ltré (
;F ; fFngn�0 ; P ).

Dé�nition 1.9.1 (martingale, sur-martingale et sous-martingale)[5] :Une suitefXngn�0
de v.a réells est dit martingale,sous martingale et sur martingale si :

1. Dé�nition 1.9.2 1. fXngn�0est Fn -adapté et pour tout n � 0 ; E(jXnj)<+1

(existe).

2. Pour tout n � 0 E(Xn+1=Fn) = Xn:avec :8>>>><>>>>:
E(Xn+1=Fn) = Xn équivatent (martingale)

E(Xn+1=Fn) � Xn équivatent (sur-martingale)

E(Xn+1=Fn) � Xn équivatent (sous-martingale)

Remarque 1.9.1 (a) Si fXng
n�0
est une Fn�martingale alors 8n � 0; Xn est Fn-

mesurable.

(b) La dé�nition d�une martingale signi�e que la meilleure prévision deXn+1 compte

trouver l�informations disponsible à constant n..

(c) Si Xnest Fn -martingale alors E(Xn+1) = E(E(Xn=Fn)) = E(Xn):

1.10 Intégralle stochastique ( ou Intégrale d�Itô)

Dé�nition 1.10.1 [4]L�intégralle stochastique, est une intégrale proposée avec des pro-

cessus stochastiques sous la forme suivantes :

Z t

0

�sdBs;

où f�s; s � 0g est un processus stochastique et (Bt)t�0 est un mouvement Brownien.

11



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

i Cas de processus étages :Ce sont les processus du type :

�nt =
mX
i=1

�i1]ti;ti+1](t);

Où m 2 N; 0 � t0 � t1 � ::: � tm et �i 2 L2(
;Ft; P ) pour tout i = 0; 1; :::; n. On voit

immédiatement que �n est un bon processus. On dé�nie alors :

It(�
n) =

Z t

0

�ns dBs =
nX
i=0

�i(Bti+1 �Bti);

avec

E(It(�
n)) = 0 et var(It(�n)) = E(

Z t

0

(�ns )
2ds):

ii Cas général :

Le principe est le même que l�intégrale de Winer, et on applique les lemmes Hilbertienne

et Gaussien, alors si � est un bon processus, donc il exist f�n; n � 0g suite de processus

étagés telle que :

E(

Z t

0

(�s � �ns )2ds) �! 0;

et

lim
n!+1

E(jIt(�)� It(�n)j) �! 0:

Alors d�après la limite, on note :

It(�) =

Z t

0

�sdBs:

Alors il véri�er :

E(It(�)) = 0 et var(It(�)) = lim
n!+1

var(It(�
n)) = E(

Z t

0

(�ns )
2ds):

12



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

1. Linéarité : Z t

0

(c�s +Ks)dBs = c

Z t

0

�sdBs+

Z t

0

KsdBs

2 Espérance nulle et isométrie :

E(

Z t

0

�sdBs) = 0

et

cov(

Z t

0

�sdBs;

Z t

0

KsdBs) = E(

Z t^s

0

�rKrdr)

3
R
�dB est une martingale continue de carré intégrable :

E( sup
t2[0;T ]

(

Z t

0

�sdBs)
2) � 4E(

Z T

0

�2sds)

1.10.1 Processus d�Itô

Dé�nition 1.10.2 [8]Soient (
;F ; P ) un espace probabilité muni d�une �ltration (F t)t�0 ;

et Bt un mouvement brownien, on appelle processus d�Itô un processus (Xt)t2[0;T ] à valeurs

dans R tel que :

8t � T : Xt = X0 +

Z t

0

bs(xs)ds+

Z t

0

�s(xs)dBs:

La forme di¤érentielle équivalante :

8><>: dXt = btdt+ �tdBt

X0 = x
;

avec

1. X0 est F0-mesurable.

2. (bt)t2[0;T ] un processus adapté àF t et s�appelle la coe¢ cient de dérive et
R t
0
jbsj ds<+1:

3. (�t)t2[0;T ] un processus adapté àF t et s�appelle la coe¢ cient de dé¢ tient et
R t
0
j�sj2 dBs<+1:

13



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

1.10.2 Formule d�itô

[11]

Sois (Xt)0�t�T un processus d�Itô, telle que :

Xt = x0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs.

Théorème 1.10.1 (Premiére formule d�Itô) : Supposons que f de classe C2(R); telle

que f� est bornée stasifait presque sûrement et (Bt)t>0 est un M.B, standard tel que :

E

�Z t

0

f
0
(Bt)ds

�2
< 1;8t > 0

Alors

f(Bt) = f(B0) +

Z t

0

f
0
(Bs)dXs +

1

2

Z t

0

f 00(Bs)dXs

Exemple 1.3 Soit f(x) = 1
2
x2 on a d�après (Théoreme (1.10.1)) : f�(x) = x ; f "(x) = 1

on a :

E(

Z t

0

(Bs)
2ds) =

Z t

0

sds

=
1

2
t2<1

Donc la formule d�Itô s�écrite sous la forme :

1

2
B2t �

1

2
B20 =

Z t

0

BsdBs +
1

2

Z t

0

ds

1

2
B2t =

1

2
B20 +

Z t

0

BsdBs +
1

2

Z t

0

ds

2

Z t

0

BsdBs = B
2
t � t

Alors
R t
0
BsdBs =

1
2
(B2t � t)

Théorème 1.10.2 (Deuxième formule d�Itô) : Soient f une fonction dé�nie sur

14



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

(R+ � R) de classe C1 par rapport à t, et de classe C2 par rapport à x et (Bt)t>0 est

un M.B, standard on a :

E

�Z t

0

�
@f

@x
(s; Bs)

2ds

��
<1;8t > 0.

Alors

f(t; Bt) = f(0; B0) +

Z t

0

@f

@t
(s; Bs)ds+

Z t

0

@f

@x
(s; Bs)dXs+

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s; Bs) < dXs; dXs >

Exemple 1.4 Soit la fonction f(t; x) = tx; on a :

@f

@t
(t; x) = x;

@f

@x
(t; x) = t;

@2f

@x2
(t; x) = 0;

Et on a

E(

Z t

0

(s)2ds) <1

Donc la formule d�Itô s�écrite sous la forme :

Btt =

Z t

0

Bsds+

Z t

0

sdBs +
1

2

Z t

0

0ds:

Alors
R t
0
sdBs = Btt�

R t
0
Bsds:

Proposition 1.10.1 (formule d�intégration par partie) : Soient X et Y deux proces-

sus d�Itô, alors :

Yt = Y0 +

Z t

0

b0s(ys)ds+
Z t

0

�0s(ys)dBs

Xt = X0 +

Z t

0

bs(xs)ds+

Z t

0

�s(xs)dBs

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it

15



CHAPITRE 1 : RAPPELE DE CALCUL STOCHASTIQUE

Avec :

hX;Y it =
Z t

0

�s(xs)�0s(ys)ds

Preuve [5]

16



Chapitre 2

Équation di¤érentielle stochastique

2.1 Introduction

Une équation di¤érentielle stochastique (E:D:S) est une équation de la forme

dxt = b(t; xt)dt+ �(t; xt)dBt; t � 0; (2.1)

b; � : R� [0; T ]! R , b; � sont deux fonctions déterministes mesurables, avec b est appelée

le coe¢ cient de dérive et � est appelée le coe¢ cient de di¤usion, soit x0 : 
 ! R ,x0 est

une v.a carrée intégrable et x0 indépendant du M.B .

Sois (Ft)t2[0;T ] la �ltration engendrée par le M.B (Bt)t�0, et par le variable x0 une solu-

tion de (2.1) est un processus continue F t�adapté tel que les intégrables (
R t
0
b(s; xs)ds etR t

0
�(s; xs)dBs)ou un sens et l�égalité

xt = "+

Z t

0

b(s; xs)ds+

Z t

0

�(s; xs)dBs; (2.2)

telle que x0 = " .

Remarque 2.1.1 Il existe deux types de solutions d�E.D.S, la solution fort (on une égalité

presque sûre) et la solutions faible (une égalité on loi).

17



CHAPITRE 2 : ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

On considère l�équation E:D:S

8><>: dxt = b(t; xt)dt+ �(t; xt)dBt

x0 = "
: (2.3)

Une solution forte consiste à un processus stochastique x existant sur le même espace de

probabilité �ltré (
;F ;Ft; P ):

Dé�nition 2.1.1 On dit que l�equation (2.3) admet une solutions forte si pour deux so-

lutions fortes x = (xt)t2[0;T ] et y = (yt)t2[0;T ] on a :

P ( sup
t2[0;T ]

jxt � ytj > 0) = 0 (2.4)

c-à-dire :P (xt = yt;8t 2 [0;T ]) = 1.

2.2 Existence et unicité de la solution forte d�une

E.D.S

[6]

On dit que l�équation E.D.S (2.3) admet une unique solution forte, si les coe¢ cients b et

� véri�e les conditions suivantes lipschitzienne (2.5) et de croissance (2.6) :

jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj : (2.5)

jb(t; x)j2 + j�(t; x)j2 � L(1 + jxj2): (2.6)

Donc, on se donne ci-dessous le théorème d�existence et unicité d�Itô.

Théorème 2.2.1 Si les coe¢ tients b et � véri�ent les conditions (2.5) et (2.6). Alors

l�équation (2.3) admet une solution forte unique x = (xt)
t2[0;T ]

-(Ft) adapté et continue

18



CHAPITRE 2 : ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

avec condition initiale x0 = " de plus cette solution est Makrovienne et véri�e

E( sup
t2[0;T ]

jxtjp) < M;8p > 1:

Où M est une constante qui dépend de K; p; L; T et ":

Preuve La preuve du théorème d�existence et unicité est basé sur le lemme de Gronwall

et l�inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy

i) Unicité : on va montrer que xt = yt: P: P � s

Soient x = (xt)t2[0;T ] et y = (yt)t2[0;T ] deux solutions de (2.3) tel que x0 = y0 = ": En

utilisant les formules de xt et yt pour montrer que :

E

�
sup
0�t�T

(xt � yt)2
�
= 0 0 � t � T:

Alors, on obtient :

xt � yt =
Z t

0

b(s; xs)ds+

Z t

0

�(s; xs)dBs �
�Z t

0

b(s; ys)ds+

Z t

0

�(s; ys)dBs

�
=

Z t

0

(b(s; xs)� b(s; ys)) ds+
Z t

0

(�(s; xs)� �(s; ys)) dBs:

En appliquant l�inégalité suivante :(a+ b)2 � 2a2 + 2b2 on a

jxt � ytj2 � 2
����Z t

0

b(s; xs)� b(s; ys)ds
����2 + 2 ����Z t

0

�(s; xs)� �(s; ys)dBs
����2 :

En passant à l�espérance mathématique, on obtient :

E
�
jxt � ytj2

�
� E

"
2

����Z t

0

b(s; xs)� b(s; ys)ds
����2 + 2 ����Z t

0

�(s; xs)� �(s; ys)dBs
����2
#
:

� 2E
"����Z t

0

b(s; xs)� b(s; ys)ds
����2
#
+ 2E

"����Z t

0

�(s; xs)� �(s; ys)dBs
����2
#
:
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CHAPITRE 2 : ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

Par l�esométrie, on a :

E

"����Z t

0

�(s; xs)� �(s; ys)dBs
����2
#
� E

�Z t

0

j�(s; xs)� �(s; ys)j2 ds
�
:

Alors :

E
�
jxt � ytj2

�
� 2E

�Z t

0

jb(s; xs)� b(s; ys)j2 ds
�
+ 2E

�Z t

0

j�(s; xs)� �(s; ys)j2 ds
�
:

En appliquant la condition de Lipchitz (2.5), on obtient :

E
�
jxt � ytj2

�
� 2K

Z t

0

E
�
jxs � ysj2 ds

�
+ 2K

Z t

0

E
�
jxs � ysj2 ds

�
� 4K

Z t

0

E
�
jxs � ysj2 ds

�

On a :

E
�
jxt � ytj2

�
� 4K

Z t

0

E
�
jxs � ysj2 ds

�
: (2.7)

En appliquant le lemme de Gronwall, on pose 4K = c

E
�
jxt � ytj2

�
� 0 exp(ct) 8t 2 [0;T ] :

Alors, il résulte que :

E
�
jxt � ytj2

�
= 0:

En appliquant l�inégalité de Tchébychef, on obtient :

8� > 0;
�
P jxt � ytj2 > �

�
� E(jxt � ytj2)

�2
= 0:
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CHAPITRE 2 : ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

En�n, le processus x et y sont continus. On conclut par (2.4) que :

P

�
sup
t2T

jxt � ytj2 > 0
�
= 0:

Alors :

P (xt = yt;8t 2 [0;T ]) = 1:

Donc cela lui prouve de l�unicité forte de la solution.

ii) Existence : pour démontrer l�existence d�une solution x de l�EDS (2.3) on utilise la

méthode des approximations successives on note "méthode d�itération de Picard".

On dé�nie par récurrence une suite de processus (x(n))

x0t = "

x1t = "+
R t
0
b(s; ")ds+

R t
0
�(s; ")dBs

x2t = "+
R t
0
b(s; x1t )ds+

R t
0
�(s; x1t )dBs

...

xnt = "+
R t
0
b(s; xn�1t )ds+

R t
0
�(s; xn�1t )dBs

xn+1t = "+
R t
0
b(s; xnt )ds+

R t
0
�(s; xnt )dBs .

Par récurrence pour tout n, xnt est continûment adapté, donc le processus �(s; x
n
t ) l�est

aussi

Preuve Premièrement nous véri�ons par récurrence sur n que :

9M : E [jxnt j] �M; 8t 2 [0; T ] : (2.8)

Pour n = 0; il n�ya rien montrer.

Supposons a présent que ceci est vrai à l�ordre n�1 et véri�ons que cela reste vrai à l�ordre

, on a :

xnt = "+

Z t

0

b(s; xn�1t )ds+

Z t

0

�(s; xn�1t )dBs
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D�après l�inégalité (a+ b+ c)2 � 3a2 + 3b2 + 3c2;on a :

jxnt j
2 � 3"2 + 3

����Z t

0

b(s; xn�1s )ds

����2 + 3 ����Z t

0

�(s; xn�1s )dBs

����2

En passant à la l�espérance, on obtient :

E
�
jxnt j

2� � E "3"2 + 3 ����Z t

0

b(s; xn�1s )ds

����2 + 3 ����Z t

0

�(s; xn�1s )dBs

����2
#

� 3E
�
"2
�
+ 3E

"����Z t

0

b(s; xn�1s )ds

����2
#
+ 3E

"����Z t

0

�(s; xn�1s )dBs

����2
#

Par l�esométrie, on a :

E
�
jxnt j

2� � 3E �"2�+ 3E �Z t

0

��b(s; xn�1s )
��2 ds�+ 3E �Z t

0

���(s; xn�1s )
��2 ds� :

D�après la condition de croissance bornée (2.6) on a :

E
�
jxnt j

2� � 3 �E("2) + LE(Z t

0

(1 +
��xn�1s

��2))ds�
� 3E("2) + 3LE(

Z t

0

(1 +
��xn�1s

��2)ds):
On posant d = max (3; 3L) Alors :

E
�
jxnt j

2� � dE("2) + dE(Z t

0

(1 +
��xn�1s

��2)ds)
� dE("2) + dE(

Z t

0

(1 + sup
0�t�T

��xn�1s

��2)ds)
� dE("2) + dE(

Z t

0

(1 +M
0
)ds)

� dE("2) + d
�
1 +M

0
�Z t

0

ds

� dE("2) + d
�
1 +M

0
�
T
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Puisque E(j"j2)<1 alors en posant M = dE("2) + d
�
1 +M

0�
T: On obtient :

E(jxnt j
2) < M;8t 2 T: (2.9)

D�autre part on pose :

xn+1t � xnt =
Z t

0

b(s; xns )� b(s; xn�1s )ds+

Z t

0

�(s; xns )� �(s; xn�1s )dBs:

On utilise le même technique (a+ b)2 � 2a2 + 2b2que pour l�unicité, on obtient :

��xn+1t � xnt
��2 � 2 ����Z t

0

b(s; xns )� b(s; xn�1s )ds

����2 + 2 ����Z t

0

�(s; xns )� �(s; xn�1s )dBs

����2
E
���xn+1t � xnt

��2� � E 2 ����Z t

0

b(s; xns )� b(s; xn�1s )ds

����2 + 2 ����Z t

0

�(s; xns )� �(s; xn�1s )dBs

����2
!

� 2E
 ����Z t

0

b(s; xns )� b(s; xn�1s )ds

����2
!
+ 2E

 ����Z t

0

�(s; xns )� �(s; xn�1s )dBs

����2
!

� 2E
�Z t

0

��b(s; xns )� b(s; xn�1s )
��2 ds�+ 2E �Z t

0

���(s; xns )� �(s; xn�1s )
��2 ds�

� 2K
Z t

0

E
���xns � xn�1s

��2 ds�+ 2K Z t

0

E
���xns � xn�1s

��2 ds�
� 4K

Z t

0

E
���xns � xn�1s

��2 ds�
E(
��xn+1t � xnt

��2) � c Z t

0

E(
��xnt � xn�1t

��2)
Telle que :c = 4K
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Par récurrence sur n, on a : pour n = 0

x1t � x0t �
Z t

0

b(s; x0s)ds+

Z t

0

�(s; x0s)dBs��x1t � x0t ��2 � 2 ����Z t

0

b(s; x0s)ds

����2 + 2 ����Z t

0

�(s; x0s)dBs

����2
E(
��x1t � x0t ��2) � 2E

 ����Z t

0

b(s; x0s)ds

����2
!
+ 2E

 ����Z t

0

�(s; x0s)dBs

����2
!

� 2E
�Z t

0

��b(s; x0s)��2 ds�+ 2E �Z t

0

���(s; x0s)��2 ds�
� 2L

Z t

0

(1 + E(
��x0s��2))ds+ 2E Z t

0

���(s; x0s)��2 ds
� 2L

Z t

0

(1 + E(
��x0s��2))ds+ 2L Z t

0

(1 + E(
��x0s��2))ds

� 4L
Z t

0

(1 + E(
��x0s��2))ds

� 4L(1 + E(
��x0s��2))Z t

0

ds

� 4L(1 + E(
��x0s��2)T

En pose M = 4L(1 + E(jx0sj
2
):On a : E(jx1t � x0t j

2
) �MT

Par récurrence sur n; il résulte que :

E(
��xn+1t � xnt

��2) � M (T )n+1

(n+ 1)!
;

Telle que

E(
��xn+2t � xn+1t

��2) � M (T )n+2

(n+ 2)!

� c
Z t

0

E(
��xn+1s � xns

��2)ds
� cM

Z t

0

(T )n+1

(n+ 1)!
ds = cM

(T )n+2

(n+ 2)!
:
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On obtient

E(jxmt � xnt j
2)

1
2 = kxmt � xnt kL2(
)

=
m�1X
k=n

xk+1t � xkt

L2(
)

�
+1X
k=n

�
M
(T )n+1

(n+ 1)!

� 1
2

�! 0 quand n �! +1:

Donc xnt est une suite de Cauchy dans l�espace de Banakh (L
2 (
) alors il existe un pro-

cessus noté xt telle que : limn!+1 x
n
t = xt; on obtient :

xt = "+

Z t

0

b(s; xs)ds+

Z t

0

�(s; xs)dBs

Donc xt est une solution de l�équation (2.3) .

iii) Montrons que :E
�
supt2[0;T ] jxtj

p� < M;8p > 1
On a :

xt = "+

Z t

0

b(s; xs)ds+

Z t

0

�(s; xs)dBs:

Par l�inégalité (a+ b+ c)2 � 3a2 + 3b2 + 3c2On a :

jxtj2 � 3 j"j2 + 3
����Z t

0

b(s; xs)ds

����2 + 3 ����Z t

0

�(s; xs)dBs

����2 :
En passant aux espérances, on a :

E
�
jxtj2

�
� E

"
3 j"j2 + 3

����Z t

0

b(s; xs)ds

����2 + 3 ����Z t

0

�(s; xs)dBs

����2
#

� 3E
�
j"j2
�
+ 3E

"����Z t

0

b(s; xs)ds

����2
#
+ 3E

"����Z t

0

�(s; xs)dBs

����2
#
:

� 3E
�
j"j2
�
+ 3E

�Z t

0

jb(s; xs)j2 ds
�
+ 3E

�Z t

0

j�(s; xs)j2 ds
�
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D�aprés la conditions de croissance linéaire(2:6), on a :

E
�
jxtj2

�
� 3E

�
j"j2
�
+ 3L

Z t

0

E
�
1 + jxsj2

�
ds+ 3L

Z t

0

E
�
1 + jxsj2

�
ds

En posant :m = max (3; 3L) On a :

E
�
jxtj2

�
� mE

�
j"j2
�
+ 2m

Z t

0

E
�
1 + jxsj2

�
ds

En appliquant le lemme de Gronwall, on a :

E
�
jxtj2

�
� mE

�
j"j2
�
exp (mt) 8t 2 [0;T ]

Puisque E
�
j"j2
�
<1; alors on posant

M = mE
�
j"j2
�
exp (dt)

On obtient :

E
�
jxtj2

�
< M 8t 2 [0;T ]

En�n par l�inégalité de Buckholders-Davis-Gundy :

E

"
sup
t2[0;T ]

jxtjp
#
< M 8p > 1

Alors, le théoreme est prouvé..

2.3 Exemples

[10]

1/ Cas ou le processus d�Ornstein-Uhlenbeck :
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pour n = d = 1 et c 2 R, l�unique solution de L�EDS (*)

8><>: dxt = cxtdt+ dBt

x(0) = "
(*)

est

xt = " exp(at) +

Z t

0

exp(c(t� s))dBs

2/ Cas ou Modéle de black et schole : sois (�; �; x0) 2 R3; l�unique solution sur R+

de L�E.D.S. liniére. 8><>: dxt = xt(�dt+ �dBt)

x(0) = "
(**)

On doit véri�er les conditions du théoreme d�existence et l�unicité.

On a :

b(t; xt) = �xt , �(t; xt) = �xt

Les fonctions b et � sont continues.

1. Condition de Lipschitez : il existe une constante K telle que : pour toutes x et

y 2 R :

jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj

j�x� �yj+ j�x� �yj � K jx� yj

j�j jx� �j+ j�j jx� yj � K jx� yj :

Alors K = j�j+ j�j :

2. Condition de croissance : il existe une constante L telle que : pour toutes x 2 R :

jb(t; x)j2 + j�(t; x)j2 � L2(1 + jxj2)

j�xj2 + j�xj2 � L2(1 + jxj2)
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j�j2 jxj2 + j�j2 jxj2 � L2(1 + jxj2)

j�j2 jxj2 + j�j2 + j�j2 jxj2 + j�j2 � L2(1 + jxj2) = (j�j2 + j�j2)(1 + jxj2)

Alors L =
q
j�j2 + j�j2

3. x0 est indépendant deBt alors l�E.D.S. (**) admet une solution forte, et cette solution

est unique.

Recharche de solutions :

On pose

Yt = ln(xt) encore f(x) = ln(x)

f 0(xt) =
1

xt
; f�(xt) = �

1

x2t

Donc d�après d�Itô on a :

df(xt) = f 0(xt)dxt +
1

2
f�(xt)dx2t

=
dxt
xt
� 1
2

dx2t
x2t

On introduire l�intégrale

Z t

0

df(xs) =

Z t

0

dxs
xs

� 1
2

Z t

0

dx2s
x2s
:

Donc

f(xt)� f(x0) =
Z t

0

xs(�ds+ �dBs)

xs
� 1
2

Z t

0

x2s�
2ds

x2s

ln(xt)� ln(x0) =
Z t

0

(�ds+ �dBs)�
1

2

Z t

0
s�
2ds

28
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D�oū

ln

�
xt
x0

�
=

Z t

0

�ds+

Z t

0

�dBs �
1

2

Z t

0
s�
2ds

=

Z t

0

(�� 1
2
�2)ds+

Z t

0

�dBs

= (�� 1
2
�2)t+ �Bt

Alors

xt
x0
= exp((�� 1

2
�2)t+ �Bt)

xt = x0 exp((��
1

2
�2)t+ �Bt)

xt est une solution forte de E.D.S. (��) :
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Chapitre 3

Condition nécessaire d�optimalité

pour E.D.S contrôlée

[12][13][14]

3.1 Formulation du probléme

Soient (
;F ; (Ft)t2[0;T ]; P ) un espace probabilisé �ltré satisfaisant aux conditions habi-

tuelles, B = (Bt)t2[0;T ] un mouvement Brownien d-dimensionnel et A un borélien de Rn:

Dé�nition 3.1.1 On appelle contrôle touts processus u = u(t)t2[0;T ] adapté par rapport à

une �ltration, de carré intégrable et prend ces valeurs dans un borélienne A de Rn:

Dé�nition 3.1.2 On appelle contrôle admissible tout processus u = (u(t))t2[0;T ] mesurable

et (Ft)t2[0;T ]- adapté à valeurs dans un borélien A de Rn;avec (Ft)t2[0;T ] = �(B(s); 0 � s �

t) est la �ltration naturelle du mouvement brownien. On note par U l�ensemble de tous les

contrôles admissibles et sous ensemble non convexe de Rn dé�nie par :

U =
�
u : [0; T ]� 
 �! A=ut est mesurable et (Ft)t2[0;T ] � adapt�e
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CONTROLÉE

Soient b : [0; T ] � Rd � A �! Rd et � : [0; T ] � Rd �! Md�d(R) sont deux fonctions

Boréliennes telle que b(t; x; a) est continue en a uniformément en (t; x) et " une variable

aléatoire F0-mesurable indépendante de B telle que :

E(j"jm) <1; pour tout m > 1

On considére le probléme de contrôle suivant :

8><>: dx(t) = b(t; x(t); u(t))dt+ �(t; x(t))dBt

x(0) = "
(3.1)

Pour chaque contrôle, u soit x = (x(t); 0 � t � T ) la solution de l�équation di¤érentielle

(3.1). La solution x est appelée la réponse du contrôle u et le couple (x; u) est appelée

couple admissible.

Sois la fonction coût dé�ni par :

J(u) = E

�
g(x(T )) +

Z T

0

h(t; x(t); u(t))dt

�
(3.2)

Où h : [0; T ]�Rd �A �! R et g : Rd �! R sont deux fonctions boréliennes et x(T ) est

la solution de l�équation (3.1) prise au temps terminal T:

Dé�nition 3.1.3 On appelle contrôle optimale si�l existe u 2 U tell que :

J(u) = inf
v2U
(J(v))

Quelques hypothèses pour les fonctions b; �; g et h :

pour tout (t; u) 2 [0; T ]� A ,9 C > 0 et x 2 Rm
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1. Les fonctions b; �; g et h véri�ant le condition de croissance telle que

jb(t; x; u)j+ j�(t; x)j � C(1 + jxj2) (3.3)

jh(t; x; u)j+ jg(x)j � C(1 + jxj2)

2. Les fonctions b; �; g et h sont dérivables en x et à dérivée continue et bornée, donc il

existe une constante positive telle que :

jb(t; x; u)j � K (3.4)

3. La fonction b(t; x; :) : A �! Rm est continue.

Remarque 3.1.1 D�après l�hypothèses de b et �, donc elles est lipschitzienne, alors

l�équation (3.1) admet une unique solution continue forte donnée par :

xt = "+

Z T

0

b(s; xs; u)dt+

Z T

0

�(s; xs)dBs

Telle que

E

"
sup
t2[0;T ]

jxtjm
#
�M; 8m > 1: (3.5)

Remarque 3.1.2 Les fonctions b et � véri�ant les conditions de croissance et Lip-

schitzienne et de plus elles est déterministes donc nous assurent l�existence et l�uni-

cité d�une solution forte de (3.1) pour tout contrôle admissible u 2 U:

Remarque 3.1.3 Les fonctions h et g véri�ants le conditions de croissance, alors

le coût J(u) est bien dé�nie telle que :

J(u) = E

�
g(x(T )) +

Z T

0

h(t; x(t); u(t))dt

�
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Alors

jJ(u)j � E
�Z T

0

jh(t; x(t); u(t))j dt
�
+ E [jg(x(T ))j]

On a h et g véri�ant la condition de croissance, on obtient :

jJ(u)j � E
�Z T

0

C(1 + jxtj2)dt
�
+ E

�
C(1 + jxtj2)

�
� E

"
C(1 + sup

t2[0;T ]
jxtj2)

#
+ E

"
C(1 + sup

t2[0;T ]
jxtj2)

#
:

D�après (3:5) on pose m = 1, donc :

jJ(u)j � CE(1 + sup
t2[0;T ]

jxtj2)

� CE(1 +M 0
)

�M:

- Le but du problème de contrôle optimal consiste à minimiser la fonction J(u) sur l�en-

semble U des contrôles admissibles. C�est-à-dire trouver un contrôle u 2 U telle

que :

J(u) = inf
v2U
(J(v))

3.2 Estimation des solutions

On supposera l�existence d�un contrôle optimal u minimisant le coût J sur l�ensemble U

et notons par la trajectoire optimale (la solution de l�équation (3.1) associée à u):

Pour établir des conditions nécessaires d�optimalité, on utilise des perturbations fortes de
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u. Et pour cela ont dé�ni :

u�(t) =

8>>>><>>>>:
u(t) t 2 [0; t0[

v t 2 [t0; t0 + �[

u(t) t 2 [t0 + �; T [

Où v 2 A, t0 2 ]0;T [ et � assez petit.

u�(t) est un processus (Ft)t2[0;T ]-adapté à valeurs dans A. Donc c�est un contrôle admissible

appartenant à U:

Lemme 3.2.1 Soient x et x� les solutions de (3.1) correspondant aux contrôles u et u�,

et quand � �! 0 alors on a l�estimation suivante :

E

 
sup
t2[0;T ]

jx�(t)� x(t)j2
!
�! 0 (3.6)

Preuve Soit x(t) et x�(t) sont les solutions de l�équation (3.1) associées à les contrôles u

et u� alors elles sont données respectivement par :

x(t) = "+

Z t

0

b(s; x(s); u(s))ds+

Z t

0

�(s; x(s))dBs

x�(t) = "+

Z t

0

b(s; x�(s); u�(s))ds+

Z t

0

�(s; x�(s))dBs

En utilisant les formules de x(t) et x�(t), alors :

x�(t)� x(t) =
�
"+

Z t

0

b(s; x�(s); u�(s))ds+

Z t

0

�(s; x�(s))dBs

�
�
�
"+

Z t

0

b(s; x(s); u(s))ds+

Z t

0

�(s; x(s))dBs

�
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En ajoutant et en retranchant le terme
R t
0
b(s; x(s); u�(s))ds; on obtient :

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds

+

Z t

0

[�(s; x�(s))� �(s; x(s))] dBs +
Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u�(s))] ds

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u�(s))] ds

+

Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds+
Z t

0

[�(s; x�(s))� �(s; x(s))] dBs:

jx�(t)� x(t)j =
����Z t

0

[b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u�(s))] ds+
Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds

+

Z t

0

[�(s; x�(s))� �(s; x(s))] dBs
����

D�après l�inégalité (a+ b+ c)2 � 3a2 + 3b2 + 3c2, on a

jx�(t)� x(t)j2 � 3
����Z t

0

b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u�(s))ds
����2

+ 3

����Z t

0

b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))ds
����2 + 3 ����Z t

0

�(s; x�(s))� �(s; x(s))dBs
����2

D�après l�esométrie, on a :

jx�(t)� x(t)j2 � 3
Z t

0

jb(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u�(s))j2 ds+ 3
Z t

0

jb(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))j2 ds

+ 3

Z t

0

j�(s; x�(s))� �(s; x(s))j2 ds

En applique la condition de lipschitzienne, on trouve :

jx�(t)� x(t)j2 � 3K
Z t

0

jx�(t)� x(t)j2 ds+ 3
Z t

0

jb(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))j2 ds

+ 3K

Z t

0

jx�(t)� x(t)j2 ds
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En passant à l�espérance, on a :

E
�
jx�(t)� x(t)j2

�
� E[3k

Z t

0

jx�(s)� x(s)j2 ds+ 3k
Z t

0

jx�(t)� x(t)j2 ds

+ 3

Z t

0

jb(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))j2 ds]:

� 6kE
Z t

0

�
jx�(s)� x(s)j2

�
ds

+ 3

Z t

0

jb(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))j2 ds]

D�après la dé�nition du contrôle u�; on trouve :

E
�
jx�(t)� x(t)j2

�
� 6kE

Z t

0

�
jx�(s)� x(s)j2

�
ds

+ 3E[

Z t0

0

j(b(t; x(t); u(t))� b(t; x(t); u(t)))j2 ds

+

Z t0+�

t0

j(b(t; x(t); v)� b(t; x(t); u(t)))j2 ds

+

Z T

t0+�

j(b(t; x(t); u(t))� b(t; x(t); u(t)))j2 ds]:

Alors :

E
�
jx�(t)� x(t)j2

�
� 6kE

�Z t

0

jx�(s)� x(s)j2 ds
�

+ 3E[

Z t0+�

t0

j(b(t; x�(t); v)� b(t; x(t); u(t)))j2 ds]:

Donc :

E
�
jx�(t)� x(t)j2

�
� 6kE

�Z t

0

jx�(s)� x(s)j2 ds
�

+ 3E

"
sup
t2[0;T ]

����b(t; x(t); v)� b(t; x(t); u(t))Z t0+�

t0

ds

����2
#
:
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CONTROLÉE

Donc :

E
�
jx�(t)� x(t)j2

�
� 6k

Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
3E

"
sup
t2[0;T ]

jb(t; x(t); v)� b(t; x(t); u(t))�j2
#

D�après la condition de croissance (3:3) et la bornétude (3:4)de b et �, on obtient :

E

"
sup
t2[0;T ]

jx�(t)� x(t)j2
#
� 6k

Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
+ 3�2CE

�
1 + jxtj2

�
� 6k

Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
+ 3�2C

�
1 + E

�
sup
0�t�T

jxtj2
��

� 6k
Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
+ 3�2C

�
1 +M

0
�

� 6k
Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
+M�2

Par le lemme de Gronwall, on pose :

6k

Z t

0

E
�
jx�(s)� x(s)j2 ds

�
= ws::
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Alors :

E

"
sup
t2[0;T ]

jx�(t)� x(t)j2
#
�M�2

Z t

0

exp (ws) ds

�M�2
�
1

w
exp (ws)

�t
0

�M�2
�
1

w
exp (wt)� 1

w

�
� M�2

w
[exp (wt)� 1] :

On pose C = M
w
[exp (wt)� 1] ; alors :

E

"
sup
t2[0;T ]

jx�(t)� x(t)j2
#
� C�2 ,

E

"
sup
t2[0;T ]

jx�(t)� x(t)j2
#
! 0:

D�o�u la démonstration..

Lemme 3.2.2 Sous les hypothèses (3:6) ; on a :

C�2 � E
Z T

0

([h(t; x(t); u�(t)� h(t; x(t); u(t)]) dt (3.7)

+ E

Z T

0

hx(t; x(t); u(t)x1dt+ E [gx(x(T ))x1(T )] ;

oû x1 est la solution de l�équation suivante :

x1(t) =

Z t

0

bx(s; x(s); u(s))x1ds+

Z t

0

�x(s; x(s))x1dBs (3.8)

+

Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds
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Preuve D�après la dé�nition de x(t) et x�(t)

x(t) = "+

Z t

0

b(s; x(s); u(s))ds+

Z t

0

�(s; x(s))dBs;

x�(t) = "+

Z t

0

b(s; x�(s); u�(s))ds+

Z t

0

�(s; x�(s))dBs

On a :

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds (3.9)

+

Z t

0

[�(s; x�(s))� �(s; x(s))] dBs:

D�après les hypothèses de b et � on a dérivable en point x alors b et � 2 C1, donc en

appliquant la développement de Taylor à l�ordre 1 en point x : on pose x0(s) = x(s) alors :

b(s; x0(s); u�(s) = b(s; x(s); u�(s)):

Et

(b(s; x�(s); u�(s))
0 ��
x0(s)=x(s) = bx(s; x(s); u�(s)):

Alors la développement de Taylor s�écrit sous la formme :

b(s; x�(s); u�(s) = b(s; x0(s); u�(s)+(b(s; x�(s); u�(s))
0 ��
x0(s)=x(s) (x�(s)� x0(s))+o

�
jx�(s)� x0(s)j2

�
:

Donc :

b(s; x�(s); u�(s) = b(s; x(s); u�(s)) + bx(s; x(s); u�(s) (x�(t)� x(t)) + o
�
jx�(s)� x(s)j2

2
�
;

Et

�(s; x�(s)) = �(s; x(s)) + �x(s; x(s)) (x�(t)� x(t)) + o (jx�(s)� x(s)j) :
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Alors :

b(s; x�(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s)) = b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s)) (3.10)

+ bx(s; x�(s); u�(s) (x�(t)� x(t)) + C�2;

et

�(s; x�(s))� �(s; x(s)) = �(s; x(s)) + �x(s; x(s)) (x�(t)� x(t))� �(s; x(s)) +C�2: (3.11)

En substituant (3.10) et (3.11) dans (3.9), on obtient :

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s)) + bx(s; x�(s); u�(s) (x�(s)� x(s))] ds

+

Z t

0

[�(s; x(s)) + �x(s; x(s)) (x�(s)� x(s))� �(s; x(s))] dBs::

On trouve

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds+
Z t

0

[bx(s; x�(s); u�(s) (x�(s)� x(s))] ds

+

Z t

0

[�x(s; x(s)) (x�(s)� x(s))] dBs + C�2:

On pose x1(t) = x�(t)� x(t) + C�2 on obtient l�èquation (3.8) suivant :

x�(t)� x(t) =
Z t

0

[b(s; x(s); u�(s))� b(s; x(s); u(s))] ds+
Z t

0

[bx(s; x�(s); u�(s))x1(t)] ds

+

Z t

0

[�x(s; x(s))x1(t)] dBs + C�
2

On a h et g sont dérivable en point x alors c�est la même technique pour b et � on applique

le développant de Taylor à l�ordre 1 en point x; on pose x0(t) = x(t)

h(t; x0(t); u�(t)) = h(t; x(t); u�(t));

40



CHAPITRE 3 : CONDITION NÉCESSAIRE D�OPTIMALITÉ POUR E.D.S
CONTROLÉE

et

h(t; x�(t); u�(t))
0 ��
x0(t)=x(t) = hx(t; x(t); u�(t)):

Alors le développement de Taylor s�écrit sous la forme :

h(t; x�(t); u�(t)) = h(t; x0(t); u�(t))+h(t; x�(t); u�(t))
0 ��
x0(t)=x(t) (x�(s)� x0(s))+o (jx�(s)� x0(s)j) :

Alors :

h(t; x�(t); u�(t)) = h(t; x(t); u�(t)) + hx(t; x(t); u�(t)) (x�(s)� x(s)) + o (jx�(s)� x(s)j) :

On a : x1(t) = x�(t)� x(t) + C�2; alors :

h(t; x�(t); u�(t)) = h(t; x(t); u�(t)) + hx(t; x(t); u�(t))x1(t) + C�
2;

et

g(x�(T )) = g(x(T )) + gx(x(T ))x1(t) + C�
2

Donc

h(t; x�(t); u�(t))�h(t; x(t); u(t)) = h(t; x(t); u�(t))�h(t; x(t); u(t))+hx(t; x(t); u�(t))x1(t)+C�2;

(3.12)

et

g(x�(T ))� g(x(T )) = gx(x(T ))x1(t) + C�2: (3.13)
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En passant à l�espérance, on a :

E

�Z T

0

h(t; x�(t); u�(t))� h(t; x(t); u(t))dt
�

= E

�Z T

0

h(t; x(t); u�(t))� h(t; x(t); u(t))dt
�

+ E

�Z T

0

hx(t; x(t); u�(t))x1(t)dt

�
+ C�2:

Et

E

�Z T

0

g(x�(T ))� g(x(T ))dt
�
= E

�Z T

0

gx(x(T ))x1(t)dt

�
+ C�2:

Puisque u est optimal, alors on a J(u) � J(u�); donc :

J(u�)� J(u) � 0:

Par la dé�nition de le coût, on a :

E

�Z T

0

h(t; x�(t); u�(t))dt+ g(x�(T ))

�
� E

�Z T

0

h(t; x(t); u(t))dt+ g(x(T ))

�
� 0:

Alors :

E

�Z T

0

[h(t; x�(t); u�(t))� h(t; x(t); u�(t))] dt
�
+ E [g(x�(T ))� g(x(T ))] � 0: (3.14)

Ce qui nous donne :

0 �E
�Z T

0

[h(t; x(t); u�(t))� h(t; x(t); u(t))] dt
�
+ E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
(3.15)

+ E [gx(x(T ))x1(t)] + C�
2:
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Donc :

G�2 � E
�Z T

0

[h(t; x(t); u�(t))� h(t; x(t); u(t))] dt
�
+ E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
+ E [gx(x(T ))x1(t)] :

De plus en ajoutant et en retranchant le terme hx(t; x(t); u(t))x1(t) dans

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
:

En trouve

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
= E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+ E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))� hx(t; x(t); u(t))]x1(t)dt
�
:

D�après la dé�nition de u� on a :

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
= E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
E

�Z t0+�

t0

[hx(t; x(t); v)� hx(t; x(t); u(t))]x1(t)dt
�
:

Par l�hypothèse sur hx est bornée alors :

E

�Z t0+�

t0

[hx(t; x(t); v)� hx(t; x(t); u(t))]x1(t)dt
�
� kE

�Z t0+�

t0

x1(t)dt

�

Donc

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
� E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+ kE

�Z t0+�

t0

x1(t)dt

�
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Donc

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
� E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+kE

"
sup
t2[0;T ]

Z t0+�

t0

x1(t)dt

#

Alors par l�inégalité de Cauchy-Schwartz et l�inégalité (3:5) on a :

E

�Z T

0

[hx(t; x(t); u�(t))x1(t)] dt

�
� E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+Mk

Z t0+�

t0

tdt

� E
�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+Mk�

Alors, on a le résultat suivants :

C�2 � E
Z T

0

([h(t; x(t); u�(t)� h(t; x(t); u(t)]) dt

+ E

Z T

0

hx(t; x(t); u(t)x1dt+ E [gx(x(T ))x1(T )] :

3.3 Principe du maximum

Les conditions nécessaires d�optimalité seront établies essentiellement à partie de la relation

(3:7) du lemme précédent.

Théorème 3.3.1 Soit (x; u) une solution optimale pour problème de contrôle, alors il

existe un processus p (t) (Ft)t2[0;T ]-adapté dé�ni par :

p(t) = E [	�(t)��(t)gx(x(T ))=Ft] + 	�(t)
Z T

t

��(t)hx(s; x(s); u(s))ds:; (3.16)

telle que :

H(x(t); v; p(t)) � H(x(t); u(t); p(t)) 8v 2 A;P � ps: (3.17)
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Où le Hamiltonien H est dé�ni par :

H(t; x(t); u(t); p(t)) = h(t; x(t); u(t)) + p(t)b(t; x(t); u(t)): (3.18)

Preuve On considère l�équation di¤érentielle stochastique linéaire suivante :

8><>: d�(t) = bx(t; x(t); u(t))�(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)dBt

�(0) = Id
(3.19)

Cette équation étant linéaire à coe¢ cient bornés alors elle admet une solution forte unique.

De plue, la solution � est inversible, on pose ��1 = 	. Alors

�	 = Id =) d (�	) = 0

On suppose que :

d	(t) = a(t)dt+ b(t)dBt

Maintenant, on recherche a(t) et b(t) par l�intégrale par partie d�Itô on a :

d(�	) = �(t)d	(t) + 	(t)d�(t) + d�(t)d	(t)

Alors :

d(�	) = �(t) [a(t)dt+ b(t)dBt] + 	(t) [bx(t; x(t); u(t))�(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)dBt]

+ [a(t)dt+ b(t)dBt] [bx(t; x(t); u(t))�(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)dBt]

= [�(t)a(t) + 	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t) + b(t)�x(t; x(t))�(t)] dt

+ [�(t)b(t) + 	(t)�x(t; x(t))�(t)] dBt:
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On a d(�	) = 0; alors on pose :

�(t)a(t) + 	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t) + b(t)�x(t; x(t))�(t) = 0 (1)

�(t)b(t) + 	(t)�x(t; x(t))�(t) = 0: (2)

D�après l�équation (2) on trouve :

�(t)b(t) = �	(t)�x(t; x(t))�(t):

On multipliée par ��1 :

�(t)b(t)��1(t) = �	(t)�x(t; x(t))�(t)��1(t):

D�où :

b(t) = �	(t)�x(t; x(t)): (3)

On remplace l�équation (3) dans l�équation (1) on trouve :

�(t)a(t) + 	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t) + �x(t; x(t))�(t) [�	(t)�x(t; x(t))] = 0:

�(t)a(t) = �	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t) + �x(t; x(t))�(t) [	(t)�x(t; x(t))] :

On a �(t)	(t) = Id , alors :

�(t)a(t) = �	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t) + �x(t; x(t))�x(t; x(t)):
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On multipliée par �(t)�1 et on a �(t)�1 = 	(t)

�(t)a(t)�(t)�1 = �	(t)bx(t; x(t); u(t))�(t)�(t)�1 + �x(t; x(t))�x(t; x(t))�(t)�1

a(t) = �x(t; x(t))�x(t; x(t))	(t)�	(t)bx(t; x(t); u(t)):

Donc :8><>: d	(t) = [	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�	(t)bx(t; x(t); u(t))] dt�	(t)�x(t; x(t))dBt

	(0) = Id
::

(3.20)

En appliquant le formule d�Itô pour véri�er cette égalité :

d(�	) = d(	�) = 0 :

On a

d(�	) = d�(t)	(t) + d	(t)�(t) + d�(t)d	(t):: (3.21)

On remplace la formule de d�(t) et d	(t) dans (3:21) on trouve :

d(�	) = [bx(t; x(t); u(t))�(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)dBt] 	(t)

+ [[	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�	(t)bx(t; x(t); u(t))] dt�	(t)�x(t; x(t))dBt] �(t)

+ [bx(t; x(t); u(t))�(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)dBt]�

[[	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�	(t)bx(t; x(t); u(t))] dt�	(t)�x(t; x(t))dBt] :

Par la relation suivante :

dtdBt = 0 , dt2 = 0 , dB2t = dt::
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On a :

d(�	) = bx(t; x(t); u(t))�(t)	(t)dt+ �x(t; x(t))�(t)	(t)dBt +	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�(t)dt

� bx(t; x(t); u(t))�(t)	(t)dt�	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�(t)dt� �x(t; x(t))�(t)	(t)dBt

= 0:

Pour le même par d(	�): Danc d(�	) = d(	�) = 0. Alors � est inversible et sont inverse

est 	:

En suivant la méthode de la résolvante des équations di¤érentielles ordinaires linéaires, on

pose

�(t) = 	(t)x1(t):

On applique la formule d�Ito sur 	(t)x1(t) on obtient :

d�(t) = d	(t)x1(t) + 	(t)dx1(t) + d	(t)dx1(t): (3.22)

D�après l�équation (3:8) on a :

d�(t) = ([	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�	(t)bx(t; x(t); u(t))] dt�	(t)�x(t; x(t))dBt)x1(t)

+ 	(t) (bx(t; x(t); u(t))x1(t)dt+ �x(t; x(t))x1(t)dBt + [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt)

+ ([	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))�	(t)bx(t; x(t); u(t))] dt�	(t)�x(t; x(t))dBt)�

(bx(t; x(t); u(t))x1(t)dt+ �x(t; x(t))x1(t)dBt + [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt) ::
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Alors :

d�(t) = 	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))x1(t)dt�	(t)bx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�	(t)�x(t; x(t))x1(t)dBt �	(t)�x(t; x(t))�x(t; x(t))x1(t)dt

+	(t)bx(t; x(t); u(t))x1(t)dt+	(t)�x(t; x(t))x1(t)dBt

+	(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt::

On trouve la formule suivante :

d�(t) = 	(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt:

On pose :

Y = ��(T )gx(x(T )) +

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�(t) = E [Y=Ft]�
Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

On remarque que :

E [gx(x(T ))x1(T )] = E [�
�(T )gx(x(T ))�(T )] = E [�(T )�(T )]

49



CHAPITRE 3 : CONDITION NÉCESSAIRE D�OPTIMALITÉ POUR E.D.S
CONTROLÉE

Car :

E [�(T )�(T )] = E

�
�(T )

�
E [Y=Ft]�

Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

��
= E

�
�(T )E [Y=Ft]� �(T )

Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�
= E

�
�(T )��(T )gx(x(T )) + �(T )

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

��(T )
Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�
= E [�(T )��(T )gx(x(T ))] + E

�
�(T )

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�
� E

�
�(T )

Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�
= E [�(T )��(T )gx(x(T ))] :

D�autre part :E [��(T )gx(x(T ))�(T )] = E [gx(x(T ))x1(T )]car �(T ) = 	(T )x1(T ) donc

x1(T ) = �(T )	(T )
�1 = �(T )�(T ) alors :

E [gx(x(T ))x1(T )] = E [gx(x(T ))�(T )�(T )]

= E [��(T )gx(x(T ))�(T )]

Danc pour calculer le premier terme E [gx(x(T ))x1(T )] ; il su¢ t de calculer E [�(T )�(T )] :

Puisque Ft = �(Bs; 0 � s � t); Y 2 L2 (
;F ; P ) et E(Y=Ft) est une martingale de carré

intégrable, alors la décomposition d�Itô nous donne :

E(Y=Ft) = E(Y ) +
Z t

0

G(s)dBs (3.23)

Où G est un processus adapté telle que E
hR t
0
jG(s)j2 ds

i
< 1 donc on peut utiliser une

forme de �(t) mieux adapté à notre problème comme suie :

�(t) = E(Y )�
Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds+

Z t

0

G(s)dBs:
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Ce qui nous donne

d�(t) = ���(t)hx(t; x(t); u(t))dt+G(t)dBt: (3.24)

On applique la formule d�Itô sur �(t)�(t) on obtient :

d (�(t)�(t)) = �(t)d�(t) + �(t)d�(t) + d�(t)d�(t):

d (�(t)�(t)) = �(t) [���(t)hx(t; x(t); u(t))dt+G(t)dBt]

+ �(t) [	(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt]

+ [���(t)hx(t; x(t); u(t))dt+G(t)dBt] [	(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt] ::

Alors :

d (�(t)�(t)) = ��(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt+ �(t)G(t)dBt

+ �(t) [	(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt] :

Où :p(t) = 	(t)��(t):on a :

d (�(t)�(t)) = ��(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt+�(t)G(t)dBt+p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt:

Maintenant, on passant par l�intégrale, on a :

Z T

0

d (�(t)�(t)) dt =

Z T

0

[��(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))] dt+
Z T

0

�(t)G(t)dBt

+

Z T

0

[p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))]] dt:
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Alors :

�(T )�(T )� �(0)�(0) =
Z T

0

[��(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))] dt+
Z T

0

�(t)G(t)dBt

+

Z T

0

[p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))]] dt:

En passant à l�espérance, on a :

E [�(T )�(T )] = E

�Z T

0

[��(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))] dt
�
+ E

�Z T

0

�(t)G(t)dBt

�
+ E

�Z T

0

[p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))]] dt
�
:

Donc :

E [d (�(T )�(T ))] = E [gx(x(T ))x1(T )]

Alors :

E [gx(x(T ))x1(T )] = E

Z T

0

p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt

� E
Z T

0

�(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt

On a �(t) = 	(t)x1(t) :donc :

E [gx(x(T ))x1(T )] = E

�Z T

0

p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt
�

� E
�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
:

En remplaçant E [gx(x(T ))x1(T )] par sa valeur dans le lemme (3.7) on obtient :

G�2 � E
�Z T

0

([h(t; x(t); u�(t)� h(t; x(t); u(t)]) dt
�
+ E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
+ E

�Z T

0

p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt
�
� E

�Z T

0

hx(t; x(t); u(t))x1(t)dt

�
:
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On trouve

G�2 � E
�Z T

0

([h(t; x(t); u�(t)� h(t; x(t); u(t)]) dt
�

+ E

�Z T

0

p(t) [b(t; x(t); u�(t))� b(t; x(t); u(t))] dt
�

On a la dé�nition d�Hamiltonien suivant :

H(t; x(t); u(t); p(t)) = h(t; x(t); u(t)) + p(t)b(t; x(t); u(t));

Avec le contrôle u� on a :

H(t; x(t); u�(t); p(t)) = h(t; x(t); u�(t)) + p(t)b(t; x(t); u�(t)):

Donc :

G�2 � E
�Z T

0

[h(t; x(t); u�(t)) + p(t)b(t; x(t); u�(t))]� [h(t; x(t); u(t)) + p(t)b(t; x(t); u(t))] dt
�

Alors

G�2 � E
�Z T

0

[H(t; x(t); u�(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt
�
:

De la dé�nition de u� on obtient :

G�2 � E[
Z t0

0

[H(t; x(t); u�(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

+

Z t0+�

t0

[H(t; x(t); u�(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

+

Z T

t0+�

[H(t; x(t); u�(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt]:
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Donc :

G�2 � E[
Z t0

0

[H(t; x(t); u(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

+

Z t0+�

t0

[H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

+

Z T

t0+�

[H(t; x(t); u(t); p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt]

G�2 � E
�Z t0

0

0dt+

Z t0+�

t0

[H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt+
Z T

t0+�

0dt

�
G�2 � E

�Z t0+�

t0

[H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt
�
:

Ce qui donne

G�2 � E
�Z t0+�

t0

1

�
[H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

�

En passant par limite

lim
��!0

G�2 � lim
��!0

E

�Z t0+�

t0

1

�
[H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))] dt

�

En trouve

0 � H(t; x(t); v; p(t))�H(t; x(t); u(t); p(t))

Alors, le resultat :

H(t; x(t); u(t); p(t)) � H(t; x(t); v; p(t))
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3.4 Équation adjointe

Théorème 3.4.1 En appliquant la formule d�Itô à p(t) = 	�(t)�(t) on obtient l�équation

adjointe suivante :

8><>: �dp(t) = [b�x(t; x(t); u(t))p(t) + ��x(t; x(t))Z(t) + hx(t; x(t); u(t))] dt� Z(t)dBt

p(T ) = gx(x(T ))

(3.25)

Où Z est donnée par :

Z(t) = 	�(t)G(t)� ��x(t; x(t))p(t) (3.26)

Et G véri�e l�équation suivante :

Z t

0

G(s)dBs = E(Y=Ft)� E(Y ) = E
�
��(T )gx(x(T )) +

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds=Ft
�

(3.27)

� E
�
��(T )gx(x(T )) +

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�

Preuve En appliquant la formule d�Itô pour trouver l�équation adjointe véri�ée par p(t) :

on ap(t) = 	�(t)�(t), d�après d�Itô, on a :

dp(t) = d(	�(t)�(t)) (3.28)

= 	�(t)d�(t) + �(t)d	�(t) + d�(t)d	�(t):

D�après (3.20) 	� véri�ée l�équation suivante :

8><>: d	�(t) = [��x(t; x(t))�
�
x(t; x(t))	

�(t)� b�x(t; x(t); u(t))	�(t)] dt� ��x(t; x(t))	�(t)dBt

	�(0) = Id .

(3.29)
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CHAPITRE 3 : CONDITION NÉCESSAIRE D�OPTIMALITÉ POUR E.D.S
CONTROLÉE

Donc en remplace (3.25) et (3.30) dans (3.29) on obtient :

dp(t) = �(t) [[��x(t; x(t))�
�
x(t; x(t))	

�(t)� b�x(t; x(t); u(t))	�(t)] dt� ��x(t; x(t))	�(t)dBt]

+ 	�(t) [���(t)hx(t; x(t); u(t))dt+G(t)dBt]

+ [[��x(t; x(t))�
�
x(t; x(t))	

�(t)� b�x(t; x(t); u(t))	�(t)] dt� ��x(t; x(t))	�(t)dBt]

[���(t)hx(t; x(t); u(t))dt+G(t)dBt] :

En trouve :

dp(t) = �(t)��x(t; x(t))�
�
x(t; x(t))	

�(t)dt� �(t)b�x(t; x(t); u(t))	�(t)dt� �(t)��x(t; x(t))	�(t)dBt

�	�(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt+	�(t)G(t)dBt � ��x(t; x(t))	�(t)G(t)dt:

En remplace p(t) = 	�(t)�(t) dans (3:29) :

dp(t) = ��x(t; x(t))�
�
x(t; x(t))p(t)dt� b�x(t; x(t); u(t))p(t)dt� ��x(t; x(t))p(t)dBt

�	�(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt+	�(t)G(t)dBt � ��x(t; x(t))	�(t)G(t)dt

dp(t) = ���x(t; x(t)) [	�(t)G(t)� ��x(t; x(t))p(t)] dt� b�x(t; x(t); u(t))p(t)dt

� [	�(t)G(t)� ��x(t; x(t))p(t)] dBt �	�(t)��(t)hx(t; x(t); u(t))dt:

D�aprés (3:27) et on a 	�(t)��(t) = ��(t)	�(t) = Id; on trouve :

dp(t) = ���x(t; x(t))Z(t)dt� b�x(t; x(t); u(t))p(t)dt� Z(t)dBt

� hx(t; x(t); u(t))dt:
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CHAPITRE 3 : CONDITION NÉCESSAIRE D�OPTIMALITÉ POUR E.D.S
CONTROLÉE

Donc :

dp(t) = � [��x(t; x(t))Z(t) + b�x(t; x(t); u(t))p(t) + hx(t; x(t); u(t))] dt

+ Z(t)dBt

On véri�er que p(T ) = gx(x(T )); on a p(T ) = 	�(T )�(T ) et on a �(T ) = E(Y ) �R t
0
��(s)hx(s; x(s); u(s))ds+

R t
0
G(s)dBs, alors :

p(T ) = 	�(T )

�
E(Y )�

Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds+

Z t

0

G(s)dBs

�

On a
R t
0
G(s)dBs = E(Y=Ft)� E(Y ), alors :

p(T ) = 	�(T )

�
E(Y=Ft)�

Z t

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

�

Et on a

Y = ��(T )gx(x(T )) +

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds

p(T ) = 	�(T )

�
E

�
��(T )gx(x(T )) +

Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds�
Z T

0

��(s)hx(s; x(s); u(s))ds=Ft
��

p(T ) = 	�(T ) [E (��(T )gx(x(T ))=Ft)]

p(T ) = E [	�(T )��(T )gx(x(T ))=Ft]

p(T ) = E [gx(x(T ))=Ft]

p(T ) = gx(x(T ))
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CHAPITRE 3 : CONDITION NÉCESSAIRE D�OPTIMALITÉ POUR E.D.S
CONTROLÉE

Alors le résultat suivant :8>>>><>>>>:
�dp(t) = [��x(t; x(t))Z(t) + b�x(t; x(t); u(t))p(t) + hx(t; x(t); u(t))] dt

+Z(t)dBt

p(T ) = gx(x(T ))

Remarque 3.4.1 L�équation (3:26) est une équation backward linéaire à coe¢ cient bor-

nés, donc elle admet une solution forte unique.

Remarque 3.4.2 Le processus p(T ) est appellé processus adjoint de l�équation adjointe,

et si le couple optimale (x; u) est une solution optimale pour le probléme de contrôle, alors

il existe un couple (p; Z) solution de l�équation backward (3:26) telle que (3:17) soit véri�ée.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous sommes intéressées aux problèmes de contrôle dans lesquels des

systèmes sont gouvernés par des équations di¤érentielles stochastique du type Itô.

Dans le troisième chapitre, nous sommes intéressés au principe de maximum pour dé�nie

les conditions nécessaires d�optimalité dans le cas où le coe¢ cient de division ne dépend

pas du contrôle.
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Annexe

Lemme 3.4.1 Lemme de Gronwall [7]

Soient T > 0 et u une fonction positive bornée sur [0;T ]. On suppose qu�il existe des

constantes a > 0; b > 0 telles que pour tout t 2 [0;T ] ; on a :

u(t) � a+ b
Z t

0

u(s)ds

Alors

8t 2 [0;T ] ; u(t) � a
Z t

0

exp (bs) ds

Preuve [7]

Lemme 3.4.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG) pour tout temps d�ar-

rêt � on a ,

E

"
sup
t2[0;T ]

����Z t

0

f(s)dBs

����2
#
� CE

�Z t

0

jf(s)j2 ds
�
;

où C est une constante positive.

Proposition 3.4.1 (L�inégalité de Hölder )[2] :L�inégalité de Hölder dit que si p; q >

1 tels que 1
p
+ 1

q
= 1, alors :

kfgkL1 � kfkLp kgkLq

Proposition 3.4.2 ( l�inégalité de Cauchy-Schwartz) C �est une cas particuliée de

60



Annexe

l�inégalité de Holder pour p = q = 2;on a

kfgk1 � kfk2 kgk2 :

Théorème 3.4.2 (Dévelopment de Taylor-Young) Soient f : I ! R une fonction

n� 1-fois dérivable; (n 2 N) et a; x 2 I. Alors

f(x) = f (a) + f 0 (a) (x� a) + f" (a)
2!

(x� a)2 + :::+ f
(n) (a)

n!
(x� a)n + o (jx� ajn) :

Théorème 3.4.3 (Dévelopment de Taylor avec reste intégral) Soient f : I ! R

une fonction de classe Cn+1; (n 2 N) et a; x 2 I. Alors

f(x) = f (a)+f 0 (a) (x� a)+f" (a)
2!

(x� a)2+:::+f
(n) (a)

n!
(x� a)n+

Z x

a

f (n+1) (a)

(n+ 1)!
(x� t)n+1 dt:

Proposition 3.4.3 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)[3] :

Soit X une variable aléatoire. Pour tout a > 0;

P (jX � E(X)j � a) � V ar(X)

a2

Preuve [3].

Théorème 3.4.4 Si f(x; y)est continue en tout point d�un rectangle R = fjx� x0j < a et jy � y0j < bg,et

bornée sur R alors l�ED y0 = f(x; y) a une solution sur R avec condition initiale y(x0) = y0.

Cette solution est dé�nie pour tout jx� x0j < � telleque � = min (a; b=k) avec jf(x; y)j < k

.Si de plus @f
@x
et @f

@y
sont continues et bornées sur R, alors la solution est unique.
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Résumé 

Dans ce travaille, nous avons étudié le principe du maximum en contrôle optimal 

stochastique gouverné par l’équation différentielle stochastique dans le cas ou le coefficient 

de diffusion ne dépend pas de contrôle et le domaine des contrôles est non convexe, ou nous 

avons étudié le théorème de l’existence et de l’unicité de solution d’une E.D.S, puis le principe 

du maximum de contrôle optimal et les conditions nécessaires d’optimalités. 

Mots-clés : formule d’Itô, processus stochastique, l’équation différentielle stochastique, 

principe du maximum, contrôle optimale 

 

. 

 الملخص

تطرقنا في هذا العمل إلى دراسة التحكم الأمثل الذي تحكمه المعادلات التفاضلية العشوائية 

من خلال الحالة التي يكون فيها معامل الانتشار مستقل عن التحكم و مجال التحكم 

رقنا إلى الوجود و الوحدانية لحلول المعادلة التفاضلية العشوائية ، ثم المبدأ مقعر.حيث أننا تط

 الأقصى للتحكم الأمثل و شروط تحققه . 

المبدأ  –معادلة تفاضلية عشوائية  –العملية العشوائية  –صيغة إيتو  الكلمات المفتاحية :

 التحكم الأمثل . –الأقصى 

 

 
Abstract 

In this work, we studied the principle of the maximum in optimal stochastic control governed 

by the stochastic differential equation in case where the diffution coeffitient does not depend 

on control and the set of control sis non-convex, where we studied the theorem of existence 

and the uniqueness of the necessary condition of optimalities. 

Key-word : Itô ‘s formula, stochastic process, stochastic differential equation, maximum 

principle, optimal control. 
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