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Notations

â N : L’ensemble des entiers naturels.
â Z :L’ensemble des entiers relatifs
â R :L’ensemble des entiers réels
â | X | : le cardinal de X.
â H /G :H est un sous groupe normal du groupe G.
â M(X) : l’ensemble des mots en X ∪X−1

â l(x) :la longeur de x.
â h(G) : la longeur de Hirsch.
â Hom(F,G) :l’ensemble des morphismes de groupes de F dans G.
â xAy :x et y adjacents.
â [x] :la classe de x.
â d(G) : le degré de G.
â Ω(G) : le taux de croissance minimal de G.
â idx :l’identité de x.
â 〈x〉 : générateur
â N(R) / Fx : l’intersection de tous les sous groupe normaux dans Fx contenant R.
â Ker(f) : le noyau de f.
â [x,y] :le commutateur de x,y.
â aG(n) : le nombre d’éléments de longeur n.
â sG(n) : le nombre de mots de longeur au moins n.
â AG(X) :La fonction de croissance génératrice stricte de G .
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â SG(X) : La fonction de croissance génératrice cumulative.
â r(x) : la forme réduite de x.
â Z(G) : le centre du groupe G.
â ∼= :Isomorphisme.
â k :Le cône asymptotique d’un groupe G.
â Isom(K) : le groupe isométrique de K.
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Introduction

Dans ce travail,on s’intéresse du probléme de la croissance polynomial des groupes .
particuliérement,Nous suivons les travaux de (Mikhail Leonidovich gromov) ,surtous le
théorème 〈〈 un groupe de type fini est à croissance polynomiale si et seulement s’il

est virtuellement nilpotent. 〉〉 ce théorème est trés utile pour l’étude des groupes , et leur
classification ainsi dans la géométrie des groupes.
Nous essayons dans ce modest mémoire de se familliariser avec l’essentiel des outils dans ce
domaine,aG(n), sG(n), d(G) les relateurs et les générateurs. ainsi les formules,et les propriété.
en a etudier seuleument la croissance polynomiale des mots d’un certain groupe G.
Dans ce mémoire que contientb trois chapitres :
• 1erchapiter :Le groupe libre.

• 2emechapiter :Les fonctions de croissance.

• 1erchapiter :Le théorème de gromov.
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Chapitre 1

Groupe Libre

1.1 Contruction d’un groupe libre

Soit X un ensemble non nul,I étant totalement ordonné,posons

X = {xi}i∈I

.
Considérons un ensemble disjoint de X et équipotent à X que nous noterons X−1 et dont
nous écrirons les élements sous la forme x−1,pour i ∈ I.
Définition 1.1.1 on appelle mot sur X ∪X−1 tout suite finie de n élement de X ∪X−1
n s’appelle la longeur du mot .
par convention ,il n’existe qu’un seul mot de longueur 0,que l’on notera 1,on l’appelle le mot
vide ,car il correspond à la partie vide de X ∪X−1.
un mot de longueur n > 0 s’écrira sous la forme :

xε1i1 x
ε2
i2
...xεnin

où εj = ±1 ∀j(1 ≤ j ≤ n)
c’est-à-dire :

εj = 1 si x
εj
ij
∈ X

εj = −1 si x
εj
ij ∈ X−1

1



CHAPITRE 1. GROUPE LIBRE

on désignera par (X ∪X−1) l’ensemble des mots sur X ∪X−1.

Notation 1.1.1 Egalitéde deux mots d’une façon générale,dans (X ∪X−1)on a :

xε1i1 x
ε2
i2
...xεnin = xσ1j1 x

σ2
j2
...xσmjm ⇔

{
n = m
xεkik = xσkjk ∀k(1 ≤ k ≤ n)

Notion de produit de mots : On note M(X) l’ensemble des mots en X ∪ X−1 et on
definit sur M(X) un produit (loi de composition interne) par juxtaposition des mots.
Plus précisément, si u = xε1i1 x

ε2
i2
...xεnin , v = xε1j1x

ε2
j2
...xεmjm .

sont deux mots de longeurs non nulles ,alors : uv = xε1i1 x
ε2
i2
...xεnin x

ε1
j1
xε2j2 ...x

εm
jm
.

Par convention, on pose 1x = x1 = x.
On remarquera que ce produit est associatif, que 1 est Elément neutre, mais que M(X) n’est pas
un groupe car tout èlèment autre que 1 ne peut avoir d’inverse.
En effet, pour tout x et y dans M(X), on a l(xy) = l(x) + l(y), donc des que x ou y est
différent de 1, l(xy) > 0 et xy 6= 1.
Pour pallier cet inconvenient, on va défnir sur M(X) une relation d’équivalence R telle que
M(X) = R soit un groupe pour le produit induit par celui de M(X).

Notation 1.1.2 Si x et y sont deux mots adjacents, on on écrira xAy.

Définition 1.1.2 • Deux mots x et y de M(X) sont adjacents s’il existe t1, t2 ∈ M(X) et
a ∈ X ∪X−1 tels que :
x = t1t2 et y = t1aa

−1t2
ou y = t1t2 et x = t1aa

−1t2
: avec la convention (a−1)−1 = a pour tout :a ∈ X ∪X−1.

Définition 1.1.3 on dira qu’un groupe est libre sur un ensemble X,s’ils est engendré par X est
isomorphe au groupe [X ∪X−1],on note par Fx
En paticulier,tout groupe réduit à un seul élément est libre sur l’ensemble vide.

π(xy) = [xy] = [x][y] = π(x)π(y)

Donc, pour tout :
x = xε1i1x

ε2
i2
...xεnin , εi = ±1

[x],est inversible et a pour inverse :

[x]−1 = ([xε1i1 ]...[xεnin ])−1 = [xεnin ]−1...[xε1i1 ]−1 = [x−εnin
]...[x−ε1i1

] = [x−εnin
...x−ε1i1

]

.

Définition 1.1.4 Un mot x de M(X) est réduit si x = 1 ou x = a1...an, avec ai ∈ (X ∪X−1)
tel que ai+1 6= a−1i , i = 1, ..., n− 1.

Propriété 1.1.1 Chaque classe d’équivalence de M(X) pour la relation R contient un mot.

2



CHAPITRE 1. GROUPE LIBRE

Preuve’éxistence est èvidente, car si x est non réduit, il existe un mot u tel que xAu et
l(u) < l(x). Comme la fonction l est valeurs positive ou nulle,en un nombre fini d’étapes on
arrive à un mot réduit Pour montrer l’unicité, on introduit la construction suivante : pour tout
x = x1, ..., xn de M(X) on défnit des éléments ui de la façon suivante : u0 = 1

u1 = x1

u2 = x1x2

si x1 6= x−12 et u2 = 1

sinon et de façon générale, on pose ui+1 = uixi+1 si le dernier terme de ui est différent de
x−1i+1, ui+1 = ui−1 sinon. Par défnition, chaque mot ui est réduit et uiR(x1, ..., xi). De plus si x
est réduit, alors x = un. On appelle un la forme réduite de x, qu’on note r(x).

Lemme 1.1.1 Si deux mots sont adjacents leurs formes réuites sont égales.

Preuveoient x1...xkxk+1...xn et y = x1...xkaa
−1xk+1...xn deux mots adjacents. Alors les suites

ui et vi respectivement associées sont telles que u0 = v0, ..., uk = vk. Montrons que uk = vk+2.

• Si le dernier terme de uk est différent de a−1 alors :uk = vk, vk+1 = vka, vk+2 = vk = uk.

• Si le dernier terme de uk est a1, on a uk = ta−1 et, uk étant réduit, le dernier terme de t
est différent de a, donc :uk = vk, vk+1 = t, vk+2 = ta−1 = uk

On en déduit que pour tout : j ≥ 0, uk+j = vk+2+j et un = vn+2, d’ou r(x) = r(y).

Lemme 1.1.2 Deux mots équivalents et réduits sont égaux.

Preuve Soient x et y deux mots réduits tels que xRy. Il existe t1, ..., tn tels que x = t1, y =

tn, tiAti+1; 1 ≤ i ≤ n − 1, en considérant la forme réduite de chaque ti et en appliquant le
lemme précédent, on à x = r(t1) = ... = r(tn) = y d’ou le lemme.

1.2 Propriété universelle

Soit un groupe F 6= (e),soient X une partie génératrice de F et α l’injection canonique de
X dans F,alors F est libre sur X si et seulement si,quels que soient le groupe G et l’application
δ : X −→ G, il existe un unique morphisme ϕ ∈ Hom(F,G) tel que :ϕ ◦ α = δ.
Preuve Supposons F = Fx, αx désignant l’injection canonique de X dans Fx démontrons que
le couple (Fx, αx) vérifie la proprieté énoncée . Dans le diagramme :

3



CHAPITRE 1. GROUPE LIBRE

X Fx

G

-αx

?

δ

pppppppp	 ∃!ϕ

où G et δ sont donnés,définitions :
ϕ : Fx −→ G.

en posant pour tout u ∈ Fx u = xε1i1 x
ε2
i2
...xεnin

ϕ(u) = (δ(xi1))
ε1(δ(xi2))

ε2 ...(δ(xin))εn et ϕ(1) = e

où e est l’élement neutre de G.
on définit ainsi un mophisme ϕ ∈ Hom(Fx, G)

tel que :ϕ(x) = δ(x) ∀x ∈ X
donc :ϕ ◦ αx = δ

De plus ,si ϕ′ ∈ Hom(Fx, G) ,et ϕ′ ◦ αx = δ,alors pour tout u ∈ Fx,
on a :ϕ′(u) = ϕ(u) d’ou l’unicité de ϕ.
Réciproquement,considérons un groupe F engendré par une partie non vide X,telle que ,siα
est l’injection cononique de x dans F,le couple (F, α) vérifie les conditions énoncées dans le
théoréme.
compte tenu de l’hypothése et du résultats précédente il existe ϕ ∈ Hom(F, Fx)et ψ ∈ Hom(Fx, F ),telle
que les diagrammes est commutent :

X F

Fx

-α

?

αx

ppppppp	 ∃!ϕ

X Fx

F

-αx

?

α

pppppppp	 ∃!ψ

on en déduit que : ϕ ◦ ψ ◦ α = α et ϕ ◦ ψ ◦ αx = αx

d’ou ψ ◦ ϕx = idx et ϕ ◦ ψx = idx

ϕ et ψ sont des morphismes de groupes, F et Fx sont engendré par X par suite ψ ◦ϕ = idF

et ϕ ◦ ψ = idFx .
D’ou F ' Fx et ψ(x) = X implique F libre sur X.

Définition 1.2.1 soit G un groupe libre,le cardinal d’une famille génératrice libre de G est
appelé le rang de G.

4



CHAPITRE 1. GROUPE LIBRE

1.3 Présentation par générateurs et relations

Nous voulons maintenant pouvoir parler d’un groupe quelconque comme étant un ensemble
de mots sur des générateurs.pour ce faire ,il nous faut rajouter un autre ensemble de relations
par lequel nous quotienterons un groupe libre.Nous verrons que n’importe quel groupe est
isomorphe au quotient d’un groupe libre.la présentation du groupe est alors la paire formée
d’un ensemble générateurs et de relations entre les générateurs.
Nous tentons donc de trouver les relations nécessaires et suffisantes afin de pouvoir entiérement
décrire un groupe donné . Prenons G un groupe quelconque avec X un sous-ensemble générateurs
de G,G est alors isomorphe à un quotient du groupe libre Fx,En particulier il existe un ensemble
minimal R ⊆ Fx et un sous-groupe normal N(R) C Fx (L’intersection de tous les sous-groupe
normaux dansFx contenant R)tels que les éléments de N(R)correspondent aux relations entre
les élements du groupe G.on considére alors la projection canonique f : Fx −→ G l’unique
morphisme de groupe associant à chaque élement de X le générateurs de G lui correspondant.le
noyau de cette projection est N(R).De plus Fx�N(R) ' G,tel qu’illustré dans le diagramme
suivante :

Fx G

Fx/N(R)

-
f

?

g

pppppppp	 ∃!ϕ

1.4 Sous-groupes d’indices finis

Proposition 1.4.1 Soit H un sous groupe d’indice fini d’un groupe G,si G = 〈xi1 , ..., xin〉 alors
H = 〈xi1 , ..., xin′ 〉 /(n′ ≤ n).

Preuve soit G = 〈Xi1 , ..., Xin〉, soit |G : H| = s, {a1 = 1, ..., as} être un transversal pour H
dans G, c’est-à-dire un ensemble de représentants pour le droit cosets de H.
soit x = y1...yn tout élément de G, où chaque yi est l’un des générateurs ou leurs inverses. Soit
ai1 le représentant deHy1, et écrivez x = y1a

−1 ai1y2...yn,alors soit ai2 le représentant deHai1y2,
et écrire x = y1a

−1
i1
.ai1y2aa

−1
i2
.ai2y3...yn, etc., enfin obtenant x = y1a

−1
i1
.ai1y2a

−1
i2
.....ain−1yna

−1
in
.ain

Voici les termes ajyka−1l est dans H, donc si x ∈ H nous avons ain = 1 et x s’écrit produit du
nombre fini de produits triples ajyka−1l .

Proposition 1.4.2 Un groupe fini ne contient qu’un nombre fini deux sous-groupes d’un indice
fini .

5



CHAPITRE 1. GROUPE LIBRE

Preuve Soit encore G généré par xi1 , ..., xin et |G : H| = s. Donné tout r < s, et tout
r cosets Ha1, ..., Har, leur union K n’est pas tout de G, donc K ne peut pas être fermé pour
multiplication à droite par les générateurs et leurs inverses, c’est-à-dire pour certains i et certains
générateurs xj soit Haixj ou Haix−1j est un nouveau coset. Il s’ensuit que chaque coset a un
représentatif de la longueur s − 1 ou moins, et les produits triples ci-dessus ont longueur au
plus 2s− 1.
Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de de telles longueurs, il y’a qu’un nombre fini de
façons de choisir les générateurs de H.

Corollaire 1.4.1 Si |G : H| = s est fini, alors H contient un indice fini sous-groupe K qui est
normal dans G, et si G est de génération finie, on peut prendre K comme caractéristique de G.

Preuve Soit K l’intersection de tous les conjugués de H, ou, si G est produit fini, l’intersection
de tous les sous-groupes de G d’indice s.

6



Chapitre 2

Les fonctions de croissance

Notation 2.0.1 aG(n) :le nombre de éléments de longueur n.
sG(n) : le nombre de mots de longueur au moins n.
c’est-à-dire

sG(n) =
n∑
0

aG(i)

.
On appelle aG(n) et sG(n) les fonctions de croissance de G.
Plus spécifiquement, aG(n) est la fonction de croissance stricte et sG(n) est la fonction de crois-
sance cumulative de G.

Exemple 2.0.1 G est fini si aG(n) est a la fin 0, de maniére équivalente si sG(n) est a la fin
constant.
Par contre, si G est infini, alors a(n) > 0 pour chaque n, et s(n) ≥ n+ 1.

Exemple 2.0.2 Si G = Z est cyclique infini, alors a(n) = 2 pour tout n (sauf pour n = 0 ;
aG(0) = 1 pour tous les groupes).

Proposition 2.0.3 Si G est généré par r éléments, alors pour n > 0 on ont

a(n) ≤ 2r(2r − 1)n− 1

.

7



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS DE CROISSANCE

Définition 2.0.1 Deux fonctions f et g de N à N, ou de N à R, ou de R à R, sont équivalents
s’il existe un nombre réel positif A tel que

f(x) ≤ Ag(Ax)

et
g(x) ≤ Af(Ax)

.

Proposition 2.0.4 Deux fonctions de croissance du même groupe sont équivalentes.

Preuveoit s = sG,X et t = sG,Y deux fonctions de croissance de G.
Express chaque élément de Y en tant que mot dans les éléments de X, et chaque élément de
X comme mot dans les éléments de Y, et soit A la longueur maximale de l’ensemble de mots
résultant.
Il est alors clair que pour chaque x ∈ G on a

lX(x) ≤ AlY (x)

et il s’ensuit que
t(n) ≤ s(An)

. De même, s(n) ≤ t(An)

Exemple 2.0.3 Soit G = H ×K un produit direct.
Ensembles de générateurs donnés de H et K, leur union est un ensemble de générateurs pour
G, et pour un élément x = (u, v) ∈ G nous avons

lG(x) = lH(u) + lK(v)

Il s’ensuit que

aG(n) =
n∑
r=0

aH(r)aK(n− r)

Cette égalité nous rappelle la multiplication règle pour les polynômes, ou séries de puissance, et
suggère ce qui suit :

Définition 2.0.2 La fonction de croissance génératrice stricte de G est l’infini série

AG(X) =
∞∑
0

a(n)Xn

Nous l’appellerons souvent simplement générer une fonction de croissance.
La fonction de croissance génératrice cumulative de G est

SG(X) =
∑

s(n)Xn

.

8



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS DE CROISSANCE

Notation 2.0.2 on peut considérér un mot de longeur m+n comme produit de l’un de longeur
m et l’autre de longeur n,on obtient que :a(m+ n) ≤ a(m)a(n)
Donc :

ω(G) = lim
n−→∞

a(n)1/n

existe et fini, pour des raisons similaires

s(G) = lim s(n)1/n

existe,et il est clair que s(G) ≥ ω(G),nous supposons que G est infini,puis a(n) ≥ 1 ∀n,
et donc ω(G) ≥ 1, Etant donné ε > 0, nous avons

a(n) ≤ (ω(G) + ε)n

,si n est grand suffisant,donc
s(n) ≤ A+ n(ω(G) + ε)n

pour une canstante A,et il s’ensuit que s(G) ≤ ω(G) Ainsi s(G) = ω(G) et dans la suite
nous n’utilisera que la notation ω(G) pour cet invariante.

Nous savons déja de que si G est généré par d’élements alors ω(G) ≤ 2d − 1,et nous venons
de voir que ω(G) ≥ 1,la valeur exacte de ω(G) dépendnon seulement sur G,mais aussi sur
l’ensembledes généra teurs X,et si cette dépendance est important nous utilisérons la notation
ωx(G),comme nous le verros dans un moment,que ω(G) = 1 ou non ne dépend pas X,cela
justifie partie des éléments suivants

Définition 2.0.3 (a) G a une croissance exponentielle si ω(G) > 1, et une croissance
sous-exponentielle, si ω(G) = 1. Le nombre ω(G) est appelé le taux de croissance expo-
nentielle de G (plutôt de (G,X), où X est le groupe électrogène pertinent de G).
Parfois, le journal des nombres ω(G) est appelé l’entropie de G (ou de (G, X)).

(b) G a une croissance exponentielle uniforme si infXωX(G) > 1.
On note cet infimum par Ω(G), et l’appelons le taux de croissance minimal de G (et
logΩ(G) est appelé l’entropie minimale, ou l’entropie algébrique de G) (si G est fini, on
met Ω(G) = 0).

(c) G a une croissance polynomiale, s’il existe des nombres c et s tels que
sG(n) ≤ cns, pour tout n.
Si s = 1 ou 2, disons, nous disons que G est linéaire, ou quadratique, croissance, etc.

(d) Si G a une croissance polynomiale, son degré est défini par d(G) = inf(s| et il existe c
tel que

sG(n) ≤ cns) = lim sup
logs(n)

logn

9



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS DE CROISSANCE

(e) G a une croissance intermédiaire, si sa croissance n’est ni exponentielle ni polynômiale.

Proposition 2.0.5 (a) Le type de croissance de G,c’est-à-dire exponentiel,intermédiare ou
polynomiale,ne dépend pas du choix des générateurs,si la croissance est polynome,alors le
degré ne dépend pas des générateurs.

(b) Si H ≤ G et N / G,avec G et H générés finement,et si G est de croissance sous-
exponentielle ou polynomiale alors H et G/N le sont aussi.
si la croisssance est polynomiale,les degrés H et G/N ne dépasser le degré de G.

(c) Si | G : H | est fini,alors G et H ont des fonctions de croissance équivalents,et en
particulier avoir le méme type de croissance,et si cette croissance est polynomiale alors
G et H on le méme degré si N est fini ; alors G et G/N ont des fonctions de croissance
équivalentes et Ω(G) = Ω(G/N) .
En particulier,G et G/N ont le méme type de croissance,et si l’on d’entre eux est unifor-
mément exponentielle,tout comme l’autre si la croissanceest polynomiale,alors G et G/N
le méme degré.

(d) si G a une croissance polynomiale,| G : H | est infini,et H est fini généré,alors d(H) ≤
d(G)− 1,et si N est infini et fini généré,puis d(G/N) ≤ d(G)− 1.

PreuveSoit H = 〈y1, ..., ye〉,avec yi ∈ G et soit k = max l(yi), alors sH(n) ≤ sG(kn) ,cela
implique la moitié de (b) et (a) est le spécial cas H = G,la revendication en (b) sur G/N est
évidents,si nous choisisons comme générateurs pour G/N les cosets des générateurs de G,De plus
si H est d’indice fini,soit r la longeur maximal des éléments dans un systéme de présentationpour
les cosets de H,étant donné un élement dans G de longueur au plus n,écrivez le comme xu où
x ∈ H et u appartiennent ànotre systéme de représentants alors k = l(x) ≤ n+ r

Ecrivez X = y1, ..., yk,ou chaque yj est soit un générateurs soit l’inverse d’un générateur alors

X = y1u1
−1.u1y2.u2

−1.u2y3....ykuk
−1

pour certains uj
dans notre systéme de représentants,cela montre que par rapport aux générateurs du formulaire
ui
−1yjum de H nous avons lH(x) ≤ k, et donc

SG(n) ≤| G : H | sH(n+ r) ≤| G : H | sH((r + 1)n)

,cela prouve une partie de (c), pour l’autre nous avons déja noté qu’un systéme générateur X
de G mappe sur un disons Y de G/N.
De plus ,tout systéme générateur Y de G/N est l’image d’un générer le systéme X de G, il suffit
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de prendre des prés-images des élements de Y et les compléter par des générateurs de N.
un élement de G de longeur n (par rapport à X) mappe sur une de longeur au plus n de G/N
et exactement | N | les élements de la carte G sur chaque élément de G/N,donc

sG/N(n) ≤ sG(n) ≤| N | sG/N(n)

,il s’ensuit que
ωx(G) = ωy(G/N)

que Ω(G) = Ω(G/N),et que si la croissance est polynomiale alors d(G/N) = d(G).
Supposons maintenant que | G : H |=∞,soit X = {x1, ..., xm}
soit un ensemble des générateurs de G,que nous considérons comme contenant également un
ensemble de générateurs pour H,et laissez Hu1, Hu2, ..., Hun be coset distincts de H.
L’ensemble k = Hu1 ∪ Hu2 ∪ ... ∪ Hun n’est pas fermé par multiplication àdroite par les gé-
nérateurs de G et leurs inverses,sinon K = G,Ainsi l’un des les élements uix±1j représente un
nouveau coset,En commençant pour u1 = x1 ce l’argument montrer que pour chaque n,nous
pouvons trouver n sous-ensembles distincts de H qui sont représentés par des élements de lon-
geur au plus n,nous pouvons donc supposer que l(ui) ≤ i, siz1, ..., zk sont des élements de
longueur.
au plus n de H,alors les élements ziuj sont tous différents les uns des autres,d’ou SG(2n) ≥
nSH(n) donc si la croissance est polynomiale,alors d(G) ≥ d(H) + 1

Ensuit,soit N un sous-groupe normale infini de G fini cette dernier supposait toujours une crois-
sance polynomiale
Soit X un fini ensemble de générateurs de G,contenant un ensemble de générteurs de G,contenant
un ensemble de générateurs Y pour N,il est alors clairement que sG,X(2n) ≥ sG/N,XN/N(n)sN , Y (n) ≥
nsG/N(n)

implique d(G) ≥ d(G/N)− 1.

Définition 2.0.4 Un groupe G est résoluble s’il a une série normale

1 = Gn / Gn−1...G1 = G (1)

avec des groupes de facteurs abéliens Gi/Gi−1.

Notation 2.0.3 Rappelons que le commutateur [x, y] de deux éléments x, y est défini par
xy = yx[x, y], c’est-à-dire :

[x, y] = x−1y−1xy

11
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et que le sous-groupe de commutateurs (également appelé sous-groupe dérivé) est le sous-groupe
de G généré par tous les commutateurs. Il est noté G0 ou [G, G].
Plus généralement, étant donné deux sous-groupes H et K de G, nous écrivons [H, K] pour
le sous-groupe généré par tous les commutateurs [x, y] avec x ∈ H, y ∈ K. On écrit G(i) =
[G(i−1), G(i−1)], avec G(0) = G.
Alors G(1) = G′ / G, et G = G0 est abélien.
De plus, si N /G, avec G/N abélien, alors N ≥ G, de sorte que G est le plus petit sous-groupe
normal de G avec un facteur abélien groupe.
Il découle de ceci, ou directement de la définition, que G est un sous-groupe caractéristique, de
même que les sous-groupes G(i), les termes du série dérivée de G. Il s’ensuit également que si G
est résoluble, avec la série Gi ci-dessus en témoignant, alors G(i) ≤ Gi, de sorte que G(n) = 1.

Définition 2.0.5 Soit G polycyclique, et soit (1) une série normale de G avec des facteurs
cycliques.
Le nombre de facteurs infinis dans cette série est appelé la longueur de Hirsch de G, notée h
(G)

Notation 2.0.4 n appelle Z(G) le centre du groupe G.
Si x, y ∈ G, alors xy = y−1xy

Définition 2.0.6 Un groupe G est nilpotent s’il a une série normale(1) telle que Gi / G pour
chaque i, et Gi/Gi+1 ≤ Z(G/Gi+1). Une telle série est appelé une série centrale.

Définition 2.0.7 La série centrale inférieure γi(G) d’un groupe G est définie par γ1(G) = G
et γi+1(G) = [γi(G), G].
Il est facile de vérifier que les éléments de la série centrale inférieure sont caractéristique dans
G, et que si (1) est une série centrale pour G, alorsγi(G) ≤ Gi .
Donc G est nilpotent ssi γc+1(G) = 1 pour certains c.
De plus, si c est le premier index pour lequel cela se produit, alors c est la longueur la plus courte
de toutes série centrale de G, et on dit que G a une classe nilpotency (ou juste une classe) c,
noté cl(G) = c. En particulier, les groupes abéliens sont les nilpotents groupes de classe 1.

Définition 2.0.8 La série centrale supérieure Zi(G) d’un groupe G est définie par Z1(G) =
Z(G) et Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G))

Théorème 2.0.1 Soit G un groupe fini de sous-exponentiels croissance. alors , le sous-groupe
de commutateurs G′ de G à un nombre fini de générateurs.

Preuveuisque G/G′ est un groupe abélien de génération finie, c’est un produit direct d’un
nombre fini de groupes cycliques. Il suffira donc de montrer que si N /G et G/N sont cycliques,
alors N est généré de manière finie.
Puisque tous les sous-groupes d’indices finis de G sont de génération finie, on peut supposer
que G/N est cyclique infini.
Soit xN générer G/N . Compte tenu de tous les générateurs {x1, ..., xd} de G, on peut les écrire
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sous la forme xi = xeiyi, où yi ∈ N , puis x,y1, ..., yd génèrent G.
Alors N contient la normale fermeture, disons K, du y′s.
Mais G/K est généré par les images des générateurs de G, donc par xK, donc G/K est cyclique
infini, et G/N est un groupe de facteurs cycliques infini de celui-ci, ce qui n’est possible que si
K = N .
SoitKi le sous-groupe généré par tous les conjugués x−nyixn, alors N ≥ 〈K1, ..., Kd〉et ce dernier
sous-groupe contient y1, ..., yd et est invariant sous conjugaison par tous les générateurs de G,
d’où il est égal à N.
Il suffira donc de prouver que chaque Ki est fini généré.
À cette fin, nous écrivons y pour yi et considérons les produits xye1xye2x...yen, où chaque ei
vaut 0 ou 1. Il y a 2n tels mots, tous de longueur 2n ou moins, et la sous-exponentialité implique
que si n est grand assez, deux de ces mots sont égaux.
Considérons le n minimal à laquelle l’égalité se produit, disons, le mot ci-dessus équivaut à un
mot similaire avec exposants fi.
Par minimalité, en 6= fn. Écrivez y(k) = xkyx−k , et écrivez l’égalité sous la forme

y(1)e1y(2)e2 ...y(n)enxn = y(1)f1 ...y(n)fnxn

. Puisque en 6= fn, cela montre que y (n) peut être exprimé comme un produit de y(1), ..., y(n−
1). Donc y(n + 1) = xy(n)x−1 peut être exprimé en termes de y(2), ..., y(n), et en remplaçant
l’expression de y (n), nous voyons que y(n+1) appartient également au sous-groupe généré par
y(1), ..., y(n−1), et une récurrence évidente montre que tous les y(n), pour n > 0, appartiennent
à le même sous-groupe.
En remplaçant x par son inverse, on voit que le sous-groupe généré par le y (n) pour n négatif
est également généré de manière finie,alors est Ki.

Corollaire 2.0.2 Soit G un groupe résoluble de type fini. Puis le la croissance de G est expo-
nentielle ou polynomiale, et celle-ci se produit si et seulement si G est virtuellement nilpotent.
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Chapitre 3

théoreme de gromov

Théorème 3.0.2 (équivalence logique ) un groupe de type fini est à croissance polynomiale
si et seulement s’il est virtuellement nilpotent.

Preuveoit G un groupe de croissance polynomiale, disons de degré d. Si d = 0, alors G est fini,
donc soit d > 0.
Par le corollaire 3.1.2, G contient des sous-groupes H .N tels que |G : H| est fini et H / N est
cyclique infini. Par la preuve du théorème 2.0.1, N est de générateur finie, et par proposition
2.0.5 (d) N a un degré de croissance d − 1 ou moins, donc par induction N contient un sous-
groupe K nilpotent d’indice fini. Par corollaire 1.4.1, on peut supposer que K est caractéristique
dans N, et donc normal dans H.
Alors H/K contient le sous-groupe normal fini N / K, avec un facteur cyclique infini groupe.
Soit H/N = 〈xN〉 . Écrivez C = 〈K, x〉 . Alors H/K = C/KN/K, d’où |H : C| est fini.
Puisque C/K est cyclique infini, C est résoluble, d’où virtuellement nilpotent,par corollaire
2.0.2.
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3.0.1 Application aux géometrie des groupes

Théorème 3.0.3 (Théorème de Jordan) Un sous-groupe fini de GL (n, F), où F est un corps
de caractéristique 0, a un sous-groupe abélien d’indice borné en termes de n uniquement.

Proposition 3.0.6 Soit G un groupe de Lie avec un nombre fini de composantes.
(a) G a un sous-groupe abélien normal Z, tel que G/Z est isomorphe à un sous-groupe de
GL(k, C), pour certains k.

(b) Pour chaque entier naturel n, il existe un voisinage ouvert de l’identité en G qui ne
contient aucun élément de non-identité d’ordre fini inférieur à n.

(Dans la partie (a), Z est le centre de la composante de l’identité, un sous-groupe d’indice fini).
Ensuite, l’espace T est homogène si pour deux points quelconques x, y ∈ T existe une isométrie
de T déplaçant x vers y.

Théorème 3.0.4 Le cône asymptotique K d’un groupe G de type fini est homogène, connexe
par arc de cercle, localement connexe et complet.

PreuveComme dans tout groupe, multiplication à gauche (par un élément fixe) dans M est la
permutation, et dans ce cas c’est aussi une isométrie, et induit une isométrie sur K.
En particulier, si deux éléments a, b ∈ K sont représentés par les séquences {xn} et {yn}, puis
la carte envoyant chaque élément de K, représenté par {zn}, disons, à l’élément représenté par
{ynx−1n zn}, est une isométrie de K se déplaçant de a vers b. Ainsi K est homogène.
Nous prouverons que K est connecté en arc en montrant que chaque élément a peut être connecté
par un chemin continu à e.
Rappelez-vous que ceci signifie qu’il existe une fonction continue f : [0, 1] −→ K, telle que
f(0) = e et f(1) = a.
Soit a représenté par une suite {xn} comme ci-dessus, et pour chaque n choisir une représenta-
tion de xn comme un produit de longueur l(xn) des générateurs.
Soit 0 ≤ α ≤ 1, et pour chaque mot w de longueur k dans le générateurs X, écrivez ω(α) pour
le mot constitué des premières lettres dkαe en ω.
Définissez f(α) comme l’élément représenté par la séquence {xn(α)}. Il est clair que f(0) = e

et f(1) = a.
De plus, si 0 ≤ α ≤ β ≤ 1, il est aussi clairement que (β − α)l(xn) − 1 ≤ d(ω(α), ω(β)) ≤
(β − α)l(xn) + 1.
Puisque l(xn) ≤ An, cela implique que d(f(α), f(β)) ≤ A(β − α), et donc f est continu.
Cela montre que K est connexe par arc, donc connexe. De plus, d(e, f(β)) ≤ βd(e, a), et donc
le chemin de e vers a est contenue dans la boule de rayon l(a) autour de e.
Cela montre que chaque balle autour de e est connexe par arc de cercle. Par homogénéité, cela
vaut pour toutes les balles, donc K est localement connexe.
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Pour prouver que K est complet, nous avons besoin de la remarque suivante.
Supposons que a et b sont deux points de K et que d(a, b) < A, pour un certain nombre A.
Ensuite, nous pouvons trouver des séquences représentatives {xn} et {yn} pour a et b, telle que
l’inégalité d(xn, yn) < An est valable sur certains ensemble d’entiers S dans l’ultrafiltre F. Pour
n /∈ S on peut remplacer yn par xn. Cela ne change pas le point b, mais garantit que l’inégalité
ci-dessus vaut pour tout n.
Soit maintenant {ai} une suite de Cauchy dans K, et soit {xin} être une séquence représentative
de ai.
On peut supposer que d(a1, ai) < 1 pour tout i.
Changer comme ci-dessus les séquences xin, pour i > 1, nous permet de supposons que pour
chaque n et chaque i nous avons d(x1n , xin) < n, et donc d(xin , xjn) < 2n, pour toutes les
paires i, j. Soit k le premier indice tel que k > 1 et d(ai, aj) < 1/2 pour tout i, j ≥ k. Puis
changez xin , pour i > k, pour obtenir que d(xkn , xin) < n/2 est valable pour tout i > k. Cela ne
change pas le inégalités précédentes, car au pire on a remplacé xin par xkn , qui satisfait toujours
d(x1n , xkn) < n.
En continuant ainsi, nous voyons que c’est possible de choisir les séquences xin de telle sorte
que pour chaque n et chacun ε > 0, l’inégalité d(xin , xjn) < εn est vraie, si i et j sont grands
assez.
Corrigez certains n, puis choisissez de sorte que n < 1. Puis xin et xjn sont à une distance
inférieure à 1, c’est-à-dire qu’ils sont égaux.
Par conséquent, la séquence {xin} est finalement constant.
Écrivez xn pour la valeur éventuelle de {xin} . Si m est un indice tel que d(xin , xjn) < εn chaque
fois que i, j ≥ m, alors dans particulier d(xn, xjn) < n pour tout j ≥ m (et pour tout n).
Soit a le point de K représenté par la suite {xn}.
Puis la dernière inégalité implique d(a, aj) ≤ ε.
Ainsi ai converge vers a, et la preuve du théorème 3,0,4 est terminé.

Théorème 3.0.5 Soit G un groupe infini de générateur finie, soit K un cône asymptotique de
G, et soit I := Isom(K) le groupe isom’étrique de K.
Alors il existe un homomorphisme Φ : G −→ I de noyau N tel que l’une des cales suivantes :

(i) G/N est infini.
(ii) N est abélien par fini
(iii) Pour chaque voisinage O de l’identité en I il existe un homomorphisme ϕO : N −→ I,
tel que Im(ϕO) ∩O contienne une non-identité éléments
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3.1 Annex

Théorème 3.1.1 Les groupe virtuellement nilpotent,ont une croissance polynomiale.

Preuvear la proposition 2,0,5 (c), nous pouvons supposer que notre groupe G est nilpotent.
Nous employons l’induction sur la longueur de Hirsch h(G) de G.
Si h(G) = 1, alors G est fini par (cyclique infini) , et donc son type de croissance est identique
à Z, c’est-à-dire linéaire.
Soit G une série centrale 1 = Gr+1 ≤ ... ≤ G1 = G avec des facteurs cycliques, et soit
〈Gi = Gi+1, xi〉, de sorte que G = 〈x1, ..., xr〉.
Si G/G2 est fini, il suffit à nouveau de considérer G2. On peut donc supposer que G/G2 est
infini, et alors h(G2) = h(G) − 1, et l’hypothèse d’induction s’applique à G2. Considérons un
élément x ∈ G écrit comme un mot de longueur n (ou moins) dans les générateurs {xi}, disons
x = ω1 = yi1 ...yin , où chaque yi est soit un xj, soit un x−1j .on va réécrire x sous la forme
x = w2 = xe1z, pour un entier e, où z ∈ G2.
Nous commençons par rechercher la première occurrence de x1 (ou x−11 ) c’est-à-dire à droite
d’un autre générateur : disons que nous avons une occurrence de x2x1, et nous remplaçons cela
par le produit égal x1x2[x2, x1].
Si x2 a été précédé par x3, nous avons maintenant le produit x3x1, que nous remplaçons par
x1x3[x3, x1].
Dans chacun de ces remplacements, x1 est poussé d’une position vers la gauche, et nous conti-
nuer jusqu’à ce qu’il arrive à l’extrême gauche, c’est-à-dire jusqu’au segment de ω1 qui la précède
est elle-même une puissance de x1 (éventuellement 1).
Nous recherchons ensuite le occurrence suivante de x1, peut-être que cela se produit dans x4x1,
et nous le remplaçons dans de la même manière.
Une autre possibilité est que le prochain x1 se produise correctement après le précédent, et dans
ce cas, notre premier remplacement a causé l’apparence de [x2x1]x1, que nous remplaçons par
x1[x2x1][x2, x1, x1].
Nous continuons ce processus jusqu’à ce que nous ayons déplacé toutes les occurrences de x1
vers le extrême gauche de notre mot, à quel point nous avons notre mot ω2.
Notez que dans ce processus de collecte, nous ajoutons uniquement des commutateurs ; le
nombre de les occurrences des générateurs d’origine n’augmentent pas, bien que cela puisse di-
minuer, si nous avions un xi apparaissant à l’origine avec à la fois positif et exposants négatifs,
car nous avons alors une annulation à un moment donné.
Il est clair que |e| ≤ n, donc le nombre de valeurs possibles du puissance xe1, n’est pas supérieur
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à 2n+ 1. Pour limiter le nombre de valeurs de z, nous voulons savoir combien de commutateurs
nous y avons.
Premièrement, les commutateurs de la forme [xi, x1] ne peuvent être créés que lorsque nous
déplacons x1 vers la gauche de xi, et une telle occurrence signifie que dans ω1 nous avions x1 à
droite de xi (pas nécessairement en tant que voisin droit immédiat).
Le nombre de ces paires xj, x1 est au plus n2, il n’y en a donc pas plus que n2 commutateurs
[xj, x1].
Supposons que nous sachions déjà que z contient pas plus de nk commutateurs de poids k, et
considérons ceux de poids k + 1.
Celles-ci ont la forme [u, x1], où u est un commutateur de poids k, et un tel commutateur a été
créé si à un moment donné u a été créé à gauche de certains x1.
Le nombre de paires u, x1 est au plus nk+1, donc par récurrence on obtient que pour chaque
poids t, il n’y a pas plus de nt commutateurs de poids t en z.
Maintenant, si la classe nilpotency de G est c, alors tous les commutateurs de poids c + 1 ou
plus sont triviaux, et nous ne doivent compter que des commutateurs de poids jusqu’à c, dont
le nombre est au plus n2 + ...+ nc.
Tous ces commutateurs se trouvent dans G ≤ G2, et nous peut les exprimer sous forme de mots
dans les générateurs {x2, ..., xr} de G2.
Laisser A être la longueur maximale de ces mots.
Le mot z contient ces commutateurs et ceux des éléments {x2, ..., xr} qui apparaissent dans le
élément d’origine x.
Il y a au plus n de ces dernières occurrences, donc la longueur de z est au plus A(n+n2+...+nc) <

Anc+1. Par conséquent, sG(n) ≤ (2n+ 1)sG2(An
c+1) est polynomial.

Proposition 3.1.1 Si x ∈ N , alors F limr−→∞D(x, r)/r = 0. Preuve Pour chaque r, choisir
un ar tel que l(ar) ≤ r et l(a−1r xar) = D(x, r). La séquence α := a[r] est modérée. Si x ∈ N ,
alors xα = α : donc FlimD(x, r)/r = d(xα, α) = 0.

Proposition 3.1.2 Pour x, y ∈ G et les entiers r, s on a D(x, r + s) ≤ D(x, r) + 2s et
D(y?1xy, r) ≤ D(x, r) + 2l(y).

PreuveSoit l(a) ≤ r + s. Alors on peut écrire a = bc avec l(b) ≤ r et l(c) ≤ s. Alors

d(xa, a) = d(xbc, bc) ≤ d(xbc, xb)+d(xb, b)+d(b, bc) = d(xb, b)+2d(b, bc) ≤ d(xb, b)+2s ≤ D(x, r)+2s

donc D(x, r + s) ≤ D(x, r) + 2s
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Ensuite, si l(a) ≤ r, alors

d(y?1xya, a) = d(xya, ya) ≤ D(x, r + l(y))

Théorème 3.1.2 Si G est de croissance polynomiale, le cône asymptotique K est dimension
finie et localement compact.

Preuvehoisissons à l’intérieur de la boule B le nombre maximal possible, disons k, de points tels
que la distance entre deux d’entre eux soit plus que 2ε. Ensuite, chaque point de B se trouve
à une distance d’au plus 2ε de l’un des ces points, et B est couvert par au plus (1/ε)2(d+1)

boules de rayon 2ε. Cela signifie que la dimension Hausdorff de B est au plus 2 (d + 1), et en
particulier cela implique que la dimension de B est fini. Puisque la dimension est déterminée
par le comportement local, le la dimension de K est finie.
Soit maintenant {xn} n’importe quelle séquence de B. Nous allons montrent qu’il a une sous-
séquence convergente. Cela montrera que B est compact, et donc K est localement compact.
À cette fin, couvrons B, pour chaque i, par ki boules de rayon 2−i . Puis une sous-séquence
infinie de {xn} se trouve dans l’une des boules de rayon 1, une sous-séquence infinie de celui-ci
se trouve dans une des boules de rayon 1/2, etc.
En prenant une suite diagonale, on trouve une sous-séquence de Cauchy de la séquence originale.
Puisque K est complet, ce la sous-séquence converge.

Corollaire 3.1.1 Soit G un groupe infini de croissance polynomiale. alors il existe un groupe
de Lie avec un nombre fini de composants, et un nombre k, tel que G contienne un sous-groupe
normal C d’indice fini, pour lequel des éléments suivants contient :

(i) C a un groupe de facteurs abéliens infini.
(ii) C a un groupe de facteurs infini dans GL(k, C).
(iii) Il existe des homomorphismes ϕn : C −→ Γ , pour tous les nombres naturels n, tel que
|C/Ker(ϕn)| ≥ n.

Preuveoit N comme dans le théorème 3.0.5 D’après les théorèmes 3.0.4 et 3.1.2, le cône asymp-
totique K satisfait les hypothèses du proposition 3.0,6 G/N a un sous-groupe abélien normal
L/N tel que G/L est isomorphe à un sous-groupe de GL(k, C), pour un certain k. Si G/L est
infini, nous sommes fait, et aussi si G/Lest fini et G/N est infini. On suppose donc que G/N
est fini. Dans le cas (ii) du théorème 3.0.5, nous avons toujours terminé, donc nous supposons
que (iii) s’applique. Dans ce cas, nous appliquons la proposition 3.0.6.

Corollaire 3.1.2 Un groupe infini de croissance polynomiale contient un sous-groupe d’indice
fini qui a une image homomorphe cyclique infinie.
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CHAPITRE 3. THÉOREME DE GROMOV

Preuve Soit G l’infini de croissance polynomiale, et soit C comme dans le corollaire 3.1.1 Dans
le cas (ii) de 3.1.1, nous savons, par les théorèmes de Tits et de Milnor-Wolf, que le groupe
de facteurs linéaires infini G / N est virtullement nilpotent , donc G contient un sous-groupe
d’indice fini H ≥ N tel que H/N soit nilpotent et infini, et le dernier terme de la série dérivée
de H qui a un indice fini dans G est le sous-groupe que nous voulons.
Le cas (i) est évident, nous supposons donc que (iii) est vrai. Soit Kn = Ker(ϕ).
Par le théorème 3.0.6, C contient des sous-groupes normaux Ln tels que Ln/Kn est abélien et
C/Ln est isomorphe à un sous-groupe de GL(k, C) (où k est indépendant de n).
Par Le théorème de Jordan 3.0.3 , C contient des sous-groupes Hn ≥ Ln tels que Hn/Ln
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Conclusion

Le théorème de gromov a beaucoup application dans la théories des groupes et en géometrie
des groupe,espérons dans le future de l’applique pour trouver une réponse de le question posé
par Man 〈〈 If G has uniform exponential growth, and H is a finite index subgroup

of G, does H have uniform exponential growth ? 〉〉
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Résumé

Gromov a confirmé la conjucture de Milnor sur la croissance polynomiale des groupes :〈〈
un groupe de type fini est à croissance polynomiale si rt seulement si’il est virtuel-
lement nilpotent〉〉.

Abstract

Gromov confirmed Milnor conjucture on polynomial growth groupes :
〈〈 A group of polynomial growth is nilpotent-by-finite〉〉.
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