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Introduction

Considérons une surface fermée orientée S de groupe fondamental 7 et soit G un
groupe de Lie connexe. Lespace Hom(7t, G) constitué de représentations p : m — G (mu-
ni de la topologie compacte-ouverte) est une variété avec éventuellement des singularités
(Cest une variété algébrique si G est un groupe algébrique). Il existe une action canonique de
G sur Hom(7t, G) obtenue par composition des représentations avec des automorphismes
intérieurs de G.

Sous des conditions assez générales sur G (par exemple, s'il est réductif) Hom(rt, G)/G
admet de maniére naturelle une structure symplectique. Lespace Hom(7t, G) est généra-
lement une variété algébrique singuliére et 'action de G sur Hom(7t, G) rend le quotient
Hom(7t, G)/G encore plus singulier. Les points simples de Hom(7, G) sont les représenta-
tions dont les images ont des centralisateurs de dimension minimale et on peut montrer
que G agit librement sur ces points. Le quotient Hom(7t, G)7/G est une variété symplec-
tique (éventuellement non séparée).

La motivation principale 4 I'étude de ces espaces de module trouve son origine dans
un article de Atiyah et Bott [[I]. Considérons l'espace .2/ des connexions sur un fibré vec-
toriel au dessus d’une surface de Riemann S. .7 est un espace afline de dimension infinie
et posséde une forme symplectique a coefficients constants. De plus, I'action du groupe
de jauge & est hamiltonienne dont I'application moment associe a toute connexion A sa
courbure F 4. Par conséquent, le quotient symplectique .%7//Z est (formellement) l'espace
des modules des connexions plates.

Les Théoremes qui nous intéressent, sénoncent comme suit :

Structure de l'espace des représentations

* Hom(7t, G) est muni de la topologie compacte-ouverte. Si G est un groupe
algébrique alors Hom(7, G) est une variété algébrique (singuliére, en général).

* Les points réguliers de Hom(7t, G), sont les représentations dont les images
ont des centralisateurs égaux au centre de G.

Structure symplectique

| \

Si G est un groupe de Lie réductif, alors le quotient des points réguliers Hom(7t, G)~
par G est une variété symplectique (éventuellement, non séparée).

‘Théoréme d’isomorphisme

Iy a une bijection naturelle entre I'espace de modules des connexions plates .27,/Z
(modulo l'action du groupe de jauge) et la variété des caractéres Hom(7t, G)/G

Ce mémoire se présente de la fagon suivante :
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1. Premier chapitre de généralités sur les structures symplectiques, sur la notion d’ap-
plication moment et sur la réduction symplectique.

2. Deuxiéme chapitre, consacré a Iétude de la structure géométrique de lespace des
représentations d’un groupe de surface a valeur dans un groupe, ainsi qu'a I‘étude de
lespace de modules associé.

3. Une annexe qui regroupe des notions de géométrie algébrique, de topologie et élé-
ments de cohomologie des groupes et des algébres de Lie; notions nécessaires a
Iétude de l'espace de modules associé a un groupe de surface.

Nous terminons par une petite bibliographie de la littérature qui traite ce theme plus en
détail.
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CHAPITRE

Eléments de géométrie
symplectique

Ce premier chapitre est une introduction a la géométrie symplectique. La référence
principale est [[7].
Espaces vectoriels symplectiques

Soit V un espace vectoriel. Une forme symplectique sur V est la donnée d’une forme
bilinéaire et antisymétrique @ : V X V — IR qui soit non dégénérée, i.c.

kerw = [x eV, wlkxy)=0,Yye V} est trivial.
On dit alors que le couple (V, w) est un espace vectoriel symplectique.
Exemple. Le plan R? muni du déterminant w(x,y) = det(x, y). Plus généralement, R*" et
n
w = 21 e;Ne
i=

0L €7, ..., €y, est la base duale de la base canonique.

Symplectomorphisme
Un isomorphisme linéaire L : (V1, w1) = (V,, ;) entre deux espaces vectoriels symplec-
tiques est un symplectomorphisme si L*w, = wq. En d’autre terme, si pour tout x,y € V;

Wy (L(x), L(y)) = w1(x, y).
Le groupe symplectique d’un espace vectoriel symplectique (V, @) est le groupe de Lie :
Sp(V,w) = [L 1 (V,w) = (V,w), isomorphisme linéaire avec L'w = a)].

Exemple. Pour e plan R? muni de la forme symplectique w = det, toute application linéaire
L qui conserve (i.e. det L = 1) est un symplectomorphisme. En effet, L'w = (detl) w = w.
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Sous espaces particuliers

Soient (V, w) un espace vectoriel symplectique et E un sous-espace vectoriel de V.
Lorthogonal symplectique de E est le sous-espace vectoriel :

E¥ = [x eV, wlkxy) =0 Yye E].

On a les propriétés suivantes :

* dimV =dimE + dim E“.

« (E¥)* = E.

*(E+F)“ =EYNF~.
On dit que E est

* Isotrope, si E C E“.

* Co-isotrope, si E¥ C E.

* Lagrangien, si E = E?.

s Symplectique, si E N E¥ = {0}.

Tout sous-espace vectoriel de dimension 1 est isotrope. En effet, Si E =< v > alors pour
tout x,y € E,

w(x,y) = w(av,pv) = apw(v,v) =0,

ce qui veut dire que E C E%.
Proposition 1. Tout espace vectoriel symplectique est de dimension paire.

Pour cela, il suffit de montrer l'existence d’un sous-espace lagrangien. En effet, Soit L
un sous-espace isotrope maximal (nest pas contenu dans un sous-espace vectoriel isotrope
de dimension strictement plus grande). Alors L = L% sinon, s'il existe x € L“ \ L alors
L& < x > est isotrope, puisque

e<x>c L?N<x>=(Ld<x>)".

L est donc lagrangien et dim V' = 2dim L.

1.1 Variétés symplectiques

Une variété symplectique est la donnée d’un couple (M, @) ot M est une variété difté-
rentielle et w est une 2-forme différentielle sur M qui est

* fermée, i.e. dw = 0.
* non dégénérée, i.e. 'application

ws: M) — QYM)
X ) ¢
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est un isomorphisme.
Dans ce qui suit (M, w) désignera toujours une variété symplectique.

Remarques.

1. Toute variété symplectique est de dimension paire, car lespace tangent en n'importe quel
point est un espace vectoriel symplectique.

2. Toute variété symplectique est orientable. En effet, sidim M = 2n alors y = N'w (n—fois
le produit extérieur de la forme symplectique) est une forme volume.

Exemples.

n 7 7 ., 7 .
1. R avecw = Y, i1 dx; A dx,,,;. Plus généralement, toute variété symplectique de
dimension 21 est localement isomorphe a la variété ci-dessus (Théoréme de Dar-
boux).

2. Le fibré cotangent T'M, d’une variété diftérentielle M, est munie d’une structure
symplectique canonique.

3. Une surface S posseéde une structure symplectique si, et seulement si, elle est orien-
table. En effet, une 2-forme sur S est non dégénérée si, et seulement si, elle ne
s'annule jamais.

4. La sphere 2 est la seule sphere (de dimension non nulle) qui posséde une structure
symplectique. Plus généralement, une variété compacte M (de dimension 21) qui
posséde une structure symplectique doit avoir H*(M) # 0,k = 1,...,n, (Aw ne
peut étre exacte, grice au Théoréme de Stokes).

5. Les orbites de I'action co-Adjointe d’un groupe de Lie G sur g*, (le dual de son al-
gebre de Lie), sont des variétés « canoniquement » symplectiques. Plus généralement,
toute variété de Poisson est partitionnée en sous-variétés symplectiques.

Définition 1.1. Soiz f : (M, w) — (N, Q) un difféomorphisme entre deux variétés symplec-
tigues. On dit que f est un symplectomorphisme si

fQ=w
cest-a-dire, pour tout x € M et pour tout u,v € T,Mon a :

Q) (Daf (0), Dof (0) = s, ).

Champs symplectiques et champs hamiltoniens

On peut générer des symplectomorphismes, a partir de champs de vecteurs dits sym-
plectiques.
Un champ de vecteurs X sur M est dit symplectique si la 1-forme diftérentielle ixyw est
fermée.

Remarque. Le flot d’un champ symplectique est un symplectomorphisme.
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Démonstration. En effet, on a

(exp(t +5)X) w = %L:O (exp tX)" ((exp sX)' a))

(exp sX)*w) = (exptX)’ (ffxa))

d
%L:O

= (exp tX)" (

d .
T (exptX) w =

d
%L:O

et donc
diyw)=0e Zw =0 (exptX) w = w.

]

Un champ de vecteurs X sur M est dit hamiltonien si la 1-forme différentielle ixyw est
exacte.

Comme w est non dégénérée, pour toute fonction f € C*(M), il existe un seul champ
de vecteurs X dit champ hamiltonien associé a f vérifiant :

ixfa) = df

Notons par Z7,,,(M) (respectivement, 27,,,,(M)) l'espace vectoriel des champs de vecteurs
symplectiques (respectivement, hamiltoniens).

Proposition 2. Z5,,,(M) et 27,0,,(M) sont des sous-algébres de Lie de I'algébre de Lie des
champs de vecteurs. Par ailleurs, le crochet de deux champs symplectiques et un champ hamil-
fonien.

Démonstration. Pour tout champs de vecteurs symplectiques X et Y ona:
i@ = Lx (iyw) - iy (Fxw) = ixd (iyo) + diy (iyw) = d (@(X, Y)),
i.e. [X, Y] est le champ hamiltonien associé a la fonction w(Y, X). O

Exemple. Pour R? et w = dx A dy, les champs X = dy et Y = —ydy + x0dy, sont hamilto-
x2+y?

niens (associés aux fonctions y et — respectivement). Les flots associés sont, respectivement,

la translation de vecteur v = (1,0) et la rotation d’angle t centrée en (0,0). Ce sont bien des
symplectomorphismes.

Action de groupes

Soit G un groupe de Lie, d’algebre de Lie g et soit (M, w) une variété symplectique.
Une action de G sur M est dite symplectique si pour tout g € G, I'application

Yo: M - M
X = g-x

est un symplectomorphisme.
Pour tout & € g on associe le champ de vecteurs sur M, dit champ fondamental :

d
Xe(x) = Elt:o expté - x
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Remarque. L'action du groupe est symplectique si, et seulement si, pour tout & € @, la 1-forme
différentielle Ix W est fermée. En d’autre terme, si tout champ fondamental est symplectique.

Une action d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique (M, w) est dite hamilto-
nienne si les champs fondamentaux sont des champs hamiltoniens, cest-a-dire pour tout
& € g, lal-forme ix, w est exacte.

Remarque. Soit (M, w) une variété symplectique. Si HY (M) = 0 (en particulier, si M est
simplement connexe), alors toute action symplectique sur M est hamiltonienne.

1.2 Structures de Poisson

Un crochet de Poisson sur une variété diftérentiable M est une application R-bilinéaire

{, } sur I'algébre C*°(M) des fonctions lisses sur M vérifiant

(i) Lantisymétrie
{f,g} =—g f}, pour tout f,g € C*(M).
(i) La regle de Leibniz

{f,gh}t =1{f,gth+glf, h}, pourtout f,g,h e C*(M).
(iii) L'identité de Jacobi
f gy +1g th, f1y +1h{f,81} =0, pour tout f,g,h € C*(M).

Une variété munie d’'un crochet de Poisson est appelée wvariézé de Poisson.

Soient (M, {, }) une variété de Poisson et .o/ = C*°(M). Le crochet de Poisson fait de .&/
une algeébre de Lie. La régle de Leibniz implique, pour toute fonction lisse f sur M, que
lapplication linéaire g > {f, g} est une dérivation de .7 A chaque fonction f correspond
un champ de vecteurs X, appelé 'hamiltonien de f, défini par X¢(g) = {f, g}. De l'identité

de Jacobi on déduit également que

[XfIXg] = X{f,g}' (11)

Autrement dit, l'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens est une sous-algebre de
l'algebre de Lie des champs de vecteurs (X(M), [, ]) et Papplication f +— Xy définit un
homomorphisme d’algébres de Lie de .o/ dans X(M).

Pour tout crochet {, }, sur 'algébre des fonctions d’une variété différentielle M, bilinéaire,
antisymétrique qui vérifie 'identité de Leibniz, est associé un unique tenseur 2-fois contra-
variant antisymétrique, noté 7, tel que

{f, 8} = n(df,dg). (1.2)

Si de plus {, } vérifie 'identité de Jacobi, 7t est appelé tenseur de Poisson de M.
En coordonnées locales (U, xq, ..., x,,) un tel tenseur s¥écrit :

1
T = Z T[ij 8xi A ng = E Z T[ij 8xi A 8x].,
L]

i<j
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ol les 71;; sont des fonctions C* sur U, tel que 71;; = —7j;.
L'identité de Jacobi pour {, } est équivalente a la condition :

! 871;(5 _ . _
E 7jj =0, pour toutj, k,t=1,..n (1.3)
k€ =1 8xi

ou ﬁjkf ajxe dénote la somme circulaire ajp + axgj + agjr. En effet, compte tenu de (1.2), le

jacobiateur

J(f. & 1) ={f, (g} + g, {h, f1} + i, Af, g1},

S (bt O T | (2L 28 R
&xl &xi " 8x- dxy dxg dx;

i=1

est égal &

J(f,8h) = Zl

ikt

Notons X¥(M) l'ensemble des champs de multivecteurs de degré k, avec
XO(M) = C°(M), X1 (M) = X(M) et X*(M) = @ZZO%"(M).

On peut définir les structures de Poisson grace au crochet de Schouten [ ?], qui est I'unique
extension du crochet de Lie a I'espace des champs de multivecteurs X*(M), caractérisé par

1. [P, Q] € ¥P*1-1(M),

2. [f,g] = 0et[X,P] = ZxP,

. [P,Ql=- ()" Vg, p),

[P,QAR] =[P,QI AR+ (-1)" QA [P,R],

>~ W

9,

(PP QR+ (DY QR Pl + (1) VIV R, [P, QI =
pour P € XP(M), Q € X1(M), R € X"(M), X € ¥(M) et f,g € CX(M).

Une autre définition équivalente du crochet de Schouten, due 4 Lichnerowicz, est donnée
par la proposition suivante 0

Proposition 3. Pour tout P € XP(M), Q € X1(M) et w € QPHI~L(M).

<w,[P,Q] >= (-1)?P VD < d(igw), P > - < d(ipw), Q > +(-1) <dw,PAQ > .
(1.4)

Démonstration. Voir l'article de Lichnerowicz [ ?]. O

I en résulte, en particulier, que le crochet de Schouten de deux champs de multivec-
teurs nuls en un point, est un champs de multivecteurs nul aussi en ce point.
Soit 7t un bivecteur sur une variété différentielle M et soit {, } le crochet associé sur C*(M),
) N .
cest-a-dire

{f,8) =<df ndg,m>.

Le Lemme suivant permet dexprimer I'identité de Jacobi en terme du tenseur 7.

ICette formule a l'avantage d’étre adaptée aux calculs de nature globale.
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Lemme 1.1. Le jacobiateur est égale a la moitié du crochet de Schouten de Tt par lui méme, cest-

a-dire pour tout f,g,h € C*(M)

1
(fAg M)+, (h A + 1k, f,80) = 5l 7] (df g, dh). (1.5)

Ceci permet de considérer le jacobiateur comme un tenseur 3-fois contravariant; donc
nul sur toute variété de dimension < 2.

Démonstration. On a d’aprés la formule de Lichnerowicz ([[.4)

<df Adg Ndh,[r,m] >= =2 < d (i (df Adg Adh)), 7>

= -2 <d({g hdf - {f, hldg + {f,g)dh) >
=2 <dlg,hy Adf —dif,h} Adg +dlf,g} Adh, Tt >

= 2(if, g, 1) +{g, (b, £} + 10, {f, 81)
0

On peut définir donc une variété de Poisson M parla donnée d’un tenseur 2-fois contra-
variant antisymétrique 7 sur M, qui vérifie [rr, ] = 0.

Exemple 1 (Variétés symplectiques). Soit (M, w) une variété symplectique. Pour tout

f € C®(M), il existe un unique champ de vecteurs Xy tel que ix J0 = df. On montre
alors que le crochet

{f,8l=-w (Xf/Xg) B,

est un crochet de Poisson, de sorte que toute variété symplectique est de Poisson. En effet,

0= do (Xp, X, Xp) = X5 0 (Xg, Xp) = X - (Xp, Xp) + X - 00 (X, Xo)
— 0 ([Xp, Xl Xp) + 0 (X, X1, X, ) - @ ([Xg, X1, X)
= Xy Xo(h) + Xg - Xp(f) + X, - Xf(8) — [ X5, Xl(h) + [Xf, Xp)(Q) — [Xq, Xp](f)

=~ (UF,tg 10 + L5, 1, £ + W, U 1)

Exemple 2 (Variétés de Poisson Linéaires). Une structure de variété de Poisson, qui nest

pas symplectique, est donnée canoniquement sur le dual g* d’une algébre de Lie g par le
tenseur, appelé tenseur de Poisson linéaire :

(X, Y) =(x,[X,Y]), pourtoutX,Y €g, x €g".
En d’autres termes, pour tout f, g € C*(g")

{f,8}(x) = (x, [d,f,d:gl),

2Le signe assure que les champs hamiltoniens (symplectique et Poisson) associés a une fonction
donnée sont identiques.

\_/
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avec I'identification de g avec son bidual g™, ce qui permet de considérer la différentielle
d’une fonction sur ¢ comme un élément de g.

Si Xy, ..., X, estune base de g et xy, ..., x;, le systéme de coordonnées globales de g7, associé
a cette base, alors

n
{x;, xj} = Z Ci-cjxk, (1.6)
k=1

ou les ci-‘]- sont les constantes de structure de g.

Morphisme de Poisson.
Soient (M, {, }pr) et (N,{, }n) deux variétés de Poisson. Une application ¢ : M — N
de classe C* est un morphisme de Poisson si ¢* : C*(M) — C%(N) est un morphisme

d’algeébres de Lie, cest-a-dire, pour tout f,g € C*(N)

o f, o'¢im = o*{f, 8N (1.7)
ou @"f désigne I'image réciproque de f par ¢, cest-a-dire 'application f o ¢.

1.3 Application moment

Déhinition 1.2. Lexistence d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur une variété
symplectique (M, w) est équivalente & l'existence d’une application moment

u:M—g

qui vérifie :
ixéa) =d({u, &)).
On demande en plus a cette application d étre G-équivariante, i.e. pour tout g € G

Ho g =Adgo .

Existence d’application moment

Lemme 1.2. Soit (M, w) une variété symplectique.

1. Pour tout X,Y € Z5,(M), on a
d(a)(Y, X)) = i[le]w.
En particulier, [X, Y] € 234, (M).
2. Pourtout f,g € C*(M), on a
Xirg = X5 Xgl,

i.e. un morphisme d algebres de Lie.
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3. 8i¢p G — Sp(M,w) est un homomorphisme, i.e. laction G C M est symplectique,
alors l'application
d<P g %ﬂsym(M)

est un anti-morphisme d’algébres de Lie.
Démonstration.

1. Rappelons d’abord I'identité de Cartan £, = iy o d + d o iy pour tout champ de
vecteurs Z ol iy dénote le produit intérieur et £, la dérivée de Lie suivant le champ
de vecteurs Z.

On a pour tout X, Y € Z7,(M),

i[X’y]a) = gx (lya)) - lygxa) = (ZX od+do Zx)lya) = dlxlya) = d(a)(Y, X))

2. Clest une conséquence de (1). Ca résulte aussi de I'identité de Jacobi pour le crochet
de Poisson associé a w.

3. Rappelons que si F : M — N est une application lisse, un champ de vecteurs X de
M (respectivement Y de N) sont F-reliés et on écrit X ~f Y si, pour tout x € M,
Y(F(x)) = D,F (X(x)). On montrer que

X ~ Y
{ F } = [X, X'] ~¢ [Y, Y]
X ~p Y

Si on a une action d’'un groupe de Lie G sur M et sur N, on dit que F est G-
équivariante si, pour tout x € M, F(g-x) = g-F(x). Dans ce cas, pour tout & € g, les
champs fondamentaux Xé/f et Xé\] sont F-reliés, il suffit de dériver en 0 I'identité :

F(expté - x) = expté - F(x).

Lapplication F : G X M — M, définie par F(g,x) = g - x est équivzu‘iztnte[3 et

surjective.

Ona X:(g,x) = %' ((exp t&)g, x) = (&r(9),0), ou &g est le champ invariant a
t=0

droite et égale 4 £ en I'élément neutre e de G. On a, pour tout &, 17 € g

[XPM, XPM] = (L€r, 181,0) = (L&, 1]z, 0) = ~X{Z4H

En eftet, I'inversion i : G — G est un difféomorphisme dont la diftérentielle en
€lément neutre est D,i(£) = —¢ et transforme un champ invariant 4 gauche en
un champ invariant a droite (et vice versa). Plus précisément, si &; est le champ
invariant a gauche, égale a & en Iélément neutre alors {g = —i,&;. On a donc :

[ER/ T]R] = [_i*gL/ _i*nL] = ix-[éL/ T]L] = ix-[g/ TI]L = _[Er TI]R

Comme F est surjective, on déduit que, pour tout &, 1 € g, [X¢, X;] = =X[g -

3Pour l'action de G sur G X M, ¢ - (1, x) = (gh, x)
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O
Théoreme 1. Si H(g, R) = H?(g,R) = {0} alors toute action symplectique est hamiltonienne.
Démonstration. Comme H'(g, R) = g/[g, a], alors
H'(g,R) =0 & g = [g,0]-

Soit G X M — M une action symplectique sur une variété symplectique connexe M.
Comme le crochet de deux champs de vecteurs symplectiques est hamiltonien, alors I'ap-
plication d¢p : [g, §] —> Z7,,,(M) est a valeur dans 27,,,,(M). Soit {£y, -+, &} une base g
et], -+, ], € C¥(M) tel que pour touti =1,..., p, X, = X¢,. En d’autre terme, le champ
hamiltonien de J; est égale au champ fondamental de &;, pour tout i = 1, ..., p. On pose
J(&;) = J; et on étend | en une application linéaire | : g — & (M), avec X5y = X
pour tous & € g. L'application | nest pas nécessairement un morphisme d’algebres de Lie.
Cependant le fait que H? (g,IR) = 0, permet une légére modification de J la rendant un
morphisme d’algebres de lie, & savoir pour tout &7 € g, I'application J([€, n]) — {J(£), J(m)}

est a constante puisque, par
X(1em) = Xien = ~Xe Xyl = Xy jeny
dong, il existe une constante ¢(&, ) € R telle que, pour tout &, 1 € g

JAE 0D = (&), J(m} = (&, n).

Par conséquent, nous obtenons une application ¢ : gXg — IR, bilinéaire et antisymétrique.
Comme les crochets [-, -] et {- -} satisfont I'identité de Jacobi et c(&, ) est une fonction
constante sur M pour tout &, 1 € g, on a 6c = 0. Par H?%(g,R) = 0, il existe b € g* tel que
ob = ¢, cest-a-dire c(&, 1) = =b([&, n]) pour tout &, 1 € g.

Siy* := ] + b, on obtient une application linéaire g — & (M), qui vérifie encore
Xure) = X (puisque b(&) est constante sur M) pour tout & € g, mais également

w([& nl) = J(LE, 1) + b([E, 1)
=c(&,n) + (&), Jm} + b([&, 1))
={u (&), u*(m}

pour tout &, 7 € g, donc * est 'application co-moment pour 'action de G. [

Unicité d’application moment

Théoreme 2. Si H'(g,R) = 0, alors si une application moment d’une action symplectique de G
existe, elle est unique.

Démonstration. SiH(g,IR) = 0, etsi uq et i, sont deux applications moment d’une action
du groupe G, alors pour tout & € g, la fonction < g — iy, & > est constante sur M puisque

Xin©-po(e) = Xe =X =0.

Comme M est connexe, il existe b(E) € RR, tel que (&) — pa(&) = b(E).
Onab € g' et puisque p;([&,n]) = {pi(&), (M)} = w(X¢, X)) pour tout i = 1,2, on
obtient

(Ob)(&,m) = =b([&,n]) = 0, pour tout &, 1 € g.
Finalement, par H!(g,IR) = 0 on obtient b = 0, cest-a-dire yy = . O
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Exemples

1. Soit M = GL(2,R) = {A € My«»(R), det A # 0} munie de la forme symplectique
w = dxq A dxs + dxy A dxy. Daction du cercle

G =50(2) = {A € My (R), AA' =1, det A =1}
sur M, par conjugaison, est hamiltonienne et

u: GL2,R) —> R

X1 X (2., .2,.3,.2
(xéxi) — x1x4—x2x3—5(x1+x2+x3+x4),

qui nest pas unique, puisque G est abélien. Toute autre application moment differe
de y d’une constante.

2. Daction de SL(2, R) sur le plan R?, par multiplication a gauche, est hamiltonienne
et 'application moment est unique, donnée par :

2 2
_ y -
u(x,y)—(xy, ) )

1.4 Réduction symplectique

Soit G C (M, w) une action hamiltonienne et 1 une application moment. Comme p
est équivariante, alors pour tout ¢ € ¢* invariant par Iaction co-Adjointe, le niveau p~*(c)
est G-invariant. En effet, pour tout x € [J_l (),

(g - x) = Adgu(x) = Adgc = c.

En particulier, u~1(0) est G-invariant.

Si ¢ est une valeur réguliére de , alors u~1(c) est une sous-variété de M de dimension
égale a dimM - dim G.
Lespace quotient u~1(c)/G nlest pas toujours une variété, puisque I'action de G sur u~1(c)
peut ne pas étre librefl. Si P'action est libre et propre alors le quotient est une variété de
dimension égale 4 dim M — 2dim G et possede une forme symplectique canonique. Clest
l'objet du théoréme suivant.

Théoreme 3. Théoréme de Marsden-Weinstein-Meyer Soit (M, w, G, ) un G-espace hamilto-
nien out G est un groupe de Lie compacte. Soit i . y_l (0) = M l’injection canonique. On suppose
que laction de G sur [J_l (0) est libre. On a alors :

1. Lespace dorbites Mieq = 1 Y(0)/G est une variété différentielle de dimension égale a
dimM - 2dimG.

2. La surjection canonique 10 : u=1(0) —> Mg est une G-fibration.
3. La variété quotient M, oy posséde une forme symplectique canonique @y, caractérisée par

% _ *
MW = T Wyeg-

Le quotient est un orbifold.
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Le couple (M4, Wyeq) est appelé la réduction de (M, w) par rapport a G, i, ou bien le
quotient symplectique, ou bien le quotient de Marsden-Weinstein-Meyer.

Les deux premiers points du théoréme font partie d’'un résultat classique concernant
les actions de groupes sur les variétés. Voir [§].
Pour montrer le troisi¢me point du théoréme on a besoin d’un certain nombre de résultats
préliminaires. On montrer ensuite que si l'action G & p~(0) est libre alors est une sous-
variétéd et que, pour toute x € u~1(0), Lorbite O(x) est isotrope (pour lesquels un procédé
général de réduction peut s’appliquer).

Notons par O(x) lorbite du point x de M, i.e. O(x) = {g ‘X, § € G} et par G, le sous-

groupe d’isotropie G, = {g €G, g-x= x}, qui est un sous-groupe de Lie de G (car fermé
dans G), d’algebre de Lie donnée par :

ax = {£ € g, Xe(x) = 0}.
On a le lemme suivant :

Lemme 1.3. Awvec les notations ci-dessus et U désigne [ ’app/ication moment alors

ker Dy = (T, O(x))”
ImD,u =gy ={a€g’, <a,é>=0, VEE€qg,).

De sorte que si l'action est libre alors O est une valeur réguliere de .

Démonstration. * Pour toutx € M, v € T, M, & € g ety une courbe dans M qui passe
par x et dont le vecteur tangent en x est v on a :

(ixew) @==| <u(®)&>=<Du@, &>
Par suite,
v € ker Dyp & w, (Xe(x),0) =0, Y& eg
=oe(X @), Eegl = (T00)".

* Remarquons d’abord que ImD,u est contenu dans I'annulateur de g, : pour tout

fegy={Eeg X(x) =0}, 0na

< Dyu(0), & >= @, (X¢(x),v) =0, Yo € T,M.

Ceci signifie que ImD, u C g;. Pour Iégalité, il suffit de montrer qu’ils ont la méme
dimension. En effet,

dimM — dimker D,y = dimM — dim (T, O(x))"”
dimT,O(x) = dimg—dimg, (car O(x) = G/G,)
= dim gy (car dimg = dimg, + dimg3).

dimImD, u

5 co-isotrope



Eléments de géométrie symplectique ©Z. Mazouzi 19

Lemme 1.4. Si laction G & u=1(0) est libre alors, pour fout X € 1=H0), Zorbite O(x) est une
sous-variété isotrope de M.

Démonstration. Pour tout x € y‘l (0) et tout &, n € g,

*

d
<p(expté-x),n>=—| < ux),Adepren >=0,

d
<D,u (Xg(X)),U >= = dt|t=0

dtltzo
ce qui signifie que X (x) € ker D,u = (T, O(x))”. Comme tout vecteur tangent a lorbite
O(x) est la valeur en x d’'un champ fondamental, alors T, O(x) est isotrope donc aussi

ker D, u = Txy‘l(O). [

Lemme 1.5. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. supposons que I est un sous-espace
isotrope, i.e. wy = 0. Alors w induit une forme symplectique canonique 2 sur le quotient 1°/1,
caractérisée par

Fw =m0 (1.8)

oii: 1Y = V est linjection canonique et 10 - 19 — 1°[I est la surjection canonique.

Démonstration. Soient u,v € I, et [u], [v] leurs classes déquivalence dans [*/I. On défi-
nit () par :
Q([u], [0]) := w(u,v).

* () est bien définie. En effet, pour tout i,j € I
wu+1,v+])=wu,0)+w,j)+w(,v)+w(,j) = wu,o).

Ce qui signifie que la valeur de € ([u], [v]) ne dépend pas des représentants des
classes d‘équivalence.

* () est non dégénérée. En effet, si u € I est tel que w(u,v) = 0 pour tout v € [¢,
alors u € (I“)” = 1. Ce qui veut dire que [u] = 0.

On a, pour tout u,v € ¢,

(1°Q) (u,v) = Q([u], [v]) = w(u,0) = ("w) (4, v).

Preuve de theorem de Weinstien-Marsden-Meyer

Démonstration. Comme laction G & u~1(0) est libre alors u7(0) est une sous-variété
isotrope de M (d’aprés les lemmes précédents).
Laction de G sur y‘l(O) est propreE et donc le quotient M oq = y‘l (0)/G est une variété
diftérentielle de dimension égale a dimM —2dim G.

Le sous-espace T, O(x) est isotrope dans l'espace vectoriel symplectique (T,,M, w,). 11
existe, d’apres le lemme ([[.5) une structure symplectique canonique sur le quotient

(T 0()™ /T, O0(x) = Tept™ (O)/ T, O(x).

bcar G est compact
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En tout point [x] € Meq, lespace tangent T,jM,eq s'identifie a T, 1(0)/TO(x). Par
suite, M,eq posséde une 2-forme non dégénérée Wyeql.
Par construction, d’aprés ([.8), on a i*w = 7w,y ol

u0) =M
|
Mied
Il reste & montrer que w,eq est fermée. Pou cela remarquons que :
T ([dw,eg) = d (T Wyey) = d (Fw) = i* (dw) = 0.

Comme 7" est injective alors dw,eq = 0. O

"Bien définie, car @ est G-invariante.



CHAPITRE
2 4‘4)
Représentations de
groupes de surfaces

2.1 Structure topologique et géométrique

Soit S une surface fermée orientée de genre ¢ > 1. Son groupe fondamental, noté par
7T, est appelé groupe de surface et posséde la présentation a 2g générateurs suivante :

Tt = <x1/y1/---1xg/yg | [xllyl]"-[xg/yg] = 1>/ (21)

ot [x,y] = xyx'y! est le commutateur de x et de . Voir [§].

Définition 2.1 (Représentations d'un groupe de surface). Soiz G un groupe et soit S une
surface fermée orientée de genre § > 1. Lensemble de toutes les représentations de 0 dans G est
['ensemble des homomorphismes de 1t vers G. On notera cet ensemble par Hom (1, G).

Exemples.

1. Legroupe de surface de la sphére S2 est réduit a un point, puisque S2 o5t simplement connexe.
Donc Hom(7ty(S?), G) est réduit & un point.

2. 8i G est abélien alors Hom (11, G) = G%. En particulier, si G = R alors Hom (11, G) est
une variété différentielle de dimension 2g.

Topologie de Hom (717, G)

Soit G est un groupe topologique. Comme la topologie de 7 est discretell, tous les
homomorphismes de Hom (77, G) sont continus et lespace Hom (71, G) peut étre muni de
la topologie compacte-ouverte.

Soit K = {y1, ..., Y} une partie compacte de 7t et soit U un ouvert de G. Soit

R(K, U) = {p € Hom(,G), py) € U, i =1,..., k]
La topologie sur Hom (7, G) engendrée par lensemble

Exuy= {R(K, U), K compact de 7, , U ouvert de G}

est appelée la topologie compacte-ouverte.

1Le groupe fondamental d’une variété est discret.
2Un comapct et discret est fini.
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Lemme 2.1. Pour tout x € T, l'application d évaluation
e,: Hom(m,G) —» G
p = p(x)
est continue.
Démonstration. Soit U un ouvert de G alors
e, Y(U) = {p € Hom (m,G), p(x) € U} = R({x}, U)
Comme {x} est compacte alors R ({x}, U) est un ouvert de R (7, G) . O

Lemme2.2. SoitF,, legroupe libre sur lensemble {x1, ... , X} et soitw(xq, ..., X,) = R o

un mot sur F,, alors application
w : G" — G
,- (2.2)
1 8n) > Ty 8

est continue.

Démonstration. Comme G est un groupe topologique alors la continuité de la multiplica-
tion et d'inverse montre la continuité de w. O

Onvamontrer quessi {xy, ..., X} engendre 7 alors il existe un plongement de Hom (7, G)
dans G". Rappelons qu’une application f : X — Y entre espaces topologiques est un plon-
gement si

f X — f(X) est un homéomorphisme,
ol f(X) est munie de la topologie induite de la topologie de Y.

Proposition 4. Soit 7 = (x1, ..., x,, | w;, i € I) alors application
®: Hom(m,G) — G"
P — (p(xl), ,p(xn))
est un plongement.
Démonstration. Soit I'application
v : Hom(m,G) — @(Hom (12, G))
p = (pea) e px)

Lensemble {xy, ..., x,} engendre 7t alors ¥ est injective et donc bijective. De plus, & =
(exl, " exn) et dong, par le lemme P.T|, ¥ est continue.

U est une application ouverte. En effet, soit K = [}/1/ .y }/k] C m et U un ouvert de G.
Sion écrit y; = wi(xq, ..., Xx,) aveci =1, ..., k, on obtient

W(R(K, U)) = {@(p), p € Hom(r,G), p(y;)) e U, i=1,.. ,k}
= {(p), p € Hom (n,G), W(®(p)) € U, i =1, ... k|
= o(Hom (7,G) ) () (nky @; (W)

et cet ensemble est un ouvert de @(Hom (71, G)). O
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Lemme2.3. Sim =(xy,,..., X, | w;, i € I) et D est le plongement associé, alors
@(Hom (m, G)) = ﬂ 5(51-_1(16)
iel
Démonstration. On a, pour tout p € Hom (17, G) et tout i € I,
1g = p(w;) = @;(P(p))-
Il en résulte que @(Hom (7, G) ) cw; (1)

Supposons (g1, ...g,) € ﬂielﬁi—l(lc), alors 15 = w;(g1, ..., §»)- Considérons la repré-
sentation
p: F, = G
ouj=1,..n.
Si N est le sous groupe normale de F,, engendré par {w;, i € I}, alors N C ker(p) ainsi il
existe une représentation p € Hom (77, G) tel que le diagramme suivant commute :

F, S F /N =7
G

Ona?d (ﬁ) = (g1, .., &n) et il en résulte que ﬂielﬁfi_l(lc) C @(Hom (17, G) ) O

Nous allons voir que Hom (77, G) nest pas toujours une variété. On a cependant le
résultat important suivant :

Structure géométrique

Si G est un groupe algébrique linéaire alors Hom (77, G) est une variété algébrique.

Démonstration. Rappelons qu'un groupe algébrique linéaire est un sous-groupe fermé du
groupe linéaire GL(1, R), pour la topologie de Zariski, (voir annexe).

Simt=(y1, ... yn | R(y1, ..., ¥N)), alors I'application
®: Hom(m,G) — GN
p = (pO)s s pVN))

est injective, puisque deux homomorphismes qui coincident sur une partie génératrice sont
identiques. L'image de @ est constituée des N-uplets (g1, ..., gn) vérifiant dans G, les équa-
tions

(2.3)

R(gl, ...,gN) =1.

Ce sont des équations polynomiales en les variables (1, ..., gn)- Il en résulte que Hom (7, G)
s'identifie 4 un sous ensemble algébrique (fermé pour la topologie de Zariski) de GN. La
structure algébrique est indépendante de l'ensemble des générateurs.

En terme de la présentation standard (2.1) R = [xq, 1] ... [xg, Y] détermine T'applica-
tion

R:G%8 - G,

de sorte que Hom (7, G) s’identifie au sous ensemble R7(1) de G (ot 1 est le neutre de
G). O
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Exemples.

1. Soient 7w = 71((T?) = Z% et G = AFf(R), i.c. le groupe des transformations affines de R :
G={(3¥), x>0} =]0, +eo[xR.
Comme 1t = {a,b| ab = ba), alors :

Hom (7, G) ={(A,B) € GX G, AB = BA}

E[(xl,xz, X3, X4) E]O, +00[XIRX]O, +00[X]R, X1Xg4 —XoX3 +Xo — Xyg = 0}

Clest une variété algébrique (ensemble des zéros du polynéme P = x1x4—XpX3+Xp—X4) qui
nest pas une variété, a cause du point singulier (1,0,1,0) (qui correspond au point (1d, 1d)
de GX G). 8i on enleve le point singulier, on obtient grice au théoréme de submersion, une
variété différentielle de dimension 3.

2. 8im=11(Sg) = (X1, e, Xog | [x1, X1 [X0g1, Xog] = 1), et G est le groupe de Heisen-
berg de dimension 3

1xz
G={(01y),x,y,z€1R}E]R3,
001

alors :

Hom (11, G) = {(Ay, ..., Agg) € G, [Ay, Ap]...[Agg_1, Agg] =1}

28

- 6 _

= [(x1,y1,zl, s Xog, Yagr Zag) € RO, Y Xiyi = Xii = 0]
i=1

= R x 2(Q),

oir Z(Q) est l'ensemble des zéros de la forme quadratique Q = 21251 XiYir1 — Xiz1Y;. On
déduit dans ce cas que 'ensemble des points singuliers de la variété algébrigue Hom (11, G)
est précisément R%8 x {Ogas) (qui est d’intérieur vide).

Comme on vient de le voir, la variété algébrique Hom (77, G) nest pas toujours une variété.
Pour comprendre sa structure locale, on va étudier ses points non singuliers.

Soit p € Hom (7, G) fixé et considérons l'action de 7t sur I'algébre de Lie g de G définie
poury € metv € g par:

y-v:=Ad (p(y)) ‘0, (2.4)

ol Ad est l'action adjointe Ad : G — Aut(g). En d’autre termes, on considére la représen-
tation linéaire de 7t dans Aut(g) = GL(1, R) (si dim g = n), i.e. '’homomorphisme :

P Ad
T — G — Aut(g).
Lespace vectoriel g avec sa structure de t-module, ainsi définie, sera noté 9p-

Proposition 5. Soiz p; une famille d’homomorphismes au voisinage de p telle que pour la fonction
U T — §ef pour tout X € T, Py est donné par :

pi(x) = exp (tu(x) + 0(7)) p(x),
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alors U vérifie, pour fout X,y € U
u(xy) = u(x) + Ad(p(x)) - uy) (2.5)

(B3) signifie que u est un 1-cocycle.

Démonstration. Pour montrer que u est un 1-cocycle on utilise le fait que p; est un homo-

morphisme de groupes, i.e. py(xy) = py(x)p;(y). On a
pi(xy) = exp (tu(xy) + 0(t?)) p(xy)
= exp (tu(xy) + 0(2)) p(x)p(y)
et
pi(0)py(y) = exp (tu(x) + O(12)) p(x) exp (tu(y) + O(t?)) p(y)

Alors
exp (f1u(xy) + O(2)) p(xy) = pr(xy) = pr(x)pr(y) = exp (tu(x) + O(2)) p(x) exp (tuy) + O(2)) p(y)
et donc

exp (tu(xy) + O(tz)) p(x)p(y) = exp (tu(x) + O(tz)) p(x) exp (tu(y) + O(tz)) p(y)

exp (t(u(xy) —u(x)) + O(tz)) = p(x) exp (tu(y) + O(tz)) p(x)_1

= exp [Ad(p(v)) (tu(y) + 0(?))].

Car par naturalité de 'application exponentielle, si ¢ : G — H est un morphisme de
groupes de Lie, alors ¢, := D, est un morphisme d’algébres de Lie et, pour tout X € g,

P(exp X) = exp(p.X)
Donc pour tout ¢ € G et tout v € g, gexpvg ™" = exp (Ad(g) . U).

Comme l'application exponentielle est un difféomorphisme d’'un voisinage de 0 dans
un voisinage du neutre alors, pour tout ¢ petit, £((xy) — u(x)) + O(t?) est dans un voisinage

de 0 et donc exp (£(u(xy) — u(x)) + O(t2)) = exp [Ad(p(x)) (tu(y) + O(t?)) | donne

Hu(xy) - u(x)) + O(?) = Ad(p(x)) (tu(y) + O()) = tAd(p(x)) - u(y) + O(?).

Il en résulte que u est un 1-cocycle

u(xy) = u(x) + Ad(p(x)) - u(y).

Définition 2.2. Lespace tangent d Hom (11, G) en p est l'espace Z1(m, 8p) des 1-cocycles :

Z\(m,q,) = fu: 7> g, uxy) = u(x) + Ad(p(x)) - u(y), Vx,y € n}.

Exemple.
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Lensemble des représentations pour lesquelles la dimension de lespace tangent est
minimal sont les points non singuliers de la variété algébrique Hom (7, G). Lespace tangent
aHom (71, G) ci-dessus est au sens de Zariski, qui coincide avec la notion habituelle d'espace
tangent (des variétés différentielles) aux points qui ne sont pas singuliers.

Partie réguliére

Si G est un groupe de Lie qui préserve une forme bilinéaire sur son algebre de Lie
alors lensemble des représentation p € Hom (77, G) telle que dim(Z(p)/Z(G)) = 0
est une variété de dimension (2¢ — 1) dim G + dim Z(p).

ol Z(p) est le centralisateur de p(7r) dans G. On note cette variété par Hom™ (1, G).

Démonstration. Voir [3]. O

Exemple. §i G = U(n), SU(n) la variété¢ Hom™ (1, G) est la variété des représentations irré-
ductibles.

2.2 Structure symplectique de l'espace de modules
Le groupe G agit sur lespace Hom (71, G) par conjugaison

€-p») =gp()s™,

et on s'intéresse au quotient Hom (77, G) /G.

Si G nlest pas compact, l'action de G nest pas propre et il en résulte que lespace
Hom (77, G) /G muni de la topologie quotient nest pas toujours séparé. On a cependant
le résultat suivant :

Proposition 6. L'action de G/Z(G) sur Hom™ (1, G) est localement Libred.

Démonstration. Pour identifier l'espace tangent en p de lorbite O(p) = G - p, considérons
la courbe p; des homomorphismes de la forme p,(y) = g;p(¥)g; ™ ot g; est une courbe
dans G telle que gg =1.

Sig; =exp (tuo + O(tz)) alors :
pi(y) = exp (tuo + O(tz)) p(y) exp (—tuo + O(tz))

=exp (tug + (1)) p(y) exp (~tug + O(2)) p(7) ' p(7)

=exp (tuo + O(tz)) exp (Ad (p()/)) - (~tug + O(tz))) p(»)

=exp (tuo + O(tz)) exp ( tAd (p(y)) “Ug + O(tz)) p(y)

=exp (t(uo Ad (p(y)) “Ug) + O(tz)) p(y).
Donc p; est donnée par le 1-cobord u = 1y — Ad (p()/)) “ 1, ol U est le vecteur tangent a
g; sit = 0. Lespace

B! (71, gp) = [u 1T g, u(y) = ug — Ad (p()/)) . uo}

31 es stabilisateurs sont discrets
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est isomorphe a l'espace vectoriel g/ Z (p) ou Z (p) est 'algebre de Lie de Z(p) alors :
dimG - p = dimB!(, 9,) = dim G — dim Z(p).
Laction de G = G/Z(G) sur Hom (71, G) est bien définie

§Z2(G)-p:=g-p,

car §Z(G) = hZ(G) = g-p = h- p. Sa restriction a Hom™ (7, G) est localement libre. En
effet,

dimG - dim Z(G) =dimG - p = dima-p
=dim G — dim Ep =dim G - dim Z(G) — dim Ep
d'oti la dimension du stabilisateur Ep est nulle, i.e. discret. Ce qui veut dire que I'action de

G sur Hom~ (17, G) est localement libre. O

Remarque 8i G est compacte alors son action sur Hom™ (1, G) est propre et les stabilisateurs de
laction de G sur Hom™ (1, G) sont tous finis de méme cardinal (car G est compact et les stabilisa-
teurs sont discrets et compacts et tous isomorphes). Donc si de plus un stabilisateur G est trivial

alors le quotient Hom™ (11, G) /G est une variéte.

Définition 2.3. Lespace tangent de Zariski a Hom (11, G) /G en une classe d équivalences [p]
est donné par le groupe de cohomologie :

H (1, 9,) = 2 (1 9,) /8 (0, 9)

Exemple G = SU(2)

Soient 7 = 711(S,) et G = SU(2) le groupe unitaire spécial (isomorphe 2 la spheére s%).
Llespace des représentations irréductibles :

p € Hom(mt, G), Z(p) = Z(SU(2)) = {Id}
est une variété différentielle, on le note Hom™ (77, SU(2)). En effet, on a lemme suivant :
Lemme 2.4. Soit G un groupe de Lie et soit I'application

R: G= — G
(Al, ey AZg) | — [AerZ] [AZg—llAZg]

Alors le rang de R en (Ay, ..., Ayg) est égal a la codimension du centralisateur de {Al, - Azg}
dans G.

Démonstration. Pour une preuve, voir [(] O]
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Donc, pour I'application

R: sSu@x® — SU(2)
(Al, ey AZg) | [AerZ] [AZg—llAZg]

R7(1d) est une sous variété de dimension :
dim SU(2)% — dimSU(2) = 6¢ — 3

Clairement que R (Id) = Hom'" (7, SU(2)).

Le groupe SU(2) agit librement sur Hom'™ (1, SU(2)) car la stabilisateur de pE Hom™ (71, SU(2))
est réduit 4 Iélément neutre Id et comme SU(2) est compacte, alors I'action est propre et il

en résulte que Hom™ (71, SU(2)) /SU(2) est une variété différentielle de dimension égale a:

dim Hom™ (1, SU(2)) — dim SU(2) = 6g — 6

Réduction symplectique

Soit G un groupe de Lie dont 'algebre de Lie g admet une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée et Ad-invariant. Cela signifie une forme bilinéaire symétrique :

(,):18Xg— R,
non dégénérée et vérifie, pour tous X, Y € g :
(Adg(X), Ady(Y)) = (X, Y).
Exemples.

1. Lalgébre de Lie du groupe linéaire avec sa forme :

<X,Y >= tr(XY).

2. La forme de Killing d’une algébre de Lie semi-simple (ou généralement, une algébre de
Lie réductive).

Une connexion sur le G-fibré trivial S X G — S est une 1-forme 2 valeur dans g,
A € Q1(S, g) et on note lespace des connexions par :

o7 = Q1L(S, g).

Soient a € QK(S,g) et B € QI(S,g), on peut former leur produit extérieur a A f €
Q*+{(S, ) et si on applique la forme bilinéaire on obtient (@ A By € QF*(S,R) = QF*(S).

Définition 2.4. La courbure d’une connexion A est la 2~forme F 5 € Q(S, 8) tel que

Fy=dA+AAA.

Définition 2.5. Une connexion A est dite plate si F 4 = 0.
On note par JZ/p Lespace des connexions plates.
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Action du groupe de jauge sur .27,

Les automorphismes du fibré trivial H : S X G — S X G peuvent étre identifiés avec
les applications h : S — G telle que H(x, ) = H(x, e)g = (x, h(x)g).
Lapplication /1 : S — G est appelée transformation de jauge et on définit le groupe de jauge
7 par:
Z:=C*(,0),

avec sa structure de groupe donnée par :
(h-h')(x) := h(x)h’'(x), pour tout x € S.
Le groupe de jauge & agit sur l'espace des G-connexions .97 et I'action est définie par :
WA := AdyA + h*OR

ot OR est la forme de Maurer-Cartan. Comme laction de & préserve A pap, on définit
lespace de module des G-connexions plates par :

M = AT

Holonomie et connexion plate  On va montrer en annexe le théoréme important suivant :
Théoreme 4. I/ y a un identification naturelle M = |G ~ Hom(m, G)/G

Définition 2.6. Le groupe de jauge & admet comme algébre de Lie [espace des applications
différentiables de S dans g, i.e. Lie(Z) = C*™(S, g).

Pour tout & € C(S, g), le champ de vecteur Xg » &/ — Ty = QLs,9) défini par X:(A) =
dal

Structure Symplectique sur /. Lespace des connexions .2/ est un espace atfine de di-
mension infini et son espace tangent est donné par T4/ = Q(S, g). Lespace .o/ admet
une structure symplectique définie par la 2-forme w :

wef) = [
s
pour tous a et 8 dans T4.%/ = Q(S, g). La forme bilinéaire (., .) et le produit extérieure
définissent un application bilinéaire antisymétrique :
(ALY QLS 6) x QL(S, 6) = Q2(S)

la composition avec Iintégration Q?(S) — R définit la 2-forme w. la 2-forme w est
constante (w ne dépend pas de A) et non dégénéré, car définie par la forme bilinéaire non
dégénéré (., .).

Lemme 2.5. Laction de & surl espace S/ est hamiltonienne avec I'application moment :

p: & — Llie(Z)

A B _FA (26)

ot Lie(2)" = Q2(S, g)
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Démonstration.
Considérons la fonction g : .7 — R tel que pg(A) = - ~£<FA A &) avecé € QO(S, g). On
va montrer la condition

dape(B) = w(Xe(A), B),
avec f € QlL(s, g)

Ona:
d
) = 3| wA+ 1
t=0
=% » (=Fa—tda)p
—y

On obtient d 4z () = — £<dAﬁ A &E). Comme d{B A E) =(dap N E) — (B ANds<E), alors

ijAa=£wﬁAa—ﬁwAma

Par le théoréme de Stokes et comme S est une surface sans bord, il en résulte alors :

O:MdeAé):J;%ﬁA5>—j;ﬁA¢@%

ie. £<d ABAEY = L(/s A d&). Donc dug(B) = £<d AE A B) = @(X:(A), ). O

Nous déduisons, par le théoreme de réduction de Meyer et Marsden-Weinstein, que
Tespace de modules des connexions plates modulo I'action du groupe de jauge 1 ~1(0)/g est
une variété symplectique. Nous allons voir en annexe que u~1(0)/g s’identifie 2 Hom(t, G)/G
et donc cet espace posséde lui aussi une structure symplectique.



CHAPITRE

Annexe

3.1 Structure de variété algébrique

Dans toute la suite K désigne un corps algébriquement clos et K[Xj, ..., X,,], n > 1
désigne I'algebre des polynémes a 1 indéterminés.

Définition 3.1. Soit S une partie de K[Xy, ..., X,,]. L’ensemble algébrique affine défini par
S est lensemble des zéros de tout les polynomes de S :

7°(S) = [x € K", p(x) = 0, pour tout p € S}.

Exemples.
- 7°({0h) = K".
s 7({1) =2.

- 7 ({1 = x0), e, (X = 20))) = G 1)
Plus généralement, si [ est un idéal de K[Xj, ..., X,] on défini
7°(I) = {x € K", p(x) = 0, pour tout p € I|.
Proposition 7. Soient I et | des idéaux de Ualgébre de polynomes K[X1, ..., X,,].
1. Sil C ] alors 7 (J) ¢ 7 (1)L
2. 8i S une partie de K[Xy, ..., X, et 1 est I'idéal engendré par S alors 7 (I) = 77°(S).
3 7MUZ()=7)) =7 AN])).
4. Si(I)en est une famille d'idéaux de K[X, ..., X,,] alors

%[E I,\] =7 w.

AEA AeA

Démonstration.

1Vrai pour tout I C J, pas forcément des idéaux.
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1. Six € Z7(]) alors, pour tout p € J, p(x) = 0. En particulier, pour toutp € I, p(x) =0
et donc x € 7 (I).

2. Ona S C (S) =1 et par la propriété précédente 7" (I) C Z7(S). Inversement, soit
x € 7(S) et p € I, Il suftit de montrer que p(x) = 0. On ap = 3 p;q; avec
pi € K[Xq, ..., X, ] etg; € S. Onap(x) = X, pi(x)q;(x) = 0, car tout les g; sont nuls

en X.

3. Comme I] Cletl] CJalorsZ (I) UZ (J]) c 7 (I]). Inversement, soit x € 7 (I])
supposons x & 7 (I) U 77 (]) alors il existe p € I et g € | telle que p(x) # O et
g(x) # 0. Comme pgq € I] et pq(x) = p(x)g(x) # 0 alors x ¢ Z"(I]).

]

Définition 3.2 (Topologie de Zariski). On défini sur K" une topologie dont les fermés sont les
ensembles algébriques affines ,apellé topologie de Zariski.

En effet (@} et K" sont fermés. Les points (3) ef(4) de[] montrent que la réunion finie des fermés
est fermés et l'intersection quelconque des fermés est fermeés.

Définition 3.3 (Variété Algébrique affine). Une variété algébrique affine est une sous ensemble
algébrique affine de K" cest a dire,un sous ensemble fermé pour la topologie de Zariski.

Comme ['algebre des polynomes est noethérien, alors tout idéal I est de type fini, cest a dire |
est engendré par une famille finie des polynémes {f1, ..., f ,}. Donc tout ensemble algébrigue est
défini par un nombre fini déquations

7\ =7 (f) NN 7 (fr)

tout fermé est intersection fini de 77 (f ;).
1l revient a dire que toute variété affine est définie par un nombre fini déquations.

Définition 3.4. Si X et Y sont respectivement des sous-variétés de K" et K™, un morphisme de
variétés - X — Y est une application polynomiale @ K" — K" telle que p(X) C Y.
De maniere équivalente,il existe @1, ..., @, € K[Xq, ..., X, ] tel que :

P(x) = (P1(x), ..., (%))
avec x € X.

3.1.1 Groupe algebrique

Définition 3.5. Un groupe algébrique linéaire est une variété algébrique affine munie d'une
structure de groupe telle que :

* la multiplication G X G — G est un morphisme de variétés,
* linverse G — G est un morphisme de variétés.

Exemples. * Le groupe additif (K, +).
* Le groupe multiplicatif (K%, .).

* Le groupe des matrices inversibles GL(n, K) et tout sous groupe de GL(n, K) : le groupe /i-
néaire spécial SL(n, K) le groupe orthogonal O(n, K), le groupe spécial orthogonal SO(n, K)

sont des groupes algébriques linéaires.
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3.2 Fibrés et connexions

Fibré localement trivial

Soient E, B, F trois espaces topologiques. On dit que E est un espace fibré de base B et
de fibre F, s’il existe une application continue (notée verticalement) :

E
lﬂ
B
telle que, pour tout x € B, il existe un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme
p:m Y (U)—> UXF,

tel que le diagramme suivant commute :

(W)
X‘ pry
u

ot la fleche oblique de droite est la premiére projection pry (x, 1) = x.
Remarques.

1. Pour tout x € B, m1({x}) est homéomorphe & F (puisque pr;l({x}) lest clairement) et
sappelle la «fibre au dessus de x». Lapplication m : E — B est ouverte, puisque les
projections de produits sont des applications ouvertes. Donc B porte la topologie quotient
déterminée par l'application .

2. 8ion peut choisir U = B, on dit que le fibré est trivial. Dans ce cas E s’identifie au produit
BXxF

Si C est un sous-espace de B, «la restriction» de E 4 C est simplement la restriction de
P'application continue 7t 2 771(C) : clest un fibré de base C.

Soit (U;) un recouvrement ouvert de B tel que la restriction de E a chaque Uj; soit un
fibré trivial (le recouvrement est alors dit « trivialisant»). On a donc des homéomorphismes

@; N (U;) — U; X F
d’ot des «données de recollement »
piogit s (UinU)xF — (U;nU;)xF

wn) > (6g00) G

ol g;; est une application de U; N U; dans Homéo(F) le groupe des homéomorphismes de
F.

Un G-fibré est la donnée d’un sous-groupe topologique G de Homéo(F) et de trivia-
lisations (¢;) comme ci-dessus tels que les g;; définissent des applications continues de
U; N U; dans G. On dit alors que G est le groupe structural du fibré E.

Avant dexplorer quelques exemples importants, faisons d’abord ces remarques :
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Remarques.

1. Unfibré différentiel est un fibré pour lequel l'espace total, la base et la fibre sont des variétés
différentielles. On remplace dans la définition : continuité par différentiabilité (de classe
C*), homéomorphisme par difféomorphisme.

2. La condition de continuité des g;; nest pas automatique, sauf dans des cas particuliers. Par
exemple, si E est un fibré vectoriel (voir ci-dessous), il est naturel de prendre pour G le
groupe linéaire GL,(R). Dans ce cas, la condition de continuité est automatique.

3. On montre que les fonctions de transition gij caractérisent le G-fibré E. De maniére
précise, on vérifie d’abord la condition de cocycle

8ij = &ik * 8kj
au-dessus de chaque point x € U; N U; N Uy. Réciproquement, la donnée d'un tel cocycle

permet de reconstruire le fibré E comme quotient de la réunion disjointe des U; X F par la
relation d équivalence qui identifie (x, u) a (x, g;;(x)(w)) pour x € U; N U;. Voir [10].

Exemples.

1. Revétement. Un revétement est un fibré localement trivial dont la fibre est discrete.

2. Fibré vectoriel. Un fibré vectoriel est un espace fibré localement trivial dont la fibre est un
espace vectoriel et le groupe de structure est le groupe linéaire. Cest le cas des fibrés tangent
et cotangent sur une variété différentielle.

3. Fibré principal. Un fibré principal est un fibré localement trivial pour lequel le groupe
structural agit librement et transitivement sur la fibre, autrement dit si la fibre peut s'iden-
tifier au groupe structural muni de l'action a droite. Cest le cas du fibré de Hopf, ainsi que
du fibré des repéres d’une variété différentielle.

4. La premiére projection 1 de E = R? — {(0,0)} a B = R est une submersion surjective,
mais (E, 71, B) nest pas un fibré localement trivial, O ne posséde aucun voisinage U tel que
Y (U) soit homéomorphe & U X 1 1(0). En effet, pour toutr > 0, si U =] — 1, [ alors
7N U) = U x R - {(0,0)} esz connexe (car connexe par arcs) alors que U X 7(0) =
U X {0} X IR possede deux composantes connexes.

Morphismes de fibrés

Soient g : E = M ety : F — N des espaces fibrés de bases respectivement M et
N. Alors une application continue @ : E — F est un «morphisme de fibrés» de E a F s’il
existe une application continue ¢ : M — N telle que le diagramme suivant commute :

E—23F
nE\L J/m:
M-y N

cest-a-dire Tpo® = @omp. En d’autres termes, @ « présere les fibres », et ¢ est I'application
induite sur l'espace des fibres de E : puisque 7t est surjective, ¢ est uniquement déterminé

par .
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Définition 3.6 (Image réciproque). Soiz 0 : E — B un fibré localement trivial et soit f :
M — B une application continue. Soit

fE={(m,x) e MXE, n(x) = f(m)}

Le triplet (f*E, p, M), oiL p est application p(m, x) = m, est un fibré localement trivial, image
réciproque.

Deémonstration. Si {U;} est un recouvrement de B tel que E|y;, est trivial et si @ sont les

applications de transition, alors {f~*(U;)} est un recouvrement de M qui trivialise f*E  [J
Lutilité de la définition ci-dessus réside dans le théoréme important suivant :

Théoréme 5. Soit 1 : E — B un Jibré localement trivial et soient f,§ © M — B deux
applications continues homotopes. Alors f*E = ¢"E.

Pour une preuve, voir [10]. Une conséquence importante est la suivante :
Corollaire 3.1. Tout fibré de base contractile est un fibré trivial.

Démonstration. Si m : E — B est un fibré localement trivial avec B contractile, alors
fo,ld : B — B sont homotopes (fq est 'application constante fo(x) = xp, pour tout
x € B). Le fibré de départ E = Id"E est isomorphe au fibré trivial

foE ={(m,x) € BXE, m(x) = xo} = BX 1w '(xy) = BXF.
O

Théoréeme 6. Soit (E, 71, B) un fibré localement trivial de fibre type F. Si B et F sont compacts

alors E est lui aussi compact.

Définition 3.7 (Section). Cest le choix, dans chaque fibre, d’un point variant différentiable-
ment avec la fibre. En d’autre termes, une section du fibré E est une application différentiable
S B — E telle que 1o S = |dg. On peut parler des sections locales au dessus d’un ouvert U de B
(S:U — E telle que 7t 0 S = |dyy). On note I'(B, E) ouI'(E) l'espace des sections de E, T'(U, E)

lespace des sections locales au dessus de U.
Un fibré trivial a toujours des sections, mais la réciproque n'est pas vraie (le ruban de

Mobius n'est pas trivial, mais a une section, la section médiane).

Connexion d’Ehresmann

Soit p : E — M un fibré localement trivial diftérentiable. Pour tout e € E on associe le
sous espace vectoriel de T,E :

V, = kerd,p, pour la diftérentielle dp : T,E — T M.

V' = I,epV, est un sous-fibré du fibré tangent TE, dit sous-espace vertical, constitué des
vecteurs tangents aux fibres de E.
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Définition via les sous-espaces horizontaux Une connexion d’Ehresmann sur E est un
sous-fibré régulier H de TE, appelé le fibré horizontal de la connexion, qui est un supplé-
mentaire de V, dans le sens ot il définit une décomposition en somme directe :

TE=HeV.
De fagon plus détaillée, le fibré horizontal a les propriétés suivantes :

* Pour tout e € E, H, est un sous-espace vectoriel de lespace tangent T,E a E en e,
appelé le «sous-espace horizontal » de la connexion en e.

* H, dépend régulierement de e.
* Pour toute € E, H, NV, = {0}.

* Tout vecteur tangent de T,E (pour tout e € E) est la somme d’une composante
horizontale et d'une composante verticale, de telle sorte que T,.E = H, + V.

Fibré principal

Soit G un groupe de Lie et B une variété. Un G-fibré principal au dessus de B est une
fibration 7t : P — B avec une action libre de G (le groupe structural) sur l'espace total P,
tel que la base B soit l'espace dorbite, 7 est la projection et les trivialisations locales sont
de la forme

Oy = (,89) TN W) > U XG
avec s7/(g - p) = - S%(p) pour tout ¢ € G et tout p € 7 H(%). Un G-fibré principal est

représenté par un diagramme
G - P
lm
B

Par exemple, la fibration de Hopf est un Sl-fibré principal au dessus de la sphere $2 (= CPY).
Lespace total étant la sphere S3 considérée comme l'ensemble des vecteurs unitaires de C?
ot les éléments de cercle agissent par multiplication complexe.

el? . (z1,22) = (eiezlleiQZZ)'
Théoréeme 7. Pour qu'un fibré principal soit trivial, il faut et il suffit qu’il admette une section.

Démonstration. La nécessité est évidente. Pour voir la suffisance soit x € E et soit X
I'intersection de la fibre de x et de la section. En désignant par g Iélément bien déterminé
de G tel que x = x( - . Si b est 'unique point de B, tel que s(b) = x, alors 'application
D(x) = (b, g) définit un difféomorphisme de E sur BXG, d’inverse ®1(b,¢) = s(b)-g. [

On peut se restreindre aux G-fibrés principaux trivialisables (isomorphes aux fibré tri-
vial), lorsque G est simplement connexe. En effet, on a le résultat suivant :

Théoreme 8. Si G est un groupe de Lie simplement connexe, alors tout G-fibré principal est
trivialisable.

Démonstration. Voir [10]. Il
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Connexions

Une action ¢ : G — Diff(P) induit une action (infinitésimale) di : g — x(P) qui
envoie un champ de vecteurs invariant a gauche X € g vers le champ fondamental X*
généré par le groupe a un paramétre {exptX(e) | t € R} € G.

Fixons une base Xj, ..., Xi de g. Soit P un G-fibré principal au dessus de B. Comme
laction de G est libre, les champs de vecteurs X#f, ., X}zE sont linéairement indépendants
en tout point p € P. Le sous—fibré vertical V est le sous-espace de rang k de TP engendré
par X, .., X}.

Alternativement, V est lensemble des vecteurs tangente 4 P qui se trouve dans le noyau de
la diftérentielle de la projection 7, donc V est bien indépendant du choix de la base de g.

Une connexion (d’Ehresmann) sur P est un choix d’'une décomposition en somme
directe TP = V®H, ou H (appelé le sous—fibré horizontal) est un sous-ensemble G-invariant
de TP complémentaire au sous-fibré vertical V.

Une forme de connexion sur P est une 1-forme a valeur dans I'algébre de Lie g de G :

k
A=) 48X, élémentde QY(P)®g,
i=1

tel que A est G-invariante, par rapport a I'action produit de G sur Q!(P) (action a droite
sur P) et I'action adjointe sur g. De plus, A est vertical en ce sens que

ix# A = X, pour tout X € g.

Une connexion TP = V @ H détermine une forme de connexion A et vice-versa par la
tormule

H=kerA={veTP, i,A=0}.

Etant donnée une connexion sur P, la décomposition en somme directe TP = V & H
induit une décomposition en sous-fibrés

T"P=V*®H"
A2T*P = (A?V*) @ (V* A H*) @ (A’H")
et pour leurs sections :
Ql(P) = Q\}ert ® Q%oriz'
2 2 2
Qz(P) = Qvert ® Qmix ® Qhoriz
La forme de connexion correspondante A est dans QL. ® g.

Soit A une connexion sur P. Sia € Ql ., ® g est G-invariante pour action produit,
alors A + a est aussi une connexion sur P. Réciproquement, deux connexions quelconques
sur P different par un a € (Q},,,, ® g)¢2.

Nous concluons que l'ensemble .7 de toutes les connexions sur le G-fibré principal P
est un espace affine dirigé par lespace vectoriel a = (Q,;, ® 6)°.

28i G agit sur X et A C X, la notation AC signifie lensemble des éléments de A invariants par G.
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G-fibré au dessus d’une surface fermée

Soit P un G-fibré au dessus d’une surface compacte. Supposons que le groupe G soit
compact ou semi-simple, de sorte que son algebre de Lie g posséde un produit scalaire
G-invariant.

Comme .7 est un espace affine, son espace tangent en tout point A est identifié avec
son espace vectoriel associé a. Par rapport a une base Xy, ... , Xy pour I'algébre de Lie g, les
éléments a,b € a sont écrits

a= Zal@Xi et b= Ebi®Xi'

Si nous prenons le produit extérieur de a et b, puis en intégrant sur B, nous obtenons un
nombre réel :
G
w: axa — (QF,(P) =Q*B) — R
(a,b) — Na; Ab(X;, X)) — [ Y4 Ab(X;, X))
2] B Y
Nous avons utilisé que le fait que 'image réciproque v : Q?(B) — Q2(P) est un iso-

morphisme sur son image (Qﬁoriz(P))G. Si pour tout b € a, w(a,b) = 0 alors a doit étre
nul.

La forme bilinéaire w est non dégénérée, antisymétrique et constante dans le sens
ou elle ne dépend pas du point de base A. Par conséquent, on peu qualifier w de forme
symplectique sur l'espace affine (de dimension infinie) .. Donc la paire (&7, w) est une
variété symplectique de dimension infinie.

Courbure

Soient T : P — B un G-fibré principal et A une forme de connexion sur P. Pour
tout p € P on a la décomposition T),P = Vp & H,,. Considérons la projection horizontal
h:TP — TPtelqueImh=Hetkerh=V.

Définition 3.8. La 2-forme F 4 € Q*(P) ® § donnée par
F a(u,v) = dA(h(u), h(v))

est appelée la forme de courbure de A.

La connexion de courbure nulle est dite plat.

Proposition 8 (Equation de structure). Soiz le Gfibré P avec la forme de connexion A. Alors
la courbure vérifie

Fp=dA+ %[A,A],
avec [A, Al(u, v) = 2[A(u), A(v)], pour tous u, v € x(P).
Démonstration. On va montrer que
dA(h(u), h(v)) = dA(u,v) + [A(u), A(0)] (3.2)

pour tout u, v € x(P)
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* Si u,v sont verticaux, posons U = Xtetv =Y ouX,Y €g ie AX¥) = Xet
AYH =Y.
il en résulte que F (1, v) = dA(h(x*), h(Y*)) = 0 car h(X*) = 0 et (Y*) = 0, en

d’autre terme on a

[A, Al(u,v) = [AX*), A" - [A(Y¥), A(XH)]
= 2[A(X*), A(y")]
= 2[X,Y],

et

dAXH, Y#*) = X*A(Y#) - Y A(X?) - A([XF, Y¥))
= - [X/ Y]

- %[A, Al(X*, YH)

* Siu,vsont horizontaux, i.e. h(u) = u, h(v) = vet A(u) = A(v) = 0alors F(u,v) =
dA(u,v).

* Siuestvertical,i.e. u = X" et v est horizontal alors Iéquation 3.2 devient dA(0, v) =
0.Onal[A, Al(X*,v) =0 car A(v) = 0.

O
Proposition 9 (Identité de Bianchy).
h*dPA = O
Démonstration. On utulise Iéquation de structure, il résulte
1
h* (dF 4) = h*d (dA + E[A' A])
1 1
=n (dzA + E[dA’ Al - E[A' dA])
=h*([dA, A])
= [*dA, h*A]
=0.
O

3.3 Holonomie et connexions

Considérons le G-fibré principal 7 : P — S au dessus d’une surface fermé S. Soit A
une connexions sur P.

Définition 3.9. Un chemin différentiable’y : [0,1] — P de x wvers y est dit horizontal pour A
si les vecteurs tangents ' (t) € T,y P sont horizontaux.
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Définition 3.10. Soit le chemin différentiabley : [0,1] — S. Soit p € m1(x). Le relevement
horizontal dey est lunique chemin y  [0,1] — P tel que ¥(0) = p et 7w o Y(t) = y(t) et Y(t)

est horizontal.

Définition 3.11 (Transport parallele). Le transport paralléle le long de cheminy pour la connexion
A est le difféomorphisme

P4 ) — ml(v)
P = 1)
ou Y est la relevement horizontal dey .

Définition 3.12 (Holonomie). Soienty : [0,1] — S un lacet de point base x et p € L (x).

17 existe un unique élément § € G vérifiant PyA(p) = p - g cet élément est appelé "holonomie
Hol,(A, ).

P, (p) = p.Hol, (4, 7).

3.3.1 Espace de modules des connexions plates

Groupe de Jauge et son action

Pour un G-fibré principal P, le groupe d’automorphismes
% = |{f : P — P difféomorphisme, o f =7, Yp e P,Yg € G, f(p-g) = f(p)-g]

est appelé le groupe de jauge.
Les éléments de & sont appelés transformations de jauge. On peut identifier les trans-
formations de jauge avec les applications

F:P — G, telles que F(p - g) = ¢ 'F(p)g,

cest-a-dire des applications équivariantes par rapport a l'action conjuguée de G sur lui-
meéme.
Le groupe de jauge agit sur l'espace de connexion .&/ par

f-A=fA

En effet, on vérifie que pour toute connexion A € . et pour tout f € & I'image réciproque
f*A est aussi un forme de connexion. De plus, pour tout g € Gon a

Ry(f4) = (f o Ro)' A
= (Rgo A
= f(R;A)
= f*(Adg1 0 A)
= Adg1 o (f*A)

Définition 3.13. Oxn deéfinit lespace de modules des connexions plates par

A,|Z .
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L’holonomie d’'une connexion le long d’un lacet y ne dépend que de la classe d’homoto-
pie de ce lacet qui fixe le point p. Dans le fibré plat on peut construire un homomorphisme
de groupes

711(5) - G
[y] — Hol,(A, )"

ou 711 (S) est le groupe fondamental de la surface S.
On peut maintenant montrer le théoréme important suivant :

Théoreme d’isomorphisme

Il y a une bijection entre lespace de modules des connexions plates et l'espace des
représentations Hom(7t1(S), G) modulo la conjugaison :

4,/ = Hom(;(9), GG

Démonstration. Fixons x € S et p € 7 1(x). On considére I'application
P : /% — Hom(m((S), G)/G
donnée par &([P, A]) = [p] tel que

p: m(S) — G
[y] +— Hol,(A, )™

Cette application est indépendante du choix de x et de p. Elle est bien définie comme
I'holonomie de A dépend que la classe d’homotopie d’'un lacet ¥ de point de base x. Soit
(P, A) et (Q, B) deux fibrés plats au dessus S, on suppose que ([P, A]) = ¢([Q, B]). On
va montrer qu’il existe un équivalant de jauge entre les deux fibrés plates.

Fixons p € P et q € Q. Par hypothese, il existe g € G tel que

Hol, (A, y) = gHol,(B, y)g™

posons g = p-g, on peut supposer Hol,(A, 7) = Hol (A, y). On va construire un équivalant

dejauge f : P — Q, soienty € S et 0 un chemin de x 21,04 sa relévement horizontal dan
P et g sa relevement horizontal dans Q.LVidée est d’arrivé a

£(64(1) = 65(1)

En particulier, f 0 64 = 0p.
Pour la surjectivité, soit p : 111(S) — G,on va construire un fibré P au dessus S tel que

p(ly]) = Hol,(A, 1)
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pour toute lacet )y dans S de point de base 7(p) et A une connexion plate .
Soit S le revétement universel de S avec la projection 7 : S — S, fixons y € S. Rappelons
que le groupe 71 (S, T(y)) agit sur S X G par

D1 (.8) = (1 v p([YDg)

et on considere le quotient

P =5 x G/ny(S)
Comme 'action de 711(S) sur S X G est libre et propre alors le quotient
P=5x G/nl(S)

est une variété différentielle avec le submersion S X G — P ,alors P est une fibré
principal sur S muni d’un connexion plate A avec p([y]) = Hol,(A4, )L -

3.4 Cohomologie des groupes et des algebres de Lie

Cohomologie des groupes  Soient G un groupe qui agit sur un espace vectoriel V,
GxXV — V
g x) +— g-x
Soit les espaces :
CoG, V)=V,
CX(G, V) = {les applications @ : G X ... x G — V).
On définit un opérateur 6 : CK(G, V) — CK(G, V), par :

k
(6@)(Q1s k1) = 81+ W(§2s s Gks1) + D (D (&1, s §i&iv1s - Ght1)

i=1
+ (1w (g1, ... L0)-
* (0w)(Q) =g w-w, (pourk =0).
o (bw)(g h) =g -wh)-w(gh) +w(g), (pourk =1).

On peut vérifier que 6 est un opérateur de cobord, cest-a-dire 6 © 6 = 0, ceci permet de
définir les espaces de cohomologie :

ker{o : CK(G, V) —» CHY(G, V)}
Im{6 : Ck-1(G, V) — CK(G, V))

On dit que w € V est un 0-cocycle, pour I'action du groupe G sur V, si

HXG,V) =

g w =w, pourtoutg € G.

On dit qu'une application @ : G — V est un 1-cocycle, pour 'action du groupe G sur V,
si pour tout g, h € G

w(gh) = w(g) + g~ w(h) (3.3)
et w € CK(G, V) est un k-cocycle, pour l'action du groupe G sur V, si dw = 0.
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Cohomologie des algébres de Lie Soit (g, [,]) une algébre de Lie réelle de dimension
finie n, et soit V un IR-espace vectoriel de dimension finie. Une représentation de g est un
morphisme d’algebres de Lie

p:g—gl(V)

tel que pour tout X, Y € g

p ([X,Y]) = p(X) o p(Y) = p(Y) ° p(X).

On dit aussi que V est un g-module.

Une k-forme sur g a valeurs dans V' est une application : w : g X ... X g — V, k-linéaire
alternée. On notera lensemble de ces k-formes par C¥(g, V), avec la convention C%(g, V) =
Vet Cl(g, V) = Z(a, V).

On définit Topérateur de cobord 6 : Ck(g, V) = CF1(g, V) par

k+1

00)(X1, s Xpr1) = 2, (D p(X) - @ (X4, o, Ky, o, K1)
i=1

+ Z(—l)”&u ([Xi/ X]], X1, /Xi/ /X]" /Xk+1)

i<j
e Pour k =0, (bw)(X) = p(X) - w, pour tout X € g, w € V.
e Pourk =1, (0w)(X,Y) = p(X) - w(Y) = p(Y) - 0(X) — w ([X, Y]).
Proposition 10. 6 est un opérateur de cobord, cest-a-dire 50 6 = 0.

Démonstration. compléter... O]

Un k-cocycle est une k-forme fermée, cest-a-dire w € C¥(g, V) et dw = 0. On note leur
ensemble par Z¥(g, V).

Un k-cobord est une k-forme exacte, cest-a-dire w € C¥(g, V) et il existe ne Ck1(q,V)
telle que @ = 67. On note leur ensemble par B*(g, V).

Lemme 3.1. BX(g, V) er ZX(g, V) sont des R-espaces vectoriels, et BX(g, V) est un sous-espace
de ZK(g, V).

Démonstration. Cest immédiat. Le deuxieéme point résulte de la Proposition ci-dessus.

]

On appel k*™ groupe de cohomologie de g, 4 coefficients dans V' (ou par rapport a la

représentation p), lespace vectoriel quotient
H¥(g, V) = Z¥a, V)/B*(g, V).

Si G est un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g, alors l'espace Q] (G) des 1-formes
différentielles invariantes 4 gauche sur G est un sous-complexe du complexe de de Rham
de G qui est naturellement isomorphe au complexe de Chevalley-Eilenberg C*(g, R) pour
laction triviale de g sur IR, qui implique que leurs cohomologies sont isomorphes :

H;(G) = H'(y, R). (3.4)
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(Lisomorphisme de Q7 (G) sur C*(g, R) associe toute 1-forme invariante a gauche 2 sa va-
leur en Iélément neutre e de G, apreés identification de g* avec T,G). En particulier, lorsque
G est compact le processus de la moyenne o — L Lg dg (a dénote une forme différentielle

sur G, et L, dénote la translation a gauche par ¢ € G) induit un isomorphisme de Hyr G
dans Hj (G), et on a Hyz(G) = H*(g, R).

Théoreme 9 (Whiteheadl). Si g est semi-simple et V' est un §-module de dimension finie, alors
H(g,V) =0erH?(g,V) = 0.

Théoréme 10 (Whitehead2). Si g est semi-simple et V est un §-module de dimension finie, et
Vi=00aVS={veV, p(x)-v =0, pour tout x € g} est lensemble des éléments de V qui
sont invariants par l'action de §, alors

H*,V) =0, pour tout k > 0.



Conclusion

Nous avons étudié¢ dans ce mémoire la structure des représentations d’un groupe de
surface a valeur dans un groupe de Lie G :

Hom (111(S), G) .
Nous avons aussi étudié la structure symplectique de la variété des caracteéres :
Hom (T(l (S)I G) /G/

qui est le quotient par rapport a 'action par conjugaison du groupe G. Nous avons exploré
son lien avec l'espace de modules des connexions plates sur les G-fibrés principaux de base
S (modulo l'action du groupe de jauge).

Voici quelques questions naturelles quon peut rencontrer lors de I'étude de ces espaces :

1. Etudier des représentations a valeur dans U(1), SO(3), SU(2) et U(2).

2. Combien de composantes connexes chaque espace possede-t-il?

W

. Quelles sont les dimensions de ces espaces?

N

. Quelles sont les singularités de ces espaces?

9,1

. Analysez plus en détail ces espaces lorsque la surface est un tore.

Létude de ces questions est importante et on ne peut pas la trouver facilement dans la
littérature. Il est donc intéressant d'obtenir une description concreéte et précise dans chaque
cas. Beaucoup a été fait mais il y a peut-étre plus a faire.
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Lobjet de ce mémoire est Iétude de l'espace de modules des représentations d’un groupe
de surface et 'analyse des résultats de Goldman [3] qui montre que, sous certaines condi-
tions sur G, lespace de modules Hom(7t, G)/G est une variété différentielle. Nous avons
aussi étudié la construction de la forme symplectique sur cet espace quotient qui est basée
sur deux approches :

* En terme de cohomologie de groupes.
* Par la théoréme de réduction de Marsden-Meyer-Weinstein.

Nous avons montré la structure symplectique de I'espace de modules a I'aide du théoréme
de réduction.

Mots clefs :  groupe de surface, espace de modules, G-fibrés plats, forme symplectique.

Abstract

'The object of this thesis is to study the moduli space of surface group representations and
to analyze the results of Goldman [B] who shows that the moduli space Hom(w, G)/G is
a smooth manifold under certain conditions on G. We study also the construction of the
symplectic form on this space which is based on two approaches :

* In terms of group cohomology.
* 'The Marsden-Meyer-Weinstein reduction theorem.

We have shown the symplectic structure of the moduli space using the reduction theorem.

Keywords : surface group, moduli space, flat G-bundles, symplectic form.
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