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Introduction

Considérons une surface fermée orientée S de groupe fondamental 𝜋 et soit 𝐺 un
groupe de Lie connexe. L’espace Hom(𝜋, 𝐺) constitué de représentations 𝜌 ∶ 𝜋 → 𝐺 (mu-
ni de la topologie compacte-ouverte) est une variété avec éventuellement des singularités
(c’est une variété algébrique si𝐺 est un groupe algébrique). Il existe une action canonique de
𝐺 sur Hom(𝜋, 𝐺) obtenue par composition des représentations avec des automorphismes
intérieurs de 𝐺.

Sous des conditions assez générales sur 𝐺 (par exemple, s’il est réductif ) Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺
admet de manière naturelle une structure symplectique. L’espace Hom(𝜋, 𝐺) est généra-
lement une variété algébrique singulière et l’action de 𝐺 sur Hom(𝜋, 𝐺) rend le quotient
Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺 encore plus singulier. Les points simples de Hom(𝜋, 𝐺) sont les représenta-
tions dont les images ont des centralisateurs de dimension minimale et on peut montrer
que 𝐺 agit librement sur ces points. Le quotient Hom(𝜋, 𝐺)−/𝐺 est une variété symplec-
tique (éventuellement non séparée).

La motivation principale à l’étude de ces espaces de module trouve son origine dans
un article de Atiyah et Bott [1]. Considérons l’espace 𝒜 des connexions sur un fibré vec-
toriel au dessus d’une surface de Riemann 𝑆.𝒜 est un espace affine de dimension infinie
et possède une forme symplectique à coefficients constants. De plus, l’action du groupe
de jauge 𝒢 est hamiltonienne dont l’application moment associe à toute connexion 𝐴 sa
courbure 𝐹𝐴. Par conséquent, le quotient symplectique𝒜 //𝒢 est (formellement) l’espace
des modules des connexions plates.

Les Théorèmes qui nous intéressent, s’énoncent comme suit :

Structure de l’espace des représentations

• Hom(𝜋, 𝐺) est muni de la topologie compacte-ouverte. Si 𝐺 est un groupe
algébrique alors Hom(𝜋, 𝐺) est une variété algébrique (singulière, en général).

• Les points réguliers de Hom(𝜋, 𝐺), sont les représentations dont les images
ont des centralisateurs égaux au centre de 𝐺.

Structure symplectique

Si𝐺 est un groupe de Lie réductif, alors le quotient des points réguliers Hom(𝜋, 𝐺)−
par 𝐺 est une variété symplectique (éventuellement, non séparée).

Théorème d’isomorphisme

Il y a une bijection naturelle entre l’espace de modules des connexions plates𝒜𝑝/𝒢
(modulo l’action du groupe de jauge) et la variété des caractères Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺

Ce mémoire se présente de la façon suivante :
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1. Premier chapitre de généralités sur les structures symplectiques, sur la notion d’ap-
plication moment et sur la réduction symplectique.

2. Deuxième chapitre, consacré à l’étude de la structure géométrique de l’espace des
représentations d’un groupe de surface à valeur dans un groupe, ainsi qu’à l’étude de
l’espace de modules associé.

3. Une annexe qui regroupe des notions de géométrie algébrique, de topologie et élé-
ments de cohomologie des groupes et des algèbres de Lie ; notions nécessaires à
l’étude de l’espace de modules associé à un groupe de surface.

Nous terminons par une petite bibliographie de la littérature qui traite ce thème plus en
détail.
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CHAPITRE

1
Éléments de géométrie
symplectique

Ce premier chapitre est une introduction à la géométrie symplectique. La référence
principale est [7].

Espaces vectoriels symplectiques
Soit 𝑉 un espace vectoriel. Une forme symplectique sur 𝑉 est la donnée d’une forme

bilinéaire et antisymétrique 𝜔 ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ qui soit non dégénérée, i.e.

ker𝜔 = 􏿺𝑥 ∈ 𝑉, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑉􏿽 est trivial.

On dit alors que le couple (𝑉, 𝜔) est un espace vectoriel symplectique.

Exemple. Le planℝ2 muni du déterminant 𝜔(𝑥, 𝑦) = det(𝑥, 𝑦). Plus généralement,ℝ2𝑛 et

𝜔 =
𝑛
􏾜
𝑖=1

𝑒∗𝑖 ∧ 𝑒∗𝑛+𝑖

où 𝑒∗1, ..., 𝑒∗2𝑛 est la base duale de la base canonique.

Symplectomorphisme
Un isomorphisme linéaire 𝐿 ∶ (𝑉1, 𝜔1) → (𝑉2, 𝜔2) entre deux espaces vectoriels symplec-
tiques est un symplectomorphisme si 𝐿∗𝜔2 = 𝜔1. En d’autre terme, si pour tout 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉1

𝜔2 􏿴𝐿(𝑥), 𝐿(𝑦)􏿷 = 𝜔1(𝑥, 𝑦).

Le groupe symplectique d’un espace vectoriel symplectique (𝑉, 𝜔) est le groupe de Lie :

Sp(𝑉, 𝜔) = 􏿺𝐿 ∶ (𝑉, 𝜔) → (𝑉,𝜔), isomorphisme linéaire avec 𝐿∗𝜔 = 𝜔􏿽.

Exemple. Pour le plan ℝ2 muni de la forme symplectique 𝜔 = det, toute application linéaire
𝐿 qui conserve (i.e. det 𝐿 = 1) est un symplectomorphisme. En effet, 𝐿∗𝜔 = (det 𝐿) 𝜔 = 𝜔.
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Sous espaces particuliers
Soient (𝑉, 𝜔) un espace vectoriel symplectique et 𝐸 un sous-espace vectoriel de 𝑉.
L’orthogonal symplectique de 𝐸 est le sous-espace vectoriel :

𝐸𝜔 = 􏿺𝑥 ∈ 𝑉, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝐸􏿽.

On a les propriétés suivantes :

• dim𝑉 = dim𝐸 + dim𝐸𝜔 .

• (𝐸𝜔)𝜔 = 𝐸.

• (𝐸 + 𝐹)𝜔 = 𝐸𝜔 ∩ 𝐹𝜔 .

On dit que 𝐸 est

• Isotrope, si 𝐸 ⊂ 𝐸𝜔 .

• Co-isotrope, si 𝐸𝜔 ⊂ 𝐸.

• Lagrangien, si 𝐸 = 𝐸𝜔 .

• Symplectique, si 𝐸 ∩ 𝐸𝜔 = {0}.

Tout sous-espace vectoriel de dimension 1 est isotrope. En effet, Si 𝐸 =< 𝑣 > alors pour
tout 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸,

𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝛼𝑣, 𝛽𝑣) = 𝛼𝛽𝜔(𝑣, 𝑣) = 0,
ce qui veut dire que 𝐸 ⊂ 𝐸𝜔 .

Proposition 1. Tout espace vectoriel symplectique est de dimension paire.

Pour cela, il suffit de montrer l’existence d’un sous-espace lagrangien. En effet, Soit 𝐿
un sous-espace isotrope maximal (n’est pas contenu dans un sous-espace vectoriel isotrope
de dimension strictement plus grande). Alors 𝐿 = 𝐿𝜔 sinon, s’il existe 𝑥 ∈ 𝐿𝜔 ⧵ 𝐿 alors
𝐿⊕ < 𝑥 > est isotrope, puisque

𝐿⊕ < 𝑥 >⊂ 𝐿𝜔∩ < 𝑥 >𝜔= (𝐿⊕ < 𝑥 >)𝜔 .

𝐿 est donc lagrangien et dim𝑉 = 2 dim 𝐿.

1.1 Variétés symplectiques
Une variété symplectique est la donnée d’un couple (𝑀,𝜔) où𝑀 est une variété diffé-

rentielle et 𝜔 est une 2-forme différentielle sur𝑀 qui est

• fermée, i.e. 𝑑𝜔 = 0.

• non dégénérée, i.e. l’application

𝜔# ∶ 𝒳 (𝑀) → Ω1(𝑀)
𝑋 ↦ 𝑖𝑋𝜔
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est un isomorphisme.
Dans ce qui suit (𝑀,𝜔) désignera toujours une variété symplectique.

Remarques.

1. Toute variété symplectique est de dimension paire, car l ’espace tangent en n’importe quel
point est un espace vectoriel symplectique.

2. Toute variété symplectique est orientable. En effet, si dim𝑀 = 2𝑛 alors 𝜇 = ∧𝑛𝜔 (𝑛-fois
le produit extérieur de la forme symplectique) est une forme volume.

Exemples.

1. ℝ2𝑛 avec 𝜔 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑛+𝑖. Plus généralement, toute variété symplectique de

dimension 2𝑛 est localement isomorphe à la variété ci-dessus (Théorème de Dar-
boux).

2. Le fibré cotangent T∗M, d’une variété différentielle 𝑀, est munie d’une structure
symplectique canonique.

3. Une surface S possède une structure symplectique si, et seulement si, elle est orien-
table. En effet, une 2-forme sur S est non dégénérée si, et seulement si, elle ne
s’annule jamais.

4. La sphère S2 est la seule sphère (de dimension non nulle) qui possède une structure
symplectique. Plus généralement, une variété compacte 𝑀 (de dimension 2𝑛) qui
possède une structure symplectique doit avoir 𝐻2𝑘(𝑀) ≠ 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, (∧𝑘𝜔 ne
peut être exacte, grâce au Théorème de Stokes).

5. Les orbites de l’action co-Adjointe d’un groupe de Lie 𝐺 sur 𝔤∗, (le dual de son al-
gèbre de Lie), sont des variétés « canoniquement » symplectiques. Plus généralement,
toute variété de Poisson est partitionnée en sous-variétés symplectiques.

Définition 1.1. Soit 𝑓 ∶ (𝑀,𝜔) → (𝑁,Ω) un difféomorphisme entre deux variétés symplec-
tiques. On dit que 𝑓 est un symplectomorphisme si

𝑓∗Ω = 𝜔

c’est-à-dire, pour tout 𝑥 ∈ 𝑀 et pour tout 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 on a :

Ω𝑓(𝑥) 􏿴𝐷𝑥𝑓(𝑢), 𝐷𝑥𝑓(𝑣)􏿷 = 𝜔𝑥(𝑢, 𝑣).

Champs symplectiques et champs hamiltoniens
On peut générer des symplectomorphismes, à partir de champs de vecteurs dits sym-

plectiques.
Un champ de vecteurs 𝑋 sur 𝑀 est dit symplectique si la 1-forme différentielle 𝑖𝑋𝜔 est
fermée.

Remarque. Le flot d’un champ symplectique est un symplectomorphisme.
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Démonstration. En effet, on a

𝑑
𝑑𝑡 (exp 𝑡𝑋)

∗𝜔 = 𝑑𝑑𝑠|𝑠=0
(exp(𝑡 + 𝑠)𝑋)∗𝜔 = 𝑑

𝑑𝑠|𝑠=0
(exp 𝑡𝑋)∗ 􏿴(exp 𝑠𝑋)∗𝜔􏿷

= (exp 𝑡𝑋)∗ 􏿶
𝑑
𝑑𝑠|𝑠=0

(exp 𝑠𝑋)∗𝜔􏿹 = (exp 𝑡𝑋)
∗ 􏿴ℒ𝑋𝜔􏿷

et donc
𝑑 (𝑖𝑋𝜔) = 0 ⇔ ℒ𝑋𝜔 = 0 ⇔ (exp 𝑡𝑋)∗𝜔 = 𝜔.

Un champ de vecteurs 𝑋 sur 𝑀 est dit hamiltonien si la 1-forme différentielle 𝑖𝑋𝜔 est
exacte.

Comme 𝜔 est non dégénérée, pour toute fonction 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), il existe un seul champ
de vecteurs 𝑋𝑓 dit champ hamiltonien associé à 𝑓 vérifiant :

𝑖𝑋𝑓𝜔 = 𝑑𝑓.

Notons par𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) (respectivement,𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀)) l’espace vectoriel des champs de vecteurs
symplectiques (respectivement, hamiltoniens).

Proposition 2. 𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) et 𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀) sont des sous-algèbres de Lie de l ’algèbre de Lie des
champs de vecteurs. Par ailleurs, le crochet de deux champs symplectiques et un champ hamil-
tonien.

Démonstration. Pour tout champs de vecteurs symplectiques 𝑋 et 𝑌 on a :

𝑖[𝑋,𝑌]𝜔 = ℒ𝑋 (𝑖𝑌𝜔) − 𝑖𝑌 􏿴ℒ𝑋𝜔􏿷 = 𝑖𝑋𝑑 (𝑖𝑌𝜔) + 𝑑𝑖𝑋 (𝑖𝑌𝜔) = 𝑑 (𝜔(𝑋, 𝑌)) ,

i.e. [𝑋, 𝑌] est le champ hamiltonien associé à la fonction 𝜔(𝑌,𝑋).

Exemple. Pour ℝ2 et 𝜔 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦, les champs 𝑋 = 𝜕𝑥 et 𝑌 = −𝑦𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑦 sont hamilto-
niens (associés aux fonctions 𝑦 et −𝑥

2+𝑦2

2 respectivement). Les flots associés sont, respectivement,
la translation de vecteur 𝑣 = (1, 0) et la rotation d’angle 𝑡 centrée en (0, 0). Ce sont bien des
symplectomorphismes.

Action de groupes
Soit 𝐺 un groupe de Lie, d’algèbre de Lie 𝔤 et soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique.

Une action de 𝐺 sur𝑀 est dite symplectique si pour tout 𝑔 ∈ 𝐺, l’application

𝜓𝑔 ∶ 𝑀 → 𝑀
𝑥 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

est un symplectomorphisme.
Pour tout 𝜉 ∈ 𝔤 on associe le champ de vecteurs sur𝑀, dit champ fondamental :

𝑋𝜉(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥
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Remarque. L’action du groupe est symplectique si, et seulement si, pour tout 𝜉 ∈ 𝔤, la 1-forme
différentielle 𝑖𝑋𝜉𝜔 est fermée. En d’autre terme, si tout champ fondamental est symplectique.

Une action d’un groupe de Lie 𝐺 sur une variété symplectique (𝑀,𝜔) est dite hamilto-
nienne si les champs fondamentaux sont des champs hamiltoniens, c’est-à-dire pour tout
𝜉 ∈ 𝔤, la 1-forme 𝑖𝑋𝜉𝜔 est exacte.

Remarque. Soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique. Si 𝐻1(𝑀) = 0 (en particulier, si 𝑀 est
simplement connexe), alors toute action symplectique sur𝑀 est hamiltonienne.

1.2 Structures de Poisson
Un crochet de Poisson sur une variété différentiable 𝑀 est une application ℝ-bilinéaire

{ , } sur l’algèbre 𝐶∞(𝑀) des fonctions lisses sur𝑀 vérifiant

(i) L’antisymétrie
{𝑓, 𝑔} = −{𝑔, 𝑓}, pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀).

(ii) La règle de Leibniz

{𝑓, 𝑔ℎ} = {𝑓, 𝑔}ℎ + 𝑔{𝑓, ℎ}, pour tout 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀).

(iii) L’identité de Jacobi

{𝑓, {𝑔, ℎ}} + {𝑔, {ℎ, 𝑓}} + {ℎ, {𝑓, 𝑔}} = 0, pour tout 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀).

Une variété munie d’un crochet de Poisson est appelée variété de Poisson.
Soient (𝑀, { , }) une variété de Poisson et𝒜 = 𝐶∞(𝑀). Le crochet de Poisson fait de𝒜
une algèbre de Lie. La règle de Leibniz implique, pour toute fonction lisse 𝑓 sur 𝑀, que
l’application linéaire 𝑔 ↦ {𝑓, 𝑔} est une dérivation de𝒜 . À chaque fonction 𝑓 correspond
un champ de vecteurs𝑋𝑓, appelé l’hamiltonien de 𝑓, défini par𝑋𝑓(𝑔) = {𝑓, 𝑔}. De l’identité
de Jacobi on déduit également que

[𝑋𝑓, 𝑋𝑔] = 𝑋{𝑓,𝑔}. (1.1)

Autrement dit, l’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens est une sous-algèbre de
l’algèbre de Lie des champs de vecteurs (𝔛(𝑀), [ , ]) et l’application 𝑓 ↦ 𝑋𝑓 définit un
homomorphisme d’algèbres de Lie de𝒜 dans 𝔛(𝑀).
Pour tout crochet { , }, sur l’algèbre des fonctions d’une variété différentielle𝑀, bilinéaire,
antisymétrique qui vérifie l’identité de Leibniz, est associé un unique tenseur 2-fois contra-
variant antisymétrique, noté 𝜋, tel que

{𝑓, 𝑔} = 𝜋(𝑑𝑓, 𝑑𝑔). (1.2)

Si de plus { , } vérifie l’identité de Jacobi, 𝜋 est appelé tenseur de Poisson de𝑀.
En coordonnées locales (𝑈, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) un tel tenseur s’écrit :

𝜋 =􏾜
𝑖<𝑗
𝜋𝑖𝑗 𝜕𝑥𝑖 ∧ 𝜕𝑥𝑗 =

1
2
􏾜
𝑖,𝑗
𝜋𝑖𝑗 𝜕𝑥𝑖 ∧ 𝜕𝑥𝑗 ,



Éléments de géométrie symplectique c⃝ Z. Mazouzi 12

où les 𝜋𝑖𝑗 sont des fonctions 𝐶∞ sur 𝑈, tel que 𝜋𝑖𝑗 = −𝜋𝑗𝑖.
L’identité de Jacobi pour {, } est équivalente à la condition :

􏽤
𝑗𝑘ℓ

𝑛
􏾜
𝑖=1

𝜕𝜋𝑘ℓ
𝜕𝑥𝑖

𝜋𝑖𝑗 = 0, pour tout 𝑗, 𝑘, ℓ = 1, ..., 𝑛 (1.3)

où ∮
𝑗𝑘ℓ
𝑎𝑗𝑘ℓ dénote la somme circulaire 𝑎𝑗𝑘ℓ + 𝑎𝑘ℓ𝑗 + 𝑎ℓ𝑗𝑘. En effet, compte tenu de (1.2), le

jacobiateur
𝐽(𝑓, 𝑔, ℎ) = {𝑓, {𝑔, ℎ}} + {𝑔, {ℎ, 𝑓}} + {ℎ, {𝑓, 𝑔}},

est égal à

𝐽(𝑓, 𝑔, ℎ) = 􏾜
𝑗,𝑘,ℓ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛
􏾜
𝑖=1
􏿶
𝜕𝜋𝑘ℓ
𝜕𝑥𝑖

𝜋𝑖𝑗 +
𝜕𝜋ℓ𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜋𝑖𝑘 +
𝜕𝜋𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖

𝜋𝑖ℓ􏿹

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 􏿶
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑔
𝜕𝑥ℓ

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑗

􏿹 .

Notons 𝔛𝑘(𝑀) l’ensemble des champs de multivecteurs de degré 𝑘, avec

𝔛0(𝑀) = 𝐶∞(𝑀), 𝔛1(𝑀) = 𝔛(𝑀) et 𝔛∗(𝑀) = ⊕𝑛𝑘=0𝔛𝑘(𝑀).

On peut définir les structures de Poisson grâce au crochet de Schouten [?], qui est l’unique
extension du crochet de Lie à l’espace des champs de multivecteurs 𝔛∗(𝑀), caractérisé par

1. [𝑃,𝑄] ∈ 𝔛𝑝+𝑞−1(𝑀),

2. [𝑓, 𝑔] = 0 et [𝑋, 𝑃] = ℒ𝑋𝑃,

3. [𝑃,𝑄] = − (−1)(𝑝−1)(𝑞−1) [𝑄, 𝑃],

4. [𝑃,𝑄 ∧ 𝑅] = [𝑃,𝑄] ∧ 𝑅 + (−1)(𝑝−1)𝑞𝑄 ∧ [𝑃, 𝑅],

5. (−1)(𝑝−1)(𝑟−1) [𝑃, [𝑄, 𝑅]] + (−1)(𝑞−1)(𝑝−1) [𝑄, [𝑅, 𝑃]] + (−1)(𝑟−1)(𝑞−1) [𝑅, [𝑃,𝑄]] = 0,

pour 𝑃 ∈ 𝔛𝑝(𝑀), 𝑄 ∈ 𝔛𝑞(𝑀), 𝑅 ∈ 𝔛𝑟(𝑀), 𝑋 ∈ 𝔛(𝑀) et 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀).
Une autre définition équivalente du crochet de Schouten, due à Lichnerowicz, est donnée
par la proposition suivante 1

Proposition 3. Pour tout 𝑃 ∈ 𝔛𝑝(𝑀),𝑄 ∈ 𝔛𝑞(𝑀) et 𝜔 ∈ Ω𝑝+𝑞−1(𝑀).

< 𝜔, [𝑃,𝑄] >= (−1)(𝑝−1)(𝑞−1) < 𝑑(𝑖𝑄𝜔), 𝑃 > − < 𝑑(𝑖𝑃𝜔),𝑄 > +(−1)𝑝 < 𝑑𝜔, 𝑃 ∧ 𝑄 > .
(1.4)

Démonstration. Voir l’article de Lichnerowicz [?].

Il en résulte, en particulier, que le crochet de Schouten de deux champs de multivec-
teurs nuls en un point, est un champs de multivecteurs nul aussi en ce point.
Soit𝜋 un bivecteur sur une variété différentielle𝑀 et soit { , } le crochet associé sur𝐶∞(𝑀),
c’est-à-dire

{𝑓, 𝑔} =< 𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑔, 𝜋 > .
Le Lemme suivant permet d’exprimer l’identité de Jacobi en terme du tenseur 𝜋.

1Cette formule a l’avantage d’être adaptée aux calculs de nature globale.
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Lemme 1.1. Le jacobiateur est égale à la moitié du crochet de Schouten de 𝜋 par lui même, c’est-
à-dire pour tout 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀)

{𝑓, {𝑔, ℎ}} + {𝑔, {ℎ, 𝑓}} + {ℎ, {𝑓, 𝑔}} = 1
2[𝜋, 𝜋]

􏿴𝑑𝑓, 𝑑𝑔, 𝑑ℎ􏿷 . (1.5)

Ceci permet de considérer le jacobiateur comme un tenseur 3-fois contravariant ; donc
nul sur toute variété de dimension ≤ 2.

Démonstration. On a d’après la formule de Lichnerowicz (1.4)

< 𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑔 ∧ 𝑑ℎ, [𝜋, 𝜋] >= − 2 < 𝑑 􏿴𝑖𝜋(𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑔 ∧ 𝑑ℎ)􏿷 , 𝜋 >
= − 2 < 𝑑 􏿴{𝑔, ℎ}𝑑𝑓 − {𝑓, ℎ}𝑑𝑔 + {𝑓, 𝑔}𝑑ℎ􏿷 , 𝜋 >
= − 2 < 𝑑{𝑔, ℎ} ∧ 𝑑𝑓 − 𝑑{𝑓, ℎ} ∧ 𝑑𝑔 + 𝑑{𝑓, 𝑔} ∧ 𝑑ℎ, 𝜋 >
= 2 􏿴{𝑓, {𝑔, ℎ}} + {𝑔, {ℎ, 𝑓}} + {ℎ, {𝑓, 𝑔}}􏿷

Onpeut définir donc une variété de Poisson𝑀 par la donnée d’un tenseur 2-fois contra-
variant antisymétrique 𝜋 sur𝑀, qui vérifie [𝜋, 𝜋] = 0.

Exemple 1 (Variétés symplectiques). Soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique. Pour tout
𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), il existe un unique champ de vecteurs 𝑋𝑓 tel que 𝑖𝑋𝑓𝜔 = 𝑑𝑓. On montre
alors que le crochet

{𝑓, 𝑔} = −𝜔 􏿴𝑋𝑓, 𝑋𝑔􏿷 2,
est un crochet de Poisson, de sorte que toute variété symplectique est de Poisson. En effet,

0 = 𝑑𝜔 􏿴𝑋𝑓, 𝑋𝑔, 𝑋ℎ􏿷 = 𝑋𝑓 ⋅ 𝜔 􏿴𝑋𝑔, 𝑋ℎ􏿷 − 𝑋𝑔 ⋅ 𝜔 􏿴𝑋𝑓, 𝑋ℎ􏿷 + 𝑋ℎ ⋅ 𝜔 􏿴𝑋𝑓, 𝑋𝑔􏿷

− 𝜔 􏿴[𝑋𝑓, 𝑋𝑔], 𝑋ℎ􏿷 + 𝜔 􏿴[𝑋𝑓, 𝑋ℎ], 𝑋𝑔􏿷 − 𝜔 􏿴[𝑋𝑔, 𝑋ℎ], 𝑋𝑓􏿷
= 𝑋𝑓 ⋅ 𝑋𝑔(ℎ) + 𝑋𝑔 ⋅ 𝑋ℎ(𝑓) + 𝑋ℎ ⋅ 𝑋𝑓(𝑔) − [𝑋𝑓, 𝑋𝑔](ℎ) + [𝑋𝑓, 𝑋ℎ](𝑔) − [𝑋𝑔, 𝑋ℎ](𝑓)

= − 􏿵{𝑓, {𝑔, ℎ}} + {𝑔, {ℎ, 𝑓}} + {ℎ, {𝑓, 𝑔}}􏿸.

Exemple 2 (Variétés de Poisson Linéaires). Une structure de variété de Poisson, qui n’est
pas symplectique, est donnée canoniquement sur le dual 𝔤∗ d’une algèbre de Lie 𝔤 par le
tenseur, appelé tenseur de Poisson linéaire :

𝜋𝑥(𝑋, 𝑌) = ⟨𝑥, [𝑋, 𝑌]⟩, pour tout 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤, 𝑥 ∈ 𝔤∗.

En d’autres termes, pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝔤∗)

{𝑓, 𝑔}(𝑥) = ⟨𝑥, [𝑑𝑥𝑓, 𝑑𝑥𝑔]⟩,
2Le signe ‵−′ assure que les champs hamiltoniens (symplectique et Poisson) associés à une fonction

donnée sont identiques.
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avec l’identification de 𝔤 avec son bidual 𝔤∗∗, ce qui permet de considérer la différentielle
d’une fonction sur 𝔤∗ comme un élément de 𝔤.
Si𝑋1, ..., 𝑋𝑛 est une base de 𝔤 et 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 le système de coordonnées globales de 𝔤∗, associé
à cette base, alors

{𝑥𝑖, 𝑥𝑗} =
𝑛
􏾜
𝑘=1

𝑐𝑘𝑖𝑗𝑥𝑘, (1.6)

où les 𝑐𝑘𝑖𝑗 sont les constantes de structure de 𝔤.

Morphisme de Poisson.
Soient (𝑀, { , }𝑀) et (𝑁, { , }𝑁) deux variétés de Poisson. Une application 𝜑 ∶ 𝑀 → 𝑁
de classe 𝐶∞ est un morphisme de Poisson si 𝜑∗ ∶ 𝐶∞(𝑀) → 𝐶∞(𝑁) est un morphisme
d’algèbres de Lie, c’est-à-dire, pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑁)

{𝜑∗𝑓, 𝜑∗𝑔}𝑀 = 𝜑∗{𝑓, 𝑔}𝑁 , (1.7)

où 𝜑∗𝑓 désigne l’image réciproque de 𝑓 par 𝜑, c’est-à-dire l’application 𝑓 ∘ 𝜑.

1.3 Application moment
Définition 1.2. L’existence d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie 𝐺 sur une variété
symplectique (𝑀,𝜔) est équivalente à l ’existence d’une application moment

𝜇 ∶ 𝑀 → 𝔤∗

qui vérifie :
𝑖𝑋𝜉𝜔 = 𝑑(⟨𝜇, 𝜉⟩).

On demande en plus à cette application d’être 𝐺-équivariante, i.e. pour tout 𝑔 ∈ 𝐺

𝜇 ∘ 𝜓𝑔 = Ad∗𝑔 ∘ 𝜇.

Existence d’application moment
Lemme 1.2. Soit (𝑀,𝜔) une variété symplectique.

1. Pour tout 𝑋,𝑌 ∈ 𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀), on a

𝑑(𝜔(𝑌,𝑋)) = 𝑖[𝑋,𝑌]𝜔.

En particulier, [𝑋, 𝑌] ∈ 𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀).

2. Pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀), on a

𝑋{𝑓,𝑔} = [𝑋𝑓, 𝑋𝑔],

i.e. un morphisme d’algèbres de Lie.
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3. Si 𝜙 ∶ 𝐺 → Sp(𝑀,𝜔) est un homomorphisme, i.e. l ’action 𝐺 ý𝑀 est symplectique,
alors l ’application

𝑑𝜙 ∶ 𝔤 ⟶ 𝒳sym(𝑀)
𝜉 ⟶ 𝑋𝜉

est un anti-morphisme d’algèbres de Lie.

Démonstration.

1. Rappelons d’abord l’identité de Cartan ℒ𝑍 = 𝑖𝑍 ∘ 𝑑 + 𝑑 ∘ 𝑖𝑍 pour tout champ de
vecteurs 𝑍 où 𝑖𝑍 dénote le produit intérieur etℒ𝑍 la dérivée de Lie suivant le champ
de vecteurs 𝑍.
On a pour tout 𝑋,𝑌 ∈ 𝒳sym(𝑀),

𝑖[𝑋,𝑌]𝜔 = ℒ𝑋 (𝑖𝑌𝜔) − 𝑖𝑌ℒ𝑋𝜔 = (𝑖𝑋 ∘ 𝑑 + 𝑑 ∘ 𝑖𝑋)𝑖𝑌𝜔 = 𝑑𝑖𝑋𝑖𝑌𝜔 = 𝑑(𝜔(𝑌,𝑋))

2. C’est une conséquence de (1). Ça résulte aussi de l’identité de Jacobi pour le crochet
de Poisson associé à 𝜔.

3. Rappelons que si 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁 est une application lisse, un champ de vecteurs 𝑋 de
𝑀 (respectivement 𝑌 de 𝑁) sont 𝐹-reliés et on écrit 𝑋 ∼𝐹 𝑌 si, pour tout 𝑥 ∈ 𝑀,
𝑌(𝐹(𝑥)) = 𝐷𝑥𝐹 (𝑋(𝑥)). On montrer que

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑋 ∼𝐹 𝑌
𝑋′ ∼𝐹 𝑌′

⎫⎪⎬
⎪⎭⟹ [𝑋,𝑋′] ∼𝐹 [𝑌, 𝑌′]

Si on a une action d’un groupe de Lie 𝐺 sur 𝑀 et sur 𝑁, on dit que 𝐹 est 𝐺-
équivariante si, pour tout 𝑥 ∈ 𝑀, 𝐹(𝑔 ⋅ 𝑥) = 𝑔 ⋅𝐹(𝑥). Dans ce cas, pour tout 𝜉 ∈ 𝔤, les
champs fondamentaux 𝑋𝑀𝜉 et 𝑋𝑁𝜉 sont 𝐹-reliés, il suffit de dériver en 0 l’identité :

𝐹(exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥) = exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝐹(𝑥).

L’application 𝐹 ∶ 𝐺 × 𝑀 → 𝑀, définie par 𝐹(𝑔, 𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥 est équivariante3 et
surjective.
On a 𝑋𝜉(𝑔, 𝑥) =

𝑑
𝑑𝑡 |𝑡=0

􏿴(exp 𝑡𝜉)𝑔, 𝑥􏿷 = (𝜉𝑅(𝑔), 0), où 𝜉𝑅 est le champ invariant à
droite et égale à 𝜉 en l’élément neutre 𝑒 de 𝐺. On a, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤

[𝑋𝐺×𝑀𝜉 , 𝑋𝐺×𝑀𝜂 ] = 􏿴[𝜉𝑅, 𝜂𝑅], 0􏿷 = 􏿴−[𝜉, 𝜂]𝑅, 0􏿷 = −𝑋𝐺×𝑀[𝜉,𝜂] .

En effet, l’inversion 𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺 est un difféomorphisme dont la différentielle en
l’élément neutre est 𝐷𝑒𝑖(𝜉) = −𝜉 et transforme un champ invariant à gauche en
un champ invariant à droite (et vice versa). Plus précisément, si 𝜉𝐿 est le champ
invariant à gauche, égale à 𝜉 en l’élément neutre alors 𝜉𝑅 = −𝑖∗𝜉𝐿. On a donc :

[𝜉𝑅, 𝜂𝑅] = [−𝑖∗𝜉𝐿, −𝑖∗𝜂𝐿] = 𝑖∗[𝜉𝐿, 𝜂𝐿] = 𝑖∗[𝜉, 𝜂]𝐿 = −[𝜉, 𝜂]𝑅.

Comme 𝐹 est surjective, on déduit que, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤, [𝑋𝜉, 𝑋𝜂] = −𝑋[𝜉,𝜂].
3Pour l’action de 𝐺 sur 𝐺 ×𝑀, 𝑔 ⋅ (ℎ, 𝑥) = (𝑔ℎ, 𝑥)
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Théorème 1. Si𝐻1(𝔤,ℝ) = 𝐻2(𝔤,ℝ) = {0} alors toute action symplectique est hamiltonienne.
Démonstration. Comme 𝐻1(𝔤,ℝ) = 𝔤/[𝔤, 𝔤], alors

𝐻1(𝔤,ℝ) = 0 ⇔ 𝔤 = [𝔤, 𝔤].
Soit 𝐺 × 𝑀 ⟶ 𝑀 une action symplectique sur une variété symplectique connexe 𝑀.
Comme le crochet de deux champs de vecteurs symplectiques est hamiltonien, alors l’ap-
plication 𝑑𝜙 ∶ [𝔤, 𝔤]⟶𝒳𝑠𝑦𝑚(𝑀) est à valeur dans𝒳ℎ𝑎𝑚(𝑀). Soit {𝜉1,⋯ , 𝜉𝑝} une base 𝔤
et 𝐽1,⋯ , 𝐽𝑝 ∈ 𝐶∞(𝑀) tel que pour tout 𝑖 = 1, ..., 𝑝, 𝑋𝐽𝑖 = 𝑋𝜉𝑖 . En d’autre terme, le champ
hamiltonien de 𝐽𝑖 est égale au champ fondamental de 𝜉𝑖, pour tout 𝑖 = 1, ..., 𝑝. On pose
𝐽(𝜉𝑖) = 𝐽𝑖 et on étend 𝐽 en une application linéaire 𝐽 ∶ 𝔤 ⟶ 𝒞∞(𝑀), avec 𝑋𝐽(𝜉) = 𝑋𝜉
pour tous 𝜉 ∈ 𝔤. L’application 𝐽 n’est pas nécessairement un morphisme d’algèbres de Lie.
Cependant le fait que 𝐻2 (𝔤,ℝ) = 0, permet une légère modification de 𝐽 la rendant un
morphisme d’algèbres de lie, à savoir pour tout 𝜉𝜂 ∈ 𝔤, l’application 𝐽([𝜉, 𝜂]) − {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)}
est a constante puisque, par

𝑋𝐽􏿴[𝜉,𝜂]􏿷 = 𝑋[𝜉,𝜂] = −[𝑋𝜉, 𝑋𝜂] = 𝑋{𝐽(𝜉),𝐽(𝜂)}

donc, il existe une constante 𝑐(𝜉, 𝜂) ∈ ℝ telle que, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤
𝐽([𝜉, 𝜂]) − {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)} = 𝑐(𝜉, 𝜂).

Par conséquent, nous obtenons une application 𝑐 ∶ 𝔤×𝔤⟶ ℝ, bilinéaire et antisymétrique.
Comme les crochets [⋅ , ⋅] et {⋅ ⋅} satisfont l’identité de Jacobi et 𝑐(𝜉, 𝜂) est une fonction
constante sur𝑀 pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤, on a 𝛿𝑐 = 0. Par 𝐻2(𝔤,ℝ) = 0, il existe 𝑏 ∈ 𝔤∗ tel que
𝛿𝑏 = 𝑐, c’est-à-dire 𝑐(𝜉, 𝜂) = −𝑏([𝜉, 𝜂]) pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤.

Si 𝜇∗ ∶= 𝐽 + 𝑏, on obtient une application linéaire 𝔤 ⟶ 𝒞∞(𝑀), qui vérifie encore
𝑋𝜇∗(𝜉) = 𝑋𝜉 (puisque 𝑏(𝜉) est constante sur𝑀) pour tout 𝜉 ∈ 𝔤, mais également

𝜇∗([𝜉, 𝜂]) = 𝐽([𝜉, 𝜂]) + 𝑏([𝜉, 𝜂])
= 𝑐(𝜉, 𝜂) + {𝐽(𝜉), 𝐽(𝜂)} + 𝑏([𝜉, 𝜂])
= {𝜇∗(𝜉), 𝜇∗(𝜂)}

pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤, donc 𝜇∗ est l’application co-moment pour l’action de 𝐺.

Unicité d’application moment
Théorème 2. Si𝐻1(𝔤,ℝ) = 0, alors si une application moment d’une action symplectique de𝐺
existe, elle est unique.
Démonstration. Si𝐻1(𝔤,ℝ) = 0, et si𝜇1 et𝜇2 sont deux applicationsmoment d’une action
du groupe 𝐺, alors pour tout 𝜉 ∈ 𝔤, la fonction < 𝜇1−𝜇2, 𝜉 > est constante sur𝑀 puisque

𝑋𝜇1(𝜉)−𝜇2(𝜉) = 𝑋𝜉 − 𝑋𝜉 = 0.
Comme𝑀 est connexe, il existe 𝑏(𝜉) ∈ ℝ, tel que 𝜇1(𝜉) − 𝜇2(𝜉) = 𝑏(𝜉).
On a 𝑏 ∈ 𝔤∗ et puisque 𝜇𝑖([𝜉, 𝜂]) = {𝜇𝑖(𝜉), 𝜇𝑖(𝜂)} = 𝜔(𝑋𝜉, 𝑋𝜂) pour tout 𝑖 = 1, 2, on
obtient

(𝛿𝑏)(𝜉, 𝜂) = −𝑏([𝜉, 𝜂]) = 0, pour tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤.
Finalement, par 𝐻1(𝔤,ℝ) = 0 on obtient 𝑏 = 0, c’est-à-dire 𝜇1 = 𝜇2.
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Exemples

1. Soit 𝑀 = GL (2,ℝ) = {𝐴 ∈ 𝑀2×2(ℝ), det𝐴 ≠ 0} munie de la forme symplectique
𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥4. L’action du cercle

𝐺 = SO(2) = 􏿺𝐴 ∈ 𝑀2×2 (ℝ) , 𝐴.𝐴𝑡 = 𝐼, det𝐴 = 1􏿽

sur𝑀, par conjugaison, est hamiltonienne et

𝜇 ∶ GL (2,ℝ) ⟶ ℝ
􏿴 𝑥1 𝑥2𝑥3 𝑥4 􏿷 ⟼ 𝑥1𝑥4 − 𝑥2𝑥3 −

1
2 􏿴𝑥

2
1 + 𝑥22 + 𝑥33 + 𝑥24􏿷 ,

qui n’est pas unique, puisque 𝐺 est abélien. Toute autre application moment diffère
de 𝜇 d’une constante.

2. L’action de SL (2,ℝ) sur le plan ℝ2, par multiplication à gauche, est hamiltonienne
et l’application moment est unique, donnée par :

𝜇(𝑥, 𝑦) = 􏿶𝑥𝑦,
𝑦2
2 ,
−𝑥2
2 􏿹 .

1.4 Réduction symplectique
Soit 𝐺 ý(𝑀,𝜔) une action hamiltonienne et 𝜇 une application moment. Comme 𝜇

est équivariante, alors pour tout 𝑐 ∈ 𝔤∗ invariant par l’action co-Adjointe, le niveau 𝜇−1(𝑐)
est 𝐺-invariant. En effet, pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(𝑐),

𝜇(𝑔 ⋅ 𝑥) = Ad∗𝑔𝜇(𝑥) = Ad∗𝑔𝑐 = 𝑐.

En particulier, 𝜇−1(0) est 𝐺-invariant.
Si 𝑐 est une valeur régulière de 𝜇, alors 𝜇−1(𝑐) est une sous-variété de𝑀 de dimension

égale à dim𝑀− dim𝐺.
L’espace quotient 𝜇−1(𝑐)/𝐺 n’est pas toujours une variété, puisque l’action de 𝐺 sur 𝜇−1(𝑐)
peut ne pas être libre4. Si l’action est libre et propre alors le quotient est une variété de
dimension égale à dim𝑀 − 2 dim𝐺 et possède une forme symplectique canonique. C’est
l’objet du théorème suivant.

Théorème 3. Théorème de Marsden-Weinstein-Meyer Soit (𝑀,𝜔,𝐺, 𝜇) un 𝐺-espace hamilto-
nien où𝐺 est un groupe de Lie compacte. Soit 𝑖 ∶ 𝜇−1(0) ↪ 𝑀 l ’injection canonique. On suppose
que l ’action de 𝐺 sur 𝜇−1(0) est libre. On a alors :

1. L’espace d’orbites 𝑀red = 𝜇−1(0)/𝐺 est une variété différentielle de dimension égale à
dim𝑀− 2 dim𝐺.

2. La surjection canonique 𝜋 ∶ 𝜇−1(0)⟶𝑀𝑟𝑒𝑑 est une 𝐺-fibration.

3. La variété quotient𝑀red possède une forme symplectique canonique𝜔red, caractérisée par

𝑖∗𝜔 = 𝜋∗𝜔red.
4Le quotient est un orbifold.
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Le couple (𝑀𝑟𝑒𝑑, 𝜔𝑟𝑒𝑑) est appelé la réduction de (𝑀,𝜔) par rapport à 𝐺, 𝜇, ou bien le
quotient symplectique, ou bien le quotient de Marsden-Weinstein-Meyer.

Les deux premiers points du théorème font partie d’un résultat classique concernant
les actions de groupes sur les variétés. Voir [6].
Pour montrer le troisième point du théorème on a besoin d’un certain nombre de résultats
préliminaires. On montrer ensuite que si l’action 𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors est une sous-
variété5 et que, pour toute 𝑥 ∈ 𝜇−1(0), l’orbite 𝑂(𝑥) est isotrope (pour lesquels un procédé
général de réduction peut s’appliquer).

Notons par 𝑂(𝑥) l’orbite du point 𝑥 de𝑀, i.e. 𝑂(𝑥) = 􏿺𝑔 ⋅ 𝑥, 𝑔 ∈ 𝐺􏿽 et par 𝐺𝑥 le sous-
groupe d’isotropie 𝐺𝑥 = 􏿺𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥􏿽, qui est un sous-groupe de Lie de 𝐺 (car fermé
dans 𝐺), d’algèbre de Lie donnée par :

𝔤𝑥 = 􏿺𝜉 ∈ 𝔤, 𝑋𝜉(𝑥) = 0􏿽 .

On a le lemme suivant :

Lemme 1.3. Avec les notations ci-dessus et 𝜇 désigne l ’application moment alors

ker𝐷𝑥𝜇 = (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔

Im𝐷𝑥𝜇 =𝔤∘𝑥 = {𝛼 ∈ 𝔤∗, < 𝛼, 𝜉 >= 0, ∀𝜉 ∈ 𝔤𝑥} .

De sorte que si l ’action est libre alors 0 est une valeur régulière de 𝜇.

Démonstration. • Pour tout 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀, 𝜉 ∈ 𝔤 et 𝛾 une courbe dans𝑀 qui passe
par 𝑥 et dont le vecteur tangent en 𝑥 est 𝑣 on a :

􏿴𝑖𝑋𝜉𝜔􏿷𝑥 (𝑣) =
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇 􏿴𝛾(𝑡)􏿷 , 𝜉 >=< 𝐷𝑥𝜇 (𝑣) , 𝜉 > .

Par suite,

𝑣 ∈ ker𝐷𝑥𝜇⟺𝜔𝑥 􏿴𝑋𝜉(𝑥), 𝑣􏿷 = 0, ∀𝜉 ∈ 𝔤

⟺ 𝑣 ∈ 􏿺𝑋𝜉(𝑥), 𝜉 ∈ 𝔤􏿽
𝜔
= (𝑇𝑥𝑂(𝑥))

𝜔 .

• Remarquons d’abord que Im𝐷𝑥𝜇 est contenu dans l’annulateur de 𝔤𝑥 : pour tout
𝜉 ∈ 𝔤𝑥 = 􏿺𝜉 ∈ 𝔤, 𝑋𝜉(𝑥) = 0􏿽, on a

< 𝐷𝑥𝜇(𝑣), 𝜉 >= 𝜔𝑥 􏿴𝑋𝜉(𝑥), 𝑣􏿷 = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀.

Ceci signifie que Im𝐷𝑥𝜇 ⊂ 𝔤∘𝑥. Pour l’égalité, il suffit de montrer qu’ils ont la même
dimension. En effet,

dim Im𝐷𝑥𝜇 = dim𝑀− dim ker𝐷𝑥𝜇 = dim𝑀− dim (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔

= dim𝑇𝑥𝑂(𝑥) = dim 𝔤 − dim 𝔤𝑥 (car 𝑂(𝑥) ≅ 𝐺/𝐺𝑥)
= dim 𝔤∘𝑥 (car dim 𝔤 = dim 𝔤𝑥 + dim 𝔤∘𝑥).

5co-isotrope
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Lemme 1.4. Si l ’action 𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors, pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(0), l ’orbite𝑂(𝑥) est une
sous-variété isotrope de𝑀.

Démonstration. Pour tout 𝑥 ∈ 𝜇−1(0) et tout 𝜉, 𝜂 ∈ 𝔤,

< 𝐷𝑥𝜇 􏿴𝑋𝜉(𝑥)􏿷 , 𝜂 >=
𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇 (exp 𝑡𝜉 ⋅ 𝑥) , 𝜂 >= 𝑑
𝑑𝑡|𝑡=0

< 𝜇(𝑥),Ad∗exp 𝑡𝜉𝜂 >= 0,

ce qui signifie que 𝑋𝜉(𝑥) ∈ ker𝐷𝑥𝜇 = (𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔 . Comme tout vecteur tangent à l’orbite

𝑂(𝑥) est la valeur en 𝑥 d’un champ fondamental, alors 𝑇𝑥𝑂(𝑥) est isotrope donc aussi
ker𝐷𝑥𝜇 = 𝑇𝑥𝜇−1(0).

Lemme 1.5. Soit (𝑉, 𝜔) un espace vectoriel symplectique. supposons que 𝐼 est un sous-espace
isotrope, i.e. 𝜔𝐼 ≡ 0. Alors 𝜔 induit une forme symplectique canonique Ω sur le quotient 𝐼𝜔/𝐼,
caractérisée par

𝑖∗𝜔 = 𝜋∗Ω (1.8)

où 𝑖 ∶ 𝐼𝜔 ↪ 𝑉 est l ’injection canonique et 𝜋 ∶ 𝐼𝜔 ↠ 𝐼𝜔/𝐼 est la surjection canonique.

Démonstration. Soient 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 , et [𝑢], [𝑣] leurs classes d’équivalence dans 𝐼𝜔/𝐼. On défi-
nit Ω par :

Ω([𝑢], [𝑣]) ∶= 𝜔(𝑢, 𝑣).

• Ω est bien définie. En effet, pour tout 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼

𝜔(𝑢 + 𝑖, 𝑣 + 𝑗) = 𝜔(𝑢, 𝑣) + 𝜔(𝑢, 𝑗) + 𝜔(𝑖, 𝑣) + 𝜔(𝑖, 𝑗) = 𝜔(𝑢, 𝑣).

Ce qui signifie que la valeur de Ω([𝑢], [𝑣]) ne dépend pas des représentants des
classes d’équivalence.

• Ω est non dégénérée. En effet, si 𝑢 ∈ 𝐼𝜔 est tel que 𝜔(𝑢, 𝑣) = 0 pour tout 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 ,
alors 𝑢 ∈ (𝐼𝜔)𝜔 = 𝐼. Ce qui veut dire que [𝑢] = 0.

On a, pour tout 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼𝜔 ,

(𝜋∗Ω) (𝑢, 𝑣) = Ω ([𝑢], [𝑣]) = 𝜔(𝑢, 𝑣) = (𝑖∗𝜔) (𝑢, 𝑣).

Preuve de theorem de Weinstien-Marsden-Meyer
Démonstration. Comme l’action 𝐺 ý𝜇−1(0) est libre alors 𝜇−1(0) est une sous-variété
isotrope de𝑀 (d’après les lemmes précédents).
L’action de 𝐺 sur 𝜇−1(0) est propre6 et donc le quotient 𝑀red = 𝜇−1(0)/𝐺 est une variété
différentielle de dimension égale à dim𝑀− 2 dim𝐺.

Le sous-espace 𝑇𝑥𝑂(𝑥) est isotrope dans l’espace vectoriel symplectique (𝑇𝑥𝑀,𝜔𝑥). Il
existe, d’après le lemme (1.5) une structure symplectique canonique sur le quotient

(𝑇𝑥𝑂(𝑥))
𝜔𝑥 /𝑇𝑥𝑂(𝑥) = 𝑇𝑥𝜇−1(0)/𝑇𝑥𝑂(𝑥).

6car 𝐺 est compact
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En tout point [𝑥] ∈ 𝑀red, l’espace tangent 𝑇[𝑥]𝑀red s’identifie à 𝑇𝑥𝜇−1(0)/𝑇𝑥𝑂(𝑥). Par
suite,𝑀red possède une 2-forme non dégénérée 𝜔red

7.
Par construction, d’après (1.8), on a 𝑖∗𝜔 = 𝜋∗𝜔𝑟𝑒𝑑 où

𝜇−1(0)
𝜋
����

� � 𝑖 //𝑀

𝑀red

Il reste à montrer que 𝜔red est fermée. Pou cela remarquons que :

𝜋∗ (𝑑𝜔red) = 𝑑 (𝜋∗𝜔red) = 𝑑 (𝑖∗𝜔) = 𝑖∗ (𝑑𝜔) = 0.

Comme 𝜋∗ est injective alors 𝑑𝜔red = 0.

7Bien définie, car 𝜔 est 𝐺-invariante.



CHAPITRE

2 Représentations de
groupes de surfaces

2.1 Structure topologique et géométrique
Soit S une surface fermée orientée de genre 𝑔 ≥ 1. Son groupe fondamental, noté par

𝜋, est appelé groupe de surface et possède la présentation à 2𝑔 générateurs suivante :

𝜋 = ⟨𝑥1, 𝑦1, ..., 𝑥𝑔, 𝑦𝑔 | [𝑥1, 𝑦1]...[𝑥𝑔, 𝑦𝑔] = 1⟩, (2.1)

où [𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 est le commutateur de 𝑥 et de 𝑦. Voir [6].

Définition 2.1 (Représentations d’un groupe de surface). Soit 𝐺 un groupe et soit S une
surface fermée orientée de genre 𝑔 ≥ 1. L’ensemble de toutes les représentations de 𝜋 dans 𝐺 est
l ’ensemble des homomorphismes de 𝜋 vers 𝐺. On notera cet ensemble par Hom (𝜋, 𝐺).

Exemples.

1. Le groupe de surface de la sphère S2 est réduit à un point, puisque S2 est simplement connexe.
Donc Hom(𝜋1(S2), 𝐺) est réduit à un point.

2. Si 𝐺 est abélien alors Hom (𝜋, 𝐺) ≅ 𝐺2𝑔. En particulier, si 𝐺 = ℝ alors Hom (𝜋, 𝐺) est
une variété différentielle de dimension 2𝑔.

Topologie de Hom (𝜋, 𝐺)
Soit 𝐺 est un groupe topologique. Comme la topologie de 𝜋 est discrète1, tous les

homomorphismes de Hom (𝜋, 𝐺) sont continus et l’espace Hom (𝜋, 𝐺) peut être muni de
la topologie compacte-ouverte.

Soit 𝐾 = {𝑦1, ..., 𝑦𝑘} une partie compacte de 𝜋2 et soit 𝑈 un ouvert de 𝐺. Soit

R(𝐾,𝑈) = 􏿺𝜌 ∈ Hom(𝜋, 𝐺), 𝜌(𝑦𝑖) ∈ 𝑈, 𝑖 = 1, … , 𝑘􏿽

La topologie sur Hom (𝜋, 𝐺) engendrée par l’ensemble

𝐸𝐾,𝑈 = 􏿺R(𝐾,𝑈), 𝐾 compact de 𝜋, ,𝑈 ouvert de 𝐺􏿽

est appelée la topologie compacte-ouverte.
1Le groupe fondamental d’une variété est discret.
2Un comapct et discret est fini.
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Lemme 2.1. Pour tout 𝑥 ∈ 𝜋, l ’application d’évaluation

𝑒𝑥 ∶ Hom (𝜋, 𝐺) → 𝐺
𝜌 ↦ 𝜌(𝑥)

est continue.

Démonstration. Soit 𝑈 un ouvert de 𝐺 alors

𝑒𝑥−1(𝑈) = 􏿺𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) , 𝜌(𝑥) ∈ 𝑈􏿽 = R ({𝑥}, 𝑈)

Comme {𝑥} est compacte alors R ({𝑥}, 𝑈) est un ouvert de R (𝜋, 𝐺) .

Lemme2.2. SoitF𝑛 le groupe libre sur l ’ensemble {𝑥1, … , 𝑥𝑛} et soit𝑤(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑥
𝜖1
1 𝑥

𝜖2
2 …𝑥

𝜖𝑛𝑛
un mot sur F𝑛 alors l ’application

􏾪𝑤 ∶ 𝐺𝑛 → 𝐺
(𝑔1, … , 𝑔𝑛) ↦ ∏𝑛

𝑖=1 𝑔
𝜖𝑖
𝑖

(2.2)

est continue.

Démonstration. Comme 𝐺 est un groupe topologique alors la continuité de la multiplica-
tion et d’inverse montre la continuité de 􏾪𝑤.

On vamontrer que si {𝑥1, … , 𝑥𝑛} engendre𝜋 alors il existe un plongement deHom (𝜋, 𝐺)
dans 𝐺𝑛. Rappelons qu’une application 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 entre espaces topologiques est un plon-
gement si

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑓(𝑋) est un homéomorphisme,
où 𝑓(𝑋) est munie de la topologie induite de la topologie de 𝑌.

Proposition 4. Soit 𝜋 = ⟨𝑥1, … , 𝑥𝑛 | 𝑤𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼⟩ alors l ’application

Φ ∶ Hom (𝜋, 𝐺) → 𝐺𝑛
𝜌 ↦ 􏿴𝜌(𝑥1), … , 𝜌(𝑥𝑛)􏿷

est un plongement.

Démonstration. Soit l’application

Ψ ∶ Hom (𝜋, 𝐺) → Φ􏿴Hom (𝜋, 𝐺) 􏿷
𝜌 ↦ 􏿴𝜌(𝑥1), … , 𝜌(𝑥𝑛)􏿷

L’ensemble {𝑥1, … , 𝑥𝑛} engendre 𝜋 alors Ψ est injective et donc bijective. De plus, Φ =
􏿴𝑒𝑥1 , ..., 𝑒𝑥𝑛􏿷 et donc, par le lemme 2.1, Ψ est continue.

Ψ est une application ouverte. En effet, soit 𝐾 = 􏿺𝑦1, ..., 𝑦𝑘􏿽 ⊂ 𝜋 et 𝑈 un ouvert de 𝐺.
Si on écrit 𝑦𝑖 = 𝑤𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛) avec 𝑖 = 1, … , 𝑘, on obtient

Ψ􏿴R (𝐾,𝑈) 􏿷 = 􏿺Φ(𝜌), 𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) , 𝜌(𝑦𝑖) ∈ 𝑈, 𝑖 = 1, … , 𝑘􏿽

= 􏿺Φ(𝜌), 𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) , 􏾪𝑤𝑖(Φ(𝜌)) ∈ 𝑈, 𝑖 = 1, … , 𝑘􏿽

= Φ􏿴Hom (𝜋, 𝐺) 􏿷􏾎􏿴 ∩𝑘𝑖=1 􏾪𝑤𝑖
−1(𝑈)􏿷

et cet ensemble est un ouvert de Φ(Hom (𝜋, 𝐺)).
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Lemme 2.3. Si 𝜋 = ⟨𝑥1, , ..., 𝑥𝑛 | 𝑤𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼⟩ et Φ est le plongement associé, alors

Φ􏿴Hom (𝜋, 𝐺) 􏿷 = 􏾎
𝑖∈𝐼

􏾪𝑤𝑖
−1(1𝐺)

Démonstration. On a, pour tout 𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) et tout 𝑖 ∈ 𝐼,
1𝐺 = 𝜌(𝑤𝑖) = 𝑤̃𝑖(Φ(𝜌)).

Il en résulte que Φ􏿴Hom (𝜋, 𝐺) 􏿷 ⊆ 𝑤̃𝑖−1(1𝐺).
Supposons (𝑔1, ...𝑔𝑛) ∈ ∩𝑖∈𝐼􏾪𝑤𝑖

−1(1𝐺), alors 1𝐺 = 􏾪𝑤𝑖(𝑔1, ..., 𝑔𝑛). Considérons la repré-
sentation

𝜌 ∶ F𝑛 → 𝐺
𝑥𝑗 ↦ 𝑔𝑗

où 𝑗 = 1, ..., 𝑛.
Si 𝑁 est le sous groupe normale de F𝑛 engendré par {𝑤𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, alors 𝑁 ⊂ ker(𝜌) ainsi il
existe une représentation 𝜌̃ ∈ Hom (𝜋, 𝐺) tel que le diagramme suivant commute :

F𝑛 F𝑛/𝑁 ≃ 𝜋

𝐺
𝜌 𝜌̃

On a Φ 􏿴𝜌̃􏿷 = (𝑔1, ..., 𝑔𝑛) et il en résulte que ∩𝑖∈𝐼􏾪𝑤𝑖
−1(1𝐺) ⊂ Φ􏿴Hom (𝜋, 𝐺) 􏿷.

Nous allons voir que Hom (𝜋, 𝐺) n’est pas toujours une variété. On a cependant le
résultat important suivant :

Structure géométrique

Si 𝐺 est un groupe algébrique linéaire alors Hom (𝜋, 𝐺) est une variété algébrique.

Démonstration. Rappelons qu’un groupe algébrique linéaire est un sous-groupe fermé du
groupe linéaire GL(𝑛,ℝ), pour la topologie de Zariski, (voir annexe).

Si 𝜋 = ⟨𝛾1, ..., 𝛾𝑁 | 𝑅(𝛾1, ..., 𝛾𝑁)⟩, alors l’application

Φ ∶ Hom (𝜋, 𝐺) → 𝐺𝑁
𝜌 ↦ 􏿴𝜌(𝛾1), ..., 𝜌(𝛾𝑁)􏿷

(2.3)

est injective, puisque deux homomorphismes qui coïncident sur une partie génératrice sont
identiques. L’image deΦ est constituée des𝑁-uplets (𝑔1, ..., 𝑔𝑁) vérifiant dans𝐺, les équa-
tions

𝑅(𝑔1, ..., 𝑔𝑁) = 1.
Ce sont des équations polynomiales en les variables (𝑔1, ..., 𝑔𝑁). Il en résulte queHom (𝜋, 𝐺)
s’identifie à un sous ensemble algébrique (fermé pour la topologie de Zariski) de 𝐺𝑁 . La
structure algébrique est indépendante de l’ensemble des générateurs.

En terme de la présentation standard (2.1) 𝑅 = [𝑥1, 𝑦1] … [𝑥𝑔, 𝑦𝑔] détermine l’applica-
tion

𝑅 ∶ 𝐺2𝑔 → 𝐺,
de sorte que Hom (𝜋, 𝐺) s’identifie au sous ensemble 𝑅−1(1) de 𝐺2𝑔 (où 1 est le neutre de
𝐺).
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Exemples.

1. Soient 𝜋 = 𝜋1(T2) = ℤ2 et 𝐺 = Aff(ℝ), i.e. le groupe des transformations affines deℝ :

𝐺 = 􏿺 􏿴 𝑥 𝑦0 1 􏿷 , 𝑥 > 0􏿽 ≅]0, +∞[×ℝ.

Comme 𝜋 = ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎⟩, alors :

Hom (𝜋, 𝐺) ≅􏿺(𝐴, 𝐵) ∈ 𝐺 × 𝐺, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴􏿽

≅􏿺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈]0, +∞[×ℝ×]0, +∞[×ℝ, 𝑥1𝑥4 − 𝑥2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥4 = 0􏿽.

C’est une variété algébrique (ensemble des zéros du polynôme𝑃 = 𝑥1𝑥4−𝑥2𝑥3+𝑥2−𝑥4) qui
n’est pas une variété, à cause du point singulier (1, 0, 1, 0) (qui correspond au point (Id, Id)
de𝐺×𝐺). Si on enlève le point singulier, on obtient grâce au théorème de submersion, une
variété différentielle de dimension 3.

2. Si 𝜋 = 𝜋1(𝑆𝑔) = ⟨𝑥1, … , 𝑥2𝑔 | [𝑥1, 𝑥2]...[𝑥2𝑔−1, 𝑥2𝑔] = 1⟩, et 𝐺 est le groupe de Heisen-
berg de dimension 3

𝐺 = 􏿻􏿵
1 𝑥 𝑧
0 1 𝑦
0 0 1

􏿸 , 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ􏿾 ≅ ℝ3,

alors :

Hom (𝜋, 𝐺) ≅ 􏿺(𝐴1, … ,𝐴2𝑔) ∈ 𝐺2𝑔, [𝐴1, 𝐴2]...[𝐴2𝑔−1, 𝐴2𝑔] = 1􏿽

≅ 􏿺(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, … , 𝑥2𝑔, 𝑦2𝑔, 𝑧2𝑔) ∈ ℝ6𝑔,
2𝑔
􏾜
𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖+1 − 𝑥𝑖+1𝑦𝑖 = 0􏿽

≅ ℝ2𝑔 × Z(𝑄),

où Z(𝑄) est l ’ensemble des zéros de la forme quadratique 𝑄 = ∑2𝑔
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖+1 − 𝑥𝑖+1𝑦𝑖. On

déduit dans ce cas que l ’ensemble des points singuliers de la variété algébrique Hom (𝜋, 𝐺)
est précisémentℝ2𝑔 × {0ℝ4𝑔} (qui est d’intérieur vide).

Comme on vient de le voir, la variété algébrique Hom (𝜋, 𝐺) n’est pas toujours une variété.
Pour comprendre sa structure locale, on va étudier ses points non singuliers.

Soit 𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) fixé et considérons l’action de 𝜋 sur l’algèbre de Lie 𝔤 de𝐺 définie
pour 𝛾 ∈ 𝜋 et 𝑣 ∈ 𝔤 par :

𝛾 ⋅ 𝑣 ∶= Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ 𝑣, (2.4)
où Ad est l’action adjointe Ad ∶ 𝐺 → Aut(𝔤). En d’autre termes, on considère la représen-
tation linéaire de 𝜋 dans Aut(𝔤) ≅ GL(𝑛,ℝ) (si dim 𝔤 = 𝑛), i.e. l’homomorphisme :

𝜋
𝜌
→ 𝐺 Ad→ Aut(𝔤).

L’espace vectoriel 𝔤 avec sa structure de 𝜋-module, ainsi définie, sera noté 𝔤𝜌.

Proposition5. Soit𝜌𝑡 une famille d’homomorphismes au voisinage de𝜌 telle que pour la fonction
𝑢 ∶ 𝜋 → 𝔤 et pour tout 𝑥 ∈ 𝜋, 𝜌𝑡 est donné par :

𝜌𝑡(𝑥) = exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥),
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alors 𝑢 vérifie, pour tout 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜋 :

𝑢(𝑥𝑦) = 𝑢(𝑥) + Ad(𝜌(𝑥)) ⋅ 𝑢(𝑦) (2.5)

(2.5) signifie que 𝑢 est un 1-cocycle.

Démonstration. Pour montrer que 𝑢 est un 1-cocycle on utilise le fait que 𝜌𝑡 est un homo-
morphisme de groupes, i.e. 𝜌𝑡(𝑥𝑦) = 𝜌𝑡(𝑥)𝜌𝑡(𝑦). On a

𝜌𝑡(𝑥𝑦) = exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥𝑦)
= exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥)𝜌(𝑦)

et
𝜌𝑡(𝑥)𝜌𝑡(𝑦) = exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥) exp 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑦)

Alors

exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥𝑦) = 𝜌𝑡(𝑥𝑦) = 𝜌𝑡(𝑥)𝜌𝑡(𝑦) = exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥) exp 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑦)

et donc

exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥)𝜌(𝑦) = exp 􏿴𝑡𝑢(𝑥) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥) exp 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑦)

exp 􏿴𝑡(𝑢(𝑥𝑦) − 𝑢(𝑥)) + O(𝑡2)􏿷 = 𝜌(𝑥) exp 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝑥)−1

= exp 􏿮Ad(𝜌(𝑥)) 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷􏿱 .

Car par naturalité de l’application exponentielle, si 𝜑 ∶ 𝐺 → 𝐻 est un morphisme de
groupes de Lie, alors 𝜑∗ ∶= 𝐷𝑒𝜑 est un morphisme d’algèbres de Lie et, pour tout 𝑋 ∈ 𝔤,

𝜑(exp𝑋) = exp(𝜑∗𝑋)

Donc pour tout 𝑔 ∈ 𝐺 et tout 𝑣 ∈ 𝔤, 𝑔 exp 𝑣𝑔−1 = exp 􏿴Ad(𝑔) ⋅ 𝑣􏿷.
Comme l’application exponentielle est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans

un voisinage du neutre alors, pour tout 𝑡 petit, 𝑡(𝑢(𝑥𝑦)−𝑢(𝑥))+O(𝑡2) est dans un voisinage
de 0 et donc exp 􏿴𝑡(𝑢(𝑥𝑦) − 𝑢(𝑥)) + O(𝑡2)􏿷 = exp 􏿮Ad(𝜌(𝑥)) 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷􏿱 donne

𝑡(𝑢(𝑥𝑦) − 𝑢(𝑥)) + O(𝑡2) = Ad(𝜌(𝑥)) 􏿴𝑡𝑢(𝑦) + O(𝑡2)􏿷 = 𝑡Ad(𝜌(𝑥)) ⋅ 𝑢(𝑦) + O(𝑡2).

Il en résulte que 𝑢 est un 1-cocycle

𝑢(𝑥𝑦) = 𝑢(𝑥) + Ad(𝜌(𝑥)) ⋅ 𝑢(𝑦).

Définition 2.2. L’espace tangent à Hom (𝜋, 𝐺) en 𝜌 est l ’espace Z1(𝜋, 𝔤𝜌) des 1-cocycles :

Z1(𝜋, 𝔤𝜌) = 􏿺𝑢 ∶ 𝜋 → 𝔤𝜌, 𝑢(𝑥𝑦) = 𝑢(𝑥) + Ad(𝜌(𝑥)) ⋅ 𝑢(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝜋􏿽.

Exemple.
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L’ensemble des représentations pour lesquelles la dimension de l’espace tangent est
minimal sont les points non singuliers de la variété algébriqueHom (𝜋, 𝐺). L’espace tangent
àHom (𝜋, 𝐺) ci-dessus est au sens de Zariski, qui coïncide avec la notion habituelle d’espace
tangent (des variétés différentielles) aux points qui ne sont pas singuliers.

Partie régulière

Si 𝐺 est un groupe de Lie qui préserve une forme bilinéaire sur son algèbre de Lie
alors l’ensemble des représentation 𝜌 ∈ Hom (𝜋, 𝐺) telle que dim(𝑍(𝜌)/𝑍(𝐺)) = 0
est une variété de dimension (2𝑔 − 1) dim𝐺 + dim𝑍(𝜌).
où 𝑍(𝜌) est le centralisateur de 𝜌(𝜋) dans 𝐺. On note cette variété par Hom− (𝜋, 𝐺).

Démonstration. Voir [3].

Exemple. Si 𝐺 = U(𝑛), SU(𝑛) la variété Hom− (𝜋, 𝐺) est la variété des représentations irré-
ductibles.

2.2 Structure symplectique de l’espace de modules
Le groupe 𝐺 agit sur l’espace Hom (𝜋, 𝐺) par conjugaison

(𝑔.𝜌)(𝛾) ∶= 𝑔𝜌(𝛾)𝑔−1,

et on s’intéresse au quotient Hom (𝜋, 𝐺) /𝐺.
Si 𝐺 n’est pas compact, l’action de 𝐺 n’est pas propre et il en résulte que l’espace

Hom (𝜋, 𝐺) /𝐺 muni de la topologie quotient n’est pas toujours séparé. On a cependant
le résultat suivant :

Proposition 6. L’action de 𝐺/𝑍(𝐺) sur Hom− (𝜋, 𝐺) est localement libre3.

Démonstration. Pour identifier l’espace tangent en 𝜌 de l’orbite O(𝜌) = 𝐺 ⋅ 𝜌, considérons
la courbe 𝜌𝑡 des homomorphismes de la forme 𝜌𝑡(𝛾) = 𝑔𝑡𝜌(𝛾)𝑔𝑡−1 où 𝑔𝑡 est une courbe
dans 𝐺 telle que 𝑔0 = 1 .
Si 𝑔𝑡 = exp 􏿴𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 alors :

𝜌𝑡(𝛾) = exp 􏿴𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝛾) exp 􏿴−𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷

= exp 􏿴𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝛾) exp 􏿴−𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝛾)−1𝜌(𝛾)
= exp 􏿴𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 exp 􏿴Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ (−𝑡𝑢0 + O(𝑡2))􏿷 𝜌(𝛾)
= exp 􏿴𝑡𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 exp 􏿴−𝑡Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ 𝑢0 + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝛾)
= exp 􏿴𝑡(𝑢0 − Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ 𝑢0) + O(𝑡2)􏿷 𝜌(𝛾).

Donc 𝜌𝑡 est donnée par le 1-cobord 𝑢 = 𝑢0 − Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ 𝑢0, où 𝑢0 est le vecteur tangent à
𝑔𝑡 si 𝑡 = 0. L’espace

B1 􏿴𝜋, 𝔤𝜌􏿷 = 􏿺𝑢 ∶ 𝜋 → 𝔤𝜌, 𝑢(𝛾) = 𝑢0 − Ad 􏿴𝜌(𝛾)􏿷 ⋅ 𝑢0􏿽
3Les stabilisateurs sont discrets
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est isomorphe à l’espace vectoriel 𝔤/𝒵 (𝜌) où𝒵(𝜌) est l’algèbre de Lie de 𝑍(𝜌) alors :

dim𝐺 ⋅ 𝜌 = dimB1(𝜋, 𝔤𝜌) = dim𝐺 − dim𝑍(𝜌).

L’action de 􏾪𝐺 = 𝐺/𝑍(𝐺) sur Hom (𝜋, 𝐺) est bien définie

𝑔𝑍(𝐺) ⋅ 𝜌 ∶= 𝑔 ⋅ 𝜌,

car 𝑔𝑍(𝐺) = ℎ𝑍(𝐺)⟹ 𝑔⋅𝜌 = ℎ ⋅ 𝜌. Sa restriction à Hom− (𝜋, 𝐺) est localement libre. En
effet,

dim𝐺 − dim𝑍(𝐺) = dim𝐺 ⋅ 𝜌 = dim􏾪𝐺 ⋅ 𝜌
= dim􏾪𝐺 − dim􏾪𝐺𝜌 = dim𝐺 − dim𝑍(𝐺) − dim􏾪𝐺𝜌

d’où la dimension du stabilisateur 􏾪𝐺𝜌 est nulle, i.e. discret. Ce qui veut dire que l’action de
􏾪𝐺 sur Hom− (𝜋, 𝐺) est localement libre.

Remarque. Si𝐺 est compacte alors son action sur Hom− (𝜋, 𝐺) est propre et les stabilisateurs de
l ’action de 􏾪𝐺 sur Hom− (𝜋, 𝐺) sont tous finis de même cardinal (car 􏾪𝐺 est compact et les stabilisa-
teurs sont discrets et compacts et tous isomorphes). Donc si de plus un stabilisateur 􏾪𝐺𝜌 est trivial
alors le quotient Hom− (𝜋, 𝐺) /􏾪𝐺 est une variété.

Définition 2.3. L’espace tangent de Zariski à Hom (𝜋, 𝐺) /𝐺 en une classe d’équivalences [𝜌]
est donné par le groupe de cohomologie :

H1 􏿴𝜋, 𝔤𝜌􏿷 = Z1 􏿴𝜋, 𝔤𝜌􏿷 /B1 􏿴𝜋, 𝔤𝜌􏿷 .

Exemple𝐺 = SU(2)
Soient 𝜋 = 𝜋1(S𝑔) et 𝐺 = SU(2) le groupe unitaire spécial (isomorphe à la sphère S3).

L’espace des représentations irréductibles :

𝜌 ∈ Hom(𝜋, 𝐺), 𝑍(𝜌) = 𝑍(SU(2)) = {Id}

est une variété différentielle, on le note Homirr (𝜋, SU(2)). En effet, on a lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit 𝐺 un groupe de Lie et soit l ’application

𝑅 ∶ 𝐺2𝑔 ⟶ 𝐺
(𝐴1, … ,𝐴2𝑔) ⟼ [𝐴1, 𝐴2] … [𝐴2𝑔−1, 𝐴2𝑔]

Alors le rang de 𝑅 en (𝐴1, … ,𝐴2𝑔) est égal à la codimension du centralisateur de 􏿺𝐴1, … ,𝐴2𝑔􏿽
dans 𝐺.

Démonstration. Pour une preuve, voir [3]
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Donc, pour l’application

𝑅 ∶ SU(2)2𝑔 ⟶ SU(2)
(𝐴1, … ,𝐴2𝑔) ⟼ [𝐴1, 𝐴2] … [𝐴2𝑔−1, 𝐴2𝑔]

𝑅−1(Id) est une sous variété de dimension :

dim SU(2)2𝑔 − dim SU(2) = 6𝑔 − 3

Clairement que 𝑅−1(𝐼𝑑) = Homirr (𝜋, SU(2)).
Le groupe SU(2) agit librement surHomirr (𝜋, SU(2)) car la stabilisateur de𝜌 ∈ Homirr (𝜋, SU(2))
est réduit à l’élément neutre I𝑑 et comme SU(2) est compacte, alors l’action est propre et il
en résulte que Homirr (𝜋, SU(2)) /SU(2) est une variété différentielle de dimension égale à :

dimHomirr (𝜋, SU(2)) − dim SU(2) = 6𝑔 − 6

Réduction symplectique
Soit𝐺 un groupe de Lie dont l’algèbre de Lie 𝔤 admet une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée et Ad-invariant. Cela signifie une forme bilinéaire symétrique :

⟨., .⟩ ∶ 𝔤 × 𝔤 → ℝ,

non dégénérée et vérifie, pour tous 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤 :

⟨Ad𝑔(𝑋),Ad𝑔(𝑌)⟩ = ⟨𝑋, 𝑌⟩.

Exemples.

1. L’algèbre de Lie du groupe linéaire avec sa forme :

< 𝑋,𝑌 >= tr(𝑋𝑌).

2. La forme de Killing d’une algèbre de Lie semi-simple (ou généralement, une algèbre de
Lie réductive).

Une connexion sur le 𝐺-fibré trivial S × 𝐺 → S est une 1-forme à valeur dans 𝔤,
𝐴 ∈ Ω1(S, 𝔤) et on note l’espace des connexions par :

𝒜 ∶= Ω1(S, 𝔤).

Soient 𝛼 ∈ Ω𝑘(S, 𝔤) et 𝛽 ∈ Ωℓ(S, 𝔤), on peut former leur produit extérieur 𝛼 ∧ 𝛽 ∈
Ω𝑘+ℓ(S, 𝔤) et si on applique la forme bilinéaire on obtient ⟨𝛼∧𝛽⟩ ∈ Ω𝑘+𝑙(S, ℝ) = Ω𝑘+𝑙(S).

Définition 2.4. La courbure d’une connexion 𝐴 est la 2-forme 𝐹𝐴 ∈ Ω2(S, 𝔤) tel que

𝐹𝐴 = 𝑑𝐴 + 𝐴 ∧ 𝐴.

Définition 2.5. Une connexion 𝐴 est dite plate si 𝐹𝐴 = 0.
On note par𝒜p l ’espace des connexions plates.
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Action du groupe de jauge sur𝒜p

Les automorphismes du fibré trivial 𝐻 ∶ S × 𝐺 → S × 𝐺 peuvent être identifiés avec
les applications ℎ ∶ S→ 𝐺 telle que 𝐻(𝑥, 𝑔) = 𝐻(𝑥, 𝑒)𝑔 = (𝑥, ℎ(𝑥)𝑔).
L’application ℎ ∶ S→ 𝐺 est appelée transformation de jauge et on définit le groupe de jauge
𝒢 par :

𝒢 ∶= 𝐶∞(S, 𝐺),
avec sa structure de groupe donnée par :

(ℎ ⋅ ℎ′)(𝑥) ∶= ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥), pour tout 𝑥 ∈ S.

Le groupe de jauge 𝒢 agit sur l’espace des 𝐺-connexions𝒜 et l’action est définie par :

ℎ∗𝐴 ∶= Adℎ𝐴 + ℎ∗𝜃𝑅

où 𝜃𝑅 est la forme de Maurer-Cartan. Comme l’action de 𝒢 préserve 𝒜𝑝𝑙𝑎𝑡, on définit
l’espace de module des 𝐺-connexions plates par :

ℳ ∶= 𝒜𝑝/𝒢

Holonomie et connexion plate On va montrer en annexe le théorème important suivant :

Théorème 4. Il y a un identification naturelleℳ ∶= 𝒜𝑝/𝒢 ≃ Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺

Définition 2.6. Le groupe de jauge 𝒢 admet comme algèbre de Lie l ’espace des applications
différentiables de 𝑆 dans 𝔤, i.e. Lie(𝒢 ) = 𝐶∞(S, 𝔤).
Pour tout 𝜉 ∈ 𝐶∞(S, 𝔤), le champ de vecteur𝑋𝜉 ∶ 𝒜 → 𝑇𝐴𝒜 = Ω1(S, 𝔤) défini par𝑋𝜉(𝐴) =
𝑑𝐴𝜉

Structure Symplectique sur𝒜 . L’espace des connexions 𝒜 est un espace affine de di-
mension infini et son espace tangent est donné par 𝑇𝐴𝒜 = Ω1(S, 𝔤). L’espace 𝒜 admet
une structure symplectique définie par la 2-forme 𝜔 :

𝜔(𝛼, 𝛽) = 􏾙
S
⟨𝛼, 𝛽⟩

pour tous 𝛼 et 𝛽 dans 𝑇𝐴𝒜 = Ω1(S, 𝔤). La forme bilinéaire ⟨., .⟩ et le produit extérieure
définissent un application bilinéaire antisymétrique :

⟨. ∧ .⟩ ∶ Ω1(S, 𝔤) × Ω1(S, 𝔤) → Ω2(S)

la composition avec l’intégration Ω2(S) → ℝ définit la 2-forme 𝜔. la 2-forme 𝜔 est
constante (𝜔 ne dépend pas de 𝐴) et non dégénéré, car définie par la forme bilinéaire non
dégénéré ⟨., .⟩.

Lemme 2.5. L’action de 𝒢 sur l ’espace𝒜 est hamiltonienne avec l ’application moment :

𝜇 ∶ 𝒜 → Lie(𝒢 )∗
𝐴 ↦ −𝐹𝐴

(2.6)

où Lie(𝒢 )∗ = Ω2(S, 𝔤)
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Démonstration.
Considérons la fonction 𝜇𝜉 ∶ 𝒜 → ℝ tel que 𝜇𝜉(𝐴) = −∫S⟨𝐹𝐴∧𝜉⟩ avec𝜉 ∈ Ω

0(S, 𝔤). On
va montrer la condition

𝑑𝐴𝜇𝜉(𝛽) = 𝜔(𝑋𝜉(𝐴), 𝛽),
avec 𝛽 ∈ Ω1(S, 𝔤)
On a :

𝑑𝐴𝜇(𝛽) =
d
dt
|
𝑡=0
𝜇(𝐴 + 𝑡𝛽)

= d
dt
|
𝑡=0
(−𝐹𝐴 − 𝑡𝑑𝐴)𝛽

= −𝑑𝐴𝛽

On obtient 𝑑𝐴𝜇𝜉(𝛽) = −∫S⟨𝑑𝐴𝛽 ∧ 𝜉⟩. Comme 𝑑⟨𝛽 ∧ 𝜉⟩ = ⟨𝑑𝐴𝛽 ∧ 𝜉⟩ − ⟨𝛽 ∧ 𝑑𝐴𝜉⟩, alors

􏾙
S
𝑑⟨𝛽 ∧ 𝜉⟩ = 􏾙

S
⟨𝑑𝐴𝛽 ∧ 𝜉⟩ −􏾙

S
⟨𝛽 ∧ 𝑑𝐴𝜉⟩.

Par le théorème de Stokes et comme S est une surface sans bord, il en résulte alors :

0 = 􏾙
𝑆
𝑑⟨𝛽 ∧ 𝜉⟩ = 􏾙

𝑆
⟨𝑑𝐴𝛽 ∧ 𝜉⟩ −􏾙

𝑆
⟨𝛽 ∧ 𝑑𝐴𝜉⟩,

i.e. ∫
S
⟨𝑑𝐴𝛽 ∧ 𝜉⟩ = ∫S⟨𝛽 ∧ 𝑑𝐴𝜉⟩. Donc 𝑑𝐴𝜇𝜉(𝛽) = ∫S⟨𝑑𝐴𝜉 ∧ 𝛽⟩ = 𝜔(𝑋𝜉(𝐴), 𝛽).

Nous déduisons, par le théorème de réduction de Meyer et Marsden-Weinstein, que
l’espace de modules des connexions plates modulo l’action du groupe de jauge 𝜇−1(0)/𝔤 est
une variété symplectique.Nous allons voir en annexe que𝜇−1(0)/𝔤 s’identifie àHom(𝜋, 𝐺)/𝐺
et donc cet espace possède lui aussi une structure symplectique.
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3 Annexe

3.1 Structure de variété algébrique
Dans toute la suite 𝕂 désigne un corps algébriquement clos et 𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛], 𝑛 ≥ 1

désigne l’algèbre des polynômes à 𝑛 indéterminés.

Définition 3.1. Soit 𝑆 une partie de𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛]. L’ensemble algébrique affine défini par
𝑆 est l ’ensemble des zéros de tout les polynômes de 𝑆 :

𝒱 (𝑆) = 􏿺𝑥 ∈ 𝕂𝑛, 𝑝(𝑥) = 0, pour tout 𝑝 ∈ 𝑆􏿽.

Exemples.

• 𝒱 ({0}) = 𝕂𝑛.

• 𝒱 ({1}) = ∅.

• 𝒱 􏿴􏿺(𝑋1 − 𝑥1), … , (𝑋𝑛 − 𝑥𝑛)􏿽􏿷 = 􏿺(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)􏿽.

Plus généralement, si 𝐼 est un idéal de 𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛] on défini

𝒱 (𝐼) = 􏿺𝑥 ∈ 𝕂𝑛, 𝑝(𝑥) = 0, pour tout 𝑝 ∈ 𝐼􏿽.

Proposition 7. Soient 𝐼 et 𝐽 des idéaux de l ’algèbre de polynômes𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛].

1. Si 𝐼 ⊂ 𝐽 alors𝒱 (𝐽) ⊂ 𝒱 (𝐼)1.

2. Si 𝑆 une partie de𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛] et 𝐼 est l ’idéal engendré par 𝑆 alors𝒱 (𝐼) = 𝒱 (𝑆).

3. 𝒱 (𝐼) ∪ 𝒱 (𝐽) = 𝒱 (𝐼𝐽) = 𝒱 (𝐼 ∩ 𝐽).

4. Si (𝐼𝜆)𝜆∈Λ est une famille d’idéaux de𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛] alors

𝒱

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝􏾜
𝜆∈Λ

𝐼𝜆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 􏾎

𝜆∈Λ
𝒱 (𝐼𝜆).

Démonstration.
1Vrai pour tout 𝐼 ⊂ 𝐽, pas forcément des idéaux.
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1. Si 𝑥 ∈ 𝒱 (𝐽) alors, pour tout 𝑝 ∈ 𝐽, 𝑝(𝑥) = 0. En particulier, pour tout 𝑝 ∈ 𝐼, 𝑝(𝑥) = 0
et donc 𝑥 ∈ 𝒱 (𝐼).

2. On a 𝑆 ⊂ ⟨𝑆⟩ = 𝐼 et par la propriété précédente 𝒱 (𝐼) ⊂ 𝒱 (𝑆). Inversement, soit
𝑥 ∈ 𝒱 (𝑆) et 𝑝 ∈ 𝐼, Il suffit de montrer que 𝑝(𝑥) = 0. On a 𝑝 = ∑𝑖 𝑝𝑖𝑞𝑖 avec
𝑝𝑖 ∈ 𝕂[𝑋1, … , 𝑋𝑛] et 𝑞𝑖 ∈ 𝑆. On a 𝑝(𝑥) = ∑𝑖 𝑝𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑥) = 0, car tout les 𝑞𝑖 sont nuls
en 𝑥.

3. Comme 𝐼𝐽 ⊂ 𝐼 et 𝐼𝐽 ⊂ 𝐽 alors 𝒱 (𝐼) ∪ 𝒱 (𝐽) ⊂ 𝒱 (𝐼𝐽). Inversement, soit 𝑥 ∈ 𝒱 (𝐼𝐽)
supposons 𝑥 ∉ 𝒱 (𝐼) ∪ 𝒱 (𝐽) alors il existe 𝑝 ∈ 𝐼 et 𝑞 ∈ 𝐽 telle que 𝑝(𝑥) ≠ 0 et
𝑞(𝑥) ≠ 0. Comme 𝑝𝑞 ∈ 𝐼𝐽 et 𝑝𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≠ 0 alors 𝑥 ∉ 𝒱 (𝐼𝐽).

Définition 3.2 (Topologie de Zariski). On défini sur𝕂𝑛 une topologie dont les fermés sont les
ensembles algèbriques affines ,apellé topologie de Zariski.
En effet ,{∅} et𝕂𝑛 sont fermés.Les points (3) et(4) de 7 montrent que la réunion finie des fermés
est fermés et l ’intersection quelconque des fermés est fermés.

Définition 3.3 (Variété Algébrique affine). Une variété algébrique affine est une sous ensemble
algébrique affine de𝕂𝑛 c’est à dire,un sous ensemble fermé pour la topologie de Zariski.

Comme l’algèbre des polynômes est noethérien, alors tout idéal 𝐼 est de type fini, c’est à dire 𝐼
est engendré par une famille finie des polynômes {𝑓1, ..., 𝑓𝑚}. Donc tout ensemble algébrique est
défini par un nombre fini d’équations

𝒱 (𝐼) = 𝒱 (𝑓1) ∩ ... ∩ 𝒱 (𝑓𝑚)
tout fermé est intersection fini de𝒱 (𝑓𝑖).
Il revient à dire que toute variété affine est définie par un nombre fini d’équations.

Définition 3.4. Si𝑋 et 𝑌 sont respectivement des sous-variétés de𝕂𝑛 et𝕂𝑚, un morphisme de
variétés 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 est une application polynômiale 𝜑 ∶ 𝕂𝑛 →𝕂𝑚 telle que 𝜑(𝑋) ⊂ 𝑌.
De manière équivalente,il existe 𝜑1, ..., 𝜑𝑚 ∈ 𝕂[𝑋1, ..., 𝑋𝑛] tel que :

𝜑(𝑥) = (𝜑1(𝑥), ..., 𝜑𝑚(𝑥))
avec 𝑥 ∈ 𝑋.

3.1.1 Groupe algèbrique
Définition 3.5. Un groupe algébrique linéaire est une variété algébrique affine munie d’une
structure de groupe telle que :

• la multiplication 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 est un morphisme de variétés,

• l ’inverse 𝐺 → 𝐺 est un morphisme de variétés.

Exemples. • Le groupe additif (𝕂, +).

• Le groupe multiplicatif (𝕂∗, .).

• Le groupe des matrices inversibles𝐺𝐿(𝑛,𝕂) et tout sous groupe de𝐺𝐿(𝑛,𝕂) : le groupe li-
néaire spécial SL(𝑛,𝕂) le groupe orthogonalO(𝑛,𝕂), le groupe spécial orthogonal SO(𝑛,𝕂)
sont des groupes algébriques linéaires.
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3.2 Fibrés et connexions

Fibré localement trivial
Soient 𝐸, 𝐵, 𝐹 trois espaces topologiques. On dit que 𝐸 est un espace fibré de base 𝐵 et

de fibre 𝐹, s’il existe une application continue (notée verticalement) :

𝐸

𝐵
𝜋

telle que, pour tout 𝑥 ∈ 𝐵, il existe un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 et un homéomorphisme

𝜑 ∶ 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × 𝐹,

tel que le diagramme suivant commute :

𝜋−1(𝑈) 𝑈 × 𝐹

𝑈

𝜑

𝜋 pr1

où la flèche oblique de droite est la première projection pr1(𝑥, 𝑢) = 𝑥.
Remarques.

1. Pour tout 𝑥 ∈ 𝐵, 𝜋−1({𝑥}) est homéomorphe à 𝐹 (puisque pr−11 ({𝑥}) l ’est clairement) et
s’appelle la «fibre au dessus de 𝑥 ». L’application 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐵 est ouverte, puisque les
projections de produits sont des applications ouvertes. Donc 𝐵 porte la topologie quotient
déterminée par l ’application 𝜋.

2. Si on peut choisir𝑈 = 𝐵, on dit que le fibré est trivial. Dans ce cas 𝐸 s’identifie au produit
𝐵 × 𝐹

Si 𝐶 est un sous-espace de 𝐵, « la restriction» de 𝐸 à 𝐶 est simplement la restriction de
l’application continue 𝜋 à 𝜋−1(𝐶) : c’est un fibré de base 𝐶.

Soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de 𝐵 tel que la restriction de 𝐸 à chaque 𝑈𝑖 soit un
fibré trivial (le recouvrement est alors dit « trivialisant »). On a donc des homéomorphismes

𝜑𝑖 ∶ 𝜋−1(𝑈𝑖) ⟶ 𝑈𝑖 × 𝐹

d’où des «données de recollement »

𝜑𝑖 ∘ 𝜑−1𝑗 ∶ 􏿴𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗􏿷 × 𝐹 ⟶ 􏿴𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗􏿷 × 𝐹
(𝑥, 𝑢) ⟼ 􏿴𝑥, 𝑔𝑖𝑗(𝑥)(𝑣)􏿷

(3.1)

où 𝑔𝑖𝑗 est une application de 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 dans Homéo(𝐹) le groupe des homéomorphismes de
𝐹.

Un 𝐺-fibré est la donnée d’un sous-groupe topologique 𝐺 de Homéo(𝐹) et de trivia-
lisations (𝜑𝑖) comme ci-dessus tels que les 𝑔𝑖𝑗 définissent des applications continues de
𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 dans 𝐺. On dit alors que 𝐺 est le groupe structural du fibré 𝐸.

Avant d’explorer quelques exemples importants, faisons d’abord ces remarques :
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Remarques.

1. Un fibré différentiel est un fibré pour lequel l ’espace total, la base et la fibre sont des variétés
différentielles. On remplace dans la définition : continuité par différentiabilité (de classe
𝐶∞), homéomorphisme par difféomorphisme.

2. La condition de continuité des 𝑔𝑖𝑗 n’est pas automatique, sauf dans des cas particuliers. Par
exemple, si 𝐸 est un fibré vectoriel (voir ci-dessous), il est naturel de prendre pour 𝐺 le
groupe linéaire 𝐺𝐿𝑛(ℝ). Dans ce cas, la condition de continuité est automatique.

3. On montre que les fonctions de transition 𝑔𝑖𝑗 caractérisent le 𝐺-fibré 𝐸. De manière
précise, on vérifie d’abord la condition de cocycle

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑘 ⋅ 𝑔𝑘𝑗
au-dessus de chaque point 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘. Réciproquement, la donnée d’un tel cocycle
permet de reconstruire le fibré 𝐸 comme quotient de la réunion disjointe des𝑈𝑖 × 𝐹 par la
relation d’équivalence qui identifie (𝑥, 𝑢) à (𝑥, 𝑔𝑖𝑗(𝑥)(𝑢)) pour 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗. Voir [10].

Exemples.

1. Revêtement. Un revêtement est un fibré localement trivial dont la fibre est discrète.

2. Fibré vectoriel. Un fibré vectoriel est un espace fibré localement trivial dont la fibre est un
espace vectoriel et le groupe de structure est le groupe linéaire. C’est le cas des fibrés tangent
et cotangent sur une variété différentielle.

3. Fibré principal. Un fibré principal est un fibré localement trivial pour lequel le groupe
structural agit librement et transitivement sur la fibre, autrement dit si la fibre peut s’iden-
tifier au groupe structural muni de l ’action à droite. C’est le cas du fibré de Hopf, ainsi que
du fibré des repères d’une variété différentielle.

4. La première projection 𝜋 de 𝐸 = ℝ2 − {(0, 0)} à 𝐵 = ℝ est une submersion surjective,
mais (𝐸, 𝜋, 𝐵) n’est pas un fibré localement trivial, 0 ne possède aucun voisinage𝑈 tel que
𝜋−1(𝑈) soit homéomorphe à𝑈 × 𝜋−1(0). En effet, pour tout 𝑟 > 0, si𝑈 =] − 𝑟, 𝑟[ alors
𝜋−1(𝑈) = 𝑈 × ℝ − {(0, 0)} est connexe (car connexe par arcs) alors que 𝑈 × 𝜋−1(0) =
𝑈 × {0} × ℝ∗ possède deux composantes connexes.

Morphismes de fibrés
Soient 𝜋𝐸 ∶ 𝐸 → 𝑀 et 𝜋𝐹 ∶ 𝐹 → 𝑁 des espaces fibrés de bases respectivement 𝑀 et

𝑁. Alors une application continue Φ ∶ 𝐸 → 𝐹 est un «morphisme de fibrés » de 𝐸 à 𝐹 s’il
existe une application continue 𝜑 ∶ 𝑀 → 𝑁 telle que le diagramme suivant commute :

𝐸 𝐹

𝑀 𝑁

Φ

𝜋𝐸 𝜋𝐹
𝜑

c’est-à-dire𝜋𝐹∘Φ = 𝜑∘𝜋𝐸. En d’autres termes,Φ «présere les fibres », et𝜑 est l’application
induite sur l’espace des fibres de 𝐸 : puisque 𝜋𝐸 est surjective, 𝜑 est uniquement déterminé
par Φ.
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Définition 3.6 (Image réciproque). Soit 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐵 un fibré localement trivial et soit 𝑓 ∶
𝑀 → 𝐵 une application continue. Soit

𝑓∗𝐸 = 􏿺(𝑚, 𝑥) ∈ 𝑀 × 𝐸, 𝜋(𝑥) = 𝑓(𝑚)􏿽

Le triplet (𝑓∗𝐸, 𝑝,𝑀), où 𝑝 est l ’application 𝑝(𝑚, 𝑥) = 𝑚, est un fibré localement trivial, image
réciproque.

Démonstration. Si {𝑈𝑖} est un recouvrement de 𝐵 tel que 𝐸|𝑈𝑖 est trivial et si 𝜑𝑖𝑗 sont les
applications de transition, alors {𝑓−1(𝑈𝑖)} est un recouvrement de𝑀 qui trivialise 𝑓∗𝐸

L’utilité de la définition ci-dessus réside dans le théorème important suivant :

Théorème 5. Soit 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐵 un fibré localement trivial et soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑀 → 𝐵 deux
applications continues homotopes. Alors 𝑓∗𝐸 ≅ 𝑔∗𝐸.

Pour une preuve, voir [10]. Une conséquence importante est la suivante :

Corollaire 3.1. Tout fibré de base contractile est un fibré trivial.

Démonstration. Si 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐵 est un fibré localement trivial avec 𝐵 contractile, alors
𝑓0, Id ∶ 𝐵 → 𝐵 sont homotopes (𝑓0 est l’application constante 𝑓0(𝑥) = 𝑥0, pour tout
𝑥 ∈ 𝐵). Le fibré de départ 𝐸 = Id∗𝐸 est isomorphe au fibré trivial

𝑓∗0𝐸 = {(𝑚, 𝑥) ∈ 𝐵 × 𝐸, 𝜋(𝑥) = 𝑥0} = 𝐵 × 𝜋−1(𝑥0) ≅ 𝐵 × 𝐹.

Théorème 6. Soit (𝐸, 𝜋, 𝐵) un fibré localement trivial de fibre type 𝐹. Si 𝐵 et 𝐹 sont compacts
alors 𝐸 est lui aussi compact.

Définition 3.7 (Section). C’est le choix, dans chaque fibre, d’un point variant différentiable-
ment avec la fibre. En d’autre termes, une section du fibré 𝐸 est une application différentiable
𝑆 ∶ 𝐵 → 𝐸 telle que 𝜋∘𝑆 = Id𝐵. On peut parler des sections locales au dessus d’un ouvert𝑈 de 𝐵
(𝑆 ∶ 𝑈 → 𝐸 telle que 𝜋 ∘ 𝑆 = Id𝑈). On note Γ(𝐵, 𝐸) ou Γ(𝐸) l ’espace des sections de 𝐸, Γ(𝑈, 𝐸)
l ’espace des sections locales au dessus de𝑈.

Un fibré trivial a toujours des sections, mais la réciproque n’est pas vraie (le ruban de
Mobius n’est pas trivial, mais a une section, la section médiane).

Connexion d’Ehresmann
Soit 𝑝 ∶ 𝐸 → 𝑀 un fibré localement trivial différentiable. Pour tout 𝑒 ∈ 𝐸 on associe le

sous espace vectoriel de 𝑇𝑒𝐸 :

𝑉𝑒 = ker 𝑑𝑒𝑝, pour la différentielle 𝑑𝑒𝑝 ∶ 𝑇𝑒𝐸 → 𝑇𝑝(𝑒)𝑀.

𝑉 = ⨿𝑒∈𝐸𝑉𝑒 est un sous-fibré du fibré tangent 𝑇𝐸, dit sous-espace vertical, constitué des
vecteurs tangents aux fibres de 𝐸.
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Définition via les sous-espaces horizontaux Une connexion d’Ehresmann sur 𝐸 est un
sous-fibré régulier 𝐻 de 𝑇𝐸, appelé le fibré horizontal de la connexion, qui est un supplé-
mentaire de 𝑉, dans le sens où il définit une décomposition en somme directe :

𝑇𝐸 = 𝐻 ⊕ 𝑉.

De façon plus détaillée, le fibré horizontal a les propriétés suivantes :

• Pour tout 𝑒 ∈ 𝐸, 𝐻𝑒 est un sous-espace vectoriel de l’espace tangent 𝑇𝑒𝐸 à 𝐸 en 𝑒,
appelé le « sous-espace horizontal » de la connexion en 𝑒.

• 𝐻𝑒 dépend régulièrement de 𝑒.

• Pour tout 𝑒 ∈ 𝐸, 𝐻𝑒 ∩ 𝑉𝑒 = {0}.

• Tout vecteur tangent de 𝑇𝑒𝐸 (pour tout 𝑒 ∈ 𝐸) est la somme d’une composante
horizontale et d’une composante verticale, de telle sorte que 𝑇𝑒𝐸 = 𝐻𝑒 + 𝑉𝑒.

Fibré principal
Soit 𝐺 un groupe de Lie et 𝐵 une variété. Un 𝐺-fibré principal au dessus de 𝐵 est une

fibration 𝜋 ∶ 𝑃 → 𝐵 avec une action libre de 𝐺 (le groupe structural) sur l’espace total 𝑃,
tel que la base 𝐵 soit l’espace d’orbite, 𝜋 est la projection et les trivialisations locales sont
de la forme

𝜑𝒰 = (𝜋, 𝑠𝒰 ) ∶ 𝜋−1(𝒰) → 𝒰 × 𝐺
avec 𝑠𝒰 (𝑔 ⋅ 𝑝) = 𝑔 ⋅ 𝑠𝒰 (𝑝) pour tout 𝑔 ∈ 𝐺 et tout 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝒰). Un 𝐺-fibré principal est
représenté par un diagramme

𝐺 ↪ 𝑃
↓ 𝜋
𝐵

Par exemple, la fibration deHopf est un S1-fibré principal au dessus de la sphère S2 (= ℂℙ1).
L’espace total étant la sphère S3 considérée comme l’ensemble des vecteurs unitaires de ℂ2
où les éléments de cercle agissent par multiplication complexe.

𝑒𝑖𝜃 ⋅ (𝑧1, 𝑧2) = (𝑒𝑖𝜃𝑧1, 𝑒𝑖𝜃𝑧2).

Théorème 7. Pour qu’un fibré principal soit trivial, il faut et il suffit qu’il admette une section.

Démonstration. La nécessité est évidente. Pour voir la suffisance soit 𝑥 ∈ 𝐸 et soit 𝑥0
l’intersection de la fibre de 𝑥 et de la section. En désignant par 𝑔 l’élément bien déterminé
de 𝐺 tel que 𝑥 = 𝑥0 ⋅ 𝑔. Si 𝑏 est l’unique point de 𝐵, tel que 𝑠(𝑏) = 𝑥0, alors l’application
Φ(𝑥) = (𝑏, 𝑔) définit un difféomorphisme de 𝐸 sur 𝐵×𝐺, d’inverseΦ−1(𝑏, 𝑔) = 𝑠(𝑏)⋅𝑔.

On peut se restreindre aux 𝐺-fibrés principaux trivialisables (isomorphes aux fibré tri-
vial), lorsque 𝐺 est simplement connexe. En effet, on a le résultat suivant :

Théorème 8. Si 𝐺 est un groupe de Lie simplement connexe, alors tout 𝐺-fibré principal est
trivialisable.

Démonstration. Voir [10].
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Connexions
Une action 𝜓 ∶ 𝐺 → Diff(𝑃) induit une action (infinitésimale) 𝑑𝜓 ∶ 𝔤 → 𝜒(𝑃) qui

envoie un champ de vecteurs invariant à gauche 𝑋 ∈ 𝔤 vers le champ fondamental 𝑋#
généré par le groupe à un paramètre {exp 𝑡𝑋(𝑒) ∣ 𝑡 ∈ ℝ} ⊆ 𝐺.

Fixons une base 𝑋1, … , 𝑋𝑘 de 𝔤. Soit 𝑃 un 𝐺-fibré principal au dessus de 𝐵. Comme
l’action de 𝐺 est libre, les champs de vecteurs 𝑋#1 , … , 𝑋#𝑘 sont linéairement indépendants
en tout point 𝑝 ∈ 𝑃. Le sous-fibré vertical 𝑉 est le sous-espace de rang 𝑘 de 𝑇𝑃 engendré
par 𝑋#1 , … , 𝑋#𝑘 .
Alternativement, 𝑉 est l’ensemble des vecteurs tangente à 𝑃 qui se trouve dans le noyau de
la différentielle de la projection 𝜋, donc 𝑉 est bien indépendant du choix de la base de 𝔤.

Une connexion (d’Ehresmann) sur 𝑃 est un choix d’une décomposition en somme
directe𝑇𝑃 = 𝑉⊕𝐻, où𝐻 (appelé le sous-fibré horizontal) est un sous-ensemble𝐺-invariant
de 𝑇𝑃 complémentaire au sous-fibré vertical 𝑉.

Une forme de connexion sur 𝑃 est une 1-forme à valeur dans l’algèbre de Lie 𝔤 de 𝐺 :

𝐴 =
𝑘
􏾜
𝑖=1
𝐴𝑖 ⊗ 𝑋𝑖, élément de Ω1(𝑃) ⊗ 𝔤,

tel que 𝐴 est 𝐺-invariante, par rapport à l’action produit de 𝐺 sur Ω1(𝑃) (action à droite
sur 𝑃) et l’action adjointe sur 𝔤. De plus, 𝐴 est vertical en ce sens que

𝑖𝑋#𝐴 = 𝑋, 𝑝our tout 𝑋 ∈ 𝔤.

Une connexion 𝑇𝑃 = 𝑉 ⊕ 𝐻 détermine une forme de connexion 𝐴 et vice-versa par la
formule

𝐻 = ker𝐴 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑃, 𝑖𝑣𝐴 = 0}.
Étant donnée une connexion sur 𝑃, la décomposition en somme directe 𝑇𝑃 = 𝑉 ⊕ 𝐻
induit une décomposition en sous-fibrés

𝑇∗𝑃 = 𝑉∗ ⊕ 𝐻∗

∧2𝑇∗𝑃 = (∧2𝑉∗) ⊕ (𝑉∗ ∧ 𝐻∗) ⊕ (∧2𝐻∗)

et pour leurs sections :

Ω1(𝑃) = Ω1
vert ⊕Ω1

horiz,
Ω2(𝑃) = Ω2

vert ⊕Ω2
mix ⊕Ω2

horiz

La forme de connexion correspondante 𝐴 est dans Ω1
vert ⊗ 𝔤.

Soit 𝐴 une connexion sur 𝑃. Si 𝑎 ∈ Ω1
horiz ⊗ 𝔤 est 𝐺-invariante pour l’action produit,

alors 𝐴+𝑎 est aussi une connexion sur 𝑃. Réciproquement, deux connexions quelconques
sur 𝑃 diffèrent par un 𝑎 ∈ (Ω1

horiz ⊗ 𝔤)𝐺2.
Nous concluons que l’ensemble 𝒜 de toutes les connexions sur le 𝐺-fibré principal 𝑃

est un espace affine dirigé par l’espace vectoriel 𝔞 = (Ω1
horiz ⊗ 𝔤)𝐺.

2Si 𝐺 agit sur 𝑋 et 𝐴 ⊂ 𝑋, la notation 𝐴𝐺 signifie l’ensemble des éléments de 𝐴 invariants par 𝐺.
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𝐺-fibré au dessus d’une surface fermée
Soit 𝑃 un 𝐺-fibré au dessus d’une surface compacte. Supposons que le groupe 𝐺 soit

compact ou semi-simple, de sorte que son algèbre de Lie 𝔤 possède un produit scalaire
𝐺-invariant.

Comme 𝒜 est un espace affine, son espace tangent en tout point 𝐴 est identifié avec
son espace vectoriel associé 𝔞. Par rapport à une base 𝑋1, … , 𝑋𝑘 pour l’algèbre de Lie 𝔤, les
éléments 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔞 sont écrits

𝑎 = 􏾜𝑎𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 et 𝑏 = 􏾜𝑏𝑖 ⊗ 𝑋𝑖.

Si nous prenons le produit extérieur de 𝑎 et 𝑏, puis en intégrant sur 𝐵, nous obtenons un
nombre réel :

𝜔 ∶ 𝔞 × 𝔞 ⟶ 􏿴Ω2
horiz(𝑃)􏿷

𝐺
≃ Ω2(𝐵) ⟶ ℝ

(𝑎, 𝑏) ⟼ ∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖 ∧ 𝑏𝑗⟨𝑋𝑖, 𝑋𝑗⟩ ⟼ ∫

𝐵
∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖 ∧ 𝑏𝑗⟨𝑋𝑖, 𝑋𝑗⟩ .

Nous avons utilisé que le fait que l’image réciproque 𝜋∗ ∶ Ω2(𝐵) → Ω2(𝑃) est un iso-
morphisme sur son image 􏿴Ω2

horiz(𝑃)􏿷
𝐺
. Si pour tout 𝑏 ∈ 𝔞, 𝜔(𝑎, 𝑏) = 0 alors 𝑎 doit être

nul.
La forme bilinéaire 𝜔 est non dégénérée, antisymétrique et constante dans le sens

où elle ne dépend pas du point de base 𝐴. Par conséquent, on peu qualifier 𝜔 de forme
symplectique sur l’espace affine (de dimension infinie) 𝒜 . Donc la paire (𝒜 ,𝜔) est une
variété symplectique de dimension infinie.

Courbure
Soient 𝜋 ∶ 𝑃 → 𝐵 un 𝐺-fibré principal et 𝐴 une forme de connexion sur 𝑃. Pour

tout 𝑝 ∈ 𝑃 on a la décomposition 𝑇𝑝𝑃 = 𝑉𝑃 ⊕ 𝐻𝑝. Considérons la projection horizontal
ℎ ∶ 𝑇𝑃 → 𝑇𝑃 tel que Im ℎ = 𝐻 et ker ℎ = 𝑉.

Définition 3.8. La 2-forme 𝐹𝐴 ∈ Ω2(𝑃) ⊗ 𝔤 donnée par

𝐹𝐴(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝐴(ℎ(𝑢), ℎ(𝑣))

est appelée la forme de courbure de 𝐴.
La connexion de courbure nulle est dite plat.

Proposition 8 (Équation de structure). Soit le 𝐺-fibré 𝑃 avec la forme de connexion 𝐴. Alors
la courbure vérifie

𝐹𝐴 = 𝑑𝐴 +
1
2[𝐴,𝐴],

avec [𝐴,𝐴](𝑢, 𝑣) = 2[𝐴(𝑢), 𝐴(𝑣)], pour tous 𝑢, 𝑣 ∈ 𝜒(𝑃).

Démonstration. On va montrer que

𝑑𝐴(ℎ(𝑢), ℎ(𝑣)) = 𝑑𝐴(𝑢, 𝑣) + [𝐴(𝑢), 𝐴(𝑣)] (3.2)

pour tout 𝑢, 𝑣 ∈ 𝜒(𝑃)
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• Si 𝑢, 𝑣 sont verticaux, posons 𝑢 = 𝑋# et 𝑣 = 𝑌# où 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤, i.e. 𝐴(𝑋#) = 𝑋 et
𝐴(𝑌#) = 𝑌 .
il en résulte que 𝐹𝐴(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝐴(ℎ(𝑥#), ℎ(𝑌#)) = 0 car ℎ(𝑋#) = 0 et ℎ(𝑌#) = 0, en
d’autre terme on a

[𝐴,𝐴](𝑢, 𝑣) = [𝐴(𝑋#), 𝐴(𝑌#)] − [𝐴(𝑌#), 𝐴(𝑋#)]
= 2[𝐴(𝑋#), 𝐴(𝑦#)]
= 2[𝑋, 𝑌],

et

𝑑𝐴(𝑋#, 𝑌#) = 𝑋#𝐴(𝑌#) − 𝑌#𝐴(𝑋#) − 𝐴([𝑋#, 𝑌#])
= − [𝑋, 𝑌]

= − 12[𝐴,𝐴](𝑋
#, 𝑌#)

• Si 𝑢, 𝑣 sont horizontaux, i.e. ℎ(𝑢) = 𝑢, ℎ(𝑣) = 𝑣 et𝐴(𝑢) = 𝐴(𝑣) = 0 alors 𝐹𝐴(𝑢, 𝑣) =
𝑑𝐴(𝑢, 𝑣).

• Si 𝑢 est vertical, i.e. 𝑢 = 𝑋# et 𝑣 est horizontal alors l’équation 3.2 devient 𝑑𝐴(0, 𝑣) =
0. On a [𝐴,𝐴](𝑋#, 𝑣) = 0 car 𝐴(𝑣) = 0.

Proposition 9 (Identité de Bianchy).

ℎ∗𝑑𝐹𝐴 = 0

Démonstration. On utulise l’équation de structure, il résulte

ℎ∗ (𝑑𝐹𝐴) = ℎ∗𝑑 􏿶𝑑𝐴 +
1
2[𝐴,𝐴]􏿹

= ℎ∗ 􏿶𝑑2𝐴 +
1
2[𝑑𝐴,𝐴] −

1
2[𝐴, 𝑑𝐴]􏿹

= ℎ∗ ([𝑑𝐴,𝐴])
= [ℎ∗𝑑𝐴, ℎ∗𝐴]
= 0.

3.3 Holonomie et connexions
Considérons le 𝐺-fibré principal 𝜋 ∶ 𝑃 → 𝑆 au dessus d’une surface fermé S. Soit 𝐴

une connexions sur 𝑃.

Définition 3.9. Un chemin différentiable 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑃 de 𝑥 vers 𝑦 est dit horizontal pour 𝐴
si les vecteurs tangents 𝛾′(𝑡) ∈ 𝑇𝛾(𝑡)𝑃 sont horizontaux.
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Définition 3.10. Soit le chemin différentiable 𝛾 ∶ [0, 1] → S. Soit 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑥). Le relèvement
horizontal de 𝛾 est l ’unique chemin 𝛾̃ ∶ [0, 1] → 𝑃 tel que 𝛾̃(0) = 𝑝 et 𝜋 ∘ 𝛾̃(𝑡) = 𝛾(𝑡) et 𝛾̃(𝑡)
est horizontal.

Définition3.11 (Transport parallèle). Le transport parallèle le long de chemin𝛾 pour la connexion
𝐴 est le difféomorphisme

𝑃𝛾
𝐴 ∶ 𝜋−1(𝑥) → 𝜋−1(𝑥)
𝑝 ↦ 𝛾̃(1)

où 𝛾̃ est la relèvement horizontal de 𝛾.

Définition 3.12 (Holonomie). Soient 𝛾 ∶ [0, 1] → S un lacet de point base 𝑥 et 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑥).
Il existe un unique élément 𝑔 ∈ 𝐺 vérifiant 𝑃𝛾

𝐴(𝑝) = 𝑝 ⋅ 𝑔 cet élément est appelé l ’holonomie
Hol𝑝(𝐴, 𝛾).

𝑃𝛾
𝐴(𝑝) = 𝑝.Hol𝑝(𝐴, 𝛾).

3.3.1 Espace de modules des connexions plates

Groupe de Jauge et son action
Pour un 𝐺-fibré principal 𝑃, le groupe d’automorphismes

𝒢 = 􏿺𝑓 ∶ 𝑃 → 𝑃 difféomorphisme, 𝜋 ∘ 𝑓 = 𝜋, ∀𝑝 ∈ 𝑃, ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑓(𝑝 ⋅ 𝑔) = 𝑓(𝑝) ⋅ 𝑔􏿽

est appelé le groupe de jauge.
Les éléments de 𝒢 sont appelés transformations de jauge. On peut identifier les trans-

formations de jauge avec les applications

𝐹 ∶ 𝑃 → 𝐺, telles que 𝐹(𝑝 ⋅ 𝑔) = 𝑔−1𝐹(𝑝)𝑔,

c’est-à-dire des applications équivariantes par rapport à l’action conjuguée de 𝐺 sur lui-
même.

Le groupe de jauge agit sur l’espace de connexion𝒜 par

𝑓 ⋅ 𝐴 = 𝑓∗𝐴.

En effet, on vérifie que pour toute connexion𝐴 ∈ 𝒜 et pour tout 𝑓 ∈ 𝒢 l’image réciproque
𝑓∗𝐴 est aussi un forme de connexion. De plus, pour tout 𝑔 ∈ 𝐺 on a

𝑅∗𝑔(𝑓∗𝐴) = (𝑓 ∘ 𝑅𝑔)∗𝐴
= (𝑅𝑔 ∘ 𝑓)∗𝐴
= 𝑓∗(𝑅∗𝑔𝐴)
= 𝑓∗(Ad𝑔−1 ∘ 𝐴)
= Ad𝑔−1 ∘ (𝑓∗𝐴)

Définition 3.13. On définit l ’espace de modules des connexions plates par

𝒜𝑝/𝒢 .
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L’holonomie d’une connexion le long d’un lacet 𝛾 ne dépend que de la classe d’homoto-
pie de ce lacet qui fixe le point 𝑝. Dans le fibré plat on peut construire un homomorphisme
de groupes

𝜋1(S) → 𝐺
[𝛾] ↦ Hol𝑝(𝐴, 𝛾)−1

où 𝜋1(S) est le groupe fondamental de la surface S.
On peut maintenant montrer le théorème important suivant :

Théorème d’isomorphisme

Il y a une bijection entre l’espace de modules des connexions plates et l’espace des
représentations Hom(𝜋1(S), 𝐺) modulo la conjugaison :

𝒜𝑝/𝒢 ≃ Hom(𝜋1(S), 𝐺)/𝐺

Démonstration. Fixons 𝑥 ∈ S et 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑥). On considère l’application

Φ ∶ 𝒜𝑝/𝒢 → Hom(𝜋1(S), 𝐺)/𝐺

donnée par Φ([𝑃,𝐴]) = [𝜌] tel que

𝜌 ∶ 𝜋1(S) → 𝐺
[𝛾] ↦ Hol𝑝(𝐴, 𝛾)−1

Cette application est indépendante du choix de 𝑥 et de 𝑝. Elle est bien définie comme
l’holonomie de 𝐴 dépend que la classe d’homotopie d’un lacet 𝛾 de point de base 𝑥. Soit
(𝑃,𝐴) et (𝑄, 𝐵) deux fibrés plats au dessus 𝑆, on suppose que Φ([𝑃,𝐴]) = Φ([𝑄, 𝐵]). On
va montrer qu’il existe un équivalant de jauge entre les deux fibrés plates.
Fixons 𝑝 ∈ 𝑃 et 𝑞 ∈ 𝑄. Par hypothèse, il existe 𝑔 ∈ 𝐺 tel que

Hol𝑝(𝐴, 𝛾) = 𝑔Hol𝑞(𝐵, 𝛾)𝑔−1

posons 𝑞 = 𝑝⋅𝑔, on peut supposer Hol𝑝(𝐴, 𝛾) = Hol𝑞(𝐴, 𝛾). On va construire un équivalant
de jauge 𝑓 ∶ 𝑃 → 𝑄, soient 𝑦 ∈ 𝑆 et 𝛿 un chemin de 𝑥 à 𝑦,􏾫𝛿𝐴 sa relèvement horizontal dan
𝑃 et 􏾪𝛿𝐵 sa relèvement horizontal dans 𝑄.L’idée est d’arrivé à

𝑓(􏾫𝛿𝐴(1)) = 􏾪𝛿𝐵(1)

En particulier, 𝑓 ∘ 􏾫𝛿𝐴 = 􏾪𝛿𝐵.
Pour la surjectivité, soit 𝜌 ∶ 𝜋1(S) → 𝐺,on va construire un fibré 𝑃 au dessus S tel que

𝜌([𝛾]) = Hol𝑝(𝐴, 𝛾)−1
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pour toute lacet 𝛾 dans 𝑆 de point de base 𝜋(𝑝) et 𝐴 une connexion plate .
Soit S̃ le revêtement universel de S avec la projection 𝜏 ∶ S̃ → S, fixons 𝑦 ∈ 𝑆̃. Rappelons
que le groupe 𝜋1(S, 𝜏(𝑦)) agit sur S̃ × 𝐺 par

[𝛾] ⋅ 􏿴𝑦, 𝑔􏿷 = 􏿴[𝛾] ⋅ 𝑦, 𝜌([𝛾])𝑔􏿷

et on considère le quotient
𝑃 = S̃ × 𝐺/𝜋1(S)

Comme l’action de 𝜋1(𝑆) sur S̃ × 𝐺 est libre et propre alors le quotient

𝑃 = S̃ × 𝐺/𝜋1(S)

est une variété différentielle avec le submersion S̃ × 𝐺 → 𝑃 ,alors 𝑃 est une fibré
principal sur 𝑆 muni d’un connexion plate 𝐴 avec 𝜌([𝛾]) = Hol𝑝(𝐴, 𝛾)−1.

3.4 Cohomologie des groupes et des algèbres de Lie
Cohomologie des groupes Soient 𝐺 un groupe qui agit sur un espace vectoriel 𝑉,

𝐺 × 𝑉 ⟶ 𝑉
(𝑔, 𝑥) ⟼ 𝑔 ⋅ 𝑥

Soit les espaces :
𝐶0(𝐺,𝑉) = 𝑉,

𝐶𝑘(𝐺,𝑉) = {les applications 𝜔 ∶ 𝐺 × ... × 𝐺⟶ 𝑉}.
On définit un opérateur 𝛿 ∶ 𝐶𝑘(𝐺,𝑉)⟶ 𝐶𝑘+1(𝐺,𝑉), par :

(𝛿𝜔)(𝑔1, ..., 𝑔𝑘+1) = 𝑔1 ⋅ 𝜔(𝑔2, ..., 𝑔𝑘+1) +
𝑘
􏾜
𝑖=1
(−1)𝑘𝜔(𝑔1, ..., 𝑔𝑖𝑔𝑖+1, ..., 𝑔𝑘+1)

+ (−1)𝑘+1𝜔(𝑔1, ..., 𝑔𝑘).

• (𝛿𝜔)(𝑔) = 𝑔 ⋅ 𝜔 − 𝜔, (pour 𝑘 = 0).

• (𝛿𝜔)(𝑔, ℎ) = 𝑔 ⋅ 𝜔(ℎ) − 𝜔(𝑔ℎ) + 𝜔(𝑔), (pour 𝑘 = 1).
On peut vérifier que 𝛿 est un opérateur de cobord, c’est-à-dire 𝛿 ∘ 𝛿 = 0, ceci permet de
définir les espaces de cohomologie :

𝐻𝑘(𝐺,𝑉) = ker{𝛿 ∶ 𝐶𝑘(𝐺,𝑉) → 𝐶𝑘+1(𝐺,𝑉)}
Im{𝛿 ∶ 𝐶𝑘−1(𝐺,𝑉) → 𝐶𝑘(𝐺,𝑉)}

On dit que 𝜔 ∈ 𝑉 est un 0-cocycle, pour l’action du groupe 𝐺 sur 𝑉, si

𝑔 ⋅ 𝜔 = 𝜔, pour tout 𝑔 ∈ 𝐺.

On dit qu’une application 𝜔 ∶ 𝐺 → 𝑉 est un 1-cocycle, pour l’action du groupe 𝐺 sur 𝑉,
si pour tout 𝑔, ℎ ∈ 𝐺

𝜔(𝑔ℎ) = 𝜔(𝑔) + 𝑔 ⋅ 𝜔(ℎ) (3.3)
et 𝜔 ∈ 𝐶𝑘(𝐺,𝑉) est un 𝑘-cocycle, pour l’action du groupe 𝐺 sur 𝑉, si 𝛿𝜔 = 0.
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Cohomologie des algèbres de Lie Soit (𝔤, [, ]) une algèbre de Lie réelle de dimension
finie 𝑛, et soit 𝑉 unℝ-espace vectoriel de dimension finie. Une représentation de 𝔤 est un
morphisme d’algèbres de Lie

𝜌 ∶ 𝔤 → 𝔤𝑙(𝑉)
tel que pour tout 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤

𝜌 ([𝑋, 𝑌]) = 𝜌(𝑋) ∘ 𝜌(𝑌) − 𝜌(𝑌) ∘ 𝜌(𝑋).
On dit aussi que 𝑉 est un 𝔤-module.
Une 𝑘-forme sur 𝔤 à valeurs dans 𝑉 est une application : 𝜔 ∶ 𝔤 × ... × 𝔤 → 𝑉, 𝑘-linéaire
alternée. On notera l’ensemble de ces 𝑘-formes par𝐶𝑘(𝔤, 𝑉), avec la convention𝐶0(𝔤, 𝑉) =
𝑉 et 𝐶1(𝔤, 𝑉) = ℒ (𝔤, 𝑉).
On définit l’opérateur de cobord 𝛿 ∶ 𝐶𝑘(𝔤, 𝑉) → 𝐶𝑘+1(𝔤, 𝑉) par

(𝛿𝜔)(𝑋1, ..., 𝑋𝑘+1) =
𝑘+1
􏾜
𝑖=1
(−1)𝑖+1𝜌(𝑋𝑖) ⋅ 𝜔 􏿴𝑋1, … , 𝑋̂𝑖, … , 𝑋𝑘+1􏿷

+􏾜
𝑖<𝑗
(−1)𝑖+𝑗𝜔 􏿴[𝑋𝑖, 𝑋𝑗], 𝑋1, … , 𝑋̂𝑖, … , 𝑋̂𝑗, … , 𝑋𝑘+1􏿷

• Pour 𝑘 = 0, (𝛿𝜔)(𝑋) = 𝜌(𝑋) ⋅ 𝜔, pour tout 𝑋 ∈ 𝔤, 𝜔 ∈ 𝑉.

• Pour 𝑘 = 1, (𝛿𝜔)(𝑋, 𝑌) = 𝜌(𝑋) ⋅ 𝜔(𝑌) − 𝜌(𝑌) ⋅ 𝜔(𝑋) − 𝜔 ([𝑋, 𝑌]).

Proposition 10. 𝛿 est un opérateur de cobord, c’est-à-dire 𝛿 ∘ 𝛿 = 0.

Démonstration. compléter...

Un 𝑘-cocycle est une 𝑘-forme fermée, c’est-à-dire 𝜔 ∈ 𝐶𝑘(𝔤, 𝑉) et 𝛿𝜔 = 0. On note leur
ensemble par 𝑍𝑘(𝔤, 𝑉).
Un 𝑘-cobord est une 𝑘-forme exacte, c’est-à-dire 𝜔 ∈ 𝐶𝑘(𝔤, 𝑉) et il existe 𝜂 ∈ 𝐶𝑘−1(𝔤, 𝑉)
telle que 𝜔 = 𝛿𝜂. On note leur ensemble par 𝐵𝑘(𝔤, 𝑉).

Lemme 3.1. 𝐵𝑘(𝔤, 𝑉) et 𝑍𝑘(𝔤, 𝑉) sont des ℝ-espaces vectoriels, et 𝐵𝑘(𝔤, 𝑉) est un sous-espace
de 𝑍𝑘(𝔤, 𝑉).

Démonstration. C’est immédiat. Le deuxième point résulte de la Proposition ci-dessus.

On appel 𝑘ème groupe de cohomologie de 𝔤, à coefficients dans 𝑉 (ou par rapport à la
représentation 𝜌), l’espace vectoriel quotient

𝐻𝑘(𝔤, 𝑉) = 𝑍𝑘(𝔤, 𝑉)/𝐵𝑘(𝔤, 𝑉).

Si 𝐺 est un groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie 𝔤, alors l’espace Ω ∗
𝐿(𝐺) des 1-formes

différentielles invariantes à gauche sur 𝐺 est un sous-complexe du complexe de de Rham
de 𝐺 qui est naturellement isomorphe au complexe de Chevalley-Eilenberg 𝐶∗(𝔤,ℝ) pour
l’action triviale de 𝔤 sur ℝ, qui implique que leurs cohomologies sont isomorphes :

𝐻∗
𝐿(𝐺) ≅ 𝐻∗(𝔤,ℝ). (3.4)
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(L’isomorphisme deΩ ∗
𝐿(𝐺) sur 𝐶∗(𝔤,ℝ) associe toute 1-forme invariante à gauche à sa va-

leur en l’élément neutre 𝑒 de𝐺, après identification de 𝔤∗ avec 𝑇𝑒𝐺). En particulier, lorsque
𝐺 est compact le processus de la moyenne 𝛼 ↦ ∫

𝐺
𝐿𝛼𝑔 𝑑𝑔 (𝛼 dénote une forme différentielle

sur 𝐺, et 𝐿𝑔 dénote la translation à gauche par 𝑔 ∈ 𝐺) induit un isomorphisme de 𝐻∗
𝑑𝑅𝐺

dans 𝐻∗
𝐿(𝐺), et on a 𝐻𝑑𝑅(𝐺) ≅ 𝐻∗(𝔤,ℝ).

Théorème 9 (Whitehead1). Si 𝔤 est semi-simple et𝑉 est un 𝔤-module de dimension finie, alors
𝐻1(𝔤, 𝑉) = 0 et𝐻2(𝔤, 𝑉) = 0.

Théorème 10 (Whitehead2). Si 𝔤 est semi-simple et 𝑉 est un 𝔤-module de dimension finie, et
𝑉𝔤 = 0 où 𝑉𝔤 = {𝑣 ∈ 𝑉, 𝜌(𝑥) ⋅ 𝑣 = 0, pour tout 𝑥 ∈ 𝔤} est l ’ensemble des éléments de 𝑉 qui
sont invariants par l ’action de 𝔤, alors

𝐻𝑘(𝔤, 𝑉) = 0, pour tout 𝑘 ≥ 0.



Conclusion

Nous avons étudié dans ce mémoire la structure des représentations d’un groupe de
surface à valeur dans un groupe de Lie 𝐺 :

Hom (𝜋1(S), 𝐺) .

Nous avons aussi étudié la structure symplectique de la variété des caractères :

Hom (𝜋1(S), 𝐺) /𝐺,

qui est le quotient par rapport à l’action par conjugaison du groupe 𝐺. Nous avons exploré
son lien avec l’espace de modules des connexions plates sur les 𝐺-fibrés principaux de base
𝑆 (modulo l’action du groupe de jauge).

Voici quelques questions naturelles qu’on peut rencontrer lors de l’étude de ces espaces :

1. Étudier des représentations à valeur dans U(1), SO(3), SU(2) et U(2).

2. Combien de composantes connexes chaque espace possède-t-il ?

3. Quelles sont les dimensions de ces espaces ?

4. Quelles sont les singularités de ces espaces ?

5. Analysez plus en détail ces espaces lorsque la surface est un tore.

L’étude de ces questions est importante et on ne peut pas la trouver facilement dans la
littérature. Il est donc intéressant d’obtenir une description concrète et précise dans chaque
cas. Beaucoup a été fait mais il y a peut-être plus à faire.
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Résumé

L’objet de cemémoire est l’étude de l’espace demodules des représentations d’un groupe
de surface et l’analyse des résultats de Goldman [3] qui montre que, sous certaines condi-
tions sur 𝐺, l’espace de modules Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺 est une variété différentielle. Nous avons
aussi étudié la construction de la forme symplectique sur cet espace quotient qui est basée
sur deux approches :

• En terme de cohomologie de groupes.

• Par la théorème de réduction de Marsden-Meyer-Weinstein.

Nous avons montré la structure symplectique de l’espace de modules à l’aide du théorème
de réduction.

Mots clefs : groupe de surface, espace de modules, 𝐺-fibrés plats, forme symplectique.

Abstract

The object of this thesis is to study the moduli space of surface group representations and
to analyze the results of Goldman [3] who shows that the moduli space Hom(𝜋, 𝐺)/𝐺 is
a smooth manifold under certain conditions on 𝐺. We study also the construction of the
symplectic form on this space which is based on two approaches :

• In terms of group cohomology.

• The Marsden-Meyer-Weinstein reduction theorem.

We have shown the symplectic structure of the moduli space using the reduction theorem.

Keywords : surface group, moduli space, flat 𝐺-bundles, symplectic form.
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