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v Q C R"; ouvert.

v 09 ; frontiere de €.
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v’ Vu; gradient de u définit par Vu = ( Ou Ou )

87:61, ceey 78.%”
v a < b; signifie qu il existe une constante ¢ > 0 tel que a < ¢ b.
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Introduction

Une grande classe des problemes rencontrés en physique et ingénierie tels que 'astroustique,
la mécanique des fluides, la chimie quantique et I'astrophysique a des équations aux dérivées
partielles posées en domaine non bornés, tels que ’espace tout entier, des domaines extérieurs,
ou les demi-ligne. Plusieurs méthodes numériques sont abordées pour résoudre tels problemes.

L’une de cettes méthode est la méthode les élément finis inversés [9].

L’aventage de cette méthode est qu’elle préserve 'infinité du domaine. Son idée principale
est de diviser le domaine géométrique en deux parties choisies librement: une partie bornée ou
les éléments finis usuelles sont utilisés et une partie non bornée ou les éléments finis inversés
sont utilisés. Cette derniere partie est transféré a une partie bornée par une transformation

inversée.

L’objectif de ce travail est d’utiliser cette méthode pour résoudre une équation elliptique du

second ordre de la forme

- aZv (a()ﬁ) (x) + b(x)zliz(x) + c(z)u(z) = f(x) dans =z €]n, +o0] (1)
pose sur le demi-ligne de type |n, +oo[ avec € R. La méthode repose sur l'utilisation des
espaces de Sobolev a poids. Ces espace sont des extensions des espaces de Sobolev classiques,
mais qui sont munis de poids permettant de décrire la décroissance ot la croissance des fonctions
a 'infini.

Ce mémoire se compose de trois chapitres:
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Le premier chapitre est devoue aux notations, définitions et quelques propriétés fondamen-

tales des espaces de Sobolev usuels et des espaces de Sobolev a poids.

Le deuxieme chapitre est cansacré a I’étude des équation elliptiques du second ordre dans
le demi-ligne, ou nous donnons d’abord une formulation variationnelle, ensuite nous montrons
Iexistence et l'inicité de la solution du probleme. Apres, nous présentons la discrétisation du
probleme par la méthode des éléments finis inversés et a la fin nous donnons une estimation de
I’erreur.

Le troisieme chapitre sera consacré au calcul de la matrice de rigidité ; des résultats numé-

riques sera présenter pour confirmer la convergence de la méthode et ses perfomances.




Chapitre 1

Le cadre fonctionnel : Les espaces de
Sobolev avec poids

1.1 Les espaces de Sobolev a poids

1.1.1 Notations et définitions

Soit € un domaine (ouvert et connexe) de R™(n > 1) non nécessairement borné ayant une
frontiere OS2 réguliere.

Soit v une fonction défini sur 2. On dit que u est intégrable sur €2 si
/ |uldz < +o0.
Q

Si A= (A1, A2,y An) € N est un multi-indice et x = (z1, 2, ...., £,) un point générique de R",

on note z* = z7"...z\" et on note |x| = (21 + ... + 2,)"/? la distance entre z et I'origine. On note
o

N 01t ...0x M

On note D(£2) 'espace des fonctions indéfiniment différentiable & support compact dans €2 et

DA avec |A] = A + ... + A,

D'(Q2) son dual (I'espace de distributions).

On définit ensuite pour 1 < p < 400 'espace suivant:
LP(Q) = {u: Q — R, mesurable tel que/Q |u(x)[Pdr < +o0},
que I'on munit de la norme suivante:
Julliry = ([ lu@@)Pda) ™ si1<p < oo

3



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV A POIDS 1

quand p = oo, on a la définie suivante:
L=*(Q) ={u: Q@ — R, mesurable et 3C > 0 tel que |u(x)| < C p.p sur Q},

dont la norme est:
[ullLee @) = Sup lu(z)].

Le symbole de kronecker est définit par
I
0 L7 7,

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz [3]) Soit E un espace vectoriel réel muni d’un
produit scalaire (,). On note ||.|| la norme associée a ce produit scalaire. Pour tout couple (z,y)

de vecteurs de E, on a l'inégalité

(=, )] < [l [lflyll-

Pour tout réel p € [1,400], on note p’ le conjugué de p défini par la relation suivante:
1 1
p P

Définition 1.1. (Inégalité de holder [3]). Soint p € [1,+o00], f € LP(Q) et g € LP (). Alors

{fgeL%ﬂ) 1)

IFgllr < [[fllcellgl Lo

Remarque: Lorsque p = p’ = 2, on retrouve I'négalité de Cauchy-Schwarz.
Pour tout entier k, on note P, ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a k. Py,
le sous espace de Py formé par tout polynémes P € Py tel que P(0) = 0 ( avec la convention
P, = {0} pour k < 0).
Définition 1.2. (Inclusion continue [3]). Soit A et B deux espaces de Banach.
On dit que A s’injecte continement dans B, et on note par: A — B si:

(i) AC B.

(ii) Je > 0: ||lul|la < cllullg, Yue€ A.
Théoréme : (Représentation de Riesz-Fréchet [3].)

Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe) muni de son produit scalaire noté (.,.) et f € H'

4



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV A POIDS 1

une forme linéaire continue sur H.

Alors il existe un unique y dans H alors il existe un unique y € H tel que:
VeeHl, f(z)={y )

Théoréme (Lax-Milgram[6]) : Soit V un espace de Hilbert équipé de la norme ||.||y .

(i) a est une forme bilinéaire continue coercive sur V' x V':
3C > 0, |a(u,v)| < Cllullvllvlly — Y(u,v) € V XV,
et
38 >0, a(u,v) > Bllul} V(u,v) e V x V.

(ii) L est une forme linéaire continue sur V,
>0, L) <Alllly  VveV
Alors , il existe une unique solution u € V tel que
a(u,v) = L(v) Yo eV.

1.1.2 Despace sobolev W"P(()
Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de R™. Pour tout 1 < p < +o0 et m € N, on désigne par

WmP(Q) = {u € LP(Q)|VYa € N, D € LP(Q),V|a| < m}.
muni de la norme suitvante

(> IDullf)? sil < p< oo,
[ullwma) = 4 ledsm

(e y —
Jmax | D%ul| 1, St p = 00.

et de semi norme suivante:

(> 1Dl sil<p<oo,

|u|Wm7P(Q) = IO‘l:m
max || D%u||p= si p = 0.
|a|=m




1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV A POIDS 1

Noter que pour m = 0, 'espace W™P(Q) est I'espace LF(€2).
En génerale 'espace W™P(Q)) n’est pas dense dans D(f2).

Nous soulignons ici quelques propriétés fondamentales de W"™P():
1. L’espace (W™P(Q), ||.|lwmr)) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0.
2. Sil<p<+oo, W™P(Q) est espace séparable .

3. Sil<p< oo, W™P(Q) est espace réflexif .

1.1.3 Les espaces de Sobolev a poids

Dans tout la suite, (z) désigne la fonction poids de base, définir par

(&) = (1 +[af*)"2.

Définition 1.1.3 (/1] et [8]) Soit Q un ouvert de R™. Pour tout m € Nyaw € R et p € R tel
que 1 < p < +o0. On définit U'espace de Sobolev a poids, WIP(Q)), par

Wre(Q) = {u e D(QIVA € N",0 < [A| < m, (2)° ™MD € LP(Q)}.
Cet espace est un espace de Banach équipé de la norme

a—m 1/p
lallwgoioy = (3 @M D afr) ",

[Al<m

et de semi-norme

o 1/
[ulwrry = (3 @)D ullp) .

[A|=m

Pour m = 2 et o = 0, espace W5 (Q) est

ou 0%
2p () — D' (Q —2 -1 LP(Q)) 5.
WO ( ) {UG ( )7 <l’> u, <‘T> 6:1:]-’ al'jaflfj € ( )
Et pour m = 1 et a = 0, I'espace Wy (Q) est
1p / . Ou
Wy? (Q) =<que D (Q), (z) u, %GLP(Q) .




1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV A POIDS 1

1.1.4  Quelques propriétés fondamentales de ’espace W2 "P({)

On considére quelques propriétés fondamentales de 'espace W™P(Q) ([2]et [1]) suivantes:

1.

2.

WoR(Q) = 12(9)
I'espace D(Q) est dense dans W/™?(Q)

On a les inclusions continues suivantes

WmP(Q) — W P(Q) — .= WP (Q)

. Dans le cas p = 2, on note W™(Q2) au lieu de W2(Q). W/(Q) est un espace de Hilbert

«

lorsque munit du produit scalaire:

(u, V)wm@y = Y / (a=m+A) DAy DMuda.

IA|I<m

Pour ¢ € D(Q), 'application
u € WIP(Q) — pu € W™P(Q)

est linéaire continue.

Pour a, 8 € R, m € Z, 'application
u € WIP(Q) — (x)u € WIH(9Q)

est un isomorphisme . L’application u — (x)~Pu est I'isomorphisme inverse.

Pour A € N avec |A| < m, 'application
we WhP(Q) — DM e W Pp(Q)

est linéaire et continue.

On note W™?(Q) Padhérence de D(R2) dans W™P(€) et on note W_"" () son espace dual .

Lorsque 2 = R", on a |’égalité

WP (R") = Wi (R").

1. un isomorphisme est un application linéaire et bijective




1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV A POIDS 1

1.1.5 Les espaces de traces

Définition 1.1.4 [1] Pour 1 < p < +o0, s €]0, 1] on pose
Wi (R") = {u € D'(R")| {z)"*u € LP(R");Vi =1, ..,n,

+oo
/ 17 dt | u(x + te;) — u(z)[Pdr < oo}
0 R

avec ey, es, ..., e, désignent les vecteurs de la base canonique de R™.

Pour s € R,, on désigne par [s] la partie entiere de s. On introduit 1'espace Wy (R™).

Définition 1.1.5 [1] Pour 1 <p < 4o00,s € Ry, € R, on pose

WP (R") = {u € WP (R")|VA € N", [\ = [s], D*u € W5 PP (R™)}

s]—s

et
W2P(R™) = {u € D'(R")| (x)*u € WP}

Rappelons la définition de la trace d’ordre j pour une fonction ¢ € D(R?).

J
P2 0).

() (') = (D}p) (w1, ..., 1, 0) = )

avec ' = X1, ..., Tp_1.

Théoréme 1.1.6 [1] Il existe une application linéaire continue y = (Yo, ..., Ym—1) de WP (Rﬁ)

dans T[]t Wm=i=1/P (R"1) quec les propriétés suivantes

1) PourueD (Rﬁ), yu = (u («/,0), g—;‘ (2/,0), ..., g;:i? (m’,O)).
2) v est un application surjectif.

o Mm,p
3) 70 =W, (R).

Nous pouvons alors définir ’espace

W#(Q) = fu € W (Q): 50w = 1t = . = Y1u = 0}




1.2. INEGALITES DE HARDY 1

1.2 Inégalités de Hardy

Les inégalités de Hardy jouent un role particulierement important dans les espaces a poids.

lemme 1. 2. 1 (Inégalité de Hardy [2])

Soient 1 < p < +00,8 # 1 et f une fonction mesurable positive sur [0, +oo[ de sorte que

/o TP < too.

On pose
Plz) = {f;‘” fod sil> 8,
Iy f(t)dt si 5> 1.
Alors
+o0 B v D » “+o00 . »
f et @< By [T e () (12

On renvoie a [5]et [7] pour tous les détails de la preuve. La conséquence suivante joue un role

fondamental dans I’étude des problemes. Il s’agit d’une extension des inégalités de Poincaré.

Corollaire 1.2.1 Soit Q0 = R,. On suppose que
n
—+ad¢{l,...,m}.
p
Alors, il existe une constante C7 > 0 telle que
Yu € WIP(Q), |ulljmei) < Cilulman-

ol

S

[ulmas = (3 [1(2)*D*ullfp )7
[A|l=m

Le corollaire reste vraie pour 2 = R™\w, ou w est un domaine borné non vide et lipshitzien.




Chapitre 2

Discrétisation du probleme par les
éléments finis inversés

Dans ce chapitre on s’intéresse a la résolution du probléme elliptique de la forme suivante

_ch (a(.)?;) (z) + b(x);h;(x) +c(z)u(z) = f(z) z€Q

par la méthode des éléments finis I'inversés. D’abord on cherche la formulation variationnelle
associée a ce probléme ou on choisit comme cadre fonctionnel I'espace Wy (£2). Ensuite, on
montre I’existence et I'unicité du probleme par le théoreme de Lax-Milgram. Aprés, on donne
la discrétisation du probléme par la méthode des éléments finis inversés et a la fin on donne

une estimation d’erreur.

10



2.1. LA FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME 2

2.1 La formulation variationnelle du probleme

On considere ’équation elliptique définie par:

d du du
—dx(a%x) (@) ) 2 ) 4 clauw) = f(a) s 0 21)

ou Q le demi-ligne |n, +oo[ avec n € R, f est une fonction donnée et a(x),b(x), c(z) sont des
coefficients variables.

En plus, on considere la condition au limite de Dirichlet suivante:

u(n) =0 (2.2)

On cherche une solution de (2.1) dans espace Wy (), dont ses fonctions vérifient

/|u2(m)\ dx < +o0, / |/ (2)]? dz < +00.
oz +1

Cet espace est muni de la norme

[ullwa ) = < |u +/Q|u'(x)|2>%.

Nous recherchons la formulation variationnelle du probléme.

En multipliant 1’équation(2.1) par une fonction test v € D(2), et en intégrant les deux cotés

sur l'espace |1, +oo[ , on obtient:

_/ d;H/ dx—l—/ d:zc_/f

En appliquant la formule d’intégration par parties:

/Q(() dx+/ dx+/ dx_/f

Nous introduisons l’espace
W () = {u e Wy ()| u(n) =0}
et d’aprés la densité de D(Q) dans WE(Q), la formulation faible s’écrit sous la forme suivante

(F {Trouver ue WHQ) telque (2.3)

a(u,v) = (f,v) Vo € WAHQ)

11



2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITE 2

avec

la forme bilinéaire:
a(u,v) = /Q(a(x)u'(a:))v’(x)dx—i— b(z)u'(x)v(z)dx + | c(x)u(x)v(z)d

et la forme linéaire:

(£.0) = [ f@)o(a)dr.
2.2 L’existence et ’unicité

Dans cette section, on va montrer 'existence et I'unicité du probléme (2.1). Premieérement,
on considere les hypotheses suivantes

(Hy) a € L>*(Q) et il existe une constante ag > 0 telle que
a(x) > ap dans Q.

(Hs) b € WQI’OO(Q), et ¢c € WZO’OO(Q) c’est-a-dire qu’il existe trois constantes by, by et ¢; telles
que

V' (z)] < @)’ le(z)] < (;27 sur 0.
(H3) f € W5'(9).

La derni¢re hypothése (Hz) est notamment valable lorsque f € W(Q) c’est-a-dire

/Q (Jaf? + 1) If(x) Pdx < +oc.

lemme 2. 2. 2 [10] Supposons que les hypothéses (Hy),(Hz) et (Hs) sont vérifies. Une fonc-

tion u € W} (Q) est une solution de (2.1) si et seulement si
a(u,v) = 1(v) Vo € W, (), (2.4)

Preuve.
(2.1) = (2.4) il est clair. On va montrer que (2.4) = (2.1)
Comme u est une solution de (FV) et puisque D(Q) € WL(€2). On a pour tout v € D(1)

/Qa(x)u'(a:)v’(x)da:—i-/Qb(x)u’(:c)v(x)dx—i— Qc(m)u(:c)v(:v)d:v:/Qf(x)v(x)dm, Vo € D(Q)
2

1



2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITE

on intégre par partie donc

_/ dg(;—|—/ dx+/ dx_/f

/Q<—<a<x>u<x>>+b<x>u<x>+c<x> (@)v(@)dz = [ f()o(a)dz

Q

/Q((—a(f)ul(%))/ +b(z)v'(2) + c(@)u(z) — f(2))v(x)dr = 0
donc
—(a(z)u'(z))" + b(x)u'(x) + c(z)u(x) — f(x) =0 p.p sur €.

Pour la condition au limite on a

a(u,v) = L(v) Yo € WHQ),

et comme u est solution dans Wi (Q) donc u(n) = 0. =

Dans la suite, nous allons utiliser 'inégalité de Hardy suivante:

lemme 2. 2. 3 [10] il existe une constante my > 0 telle que:

31 2 Ju(z)?
Yu € Wy (Q),/Q|u’(x)| dxr > o TP + 1dx

On suppose que

(Hy4) 11 existe une constante 7, < m telle que

VYo € D(Q).
Yo € D(Q).

Vo € D(Q).

(2.5)

Proposition 2.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy),(Hs) ,(Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors,

le probléeme (2.3) admet une solution unique u € W¢ (), vérifaint

HUHW(}(Q) S Hf”wo—l(ﬂ)

(2.6)

Preuve. Pour montrer I'existence et 1'unicité du probléme (2.1), on applique le théoréme

de Lax-Milgram(2.4).

13



2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITE 2

Nous montrons la continuité de la forme linéaire L(.). On a

|—|/f d:v|
=1 s

|o(x)]?
<(/ <:c>2f(rc)2dw)”2( /Q g 4
< CH<$>_1UHL2(Q) (d'aprés U'hypothése (Hs))
< CHUHW&(Q)

Passant maintenant a la continuité de a(.,.). Une intégration par parties de a(u,v) donne:

awmyi/qmw@)(mx—/@<) (m+/

Q

/ a(z)u' () dx—/ b/(x)u(x)v(a:)dx—/ b(x)u( dm—i—/ dx.

:Aaxwm <m+/‘ ) — bz ()(Mx—AM@M@ '(z)dx.

Alors, on obtient

/| |dx+/| )=V (z))u(x U(x)|dx+/Q\b(x)u(x)v'(xﬂdx
u(@)],
/|a M@)o @l + [ (o) =50 @) de
o le@)] ol )I
+ [ o)l + @)

De I’hypothese (Hy) et (Hs) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

la(u, )] < ayllw’l| 2@ [0l 2y + bull (@) " ull 2 [0l 2 () + (er + b2) [(2) ™ ul| 2oy 1) 0l 2
< alHuHW(}(Q)“U”W(}(Q) + bl”uHW(;}(Q)”UHW(}(Q) + (e + bQ)HUHWOl(Q)”UHW(}(Q)
< max(ar, ¢ + ba, bi) |ullwi o v llwa o)

la(u,v)| < CHUHW(}(Q)HUHW(}(Q)

14



2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITE 2

d’ou la continuité.

Pour la coercivité de a(.,.), on a

b 2
Daprés Ihypothése (H,), (Ha) et de Vinégalité de Hardy, il en résulte que
2
ofv:0) 2 ao [ (@) do = o 100
7.‘./
ao( - 7T2>/Q|v'(x)|2dx

> |

U‘%/VOI(Q)

Donc toutes les conditions du théoréme de Lax-Miligram sont vérifiées, alors le probleme (2.1)
admet une solution unique dans Wy (Q).

De plus, 'unique solution satisfait:

HUHW(}(Q) S ||fHW(;1(Q) (2.7)

En effet, 'estimation (2.7) est s’obtient en prenant v = u dans (2.3) et en utilisant la continuité

de la forme L et la coercivité de la forme bilinéaire a:

Cllulliys @) < alu,u) = L(w) < [[fllwr o lullwi @

avec C' = qg (1 — %) On obtient

HUHW(}(Q) S HfHWO—l(Q)

15



2.3. DISCRETISATION DU PROBLEME

2.3 Discrétisation du probleme

2.3.1 L’espace discret

On décompose le demi-ligne 2 =|n, +oo[, en deux sous-domaines tel que:

avec
« Qo =|n, R[ un domaine borné, tel que R > 0 une parametre fixé.
e =] R, +00] un domaine non borné.

Q:] nl+00[

1
1

L
[
T Qg=hRI R Q=R +oof

FIGURE 2.1 — Décomposition du domaine 2 =], +00].

Nous considérons ’application d’inversion

2

x e t(r) = —,
T

qui transforme le sous-domaine non borné €, en domaine borné Q =|0, R|[.

| S

—

FIGURE 2.2 — La transformation 2., a Q.
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Etant donné une fonction w définie sur €2, Nous désignons par w la fonction définie sur €2

par:

B(x) = ()Ww(t(x)), Vo € 0 (2.9)

ol v est un parametre réel fixé.

Définition 2.3.1 Soient m >0, § € R et p € [1,+00[, on note ng’p(fl) lespace composé des
fonctions satisfaisant

Yk <m, |z/**Fmu®) e LP(Q).

Cet espace est muni de la norme

1/p
m p
||u||V9m,p@): (Z/ﬁm(ﬂk )p‘u(k)‘ dx) '
k<m

lemme 2. 3. 4 [10] Soit w € Wy*(Q), on a i € V;"*(Q) avec
0=vy+1-

La discrétisation sur €2, est obtenue & partir de la discrétisation sur Q =]0, R[, en utilisant la
transformation définie en (2.8).
Dans le domaine 2, nous utilisons des éléments finis standard. Nous considérons une partition

habituelle xg =1 < 2y < ... < xy = R de {2y et on note
h = max |zi1 — x| et A; =]z, [ pouri e I, oul ={0,...,N —1}.
1€
Sur le domaine ), on construit une partition graduée comme suit.

Définition 2.3.2 FEtant donné un nombre réel 11 (0 < u <1). On dit qu’une famille de partition
((2)1<i<nmr) de Uintervalle 10, R[ est p-graduée s’il existe trois constantes k; > 0,1 = 1,2,3, ne

dépendant pas de la partition, telle que
R hYH < 3y < RohVE,

VI<i<hk—1, &gt — i< nghdl ™

ou h= max (Z;01 — Z;).
1§z‘§K—1( 1 i)
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Un moyen de construire une famille de maille de p-graduée est comme suit ; considérons la suite
finie croissante (07),.,. . définie par 07 = 1,05, = 07 + (07)' ™" , pour 1 < i < M.
Alors, la partition de  =]0, R est donné par

T _0;R7 pour 1<:1<M

vy

0.6 -

0.4 -

02r .

0.4

06

0af -

FIGURE 2.3 — Une illustration d’un maillage gradué de l'intervale |0, 1] pour p = 0.2,0.5, 1.

Considérons maintenant une partition de u- graduées de O
T9=0<..< Iy =R, on note A, =|Z, Ziy1], pour i € J ={0,1,..., M — 1} .
Pour tout k € N, on définit I’espace discret qui approche 'espace WOI(Q) par
Wi(Q) = {v € C°Q); va, €PL(A), Vie ]l

iz €Py (Ai),\ﬁ eJ, et 9(0)=0}

Wi(2) = {vn € Wa(Q)] vn(n) = 0}

on remarque que 'espace W), dépend du choix de sous-domaines Qpet Qo (le parametre R),
des parametres de maillage h et u et de parametre v convenablement fixé.

De plus, nous avons
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lemme 2. 3. 5 [10] Supposons que v > _73 Alors

°

Wh(Q) c WL(Q). (2.10)

Donc, on suppose que

—d
T

Alors, le probléme approché associé au probléme variationnelle est

(2.11)

Trouver u, € Wi(Q) tel que
a (Uh, Uh) = <f7 Uh> 7vvh € Wh(Q)

Ce probléme est bein posé et admet une solution unique dans Wh(Q)

2.3.2 Estimation d’erreur

Théoréme 2.3.3 [10] Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz), (Hs) et (Hy) soient vérifiées.

Supposons aussi que u € W,i:?l(Q) pour certains vrais n > 0 et que
3 e 1
Ui 5 T<n 5

Alors estimation suivante est vérifiée
e = unllwy iy S B llullzmsa o) + R0 M ullypr g,
tel que p* = 3 > 0.

Notons que l'inégalité d’estimation de I'erreur est presque identique a celle de la méthode des
éléments finis avec 'apparition du facture (min p*) qui suggere que Uerreur décroit si p décroit.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [10].
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Chapitre 3

Quelques tests numériques

Dans ce chapitre, nous expliquons comment calculer la matrice de rigidité. Puis, on donne

des résultats numérique qui montrent le role et I'efficacité de cette méthode.

20



3.1. FONCTIONS DE BASE. LA MATRICE DE RIGIDITE 3

3.1 Fonctions de base. La matrice de rigidité

Soit w;, 1 € I, les fonctions de base des éléments finis habituelles définies sur €2 et satisfaisant :
pour tout ¢ € 1
cw; € Wi(Q) .
cwi(z;) = b5y, VjeI
cew;(zn) =0
De méme, on définit la famille des fonctions de base (w});c; comme suit:
cw? € Wi(9) .
cwi(#;) =05, Vi€l
cwi(iy) =0.
La derniere fonction de base, notée ici par wy, est mixte; son support s’étend aux régions
MEF et MEFI. C’est la fonction unique de W;(Q) satisfaisant
cwn(Zy) =wn(Ty)=1.
cwn(z;)) =0, 0<j<N-—-1.
cwn(Z;)=0,0<j<M—-1.
On peut facilement prouver que la famille composée des fonctions
(Wi)ocicn—1» (W) )o<i<m—1 et wy forme une base de W, ().

La dimension de Uespace W; () est
dim W,(Q) = (N + M) — 1. (3.1)

Maintenant, on note (¢u,)1<m<da, avec d = (N + M) — 1, cette base.

Pour tout u;, € Wh(Q), uy, est décomposé de la forme suivante
d
Up = Z u;ths,
i=1

on note w; la restriction de 1; sur g et w; la restriction de 1; sur 2, donc

N M-1
up, = Z w; (x;) w; + Z u; (%) wy.
i—1 i=1
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3.1. FONCTIONS DE BASE. LA MATRICE DE RIGIDITE

Proposition 3.1.1 Le probléme discret (2.11) est équivalent au systéme linéaire
AU = B,
avec A = (Ajj)1<ij<a telle que A = a(;, ), B; = 1(;) et Uest Uinconnu .
Preuve. D’apres le probleme approché,
a(up,vy) = L(vp)
et on a
d
Up = Zuzw@
i=1
Donc
d
a(d wihs,vp) = L(vg), Vo, € Wi()
On choisit v, = 1); alors
d
i=1
et comme a(.,.) est forme bilinéaire, alors

d
=1

qui est un systeeme linéaire avec A = A; ; = a(yy, ;) et B = B; = L(v;).

Maintenant, on explique comment calculer les coefficients de la matrice A,

Ajj = a(¢j7¢i) = a(wi7wj) + a(wy, w;)

a(wi,wj):/ga() dx+/ z)w;(z dx—i—/ wj(x)dz,
= /Aka() w; () dm+2/ z)w;(z dx+Z/

et

a(w;,wy) = /QOO a(z)w;’ (x)w] (x)dz
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3.1. FONCTIONS DE BASE. LA MATRICE DE RIGIDITE

On pose
I = /Q alw)y (@)} (@)da.

I? = /Qoo b(z)w (x)w) (x)dz,

I’ = /Qoo c(x)wi (v)w}(z)dr,

On pose z = t(s), donc on a

alors
w(t(s)) £ 1(s) = (5) L)+ @ (5)
donc
(e (B) = (5) L + o)
d’ou
wis)) = — (3) i) + () (3)
Alors, le premier intégrale I' s'écrit
= [ al) @} ()
= [at) ()7 L) + we) L + o) (2)
== [ atn () Q) + 6L ) + i o)




3.1. FONCTIONS DE BASE. LA MATRICE DE RIGIDITE 3

On explicite maintenant, le calcul de la deuxieme intégrale, on a

I? = /Qoo b(z)w;’ (x)w](z)d

X O (2) e+ e (5) @ (5

et enfin

Q S S
-5 feenl(R) T memen (£) o
__ A: L ettts) (;)27_2@(5)5;(5)@

D’autre part, on a

Lw:) = /Q J@ywi(x)da
L(w;) = : [ fayuia)e
et
L(w}) = /Qoo flx)w!(x)de, V1I<i<M-—1
s =~ [ o) (5wt (2) a
L) = X f st () s
||

En pratique, pour calculer les intégrales sur Ak, nous utilisons les Formules de Gauss-Lobatto

et les Formules de quadrature [4].
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3.2. RESULTATS NUMERIQUES 3

3.2 Résultats numériques

On mise en oeuvre la méthode des éléments finis inversés pour le probléme (1.2) en utilisant
les éléments de lagrange P1 dans la région des éléments finis et la région des éléments finis
inversés. Le domaine que nous considérons est le demi-ligne 2 =] — 1, +o00[. Dans Qy =] — 1, R|
le nombre des points équidistants discrétisés est N et M dans () avec M = 2N. Notre code de
calcul est écrit dans matlab.

Exemple 1 : On considere le probléeme de Dirichlet suivant:

{—u”(x) = f(x) dans Q =] —1,400].

u(—1) =0
. r+1 1
La solution exacte u(z) = (ENEEE) avec o = ;-
€T [0
6a(x+1) dofa+1)°

Et la fonction donnée f(z) = 0t i) Qs
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3.2. RESULTATS NUMERIQUES 3

2 T T T T T T T T T
—<— solution exacte
18¢ solution approchée [

1.4}F .
MEF région MEF] ragion
12F .

1k MMM MO T T e T Lot T e e fDn fDa e eln s £ I £In, =T
o e M M AR P T oy

oy
oy
i

o
e

06 -

ke,

04 .

1l ] 10 15 20 25 30 35 40 45 alll

FIGURE 3.1 — La solution exacte et la solution approchée dans Uintervalle [—1, 50] pour M = 2N
avec N =20et R=10,v=—-0.5, a =0.5.

Exemple 2 : On considére le probleme de Dirichlet suivant :

{4a@w@w=f@) dans Q =] — 1, +oo[

avec

a(x) =1+ (1/5)sin(20(x + 1))-
La solution exacte est donnée par:

sin(m(z +1))
(z+1)2+1)3

u(z) =

a partir de solution u(x) nous trouvons f(z).
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3.2. RESULTATS NUMERIQUES 3

—— golution exacte
03r solution approchée ||
08r .
MEF région MEFI régian
07 .
]
OGF .
05 .
0.4F .
03y .
2y | s
i
01k ' .
Qe | AP BEEEEHEDEOBSRRE-E-E-E-E- S —b—&
.,
Ly
_D'] | | | | | | | | | |
-1 1] 1 2 3 4 5 B 7 g8 5 10

FIGURE 3.2 — Les solutions exacte et approchée dans Uintervalle [—1, 10] pour M = 2N avec
N=20et R=45,v=05.

3.2.1 Code de calcul

Dans cette paragraphe, nous présentons les étapes essentielles que nous avons suivi dans
notre programme Matlab ;
1- Faire la déclaration des paramétres suivantes
R=la taille de I'intervalle borné.
N=le noumbre des points de discrétrisation sur Qq =|n, R|[.
M=le noumbre des points de discrétisation sur 2 =]0, R|.
p=paramétre de gradation du malliage.
~v=l'exposant de la transformation de Q0 .a O
2- Construire le maillage de Q =|n,o0[. On définit un maillage uniforme sur g et un

maillage gradué sur Q.
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3.2. RESULTATS NUMERIQUES 3

3- Calculer la matrice A et le vecteur B ; on calcule séparément la matrice A (reps. le vecteur
B) sur € et sur €.

4- Résoudre le systéme linéaire AU = B.

5- Donner un exemple pour le tester.

6- Afficher les résultats numérique obtenus.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons appliquer la méthode des éléments finis inversés pour approcher
la solution d’'un probléme elliptique du second ordre posé sur le demi-ligne |7, +oco[. Parmi les
avantages de cette méthode, on cite; I'absence de toute frontiere artificielle et la facilité de sa
mise en oeuvre.

Les résultats numériques obtenus confirme 'efficacité de la méthode et son énorme potentiel.
Perspectives:
— Traiter des probleme en domaine extérieur.

— Comparer cette méthode avec d’autre méthodes.
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ENPREY

. /

/1 N

itle: Finite elements inverted to approximate elliptical problem in half-line.

Keywords: Elliptic problem, unbounded domains, inverted finite elements, weighted Sobolev
spaces.

Abstract : The aim of this work is to solve an elliptical equation of second order posed on half-line
by the inverted finite element method. The adventage of this method is the preserve the infinity of the
geometric domain. First, we present an appropriate functional framework that describes the

behavior of functions at the infinity. After, implementing the method and analyzing its convergence,
we will show some numerical results obtained with a one-dimensional code of matlab.

\ /

KI‘ itre : Eléments finis inversé pour approcher un probléme elliptique demi-ligne. \

Mots-clé: Probléme elliptique, domaine non bornés, éléments finis inversés, espaces de Sobolev a
poids.

Résumé: L’objectif de ce travail est de résoudre une équation elliptique du second ordre posé sur
demi-ligne par la méthode éléments finis inversés. L’aventage de cette méthode est qu’elle préserve
I’infitité du domaine géométrique. Dans un premier temps, nous présentons un cadre fonctionnel
approprié qui permet de décrier le comportement des fonctions & 1’infiti. Aprés avoir implémenter
la méthode et analyser sa convergence, on présentera quelques résultants numériques obtenus avec
\un code de matlab unidimensionnel. /
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