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Notations

v/ m : masse

v 1: longueur

vt :temps

v T :température

v f :force

v' L :Toperateur de Lamé ot : L = uA + (A + ) Vdiv.
v f,g: fonction

v' divu la divergence de u

=2
divu = v

i1
v’ g : fonction de relaxion.

la fonction de relaxation g :

g:R, — R, est une fonction décroissante de classe C? telle que :

+oo
u—J g(s)ds=1>0

0 Il existe deux constantes kg et k; avec (ko, ki) C Ri
g(0) >0
ko < g'(t) <0

0<g"(t) <k

v Au(x) = a—LZL : Laplacien de u.
i 9%
v Vu= <%, E%, eeny a%) =gradu : le gradient de u .

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

v (4, .)x : le produit scalaire de X

v |I.llx : la norme de X

v’ xn — x : la converge forte de la suite (x,) vers I’élément x dans X

v’ xn — x : la converge faible de la suite (x,) vers I’élément x dans X

v Xn = x : la converge faible étoile de la suite (x,) vers I’élément x dans X

v p.p : presque partout



Introduction

Les premiéres recherches sur le probléme de vibrations d’un fil élastique ont été traitées par
d’Alembert (1717 — 1793) et Euler (1707 — 1783), a proposé le modiele suivant :
u  ,0%u

2 ¢

il a remarqué que les configurations du déplacement du fil sont données par :
u(x,t) = O(x + ct) + ¥(x — ct)

Dans ce travail, le probléme principal etude d’'un probléme hyperbolique non linéaire gou-
vernée par le systéme de Lamé avec un terme viscoélastique la méthode régularisation .

Le travail est divisé de trois parties :

La premiére partie : en particulier, on peut citer les problémes d’ondes linéaire que se propagent
dans un milieu élastique homogéne O C R™ .
La duxiéme partie qu’étudier I’équation d’onde hyperpolique non linéaire avec gouvernée par

le systéme de Lamé.
La troisiéme partie qu’étudier du probléme similaire aux probléme similaire télégraphe.
En est passe par quatre chapitres.

Dans le premier, on donne des rappels d’analyse fonctionnelle utilises dans les trois autres
chapitres.
Dans le deuxiéme chapitre, je travaille sur la modélisation de I’équation des ondes linéaire pour

trouver 1’équation suivent :

0%u 2 0%u
— = CcF—
ot? ox?
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Et on pose le probléme suivant :
( %u 0%u

W = CZW sSur X € [O,],]

Les condition aux limites

u(0,t) =0, WVt
w(l,t) =0, Wt

Les condition initiales

u(x,0) = f(x)
ou
| S %0 =g

Et étudie 'existence, 'unicité par deux méthode la méthode de séparation des variables et la

méthode de caractéristique

Dans le chapitre trois on s’intéresse, hyperbolique non linéaire guvernée par le systéme de
Lamé
Et on pose le probléme suivante :
( %u
prei Lu+ufu="~f sur Q=0x]0,+oo[ (I)
u(x,t) =0, sur X=TIx]0,T[ (II)

u(x,0) =uwo(x) sur Q (III)

| 2 Oleo = w0, s Q@ (V)

Ou
» p donné(on peut pourrait supposer seulement p > —1)
L est opérateur de Lamé, on note L = uA + (A + pn)Vdiv.

On trouve que les problémes généralisent qui est proposé par J.L Lions [4].

Dans le chapitre qutre on s’intéresse, etude du probléme similaire aux probléme similaire
télégraphe.
Et on pose le probléme suivante :
’u  Ju t
— + = tu— Lu + t —1)Au(x, T)dT+ u/’u =f(x,t) sur

opérateur Lamé

terme non linéaire
terme viscoélastique
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et vérifiant aussi les condition (4.1)

(

u(x,t) =0, sur X =TIx]0,T[
u(x,0) =uo(x) sur Q

ou

ab@t)’tzo =1 (X)) sur Q

» g la fonction de relaxation. On établit alors facilement par la méthode de régularisation, un

théoréme d’existence et d’unicité.

On trouve que les problémes généralisent qui est proposé par J.L Lions [4].

Dans ce travail on suivra le plan suivant :

Chapitre 01 : Dans ce chapitre, on introduit rappels et notations générales.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre, on donne deux method (séparation de variable et caractéris-

tique) pour d’étude le probléme d’onde linéaire .

Chapitre 03 : Dans ce chapitre, on donne le méthode de Galerkin d’étude le probléme hyper-

bolique non linéaire gouvernée par le systéme de Lamé.

Chapitre 04 : Dans ce chapitre, on donne la méthode de régularisation d’étude du probléme

similaire aux probléme similaire télégraphe



1 Rappels et notations générales

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques définitions de base, des théories importantes et
des inégalités qui nous aideront et les utiliseront dans nos recherches. Nous avons puisé ces
concepts & partir de plusieurs références et sources :([3] — 1 —[@] — [15],) Nous avons essayé

de les formuler séquentiellement pour que l'idée devienne claire :

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans 1'étude des équations aux dérivées
partielles. Leur compréhension est donc une étape nécessaire avant d’aborder les équations en
question. Nous reprenons dans cette section certains énoncés de H. Brezis [[3]] sur le sujet.
Pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev .

Soit Q est un ouvert borné régulier de R™

L’espace L'(Q) est I'ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel) intégrables

(pour la mesure de Lebesgue dx) sur Q. On note :

)= | I
Q
On définit ensuite pour tout 1 < p < oo l'espace :
LP(Q) = {f: QO — R,f mesurable et [f" € L'(Q)}

que ’on munit de la norme :
1

IP(Q) = (L £(x)|” dx) ’

Lorsque p = o0, on a la définition suivante :
L>*(Q) ={f: Q — R, f mesurable et 3C € R, |f| < C p.p}

dont la norme est :

£ oo () = inf {C, [f(x)] < C p,p}

3



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS GENERALES

Pour tout T < p < oo, on note p’ le conjugué de p, c’est & dire le réel p’ tel que :

T 1
__|__,:]
p P

1.1.2 Espaces LP(0, T, X)

Dans cette section, on présente briévement quelques résultats utiles sur les espaces de fonctions
a valeurs dans un espace de Banach. Ici et dans toute la suite X désigne un espace de Banach

et T> 0.. On définit les espaces suivants :
C([O,T];X) ={u:[0,T] = X continue},

LP(0, T, X) ={u: (0, T) = X mesurable ;3c > 0,|lu(t)|lx < c p.p}
muni de la norme :

Ilufltee(0,1x) = inf{c > 0, [lu(t)llx < c p.p}

Remarque 1.1.1 Pour tout 1 < p < oo, LP(0, T, X) est un espace de Banach et C([O,T];X)
est dense dans LP(0, T, X)

1.1.3 Espaces H'(Q)

Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de R™. L’espace de Sobolev HY(Q) est défini par :

0
H'(Q) = {v e L2(Q), tel que, Vi€ {1,2,..,n}, % € LZ(Q)}

ot est la dérivée partielle faible de v au sens des distributions. Muni du produit scalaire :
<u,v>= J (u(x)v(x) + Vu(x).Vv(x))dx (1.1)
Q

et de la norme

2

il = ( | (C6IP + 70
Q
Pespace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert.
1.1.4 Espaces Hé(Q)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de HY(Q) et qui nous

sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet.
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Définition 1.1.3 Soit C° l’espace des fonctions de classe C*a support compact dans Q. L’es-
pace de Sobolev H}(Q) est défini comme ['adhérence de C° dans H(Q).

On verra un peu plus loin que Hy(Q) est en fait le sous-espace de H(Q) constitué des fonctions
de trace nulle sur le bord 0Q).

Muni du produit scalaire Uespace de Sobolev Hy(Q) est un espace de Hilbert.

1.1.5 Espaces H™(Q)

Définition 1.1.4 Soit Q un ouvert de R™ et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™(Q). L’ensemble :

H™(Q) = {u e L*(Q)D*u € I*(Q),Va € N, || < m}

O
0%lu

XL o

o= (otr,...,0,) € N" |oe| = Zoq

D%*u =

désigne la dérivée d’ordre o au sens des distributions avec

1.1.6 Quelques propriétés des espaces H™(Q)

(i) On munit 'espace H™(Q) du produit scalaire :

(u,v) Z\a\<m (D%u, D*v),>,Vu,v € H™(Q) La norme associée étant donnée par :
1
2
[ullam @) =/ (0, Wam@q) = Z J (D*uw)?dx| ,Vue H™Q)
o <m * 2

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(ii) Pour m = 0 on a H°(Q) = L*(Q) et pour tout my > m,, on a :

H™(Q) c H™(Q) avec injection continue.

(iii) Pour tout m > 0, H™(Q) est un espace séparable. (iv) Pour tout m > 0 , nous désignons

par H'(Q) la fermeture de D(Q) dans H™(Q) :
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HIMNQ) = D(Q) dans H™(Q)

et par H"™(Q) le dual topologique de HJ'(Q) (v) Grace aux applications traces, que nous allons

voir apreés, les espaces H{'(Q) peuvent étre définis comme suit :

j
HMQ) = {ueHm(Q)/g—; —0,Yj :O,...,m—1}

0
ol : an est la dérivée normale de u suivant la normale extérieure & I' = 0Q)
m

ou ou
a(x) = a—xi(X)m, vxeTl

1.2 Topologie faible

Définition 1.2.1 Soit E un espace normé et €' sin dual topologique. On appelle topologie faible
sur E et que l‘on note o(E, E'), la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes
linéaires f € E'. On peut recenser les ouverts qui doivent appartenir a la topologie faible de la
mantere suivante :

SifeE et UCR un ouvert de R; il faut que £ (U) soit un ouvert de o(E,E'). Mais, comme
les intervalles ouvert forment une base de la topologie usuelle sur R, on voit que ceci revient a
dire que pour tout intervalle I et tout f € B/, (1) est dans o(E,E'). On vient de montrer la

proposition sutvante :

Proposition 1.2.2 La topologie o(E, E') est la moins fine contenant touts les ensembles 7' (I)
pour tout f € E' et tout intervalle ouvert 1 de R.

Donnons une base de voisinage commode pour o(E, E).

Corollaire 1.2.3 Les ouverts de la forme N%_ 7 (1), o k € N, fi € B/ et I; = 1,....,k, sont
des intervalles ouverts quelconques de R forment une base de voisinages de o(E, E'). Alors, les

ouverts de la forme :

f(x) —¢e,f(x) +e€|), keN,ficE e >0,

Forment une base de voisinages de x € E.
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Définition 1.2.4 Si x,, — x dans o(E, E'), On dit que x, converge faiblement vers x dans E.

on notera :

X — xp & f(x) = f(xn) VFfeFt

Preuve. (voir H. Brezis [3] ). m

1.3 Topologie faible étoile

Soit E un espace de Banach, E’ son dual (muni de la norme ||f|¢, = sup |< f,x >,
€E,
<1
E’ dual topologique muni de la norme :

1Eller = sup [E(F)]

fetr/,
[Ifllgr <1

On a une injection canonique J : E — E'. En effet, tout élément x € E définit un élément

Jx € E” par :

Jx est bien une forme linéaire continue sur E’ puisque :

T (F)] = ()] < [1xllellfller
En fait ||Jy|ler = I[x||g car :

Txllen = sup [Jx(f)] = sup [f(x)| = |[x[[e
1< I71<1

On adonc J(E) C E”. Cela va nous permettre de définir une nouvelle topologie sur E'.

Définition 1.3.1 La topologie faible étoile, notée par =. o(E,E’) est la topologie la mois fine
rendant continues les formes linéaires f — f(x), pour tout x € E. On a la base de voisinages de

fo € ' pour la topologie faible.
U={felt|<f—Tfpxi>]<e i=1,..n, x; € E, n e N}.

Proposition 1.3.2 Soit E un espace de Banach, si (fn) est une suite de B, alors f,, converge

vers T pour la topologie faible si et seulement si f,(x) — f(x), pour tout x € E
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1.4 Espaces réflexifs, espaces séparables

1.4.1 Espaces réflexifs

Définition 1.4.1 Soit E un espace de Banach, et soit j linjection canonique de E dans E”.

On dit que E est réflexif si J(E) = E”
On donne le résultat

Théoréme 1.4.2 Soit E un espace de Banach réflexif ; alors toute suite bornée dans

admet au moins une sous-suite farblement convergente.

1.4.2 Espaces séparables

Définition 1.4.3 On dit qu’un espace métrique est séparable sil existe un sous-ensemble

D C E dénombrable et dense.

Proposition 1.4.4 Soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-ensemble de E .

Alors F est séparable.

Preuve. Soit (u,) une suite dénombrable dense dans E. Soit (r,,) une suite de
réels positifs avec ,, — 0. On choisit (arbitrairement) amn € B (un, ' )NF lorsque cet ensemble
est non vide. Il est clair que la suite () constitue un ensemble dénombrable dense dans F.

Corollaire 1.4.5 Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) & ¥ (réflexif et séparable)

Preuve. Voir H. Brezis 3] (le démonstration de Corollaire 111.24, page 48 ) =

1.5 Opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Définition 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur linéaire continue T de H
dans H est dit compact s'il transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement com-

pact.

Proposition 1.5.2 Un opérateur linéaire et compact si et seulement s’il transforme toute
suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous suite fortement conver-

gente.

10
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Remarque 1.5.3 Le résultat de la proposition peut remplacer la définition précé-dente

Théoréme 1.5.4 On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soit T un opéra-

teur auto adjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de

T.

Preuve. Voir H. Brezis [3] (Théoréme VI.11, page 97) m

Proposition 1.5.5 Tout opérateur symétrique T définit sur un espace de Hilbert H, a

valeurs dans ce méme espace H est un opérateur borné et auto adjoint.
Preuve. Voir K. Yosida [16] (Proposition VIII.3.2, page). m

Lemme 1.5.6 (cf. Lions [8] page 12) Soit O un ouvert borné de R} x Ry, si g, € LY(O)
et g € LI(O) avee (1 < q < 00) telles que :

||9u”Lq(o) <C
gy — g p.p dans O

Alors :

L9(0) .
gy — g, (converge faible dans LY(O))

Preuve. (voir cf.Lions[§] lemme (1.3)page 13) ) m

1.6 Quelques inégalités important

1.6.1 Inégalité de Holder généralisée

Soit 1 < q,p < oo et soient f € LP(Q) et g € LI(Q) avec
1,11
p q T

Alors, le produit fg € L"(Q) et 'on a :

1 1 1

(Le) = ()’ (L o)

. /

[rs]

~
ey llurio ollvai0

Lemme 1.6.1 Soit fy, f;, ....,fk(k fonctions ) avec f; € LP1(Q), 1 <1<k et :
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K
Alors le produit f1f;....F ( = Hfi) e LP(Q) et

i=1

it fic] Lo o) < ]

HLP(Q HLPI(Q) """ kaHLPk(Q)

1.6.2 Inégalité d’interpolation
soit f € LP(Q)NLI(Q) avec 1 <p < q < o0, alors f € L'(Q) pour tout € [p, q] et
10y < IENT o) ey

ol

1.6.3 Inégalité de Young

Soit p,q deux réels vérifiant :—) + % =1. Alors :

3

V(a,b) € R2, Ve >0, ab < 5

1
P — b4
a +28b .

1.6.4 Inégalité de Poincaré

Soit O un domaine borné de R™ . Soit p un réel supérieur ou égal & 1; alors il existe une

constante positive C telle que

1,
Yu e WpP(Q),  [[ullirig) < ClIVUllip(q) -

Corollaire 1.6.2 Soit Q un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de l’espace. Alors

Hv||H(1](Q) = (L {Vv(x)|2dx> 3

est un norme sur Hy(Q) équivalente a la norme usuelle induit par celle de H'(Q)

la semi-norme :

Théoréme 1.6.3 ((Théoréme de la trace)) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C',

ou bien QO = RT. On définit l’application trace yo par :
H'(Q)NC(Q) — L*(0Q)NC(2Q)

v — vov) = V’aQ

12
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Cette application yse prolonge par continuité en une application linéaire continue telle que,

pour toute fonction v € HY(Q). On a

||"||L2(aQ) <C ||V||H1(Q)

1.6.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel. (u, v) est produit scalaire sur H . Alors

(u, )] < (uyw) 2 (v, )12,

1.6.6 Inégalité d’inclusion

Théoréme 1.6.4 Supposons que Q CR™ est un ouvert avec |Q’ = IQ dx =1. Alors

LIQ) CIP(Q), VI<p<qg<oo

o=

1
il existe une constante C(dans notre cas, C = |Q{ q) telle que

1.7 Formule de Green

Rappelons qu’'un ouvert borné Q de R™ et de frontiére T est dit de classe C* si I est une variété

de dimension n-1 est de classe C*

Théoréme 1.7.1 (formule de green) Soit Q un ouvert borné régulier de R™ (par exemple

Qde classe C' avec T borné ) ; alors pour tout u, v € H'(Q) on a la formule de Green :

J u(x) ov (x)dx = —J v(x) ou
Q Q

ox; o (x)dx + J u(x)v(x)ni(x)dl;, i=1,.,n

00

Mi est le 1™ cosinus directeur de la normale n sortante.

Preuve. On pourra consulter Raviart et Thomas [12] (Théoréme 1.4.5, page 27). Cette
formule est une " intégration par partie généralisée ". Sont importance est extréme par la suite.
[

Comme conséquence de ce théoréme, on a :

13
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Corollaire 1.7.2 Siu,v € H'(Q) et si Au € L*(Q), alors :

0
JAu(x)v(x)dx _ —J Vu(x). Vv(x)dx + J M v(x)dr
Q a0 0N
o
ou .
Vu = < ) est le vecteur gradient de w
0Xi/ 1<i<n
et
ou
n Vu-n

Finalement, on rappelle certains lemmes et concepts utilisé souvent dans la démons- tration

de l'existence et de 'unicité de la solution.

Lemme 1.7.3 (Gronwall) Soienty € L®°(]0;T[) et x € L'(10; T[)  deux fonctions
positives et Yo une constante positive, telles que :

pour presque tout t €]0, T[

t

mn<ywyLuwmwm

Alors, on a : pour presque tout t €]0, T[

t
u(0) < voesp (| xishas )
0
Preuve. La démonstration est détaillée dans le livre de J. P. Demailly [4] =
1.8 Définitions de opérateur a
Définition 1.8.1 On dit que l'opérateur a, définit de V dans V', est
1)a est borné s’il existe C > 0 tel que :

la(w]v < Cllully,VueV

2)a est Coercive s’ll existe o« > 0 tel que :
(a(w),u) > ofu|¥,Vu e Vi > 0,1 < p < 00
ot bien

(afu),u)

Tl — 400, quand ||u|y — +o0

14
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3) Monotone de V dans V' sil vérifie :
Vu,v e V: (a(u) —av),u—v)y, >0
4) Hémicontinu de V dans V' s’il vérifie la propriété suivante :
Yu,v,w € V la fonction A — (a(u+ Av), W)y, est continue de R dans R .

Remarque 1.8.2 La monotonie généralise la notion de fonction croissante de R dans R

15



2 Equation d’onde linéaire

2.1 Description de I’équation d’onde

On considére une corde inextensible, de masse linéique p tendue horizontalement avec une force
constante F .

A T’équilibre, la corde est horizontale.

On supposera dans la suite que la pesanteur n’intervient pas (sinon, la forme de la corde serait
une chainette).

On se propose d’étudier les petits mouvements au voisinage de cet équilibre, avec le modéle
suivant :

v' L’élément de corde situé au point de coordonnées (x,0) a I’équilibre se trouve au point de
coordonnées (x,y(x,t)) hors équilibre; autrement dit, on néglige son déplacement le long de
(Ox).

v L’angle (x,t) que fait la tangente a la corde au point d’abscisse x & Iinstant t est un
infiniment petit (cosax =~ 1, sin @ &~ « et tan ¢ ~ «.

v’ Si on considére une coupure fictive au point d’abscisse x, 'action exercée par la partie gauche
de la corde sur la partie droite se réduit a une force tangente a la corde notée ?g(x, t).

De méme, ’action exercée par la partie droite sur la partie gauche se réduit a une force ?d(x, ).

D’aprés le principe des actions réciproques, ?d(x, t) = —?g(x, t).

16



CHAPITRE 2. EQUATION D’ONDE LINEAIRE

A Bon de B
corde T;(x +dyx)

v

x xtdx X

FIGURE 2.1 : Etablissement de I’équation d’onde

Le théoréme du CI appliqué a un élément de corde situé entre les abscisses x et x + dx

donne :
al
pdx ST, = Ty t) + Talx+dx,t) = —Ta(x,t) + Talx+ dx, 1)

En projection, et en notant T = II?dII :

0=—T(x,t)cos x(x,t) + T(x + dx, t) cos xx(x + dx, t) (1)
oty . .
pdxﬁ = —T(x,t)sin xx(x,t) + T(x + dx, t) sin oc(x + dx, t) (2)

Si on se limite a 'ordre 1, I’équation (1) donne :
T(x+dx) =T(x) =cste=F

L’équation (2) se réécrit :

0? 0
pdxa—tg = —Fa(x,t) + Fa(x + dx, t) = Fa—f:dx
Or
Y
t R — &
oA S Ao
D’ou :
0%y 0%y
pdx g = Todxgs

17



CHAPITRE 2. EQUATION D’ONDE LINEAIRE

soit
7y 1 0%y
avec
F
C=4/—
p

On retrouve 1a encore I’équation d’ondes de d’Alembert.

Dans le cas de la corde, 'onde est dite transversale (le déplacement a lieu selon Oy).

2.1.1 Reésolution par la méthode de séparation des variables

1. Séparation des variables :

On pose I'équation de la corde vibrante dans le probléme P suivant :

az az
% = czﬁ sur x € [0, 1]

/ vl R .
Les condition aux limites

w(0,t) =0, Wt
u(l,t) =0, WVt

Les condition initiales

u(x,0) = f(x)
ou
S0 = g(x)
On pose que la solution u(x,t) écrit comme le produit de deux fonction a variables
séparées :
u(x,t) =v(x).w(t)
Alors
()
ou v o*u ox
= - . = Viy. 2.1
ox  0x wit) = ox? ox wit) =veew(t) (21)
(&)
ou ow o*u ot
E :\)(X),E ﬁ W :V(X). at :V(X).th (22)

On remplace 'équation (2.1) et 'équation (2.2) dans le probléme (P) on trouve :

azu 1 azu 1 Vxx 1 Wit

= ey W) = vy = =
ox2  ¢2 ot? o W(t) c2 v 2w

18
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Comme il s’agit de deux variables x et t qui sont indépendantes, les expressions dans
chaque membre de droite et de gauche ne peuvent étre en tous temps égaux que seilles

sont égales a un constant arbitraire k :

l Wit Vxx
¢z w v

On obtient deux équation séparées .ces équations sont des équations différentielles ordi-
naires du second ordre.

Vix — kv =10

Wi — cZkw = 0

2. On détermine v(x) :

Vy — kv =0

(Si k =0 alors
v(x) =ax+b (%)
Sik>0
v(x) = creV® 4 eV (%)
Sik<0
L v(x) = Acos(Vkx) + Bsin(vkx) ()

Vérifier les conditions aux limites :

On remplace la solution (*) dans les conditions aux limites

u(0,t) =v(0).w(t), vVt v(0) =0

u(l,t) =v(l).w(t) =0, vt v(l) =0
On démontrer que les deux premier formes ne peuvent exister puisque

v(0)=a(0)+b = b=0
— v(x) =0V¥x = u(x,t) =0Vx
v()=a(l)+0 = a=0

On remplace la solution (**) dans les conditions aux limites

v(0) =v(x) =creV® 4 e,V =0 = ¢1+ ¢, =0 SN
ensuite v(l) = creVdl e VRl =0 = ¢, =0 v(l) =0

Il reste alors que (***) .on remplace (***) dans les conditions aux limites

v(0) = A cos(vVk.0) + Bsin(vk.0) =0 = A =0

B=0

Ensuite v(l) = 0.cos(vk.l) + Bsin(vVkl) =0 = { sin(vkl) =0

On choisit B#0 = sin(vkl) =0
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Alors Vkl=nn — \/E:“—f‘

Donc la forme de solution de v(x) est :

v (x) = sin(¥‘x), nenN

3. Conséquence sur la fonction temporelle w(t) :

Wy — cCkw =0

pour ¢’k = 0 alors
w(t) =at+b (1)
pour ¢’k >0
wit) = creV* + e VR (2)
pour ¢’k < 0
w(t) = A cos(vkt) + Bsin(vkt) (3)

De la méme maniére pour les solutions vy, (x) Or seule la solution (3) a est retenir puisqu’on

avait déja restreint :

nmn . M7, 2
K=—(7)=¥(7) <0
On multiplions par c? on trouve
c’K = —cz(n—ﬂ) <0

Puisque c la constante physique de propagation, ne peut étre imaginaire. En conséquence,
nous avons également ensemble de solutions pour w(t)

cnm cnm
—t —t

w(t) = A, cos( ) + By, sin( JvneN

On déduit qu’il ya I’ensemble de solution dans la forme générale :

Un (X, t) = v (x)wn(x)

Un(x,t) = sin(nTﬂX)_ <An cos( CTLT[t) B sin CTlmt))
Avec 1
2
An = —J f(x) Sln(n—m)dx
L Jo ) l
2
B, = —J g(x) Sin(@)dx
cnT ) 1
Interprétation

T‘lCT[t

Tt)) est juste un temps

Pour chaque x fixé le mode sin(x)(An cos(™"t) + By sin(

constant cos(™"t) plus un temps constant sin(*"t), lorsque t augmente d’une seconde
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~
0
031
005
02
01F
01
015
ok
02F
01 F
025
02
03f
03F
AN
035 ~ - 1 |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
n=1
1 - . ‘ . .
0.8 \ 1 L
06 \ 1
\
0.4 \ 1 05
\ \
0.2f \ e
\ \
0 \ 1 ol
\ i
\\ \
02 \\ |II
L ) 05
04 \ \
06 : \
AF
08 1 \
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 [5
n=3 n=4

0.5 -’ I| ' || |I | ' I| |I II

05 I|I II II | I| ' ||| 'l |'| i
lll j|| |II ||||' |II l) |II II| ||| II|
| \ | | |

! III II II| II IIIII llll/
VRV

n=10

FIGURE 2.2 : Le changement de solution w,(x,t) en termes de changement de n
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argument "t des deux cos(™{"t) et sin(""t) augmente de ™", lequel est 5 cycles (c’est

-a-dire périodes). Done, le fondamental oscille & 5; le premier harmonique oscille a 25t
la deuxieme harmonique oscille a 357 Le troisieme harmonique oscille a 457 Le quatriéme

harmonique oscille a 55;...etc. Neuvieme harmonique oscille a 105;etc. Si la chaine a une

densité p, tension F et ¢ = %

4. Solution compléte de probléme P

Soit un(x,t) = va(x)wn(x) = sin(“—f‘x).(An cos(7"t) + By sin(%‘t)) Alors on a les

propriétés suivant

v' Chaque valeur de n conduit & un mode de vibration

v fonction u,(x,t) est appelait une fonction propre, et chaque angle o, = ™ est

appelé une valeur propre

v'La solution générale est une combinaison linéaire de tout les forme solution :

o0

Wt =Y wbnt) =Y (An cos(?tt) n anm(ﬁt)) sin(“T”x).
n=1

n=1
La solution générale est un produit scalaire d’une série de Fourier d’une fonction tempo-

relle pour une série de Fourier en x

5. Détermination des coefficients de Fourier A, et B,

On a :

o

u(x,0) =f(x) =) (An cos(

n=1

7o) + anm(¥0)) sin(“—l”x)

Aprés calculer
= nm
f(x) = E A, ) sin(—
(x) 2 ( )sm( ] X)

Nous permettons de calculer les coefficients A, selon les formes connues d’Euler pour les

fonction périodiques p = 21 :

1 +1 2 1l
A, = —J f(x) sin Titxdx = —J f(x) sin TL—T[xdx
1), l lJo l

, Avec f(x)sin""x une fonction paire.

. . ; .. L. u(x, t
Par introductions de la 2°™¢ condition initiale (t) )

0
a—|t:0 =g(x):

du(x,t — A By
ui(;, ), — { ; (- ‘{m sin CT{”t + Clm cos CTlmt) sin %TX] o = g(x)
Donc
(BnCTLT[ nmn )
g(x) = m-—x
=1 L ¢
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Il s’agit, une fois encore, de calculer les coefficients B, selon les formules d’Euler pour les

fonction périodiques p = 21 :

Bn 1 +1
({nﬂ =1 J g(x) sin TL—ﬂxdx
-1
2 t 2 +1l
= —J g(x) sin n—ﬂxdx = B, = —J f(x) sin —xdx
LJo cnT Jo

Avec g(x) une fonction impaire.

Donc la solution générale est :

0 2 1 2 +1
Ug(x,t) = ; (T Jo f(x) sin TLTﬂxdx. cos C%TH—ET Jo g(x)sin nTT[xdx. sin cgt) sin nTT[x

2.1.2 Résolution par la méthode de caractéristique

On pose I'équation d’onde pour u(x,t) :

o’u  d%u
2 _
“a T aw =0 (2:3)

On considére le probléme de Cauchy en domaine ouvert avec les conditions initiales :

u(x,0) = f(x)
ou
S205,0) = g(x)

En utilise le changement de variables ¢ = x +ct et P = x — ct.

L’équation d’onde se transforme en :

u
oo
En effet :
u_dudp dudw  (du ou
ot dp ot oPpot \dp I
ou ou ou Ou
O(=— — =— O(=— — =—
@:c —(a(p ad))a_cp+—(a(p 61|)>@ (2.4)
ot? 0@ ot o ot '

,( 0*u u  d*u
=c —2 +
0@? 0oy  0?

u_oudp, oy _ou o
ox Q0@ dx oPox Od¢p 0P

ou Ju ou Ju
G BT AT TR T o5
ox2 %) ox ) 0x '
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_ %u e, o%u N o%u
T 292 T Togop | o2

On remplace (2.4]) et (2.5) dans (£2.3)), on trouve :

o*u o%u
4¢? =0 — —
“ 000 20U

0

D’autre maniére :

0 ,0u
30 30

o _
on

En intégrant maintenant par rapport a 1\ avec @ fixe,on obtient :

G'(n)

u(x, t) = G() + Flo)

u(x,t) = G(x —ct) + F(x + ct)
Calculer maintenant :

ou  Jdude OJuodyp

ot d¢ ot + ) ot Fle) —G'(P)

ou
En t =0, en soit que u(x,0) = f(x) et &(X,O) = g(x), on I'exprime en fonction des résultats
précédents

F(x) + G(x) = f(x)

Et

En intégrant, on trouve :

Bt
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On a done :

u(x,t) = G(x —ct) — F(x — ct)
_ (f(x —ct) + f(x + ct) l{

2 2c

_ (f(x —ct) + f(x + ct) N 1 J"_Ct o(x')dx’

2 2c
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2.2 Reésultat sur Mathématica Wolfram

2.2.1 Reésoudre le probléme dans D1

Dans cette partie, nous représentons les résultats numérique dans le programme
Mathématica Wolfram, et nous avons également crée un code pour I'onde élastique
le résultat de D1 sur Mathématica Wolfram

A4({1+2(=-1}") Cos[tm] Sin[xm
u = Function| {x, t},
A 3

m=-1 m
3 4 3

A4Cos [t] Sin|x Cos[2t] Sin[2 x Cos[3t] 5in[3x Cos[4t] Sin|4x
2 27 16

FIGURE 2.3 : La solution laquelle converge la solution de I'équation d’onde

FIGURE 2.4 : Représentation du changement de solution de I’équation d’onde

tI [IRENEAR t I v 2l = t I A

I'instant t = 0.10s I'instant t = 0.19s I'instant t = 2.0s
t I PR = t I | AREE AN = t I »

I'instant t = 2.10s I'instant t = 2.17s l'instant t = 2.21s
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t I bza==

I rz=E

I b=

I'instant t = 3.10s

I'instant t = 2.26s

| DR

I'instant t = 3.19s

U'instant t = 2.29s

FIGURE 2.5 : Représentation la forme d’ondes dans D1 sur le programme Séquentiellement

2.2.2 Résoudre le probléme dans D2

Dans la deuxiéme partie, nous représenterons 1’équation d’onde en dimension 2 sur le
programme Mathémathica Wolfram

le résultat de D2 sur Mathématica Wolfram

FIGURE 2.6 : Représentation la forme d’ondes dans D2 sur le programme
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3 Etude du probléme hyperbolique non li-
néaire gouvernée par le systéme de Lamé

3.1 proposition de probléme

On désigne par QO un ouvert de R™ avec I' sa frontiére de Q, on supposera que I' est assez
réguliére. On désigne par Q le cylindre de R} x Ry : @ = Q x [0, T[T fini
et par X la frontiére latérale de Q : X =T x ]0, T[

On considérions le probléme P suivant :
(o
ot?
u(x,t) =0, sur X =TIx]0,T[ (II)

—TLu+ufu=~Ff sur Q=0Qx]0,+oco[ (I)

u(x,0) =uwo(x) sur Q (III)

| &l =wlx, s 0 (1)

Ou

» p donné(on peut pourrait supposer seulement p > —1)

» f est donnée

» L est opérateur de Lamé, on note L = uA + (A + ) Vdiv.

L’équation (II) est la condition aux limites de Dirichlet.

Les équation (III) et (IV) traduisant 1’étant initiale du systéme (déplacement initial Uy(x) et

la vitesse initiale vo(x) supposons que Q de classe C* avec I" borné.

3.2 L’existence et 'unicite de solution

3.2.1 Formulation variationnelle

A fin de trouver la formule variationnelle de probléme de P ,on va faire ce que suit :

Multiplions (I) par une fonction v € (H}(Q) NLP(Q))™ ot p = p + 2, et intégrons sur Q, aprés
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en utilisant la formule de Green

(%,v) +a(u,v) + (JuP2u,v)=f Vve (HE,(Q) NLP(Q))"

telle que a(.,.) est une forme bilinéaire définie comme suit :

ou ov ou ov
a(u,v) = 7\; JQ . ox. dx + (A + ) 8xia_xj'

3.2.2 L’existence de solution

(3.1)

Les technique qu’on utilisera seront celles de la méthode de compacité et la méthode de Faedo-

Galerkin

Théoréme 3.2.1 [§/ On suppose que Q est un ouvert borné avec les hypothéses

feL*(Q)
w € (H)(Q)NLrP(Q))

u € LZ(Q)
1l existe alors une fonction u vérifiant :

uel>®(0,T; (H)(Q)NLP(Q))), p=p+2

ou

— e L* (0, T;L*(Q
ou?
Froi Lu+[uPfu=~f dans Q

u(x,t) =0, sur X

u(t) O) = U
ou
—(0,x) =u
cette solution est existe sous condition sur P
2 . .
p < — (p fini quelconque si n = 2)

Preuve. :

La plan de démonstration est la suit :

1- On construit des solution «approchée» par la méthode de Faedo-Galerkin ;

2- On établit, sur ces solution approchées, des estimation a priori;
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3- On passe a la limite, grace des propriétés de compacité (pour passer & la limite dans

les termes non linéaires).

Etape 1 : Solution approchée

Pour simplifier ’écriture, on posera :

, v ov?

= a Vo= w,...,etc.

A%

Un autre facon on a U'espace V=(H}(Q) N LP(Q))est séparable

On introduit une suite wy, W, ..., Wy, ... de fonctions ayant les propriétés suivants :

wi €V, Wi,

Ym wi, Wy, ..., Wy, sont linéaires indépendants;

les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dansV
Une telle suite existe d’aprés le lemme(1,1)

On cherche alors u,, = u,,(t) solution "

m
Un(t) =) gimwi ;
i=1
les gim étant & déterminer par les conditions suivant :

(wm (), wy) + alum(t), wy) + (um () Pum (t), wy) = (f(t),w;)  ,1<j<m

Avec les conditions initiales :

m
Un(0) =up,,, uo, = Z XimWi — Ug dans V lorsque m — oo
i;]
uw . (0)=wy,, Wy, = Z Bimwi — u; dans L*(Q) lorsque m — oo

i=1

approchée" du probléme, s’écrit sous la forme :

(3.11)

(3.12)

D’aprés les résultats généraux sur les systéme d’équations différentielles on est assuré de 1'exis-

tence d’une solution de ((3.11), (3.12)) (noter que det(wi,w;) # 0 grace & linéaire indépen-

dance de wy,....,wq),dans un intervalle [0, t]; les estimations a priori qui suivent montreront

que t, =T Vm € N*

Etape 2 : Estimation & priori
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On multiplions I'équation (3.11)) par g/, (t) et on somme sur j, on trouve :

(upn (£), 1, (£)) + @l (1), up (1) 4 (T (1) Pum (), up, (1) = (1), u, (1)) (3.13)
Alors
1df , 1d /
3 gt [N 08 + 0l (000 5 5 [ hantx 0P = (510, ,0)
En effet,
1 , 2 2\ 1 P 1 2 2\ 1 P t ,
3 (PO an 0] 2 0 gy < 5 B o )2 om0y o+ (@] o
D’aprés((3.12)), (3.13]))le deuxiéme < C + Jt f(0)||ur,(0)|do (3.14)
0
M

( les C désignent des constantes diverses indépendant de m)

Pour { = f(t) ‘f(G)HuT’n(O')‘dO', on applique I'inégalité de Young l suivant :

On prend a = [f(0)| et b= |u/ (0)| avec e =1 > 0 on trouve :
([f(0)] = up(0)))* = [#(0)]" + [un(0)]* = 2|t(0)|[upn(0)]  (*)
Un autre part

0 < ([f(0)] = [un(@)])* (++)

Alors par (* )et( )
On multiplions par 2

On intégrons sur U'intervalle [0.t] on a la suite :

t , ] t 5 1 t , 2
L ’f(O')Hum(O')’dO' < ZJO ‘f(c)| do + ZL ‘um(c)] do (3.15)

Donc on remplace q3.14D et (]3.15[) dans on trouve :

V(a2 2 1 1t 2 1, 2
z(\um(tn T ) < im0 [y ) < C + EL o) do + 5 L ! (o)f'do (3.16)
D’aprés on a f € [2(Q), c’est-4- dire
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[§]f(0)]do < C

On déduire donc, en particulier de (3.16]) on a :

t
|uT’n(t)\2 < (2C+Gy) +J \u,’n(c)\zdcr
SN——— 0
C2
t
<C;+C; ot J ‘u{n(o)‘zdc < Cz a cause de u/ (t) € [*(Q)
— 0
4

Alors le resulta est |ur’n(t)‘ <K ouK=+/Cy.

D’ou résulte que :

Hum(t)H + HLLm(t)HLP(Q) < constante (3.17)

On en déduit que t,, = T, de plus a le méme avec étape 1 (estimations a priori)du probléme
P
u,, demeure dans un ensemble borné de L*° (O,T; H)(Q)N LP(Q))

quand m — o0 :
u/, demeure dans un borné de L*> (O, T; LZ(O_))

(3.18)
Etape 3 : Passage & la limite
D’aprés le théoréme de Dunford-pettis (cf.par exemple Yosida [16]) :
L’espace L*™ (O, T;H)(Q) N LP(Q)) est le dual de L' (O, T;H'(Q)N Lp’(Q)) oup/ = S—ﬁ.
) 2

L’espace L (O,T; LZ(Q)) est le dual de L' (O,T; LZ(Q)) onp = E—L par conséquence on
peut extraire de u,, par une suite u, telle que :

w, = udans L™ (0, T; (H)(Q) NLP(Q))"), (3.19)

u, X dans L™ (0, T; (Lz(Q))n) . (3.20)

En particulier on sait que (3.18)) que :
u,, demeure dans un borné de L*° (O, T; (Hg)(Q) N LP(Q))n) ,

L’injection de H'(Q) dans L?(Q) est compacte. Alors on peut supposer que la suite u, extraite
de u,, vérifie :

u, — u dans L*(Q) ((forte) et presque partout (p.p)). (3.21)

Un autre part : [um|’ uy, demeure dans un borné L* (0, T; LY’ (Q)) .
On supposer que :

[um|® wm = Z dans L (0, T; L™ (Q)) (3.22)
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Le point essentiel-et c’est cela une des difficultés les plus typiques des problémes non linéaires

On va montrer que :

Z =|u’u, (3.23)

Ou (B.23) c’est le résulta de (3.21); (3.22)) et de le lemme [1.5.6)
Quand on pose : O = Q et g, = ‘uu|pup, d’aprés 1)

u, —u dans L’(Q) (p.p)

Donc

gu = [uu|"uy — Ju|*'u=g (p.p) dans L”(Q)

(telle que : p' = g—ﬁ = q) et d’aprés (3.22) :

luy ", = 2 dans L®(0.T, L7 (Q))
puisque la limite est unique donc :
g= ‘u|pu =Z

Maintenant, on montre que cette solution vérifie 'équation (3.11)) donc quand on pose m = p

et on fixe j tel que p > j, alors

(1l (8), y) + aluna(8), W) + (g (D] (£), w5) = (F(2), w) (3.24)
D’aprés et
(w, (t),w;) — (u'(t),w;) dans L>(0.T)
= S (w0, w) = (w0, w) — (W(0),wy) dans D'(OT)  (3.25)

D’ou

a(uy, wj) — a(u,wj) dans L*=(0.T)

et d’aprés (3.22) et (3.23)

(Tugl®wywy) — (Jul’u,w;) dans L®(0.T)

On déduit done de (3.22)) que

dZ
ﬁ(U,Wj) + a(u,w;) + (ul’u,w;) = (f, w;)
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D’aprés la densité de la base wy dans 'espace séparable H)(Q) N LP(Q) On a
dZ
d’t
Alors la solution u satisfait (IV),(3.2)) et (3.3)

Reste & montrer que la solution u vérifie les condition initiales u(0) =u—0, u' = w,

D’apres (3.19)) et (3.20) on a :

(u,v) + a(u,v) + (Jufu,v) = (f,v) Vv € (Hé(Q) N L‘D(Q))n (3.26)

w, = udans L™ (0, T; (H)(Q) NP (Q))"), (3.27)
w, — % =1 dans L™ (0, T; LZ(Q)) , (3.28)

Donc u,, est continue sur [0, T], alors continue en O et on a :

U, = 1, (0) — 1(0) dans HY(Q) NLP(Q)

d’ou (3.4). Et encore :

(u,wj) = (u”,wj) dans L=(Q)

"
(u), wj) = (u’,w;) dans L=(Q) (3.29)
Alors
(wL(00m) = ()| = (w0 w)
et d’aprés N
Un(t) = i JimWi ;
i=1
On a
(u(0), W) = (wr, wy)
On a
(W(0),wy) = (w,w;) ¥
alors
u'(0) = wy
d’ou n
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3.2.3 TD'unicité de solution

Comme on a déja indique, on ignore s’il y a unicité de la solution dans le cadre du théoréme

(3.2.1) .On a dans ce sens le résultat pareil suivant :

Théoréme 3.2.2 [§] On se place dans le hypothése du théoréme , avec :

2
p < — (p fini quelconque si n = 2) (3.30)

Alors la solution u obtenue au théoréme est unique.

Preuve.

Soit u et v deux solutions au sens du théoréme (3.2.1)).

On pose :
P=u1-—v,
Vérifie :
" —Lo = [v["v—]|u/u (3.31)
(p(X,O) =0,
(3.32)
©1(x,0) =0
@(x,t) =0, sur T'x]0,T[ (3.33)
¢ € L= (0,T; (H)(Q)NL2(Q))")
(3.34)

o1 € L= (0,T; (L2(Q))")

Multiplions les deux membres de (3.31]) par ¢’, et intégrons sur Q. ensuite, en applique la

formule de Green :

%% o+ 9] = JQ (™Y = Ju|"w) ¢'ax (3.35)

Un autre part, le deuxiéme membre de est majoré en valeur absolue par :
(0 +1) o 5up (Juf"w [v[*V) |o][@']dx

Ce qui est majoré d’apres 'inégalité de Holder :

NI 1 1 _
Olla—i—ﬁ‘f‘z—]

C (HMF)‘ ’(L“(Q))“ + H|u|p”(Ln(Q))“) H(bH(Lq(Q))“ + Hd)/H(LZ(Q))“
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Remarque 3.2.3 ([12]) Pour u € (H(])(Q))Tl Jon aw € HY(Q), alors d’apreés le théoréme de
sobolev, w; € LY(Q) avec :

1T 1
S5 . sin > 3(q fini, quelconque pour n = 2)

q 2
Done
u e (LIQ)"
On a
l - n-—2
qg 2n
Alors
B n
112
Mais d’aprés
< n
= n—2
Alors
1
10 g = (L |u|pn) = [l < 11/ {agian (3.36)
On a donc

IRERSITRRZS

¢’(t)‘ (3.37)

< C(HV(‘L)HEH(‘)(Q))“ - Hu(t)H‘EHm)n) b )|]

D’autre part on a : u,v € L*° (O,T; (Hé(Q))n)

Finalement

[Py ) orax < oo

Alors donne
0+ [loto]f < 3 | [[o0)]+|¢'(0) o

En utilisant le lemme de Gronwall que :
par suite

Ce qui preuve I'unicité de la solution
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4 Etude du probléme similaire aux pro-
bléme similaire télégraphe

4.1 Motivation

Dans ce chapitre on va étudier par la méthode de Régularisation élliptique un probléme non

linéaire aux un terme viscoélastique similaire aux probléme transmission similaire télégraphe.

4.2 La viscoélasticité

La viscoélasticité est la propriété de matériaux qui présentent deux caractéristiques visqueuse et
élastique lors subir de déformation. Matériaux visqueux, comme le miel, résistent a I’écoulement
de cisaillement et de déformation linéairement avec le temps quand une contrainte est appliquée.
Matériaux élastiques souche instantanément lorsqu’il est étiré et tout aussi rapidement revenir
a leur état initial une fois que le stress est supprimé. Matériaux viscoélastiques des éléments
des deux de ces propriétés et, en tant que tels, présentent contrainte dépendant du temps.
Alors que D'élasticité est généralement le résultat d’obligataires qui s’étend le long des plans
cristallographiques dans un solide ordonnée, la viscosité est le résultat de la diffusion d’atomes

ou de molécules a l'intérieur d’un matériau amorphe.

4.3 Généralités sur le probléme et notations

Supposons maintenant que le corps Q est un ouvert borné de R™ (Q C R"), soit I' = 0Q) la
frontiére de Q qui est assez réguliére.

On désigne u = (U, Uy, ...y Uy ) UN vecteur sur Q (le cylindre de RY x Rt) avec @ = Qx]0, T,
o T est un réel fini

On désigne aussi & = I'x]0, T[;

Soit L désigne le systéme de Lamé défini par : pA + (A 4+ w)Vdiv, A, i : sont les constantes de

Lamé avec (u >0 et A+ pn > 0). (up, uy, f) des fonctions données , p > 0 .
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On s’intéresse a l'existence et I'unicité d’une fonction u = u(x, t), x € Q, t €]0, T solution de

probléme que ce pose suivant :

On cherche u qui vérifie le probléme P; :
( azu-i— au—i—u Lu—i—Jt
ot? ot

avec les conditions aux limites et initiales :

g(t—1)Au(x,t)dt+ [uffu="~f sur
0

u(x,t) =0, sur X =TIx]0,T[
u(x,0) =up(x) sur Q

ou
\ a(xy t)l—o = w(x), sur Q

e g(t) et la fonction de relaxation.

On suppose pour la fonction de relaxation g :
g: R, — R, est une fonction décroissante de classe C* telle que :

400
u—J g(s)ds=1>0
0

g(0)>0
11 existe deux constantes kg et k; avec (ko, ki) C ]Ri

ko < g'(t) <0

0<g"(t) <k

Lemme 4.3.1 Pour toutt >0 on a :

+o0
J g(s)ds <p—1
0

L’inégalité (4.4) est un résultat de suit :

Preuve. Puisque g est positive alors :

fgmesfmg@Ms

0 0

On multiplie (4.5) par (—1) ,ensuite on ajoute w a les deux membres

+00

u—JQBMSZu—J g(s)ds (= 1 par (4.2))
0 0

Par conséquent
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4.4 Proposition de probléme

Notre probléme consiste & étudier une équation hyperbolique non linéaire gouvernée par le

systéme de Lamé, perturbé avec un terme viscoélastique
f e L0, T; (L4 (Q)")
w € (H(Q)NLP(Q)", p=p+2 (4.6)
m € (LZ(Q))TL

On cherche u que vérifiant :

ue Le(0,T; (HY(Q) NTr(Q))")

o (4.7)
— € L>(0,T; (LA (Q)")
ot
solution du probléme
o’u  du t
b hed _ _ P _
e + ot +u \L}/ —|—L g(t —t)Au(x, t)dTt+ lulPu f(x,t) sur Q
opérateur de Lamé ~~ “  terme non linéaire
terme viscoélastique
(4.8)

et vérifiant aussi les condition (4.1)
u(x,t) =0, sur X =TIx]0,T[
u(x,0) =uwo(x) sur Q

ou ou
a—t(x,O) = a(x>t)|t:0 =u(x), sur Q

4.5 Existence et unicité de la solution

Début, on va étudie I'existence et 'unicité de probléme P,.Alors on applique le théoréme sui-

vant :

Théoréme 4.5.1 soit Q un domain borné ouvert de R™, on donné f avec f € L(Q)

Alors elle existe a fonction w avec W = wy + W vérifie le probléme P, , et vérifie :
Wy € H}(Q) + W29(Q) N W4 (Q)
w e 120, T H)(Q)

w e LP(Q).
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Preuve. Nous utilisons une approche due a G. Prodi [11] nous avons :
u=wy+w
Wy indépendant de t

T
J wdt =0
0

Nous introduisons l'idée Prodi (4.9)) dans (P,) Nous avons :

<5t tu—Lu+t

0? 0 t
athL altl J g(t —T)Au(x,)dt + [uffu—f =+ Lug

0

On considére la dérivée de (4.10) on obtient

d ,o’u  du t df
E(W + m +u—Lu+ L g(t—1)Au(x, t)dt + Iulpu) =%
Et
t
J udt =0
0
u(T) = u(0)
'(x,0) =u/(x, T)
On en déduit (4.11])
o%u t
32 Lu+ J g(t —1)Au(x, t)dt + [u|’u — f = hg.avec hy indépendant de t.
0
Maintenant, on pose L = —A; B(u) = [u/’u. Et nous définissons ’espace fonctionnel V

vive 20, T;HI(Q)); v €120, T;H(Q)) NLP(Q)
t

V' e 120, T, L2(Q)); J v(t)dt =0; v(T) =v(0); V/(T) =v(0)
0

V=

La structure de Banach de V est définie par

vllv = ||V||L2[0,T;H5(Q)) + ||V/||L2(0,T;H(‘)(Q)) + ||V||E(Q) + ||V||L2(0>T;L2(Q])-

On définit la forme bilinéaire

T2 t
b(u,v) = J [(g—tlzl,v) + (Au,v) +J g(t —1)(Au(x, 1),v)dt + (B(u),v)].

0

La formulation faible de (4.11)) et (4.12)) est de trouver u € V tel que

0

.
b(u,v) :J (f,v)dt VveV
0

Mais (4.15) pas coercive.
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Puis on suit une idée de Lions pour obtenir la régularisation elliptique, é¢tant donné d et u,v € V,
on définit

t

(u” +Au+J g(t—1)(Au(x,t)dT + B(u),v')ds

T azu T
| o
(4.16)

(U, v) = 6J [(W’Vﬂ) + (Au,V)]ds +

0 0

L’application v — 7t5(u, v) est continue sur V donc il existe une application

Bs € Vi ms(u,v) = (Bs(u),v)

L’opérateur linéaire Bs : V — V' satisfait les quatre propriétés :
B; est borné dans V' pour tout ensemble borné dans V et est un hémi-continu est un strictement
monotone et est coercive.
Au vu de ces propriétés et comme conséquence du théoréme de Lions [8], il existe une fonction
unique us € V. .
75 (Us, V) = J (f,V)dt YWweV (4.17)
0

4.5.1 Estimations a priori I

Explicitement la régularisation elliptique (4.17)) et nous mettons v = ug, on obtient

T T

g(t—7)(Aus(x,7), 1} de = L (fus) (4.18)

T t
5| g et |

[|ug|2dt+(8(u),u')+J
0 0

0

D’autre part :

J gt — 1) (Aus (1), wl (1)) dr
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= Jt g(t — 1t)Aus (1), u{(t)dt

rt

=—| glt—1) n Vug(t).V(t)usdxdt

JO JQ
rt r
=— 1| glt—1) | Vu.(Vus(t) — Vus)dxdt
JO JQ
rt r
— | glt—1)| Vui(t)Vus(t)dxdr
JO JQ
—Jt (=2 [ (Vg 1) — Vag(x, 7)) dxdr
—09 24t J, U5 (X, U5 (X, X
—Jt (t—T)lij (Vus(x,t))*dxdT
1t d 1t d
=3 | st =g IVt = Fus(rllf v | gt sl
s ([ott=m 19w - vl e oo
“2at \J, ¢ e B (2"

_ _J g'(t—1) || Vus(t) — Vu(s(T)HZ(LZ(Q))n dt

t
1
2 2
2dt (L 9(0) Vus (VI )" ) 79 IVus Bl )
En remplacant (4.19) dans(4.18) on obtient :

T

;
L [ug® + [l ]dt+L [ugl*dt + (B(w),u)]dt

! 1 / \V/ 1 \V4 2
R SICER PO

0

t T
—J g(t)dr|[Vus(t ||( )" +(goVus) (t) = J(f(t),ué(t))

0

avec

(90)() = | alt =DV VDI, odr We ()"

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz

rT 1 1
(B(w),w) < <[P Wiy o) < <117
Jo P
et
T
udt=0 = HuHLz 0,TH)) < CHU«,HLZ(o,T;Hg)

Jo

u est borné dans LP(Q) quand 6 — 0
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Ce resultat avec I'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on aura

T T
5| T+ )t + | [Pt (B, e
0 0
T
L1
0

— [y 9()dT|Vus(t n( o) (90 Vi) (1)

1
(g o Vu—é) ( ) + zg(t) |’VU5(t)||?LZ(Q))n1

NI-—*

(4.22)

T
< [t T o |t + [0 o] ao

Maintenant, utilisant I'inégalité de Poincaré, et I'inégalité suivant :
2 2 2
t - V t n }\ t n
[us ()™ = 1 [[Vus( )H(LZ(Q)) + (4 A [fus( )H(LZ(Q))

= sl = Va0l -

on trouve
wumf—LQWMﬂWmuw@mmn
> (H_Jo g(T)dT) ||Vum(t)||2(Lz(Q))n (B)

>1
On a

<u—J g(T)dT) > 1,

0

Donc

(B) > 1Cp [[unm (1)

avec : Cp, : constante de Poincaré. Le deuxiéme membre de (4.22)), on appliquer I'inégalité de
Young avec ¢ =1 (comme le chapitre 3, Etape 2 voir (3.15)).

Alors, en particulier

t

L I 1 1 1 ,
6J (W5 g (OF + 51C, Hua(t)Her—J Ius(x,t)lde]dt——J (9" 0 Vus) (0)do + (g o Vug) (1)
0 2 2 PJa 2 Jo

(4.23)
T 1 t 2
< J{m, -Hg|+ |5|+ P, ]dt+ J|f \d0+zj}uﬂ®|dc
0 0

Mais
t
fel?(Q = J ]f(a)‘zda < Constant
0
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en déduit done, en particulier de (4.23) que :

T t
6J ()] < —|—J ‘ug(a)‘zdc (4.24)
0 0

D’aprés I'inégalité de Gronwall

lug (t)] < Constante (4.25)

d’ou résulte que

N
SJ [ I1? g (0 + s (1) |2} dt + (goun)(t) + J lus(x,0)|"do < Constante  (4.26)
0 Q

T T
SJ lus|[>dt < 6J 45 g (0] + Hué(t)Hz} dt+ (goun)(t) +J |us (x, G)]pdcr < Constante
0 0 o)

Donc

.
SJ lus|l?dt < Constante
0

4.5.2 Estimations a priori 11

En changer (4.17) v par :
T 1 T
v(t) :J u?g,(s)dt——J (T —s)us(s)ds (4.27)

Nous vérifions que

.
J vt)dt=0 WweV
0 (4.28)

Vi =us

En prenant en compte (4.27) dans (4.17)) on obtient

T

.
5J [(ug,ug) + (uf,us) + (Aug,ué)} dt +J

{(Ug>ué) + (ug, ug) | dt
0 0

t

T T
+J Huéu+j (B(uw,ug)dwj g(t — ) (Aus(x, 7), ul) drdt (4.29)
0 0 0

T
= J (f> us)dt
0

En utilisant la périodicité de us, uf € V on obtient

T T
J (uf, ug)dt = J (Aug, us)dt =0 (4.30)
0 0

Et
T

§
L (uf, us)dt = (Wj(T),us(T)) — (u5(0), us(0)) — L (15, ug)dt
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.
= —J hugl*dt (4.31)
0
Par (4.30) et (4.29) nous avons
.
J (ug,ug)dt‘ <C quand 6 — 0 (4.32)
0
Aussi, a partir de (4.21]) on obtient
T
J (B(ué)aué)dt‘ < 1B (us)ller o lluslirg) < €' (4.33)
0

En combinant (4.30)), (4.31)), (4.32)), ((4.33)) avec ((4.19) et (4.22)) on en déduit

.
J [ug|*dt < C (4.34)
0

4.5.3 Passage a la limite

En deuxiéme étape on a us borné dans L* (O, T; (H(])(Q) N LP(Q))n) , alors elle est bornée dans
L2 (0, T; H)(Q)).
Comme 1'espace L™ (O,T; H)(Q)N LP(Q)) est le dual de L' (O,T; H'(Q)N Lp’(Q)) ou et es-
pace L (O, T; LZ(Q)) est le dual de L! (O,T; LZ(Q)) ol p = S—i?, il existe une sous suite u,,
de u; telle que :

a(uy, e;) — a(u,e;) dans L=(0.T)

(1), €) — (u', ¢) dans L=(0.T)

(ug, ej) = %((u(w ej)) — (u”, ¢) dans D'(0.T)
(‘uu(t”puu(t), ej) — (‘u(t)‘pu(t), ej) dans L*(0.T) (4.35)

Pour 6 = p et j fixe, on voit que

.
J Kuﬁ(t),ej) + (u’(t),e]-> + (u(t),ej) + a(u,(t), &)
0

t T
+ J glt—m1) (Auu(’t), ej) dt + (qu(t)l"uu(t), ejﬂ dt = J

(f, ej>dt VIi<j<m (4.36)
0 0

Par passage a la limite dans les termes des équation (4.36|) dans D’ (par exemple), on a

"
J Ku”(t),ej) + (u’(t),ej) + (u(t),ej) + a(u(t), e)
0

t T
+J g(t—m) (Au(T),ej) dt + (X» ej)} dt :J (f, ej)dt vi<ji<m (4.37)

0 0
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Par conséquent

.
J [(u"(t),v) + (u’(t),v) + (u(t),v) + a(u(t),v)
0

Vv e (H(Q)NLP(Q))"
(4.38)
et donc

u”+u’+u—Lu+J gt—1)Au(t)dt+x ="*
0

D’ou lexistence de la solution =

4.5.4 Unicité de la solution

Théoréme 4.5.2 Sous les hypothéses de théoréeme d’existence, on considere deuz solutions w

et v du probleme alors uw = v,

Preuve. on soustrait 'équation (4.5)) correspondant a u et v et on Pose

W=u—v,
Veérifie :
t
W”+AW+J glt—t)AWdt+ B(u) —B(v) =0 (4.39)
0
W(X,O) = 0)
Vx € Q (4.40)
Wi(x,0) =0
W(x,t) =0, sur TI'x]0,T[ (4.41)

En notant 1 la séquence de régularisation un argument similaire de Brézis [3] on obtient
W x5 xMs = W15 x M (4.42)
Par conséquent, en utilisant (4.5.1), nous avons

W=d¢+W,: W, €V, et ¢ € L2(0, T, H)(Q))
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A partir de (4.42)) on obtient
Wismns xms = W xms = ¢+ 15 x5 (4.43)
Montre que

)
J (W, W 5ms %15 dt = 0
0

Quand
Td
J E(WN»W/*T]& *Ms)dt
0
T T
J (W W xms xm;)dt +J (W, W %15 xm;5)dt = 0 (4.44)
0 0
D
onc . : ; 4
J (W W xms xm;)dt = ZJ E(W,,W/*T]{, *M;s)dt = 0 (4.45)
0 0

W' et W' périodiques alors on a

T T

(W, W xn;5 *15)dt = J (AW, W' %15 x15)dt (4.46)

i
J (vv,vv’*m*m)dtzj
0

0 0

De (4.39) ; (4.45)) et (4.46) on obtien

B(u) — B(v) est majoré en valeur absolue par

(p+ 1)L sup (|[v|°, |u/®) dx (4.47)

D’aprés I'inégalité de Holder avec on remplace W/xns*ns par W, et comme u,v € L*® (O, T; (H?(Q))n)

Finalement

T T
J (B(u) —B(v)).W'| = Ho ([v[*v = [u["w).W'| < C W W

0

Un autre part
Nous montrons que

fg(t — 1) (AW(1), W(1)) dr

0

s’écrit comme la somme de la dérivée en temps d’une quantité plus un terme de dissipation

positive

Jt g(t—1) (AW(T),W'(t))dt = — Jt gt—n1) J VW' (t) - VW(T)dxdt

0 0 Q

1d T,
= Ea(goVVV)(’t)—z(g o VW) (t) —

1
+§9(t) IVW(O)][72(qpn

N —

3 ([ smmomweie. opar)
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Donc on obtient le systéme

t , 1 t
W) |2+ IW( ),2_%Jo(g o VWh) (T)dT—}—ZL s)[|[W(o)|Pdo

gjt (—|| W(o ||+—| W' (o )I) do (4.48)

0

d’aprés la condition de g’ est négative et d’apreés la définition de (g’ o VW) (o) on a
(g0 VWi) (o) <0
En particulier, de (4.48)), que
I+ Wk < [ (Sl + S wiol) as (4.49)

En particulier de on trouve

Wit =0 = u—v=0<&& u=v

D’ou 'unicité de la solution . m
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Conclusion

Le but de ce recherche est ’étude du probléme similaire aux probléme similaire télégraphe par
elliptic régularisation.

Nous avons commencé par un équation d’onde linéaire. On donne deux méthode pour résoudre
ce probléme :la méthode de séparation des variables , la méthode de caractéristique, et on a
modélisé le probléme pour trouvé la solution dans le programme Mathématica Wolfram. On
aussi utilise la Programme Matlab.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié I'existence, 'unicité d’un probléme hyperbolique
non linéaire gouvernée par le systeme de Lamé. Le quatriéme chapitre, nous avons étudié
I’existence, 'unicité d’un probléme similaire aux probléme similaire télégraphe Dans le chapitre

trois et quatre est basé par la méthode de régularisation pour étudie les deux problémes.
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Annexes

Description de I’équation d’onde :

Code Matlab

clear all;

close

cle

syms x

l=input(’donne 1’)

t=0.5;

for n=[1,2,3,4,10|
fplot(sin((n*pi/1)*x)*(cos((n*pi/1)*t)+sin((n*pi/1)*t)),[0 1])
pause(.1)

end

grid on
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Résultat sur Mathématica Wolfram
Résoudre le probléme dans D1 :

Code mathématica wolfram

nfil= weqn = D|u(x, t), (t, 2}] == D[u(x, t], (%, 2}];

bc = [ul@®, t] == 8, u/m, t] == 8};

ic = :u X, @) == w2 (m ),

Thae W, B| == E};

ic = :u X, B == x"2 (m X},

Thae W, B| == E};

dsol = DSolve| (wegn, bc, ic}, u, [x, t} . K1 = m)

asol x , t = ulx, t . dsol |1 . [m -» &) Activate

Table | Show
Plot | Table asol x, t m|), [(t, @, 4]} Evaluate, x, @, Pi},
Ticks -» False|, ImageSize ->» 158, m, 4]
Animate Plot ascl|x, £, (x, @, 7}, PlotRange -» [ -5, 5},
ImageSize -> Medium, PlotStyle -> Red|, t, @, 2 Pi},

SaveDefinitions -» True
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Résoudre le probléme dans D2 :

Code mathématica wolfram

n#l= eqn = Dlult, %, y], t, t] == ™2 Laplacian|u(t, *x, v], (%, ¥}
ics = {u(®, x, y| == Exp[-{{a x}™2 + (b x}"2}],
Derivative |1, @, @) (u| (8, x, y| == @};
bes = DirichletCondition|u(t, x, y| == @, True ;

pfun = ParametricNDSclveValue egn, ics, bes),

u, (t, @, 5}, [x, y} = Disk| |, [a, b, c}];

ifda = D/pfun a, 1, 1|, a] /. [a -:
ifda = D|pfun/1, b, 1], b] /. (b == 1};
ifdc = D pfun/1, 1, c|, c| | [ =3
Plot3D Evaluate| {pfun|/a, b, c| | T, x,

yl +« .5 (@, 1, -1} D pfunia, b, c| [T, %, ¥|, al} /. [a
i, b -1, ¢ =»> 1, t -» 3}|, [(x, y} = Disk| |,
PlotRange -> All, Boxed -> False, Axes -> False, Mesh -> 5,
PlotStyle -= [Automatic, Opacity @.3|, Opacity @.3
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Abstract

In this work, we solve the following :
The first part : We have studied the equation of linear waves as the problems
of vibrational waves that propagate in the flexible medium, where we have
studied the existence and unicity of the solution, and we have also modeled
it in the Mathematica program.
Second part : We have studied the nonlinear hyperbolic Problem, as well as
the existence and unicity of the solution.
The third part : we study the nonlinear hyperbolic problem governed by the
Lamé system with a viscoelastic term.
In this case, we have studied the existence and uncity of the solution.
Keywords : Wave equation, the viscoelastic system, regularization, relaxa-
tion function, Lamé operator.

Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié les problemes suivant :
La premiere partie : Nous avons étudié I’équation des ondes linéaires comme
les problemes des ondes de vibration qui se propagent dans le milieu flexible,
ou nous avons étudié l'existence et I'unité de la solution, et nous l’avons
également modélisée dans le programme Mathematica.
Deuxieme partie : Nous avons étudié le probléme hyperbolique non linéaire
, ainsi que 'existence et 'unité de la solution.
La troisieme partie : nous étudions le probleme hyperbolique non linéaire
gouvernée par le systeme de Lamé avec un terme viscoélastique.
Dans ce cas, nous avons étudié 'existence et 'unité de la solution.
Mots clés : Equation de onde, le systéme viscoélastique, régularisation, fonc-
tion de relaxation, opérateur de Lamé.



