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Notations

X m : masse

X l : longueur

X t : temps

X T : température

X f : force

X L :l'operateur de Lamé où : L = µ∆+ (λ+ µ)∇div.

X f, g : fonction

X divu la divergence de u

divu =

n∑
i=1

∂u

∂xi

X g : fonction de relaxion.

la fonction de relaxation g :

g : R+ → R+ est une fonction décroissante de classe C2 telle que : µ−

∫+∞
0

g(s)ds = l > 0

g(0) > 0

Il existe deux constantes k0 et k1 avec (k0, k1) ⊂ R2+ k0 ≤ g′(t) ≤ 0

0 ≤ g′′(t) ≤ k1

X ∆u(x) =

n∑
i=1

∂2u

∂x2
: Laplacien de u.

X ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ...., ∂u

∂xn

)
= gradu : le gradient de u .

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

X (., .)X : le produit scalaire de X

X ‖.‖X : la norme de X

X xn → x : la converge forte de la suite (xn) vers l'élément x dans X

X xn ⇀ x : la converge faible de la suite (xn) vers l'élément x dans X

X xn
?⇀ x : la converge faible étoile de la suite (xn) vers l'élément x dans X

X p.p : presque partout

1



Introduction

Les premières recherches sur le problème de vibrations d'un �l élastique ont été traitées par

d'Alembert (1717− 1793) et Euler (1707− 1783), a proposé le modiele suivant :

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

il a remarqué que les con�gurations du déplacement du �l sont données par :

u(x, t) = Φ(x+ ct) + Ψ(x− ct)

Dans ce travail, le problème principal etude d'un problème hyperbolique non linéaire gou-

vernée par le système de Lamé avec un terme viscoélastique la méthode régularisation .

Le travail est divisé de trois parties :

La première partie : en particulier, on peut citer les problèmes d'ondes linéaire que se propagent

dans un milieu élastique homogène Ω ⊆ Rn .

La duxiéme partie qu'étudier l'équation d'onde hyperpolique non linéaire avec gouvernée par

le système de Lamé.

La troisiéme partie qu'étudier du problème similaire aux problème similaire télégraphe.

En est passe par quatre chapitres.

Dans le premier, on donne des rappels d'analyse fonctionnelle utilises dans les trois autres

chapitres.

Dans le deuxième chapitre, je travaille sur la modélisation de l'équation des ondes linéaire pour

trouver l'équation suivent :

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

2
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Et on pose le problème suivant :

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
sur x ∈ [0, l]


Les condition aux limites

u(0, t) = 0, ∀t
u(l, t) = 0, ∀t
Les condition initiales

u(x, 0) = f(x)

∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

Et étudie l'existence, l'unicité par deux méthode la méthode de séparation des variables et la

méthode de caractéristique

Dans le chapitre trois on s'intéresse, hyperbolique non linéaire guvernée par le système de

Lamé

Et on pose le problème suivante :



∂2u

∂t2
− Lu+ |u|ρu = f sur Q = Ω×]0,+∞[ (I)

u(x, t) = 0, sur Σ = Γ×]0, T [ (II)

u(x, 0) = u0(x) sur Ω (III)

∂u

∂t
(x, t)|t=0 = u1(x), sur Ω (IV)

Où

ä ρ donné(on peut pourrait supposer seulement ρ > −1)

L est opérateur de Lamé, on note L = µ∆+ (λ+ µ)∇div.

On trouve que les problèmes généralisent qui est proposé par J.L Lions [4].

Dans le chapitre qutre on s'intéresse, etude du problème similaire aux problème similaire

télégraphe.

Et on pose le problème suivante :


∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
+ u− Lu︸︷︷︸

opérateur Lamé

+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ︸ ︷︷ ︸
terme viscoélastique

+ |u|ρu︸ ︷︷ ︸
terme non linéaire

= f(x, t) sur Q

(1)

3
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et véri�ant aussi les condition (4.1)

u(x, t) = 0, sur Σ = Γ×]0, T [

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

∂u

∂t
(x, t)|t=0 = u1(x), sur Ω

ä g la fonction de relaxation. On établit alors facilement par la méthode de régularisation, un

théorème d'existence et d'unicité.

On trouve que les problèmes généralisent qui est proposé par J.L Lions [4].

Dans ce travail on suivra le plan suivant :

Chapitre 01 : Dans ce chapitre, on introduit rappels et notations générales.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre, on donne deux method (séparation de variable et caractéris-

tique) pour d'étude le problème d'onde linéaire .

Chapitre 03 : Dans ce chapitre, on donne le méthode de Galerkin d'étude le problème hyper-

bolique non linéaire gouvernée par le système de Lamé.

Chapitre 04 : Dans ce chapitre, on donne la méthode de régularisation d'étude du problème

similaire aux problème similaire télégraphe

4



1 Rappels et notations générales

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques dé�nitions de base, des théories importantes et

des inégalités qui nous aideront et les utiliseront dans nos recherches. Nous avons puisé ces

concepts à partir de plusieurs références et sources :
(
[3] − [1] − [9] − [15],

)
Nous avons essayé

de les formuler séquentiellement pour que l'idée devienne claire :

1.1 Rappels d'analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans l'étude des équations aux dérivées

partielles. Leur compréhension est donc une étape nécessaire avant d'aborder les équations en

question. Nous reprenons dans cette section certains énoncés de H. Brezis [[3]] sur le sujet.

Pour une présentation plus complète des espaces de Sobolev .

Soit Ω est un ouvert borné régulier de Rn

L'espace L1(Ω) est l'ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel) intégrables

(pour la mesure de Lebesgue dx) sur Ω. On note :∣∣∣∣f ∣∣∣∣
L1(Ω)

=

∫
Ω

∣∣f ∣∣dx
On dé�nit ensuite pour tout 1 ≤ p <∞ l'espace :

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R, f mesurable et |f |

p ∈ L1(Ω)
}

que l'on munit de la norme :

Lp(Ω) =

( ∫
Ω

|f(x)|p dx

) 1
p

Lorsque p =∞, on a la dé�nition suivante :

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, f mesurable et ∃C ∈ R+, |f | ≤ C p.p}

dont la norme est :

‖f‖L∞(Ω) = inf {C, |f(x)| ≤ C p, p}

5



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

Pour tout 1 ≤ p <∞, on note p′ le conjugué de p, c'est á dire le réel p′ tel que :

1

p
+
1

p′
= 1

1.1.2 Espaces Lp(0, T, X)

Dans cette section, on présente brièvement quelques résultats utiles sur les espaces de fonctions

à valeurs dans un espace de Banach. Ici et dans toute la suite X désigne un espace de Banach

et T > 0. . On dé�nit les espaces suivants :

C
(
[0, T ];X

)
= {u : [0, T ] =⇒ X continue} ,

Lp(0, T, X) = {u : (0, T)→ X mesurable ;∃c > 0, ||u(t)||X < c p.p}

muni de la norme :

||u||L∞(0,T,X) = inf{c > 0, ||u(t)||X < c p.p}

Remarque 1.1.1 Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(0, T, X) est un espace de Banach et C
(
[0, T ];X

)
est dense dans Lp(0, T, X)

1.1.3 Espaces H1(Ω)

Dé�nition 1.1.2 Soit Ω un ouvert de Rn. L'espace de Sobolev H1(Ω) est dé�ni par :

H1(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω), tel que, ∀i ∈ {1, 2, ..., n} ,

∂v

∂xi
∈ L2(Ω)

}
où est la dérivée partielle faible de v au sens des distributions. Muni du produit scalaire :

< u, v >=

∫
Ω

(u(x)v(x) +∇u(x).∇v(x))dx (1.1)

et de la norme

‖u‖H1(Ω) =

( ∫
Ω

(|u(x)|2 + |∇u(x)|2)dx
) 1
2

l'espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.

1.1.4 Espaces H10(Ω)

Dé�nissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H1(Ω) et qui nous

sera très utile pour les problèmes avec conditions aux limites de Dirichlet.

6



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

Dé�nition 1.1.3 Soit C∞c l'espace des fonctions de classe C∞à support compact dans Ω. L'es-

pace de Sobolev H1
0(Ω) est dé�ni comme l'adhérence de C∞c dans H1(Ω).

On verra un peu plus loin que H1
0(Ω) est en fait le sous-espace de H1(Ω) constitué des fonctions

de trace nulle sur le bord ∂Ω.

Muni du produit scalaire (1.1) l'espace de Sobolev H1
0(Ω) est un espace de Hilbert.

1.1.5 Espaces Hm(Ω)

Dé�nition 1.1.4 Soit Ω un ouvert de Rn et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d'ordre m et on note Hm(Ω). L'ensemble :

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)Dαu ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nn, |α| ≤ m

}

Où

Dαu =
∂|α|u

∂xα11 . . . ∂x
αn
n

, désigne la dérivée d'ordre α au sens des distributions avec

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, |α| =
n∑
i=1

αi

1.1.6 Quelques propriétés des espaces Hm(Ω)

(i) On munit l'espace Hm(Ω) du produit scalaire :

(u, v)Hm =
∑

|α|≤m (Dαu, Dαv)L2 , ∀u, v ∈ Hm(Ω) La norme associée étant donnée par :

‖u‖Hm(Ω) :=
√

(u, u)Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

(Dαu)2 dx

 12 ,∀u ∈ Hm(Ω)

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(ii) Pour m = 0 on a H0(Ω) = L2(Ω) et pour tout m1 > m2, on a :

Hm1(Ω) ⊂ Hm2(Ω) avec injection continue.

(iii) Pour tout m ≥ 0,Hm(Ω) est un espace séparable. (iv) Pour tout m ≥ 0 , nous désignons

par Hm0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω) :

7



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

Hm0 (Ω) = D(Ω) dansHm(Ω)

et par H−m(Ω) le dual topologique de Hm0 (Ω) (v) Grâce aux applications traces, que nous allons

voir après, les espaces Hm0 (Ω) peuvent être dé�nis comme suit :

Hm0 (Ω) =

{
u ∈ Hm(Ω)/

∂ju

∂ηj
= 0, ∀j = 0, . . . ,m− 1

}

oú :
∂

∂η
est la dérivée normale de u suivant la normale extérieure à Γ = ∂Ω

∂u

∂η
(x) =

∂u

∂xi
(x)ηi, ∀x ∈ Γ

1.2 Topologie faible

Dé�nition 1.2.1 Soit E un espace normé et E′ sin dual topologique. On appelle topologie faible

sur E et que l`on note σ(E, E′), la topologie la moins �ne rendant continues toutes les formes

linéaires f ∈ E′. On peut recenser les ouverts qui doivent appartenir a la topologie faible de la

manière suivante :

Si f ∈ E′ et U ⊂ R un ouvert de R; il faut que f−1(U) soit un ouvert de σ(E, E′). Mais, comme

les intervalles ouvert forment une base de la topologie usuelle sur R, on voit que ceci revient a

dire que pour tout intervalle I et tout f ∈ E′, f−1(I) est dans σ(E, E′). On vient de montrer la

proposition suivante :

Proposition 1.2.2 La topologie σ(E, E′) est la moins �ne contenant touts les ensembles f−1(I)

pour tout f ∈ E′ et tout intervalle ouvert I de R.

Donnons une base de voisinage commode pour σ(E, E′).

Corollaire 1.2.3 Les ouverts de la forme ∩ki=1f−1i (Ii), où k ∈ N, fi ∈ E′ et Ii = 1, ...., k, sont

des intervalles ouverts quelconques de R forment une base de voisinages de σ(E, E′). Alors, les

ouverts de la forme :

U =

k⋂
i=1

f−1i (

∣∣∣∣f(x) − ε, f(x) + ε∣∣∣∣), k ∈ N, fi ∈ E′, ε > 0,

Forment une base de voisinages de x ∈ E.

8



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

Dé�nition 1.2.4 Si xn → x dans σ(E, E′), On dit que xn converge faiblement vers x dans E.

on notera :

x⇀ xn ⇔ f(x)→ f(xn) ∀f ∈ E′

.

Preuve.
(
voir H. Brezis [3]

)
.

1.3 Topologie faible étoile

Soit E un espace de Banach, E′ son dual (muni de la norme ‖f‖E′ = sup
x∈E,
‖x‖≤1

|< f, x >| ,

E′ dual topologique muni de la norme :

||ξ||E′′ = sup
f∈E′,

||f||E′≤1

|ξ(f)|

On a une injection canonique J : E −→ E′. En e�et, tout élément x ∈ E dé�nit un élément

Jx ∈ E′′ par :

Jx(f) = f(x)

Jx est bien une forme linéaire continue sur E′ puisque :

|Jx(f)| = |f(x)| ≤ ||x||E||f||E′ .

En fait ||Jx||E′′ = ||x||E car :

||Jx||E′′ = sup
||f||≤1

|Jx(f)| = sup
||f||≤1

|f(x)| = ||x||E

On adonc J(E) ⊂ E′′. Cela va nous permettre de dé�nir une nouvelle topologie sur E′.

Dé�nition 1.3.1 La topologie faible étoile, notée par
?⇀. σ(E, E′) est la topologie la mois �ne

rendant continues les formes linéaires f→ f(x), pour tout x ∈ E. On a la base de voisinages de

f0 ∈ E′ pour la topologie faible.

U = {f ∈ E′, ‖ < f− f0, xi > ‖ < ε, i = 1, ....n, xi ∈ E, n ∈ N} .

Proposition 1.3.2 Soit E un espace de Banach, si
(
fn
)
est une suite de E′, alors fn converge

vers f pour la topologie faible si et seulement si fn(x)→ f(x), pour tout x ∈ E

9
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1.4 Espaces ré�exifs, espaces séparables

1.4.1 Espaces ré�exifs

Dé�nition 1.4.1 Soit E un espace de Banach, et soit j l'injection canonique de E dans E′′.

On dit que E est ré�exif si J(E) = E′′

On donne le résultat

Théorème 1.4.2 Soit E un espace de Banach ré�exif ; alors toute suite bornée dans

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

1.4.2 Espaces séparables

Dé�nition 1.4.3 On dit qu'un espace métrique est séparable sil existe un sous-ensemble

D ⊂ E dénombrable et dense.

Proposition 1.4.4 Soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-ensemble de E .

Alors F est séparable.

Preuve. Soit (un) une suite dénombrable dense dans E. Soit (rm) une suite de

réels positifs avec rm → 0.On choisit (arbitrairement) am,n ∈ B (un, rm)∩F lorsque cet ensemble

est non vide. Il est clair que la suite (am,n) constitue un ensemble dénombrable dense dans F.

Corollaire 1.4.5 Soit E un espace de Banach.

Alors (E ré�exif et séparable) ⇔ E′ (ré�exif et séparable)

Preuve. Voir H. Brezis [3] (le démonstration de Corollaire III.24, page 48 )

1.5 Opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Dé�nition 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur linéaire continue T de H

dans H est dit compact s ′il transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement com-

pact.

Proposition 1.5.2 Un opérateur linéaire et compact si et seulement s'il transforme toute

suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous suite fortement conver-

gente.

10
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Remarque 1.5.3 Le résultat de la proposition (1.5.2) peut remplacer la dé�nition précé-dente

Théorème 1.5.4 On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soit T un opéra-

teur auto adjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de

T.

Preuve. Voir H. Brezis [3] (Théorème VI.11, page 97)

Proposition 1.5.5 Tout opérateur symétrique T dé�ni sur un espace de Hilbert H, 
a

valeurs dans ce même espace H est un opérateur borné et auto adjoint.

Preuve. Voir K. Yosida [16] (Proposition VIII.3.2, page).

Lemme 1.5.6 (cf. Lions [8] page 12) Soit O un ouvert borné de Rnx × Rt, si gµ ∈ Lq(O)

et g ∈ Lq(O) avec (1 < q <∞) telles que :{
‖gµ‖Lq(O) ≤ C
gµ → g p.p dans O

Alors :

gµ
Lq(O)⇀ g , (converge faible dans Lq(O))

Preuve. (voir cf.Lions[8] lemme (1.3)page 13) )

1.6 Quelques inégalités important

1.6.1 Inégalité de Holder généralisée

Soit 1 ≤ q, p ≤∞ et soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec :

1

p
+
1

q
=
1

r

Alors, le produit fg ∈ Lr(Ω) et l'on a :( ∫
Ω

∣∣fg∣∣rdx) 1
r

︸ ︷︷ ︸∣∣∣∣fg∣∣∣∣
Lr(Ω)

≤
( ∫

Ω

∣∣f∣∣pdx) 1
p

︸ ︷︷ ︸∣∣∣∣f∣∣∣∣
Lp(Ω)

( ∫
Ω

∣∣g∣∣qdx) 1
q

︸ ︷︷ ︸∣∣∣∣g∣∣∣∣
Lq(Ω)

Lemme 1.6.1 Soit f1, f2, ...., fk
(
k fonctions

)
avec fi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k et :

1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ .....+

1

pk︸ ︷︷ ︸
k∑
i=1

1

pi

≤ 1,

11
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Alors le produit f1f2....fk
(
=

k∏
i=1

fi
)
∈ Lp(Ω) et

∣∣∣∣f1f2....fk∣∣∣∣Lp(Ω)
≤
∣∣∣∣f1∣∣∣∣Lp1 (Ω)

.....
∣∣∣∣fk∣∣∣∣Lpk (Ω)

1.6.2 Inégalité d'interpolation

soit f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ q ≤∞, alors f ∈ Lr(Ω) pour tout r ∈ [p, q] et

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖
α
Lp(Ω) ‖f‖

1−α
Lq(Ω)

où
1

r
=
α

p
+
1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1)

1.6.3 Inégalité de Young

Soit p,q deux réels véri�ant 1
p
+ 1

q
= 1. Alors :

∀(a, b) ∈ R2+, ∀ε > 0, ab ≤ ε
2
ap +

1

2ε
bq.

1.6.4 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un domaine borné de Rn . Soit p un réel supérieur ou égal à 1 ; alors il existe une

constante positive C telle que

∀u ∈W1,p
0 (Ω), ‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) .

Corollaire 1.6.2 Soit Ω un ouvert de Rn borné dans au moins une direction de l'espace. Alors

la semi-norme :

‖v‖H1
0(Ω) =

( ∫
Ω

∣∣∇v(x)∣∣2dx) 1
2

est un norme sur H1
0(Ω) équivalente à la norme usuelle induit par celle de H1(Ω)

Théorème 1.6.3 ((Théorème de la trace)) Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1,

ou bien Ω = Rn+. On dé�nit l'application trace γ0 par :

H1(Ω) ∩ C(Ω) −→ L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)

v −→ γ0(v) = v
∣∣
∂Ω

12
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Cette application γse prolonge par continuité en une application linéaire continue telle que,

pour toute fonction v ∈ H1(Ω). On a

‖v‖L2(∂Ω) ≤ C ‖v‖H1(Ω)

1.6.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel. (u, v) est produit scalaire sur H . Alors

|(u, v)| ≤ (u, u)1/2(v, v)1/2.

1.6.6 Inégalité d'inclusion

Théorème 1.6.4 Supposons que Ω ⊂Rn est un ouvert avec
∣∣Ω∣∣ = ∫

Ω
dx = 1. Alors

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p ≤ q <∞
il existe une constante C

(
dans notre cas, C =

∣∣Ω∣∣ 1p− 1q ) telle que

‖f‖Lp(Ω) ≤ C ‖f‖Lq(Ω) ∀f ∈ Lq(Ω)

1.7 Formule de Green

Rappelons qu'un ouvert borné Ω de Rn et de frontière Γ est dit de classe Ck si Γ est une variété

de dimension n-1 est de classe Ck

Théorème 1.7.1 (formule de green) Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn (par exemple

Ωde classe Cl avec Γ borné ) ; alors pour tout u, v ∈ H1(Ω) on a la formule de Green :∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ηi(x)dΓ, i = 1, ..., n

ηi est le i ème cosinus directeur de la normale n sortante.

Preuve. On pourra consulter Raviart et Thomas [12] (Théorème 1.4.5, page 27). Cette

formule est une " intégration par partie généralisée ". Sont importance est extrême par la suite.

Comme conséquence de ce théorème, on a :

13
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Corollaire 1.7.2 Si u, v ∈ H1(Ω) et si ∆u ∈ L2(Ω), alors :∫
∆u(x)v(x)dx = −

∫
Ω

∇u(x).∇v(x)dx+
∫
∂Ω

∂u

∂η
(x)v(x)dΓ

Où

∇u =

(
∂u

∂xi

)
1≤i≤n

est le vecteur gradient de u

et
∂u

∂η
= ∇u · η

Finalement, on rappelle certains lemmes et concepts utilisé souvent dans la démons- tration

de l'existence et de l'unicité de la solution.

Lemme 1.7.3 (Gronwall) Soient y ∈ L∞(]0; T [) et x ∈ L1(]0; T [) deux fonctions

positives et y0 une constante positive, telles que :

pour presque tout t ∈]0, T [

y(t) 6 y0 +
∫ t
0

x(s)y(s)ds

Alors, on a : pour presque tout t ∈]0, T [

y(t) 6 y0 exp

(∫ t
0

x(s)ds

)
Preuve. La démonstration est détaillée dans le livre de J. P. Demailly [4]

1.8 Dé�nitions de l'opérateur a

Dé�nition 1.8.1 On dit que l'opérateur a, dé�nit de V dans V′, est

1)a est borné s'il existe C > 0 tel que :

‖a(u)‖V′ ≤ C‖u‖v, ∀u ∈ V

2)a est Coercive s'll existe α > 0 tel que :

(a(u), u) ≥ α‖u‖pV,∀u ∈ V, α > 0, 1 < p <∞
où bien

(a(u), u)

‖u‖V
−→ +∞, quand ‖u‖v −→ +∞

14
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3) Monotone de V dans V′ sil véri�e :

∀u, v ∈ V : (a(u) − a(v), u− v)v′,v ≥ 0

4) Hémicontinu de V dans V′ s'il véri�e la propriété suivante :

∀u, v,w ∈ V la fonction λ→ (a(u+ λv), w)V′,v est continue de R dans R .

Remarque 1.8.2 La monotonie généralise la notion de fonction croissante de R dans R

15



2 Equation d'onde linéaire

2.1 Description de l'équation d'onde

On considère une corde inextensible, de masse linéique ρ tendue horizontalement avec une force

constante F .

A l'équilibre, la corde est horizontale.

On supposera dans la suite que la pesanteur n'intervient pas (sinon, la forme de la corde serait

une chainette).

On se propose d'étudier les petits mouvements au voisinage de cet équilibre, avec le modèle

suivant :

X L'élément de corde situé au point de coordonnées (x, 0) à l'équilibre se trouve au point de

coordonnées (x, y(x, t)) hors équilibre ; autrement dit, on néglige son déplacement le long de

(Ox).

X L'angle α(x, t) que fait la tangente à la corde au point d'abscisse x à l'instant t est un

in�niment petit (cosα ≈ 1, sinα ≈ α et tanα ≈ α.

X Si on considère une coupure �ctive au point d'abscisse x, l'action exercée par la partie gauche

de la corde sur la partie droite se réduit à une force tangente à la corde notée
−→
T g(x, t).

De même, l'action exercée par la partie droite sur la partie gauche se réduit à une force
−→
T d(x, t).

D'après le principe des actions réciproques,
−→
T d(x, t) = −

−→
T g(x, t).

16
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Figure 2.1 : Etablissement de l'équation d'onde

Le théorème du CI appliqué à un élément de corde situé entre les abscisses x et x + dx

donne :

ρdx
∂2y

∂t2
−→u y =

−→
T g(x, t) +

−→
T d(x+ dx, t) = −

−→
T d(x, t) +

−→
T d(x+ dx, t)

En projection, et en notant T = ||
−→
T d|| :

0 = −T(x, t) cosα(x, t) + T(x+ dx, t) cosα(x+ dx, t) (1)

ρdx
∂2y

∂t2
= −T(x, t) sinα(x, t) + T(x+ dx, t) sinα(x+ dx, t) (2)

Si on se limite à l'ordre 1, l'équation (1) donne :

T(x+ dx) = T(x) = cste = F

L'équation (2) se réécrit :

ρdx
∂2y

∂t2
= −Fα(x, t) + Fα(x+ dx, t) = F

∂α

∂x
dx

Or

tanα ≈ ∂y
∂x
≈ α

D'où :

ρdx
∂2y

∂t2
= Fρdx

∂2y

∂x2

17
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soit

ρdx
∂2y

∂x2
−
1

c2
ρdx

∂2y

∂t2
= 0

avec

c =

√
F

ρ

On retrouve là encore l'équation d'ondes de d'Alembert.

Dans le cas de la corde, l'onde est dite transversale (le déplacement a lieu selon Oy).

2.1.1 Résolution par la méthode de séparation des variables

1. Séparation des variables :

On pose l'équation de la corde vibrante dans le problème P̂ suivant :



∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
sur x ∈ [0, l]


Les condition aux limites

u(0, t) = 0, ∀t
u(l, t) = 0, ∀t
Les condition initiales

u(x, 0) = f(x)

∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

On pose que la solution u(x, t) écrit comme le produit de deux fonction à variables

séparées :

u(x, t) = v(x).w(t)

Alors

∂u

∂x
=
∂v

∂x
.w(t) =⇒ ∂2u

∂x2
=

(
∂v

∂x

)
∂x

.w(t) = vxx.w(t) (2.1)

∂u

∂t
= v(x).

∂w

∂t
=⇒ ∂2u

∂t2
= v(x).

(
∂w

∂t

)
∂t

= v(x).wtt (2.2)

On remplace l'équation (2.1) et l'équation (2.2) dans le problème (P̂) on trouve :

∂2u

∂x2
=
1

c2
∂2u

∂t2
⇐⇒ vxx.w(t) =

1

c2
v.wtt ⇐⇒ vxx

v
=
1

c2
wtt

w

18
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Comme il s'agit de deux variables x et t qui sont indépendantes, les expressions dans

chaque membre de droite et de gauche ne peuvent être en tous temps égaux que seilles

sont égales à un constant arbitraire k :

1

c2
wtt

w
=
vxx

v
= k

On obtient deux équation séparées .ces équations sont des équations di�érentielles ordi-

naires du second ordre.

vxx − kv = 0

wtt − c
2kw = 0

2. On détermine v(x) :

vxx − kv = 0

Si k = 0 alors
v(x) = ax+ b (∗)

Si k > 0
v(x) = c1e

√
kx + c2e

−
√
kx (∗∗)

Si k < 0
v(x) = A cos(

√
kx) + B sin(

√
kx) (∗ ∗ ∗)

Véri�er les conditions aux limites :

On remplace la solution (*) dans les conditions aux limites u(0, t) = v(0).w(t), ∀t

u(l, t) = v(l).w(t) = 0, ∀t
=⇒

 v(0) = 0

v(l) = 0

On démontrer que les deux premier formes ne peuvent exister puisque v(0) = a(0) + b =⇒ b = 0

v(l) = a(l) + 0 =⇒ a = 0
=⇒ v(x) = 0∀x =⇒ u(x, t) = 0 ∀x

On remplace la solution (**) dans les conditions aux limites{
v(0) = v(x) = c1e

√
kx + c2e

−
√
kx = 0 =⇒ c1 + c2 = 0

ensuite v(l) = c1e
√
k.l + c2e

−
√
k.l = 0 =⇒ c1 = 0

=⇒
 c1 = c2 = 0 =⇒ v(x) = 0 ∀x

v(l) = 0

Il reste alors que (***) .on remplace (***) dans les conditions aux limites

v(0) = A cos(
√
k.0) + B sin(

√
k.0) = 0 =⇒ A = 0

Ensuite v(l) = 0. cos(
√
k.l) + B sin(

√
k.l) = 0 =⇒ {

B = 0

sin(
√
kl) = 0

On choisit B 6= 0 =⇒ sin(
√
kl) = 0
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Alors
√
kl = nπ =⇒ √

k = nπ
l

Donc la forme de solution de v(x) est :

vn(x) = sin(
nπ

l
x), n ∈ N

3. Conséquence sur la fonction temporelle w(t) :

wtt − c
2kw = 0

pour c2k = 0 alors
w(t) = at+ b (1)

pour c2k > 0
w(t) = c1e

√
kt + c2e

−
√
kt (2)

pour c2k < 0
w(t) = A cos(

√
kt) + B sin(

√
kt) (3)

De la même manière pour les solutions vn(x) Or seule la solution (3) à est retenir puisqu'on

avait déjà restreint :

K = −
(nπ
l

)
= i2

(nπ
l

)2
< 0

On multiplions par c2 on trouve

c2K = −c2
(nπ
l

)
< 0

Puisque c la constante physique de propagation, ne peut être imaginaire. En conséquence,

nous avons également ensemble de solutions pour w(t)

w(t) = An cos(
cnπ

l
t) + Bn sin(

cnπ

l
t) ∀n ∈ N

On déduit qu'il ya l'ensemble de solution dans la forme générale :

un(x, t) = vn(x).wn(x)

un(x, t) = sin(
nπ

l
x).

(
An cos(

cnπ

l
t) + Bn sin(

cnπ

l
t)

)
Avec 

An =
2

l

∫ l
0

f(x) sin(
nπx

l
)dx

Bn =
2

cnπ

∫ l
0

g(x) sin(
nπx

l
)dx

Interprétation

Pour chaque x �xé le mode sin(nπ
l
x)(An cos(ncπl t) + Bn sin(ncπl t)) est juste un temps

constant cos(ncπ
l
t) plus un temps constant sin(ncπ

l
t), lorsque t augmente d'une seconde
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n=1 n=2

n=3 n=4

n=10

Figure 2.2 : Le changement de solution un(x, t) en termes de changement de n

21



CHAPITRE 2. EQUATION D'ONDE LINÉAIRE

l'argument ncπ
l
t des deux cos(ncπ

l
t) et sin(ncπ

l
t) augmente de ncπ

l
, lequel est nc

2l
cycles (c'est

-à-dire périodes). Donc, le fondamental oscille à c
2l
le premier harmonique oscille à 2 c

2l
t

la deuxième harmonique oscille à 3 c
2l
Le troisième harmonique oscille à 4 c

2l
Le quatrième

harmonique oscille à 5 c
2l
...etc. Neuvième harmonique oscille à 10 c

2l
etc. Si la chaîne a une

densité ρ, tension F et c =
√

T
ρ0

4. Solution complète de problème P̂

Soit un(x, t) = vn(x).wn(x) = sin(nπ
l
x).

(
An cos( cnπl t) + Bn sin(

cnπ
l
t)

)
Alors on a les

propriétés suivant

X Chaque valeur de n conduit à un mode de vibration

X fonction un(x, t) est appelait une fonction propre, et chaque angle αn = nπc
l

est

appelé une valeur propre

XLa solution générale est une combinaison linéaire de tout les forme solution :

ug(x, t) =

∞∑
n=1

un(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos(

cnπ

l
t) + Bn sin(

cnπ

l
t)

)
sin(

nπ

l
x).

La solution générale est un produit scalaire d'une série de Fourier d'une fonction tempo-

relle pour une série de Fourier en x

5. Détermination des coe�cients de Fourier An et Bn

On a :

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

(
An cos(

cnπ

l
0) + Bn sin(

cnπ

l
0)

)
sin(

nπ

l
x)

Après calculer

f(x) =

∞∑
n=1

(
An

)
sin(

nπ

l
x)

Nous permettons de calculer les coe�cients An selon les formes connues d'Euler pour les

fonction périodiques p = 2l :

An =
1

l

∫+l
−l

f(x) sin
nπ

l
xdx =

2

l

∫ l
0

f(x) sin
nπ

l
xdx

, Avec f(x)sinnπ
l
x une fonction paire.

Par introductions de la 2ème condition initiale
∂u(x, t)

∂t
|t=0 = g(x) :

∂u(x, t)

∂t
|t=0 =

[ ∞∑
n=1

(
−
Ancnπ

l
sin
cnπ

l
t+

Bncnπ

l
cos

cnπ

l
t
)
sin
cnπ

l
x

]
|t=0 = g(x)

Donc

g(x) =

∞∑
n=1

(
Bncnπ

l
sin
nπ

l
x

)
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Il s'agit, une fois encore, de calculer les coe�cients Bn selon les formules d'Euler pour les

fonction périodiques p = 2l :

Bncnπ

l
=
1

l

∫+l
−l

g(x) sin
nπ

l
xdx

=
2

l

∫ l
0

g(x) sin
nπ

l
xdx =⇒ Bn =

2

cnπ

∫+l
0

f(x) sin
nπ

l
xdx

Avec g(x) une fonction impaire.

Donc la solution générale est :

ug(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l
0

f(x) sin
nπ

l
xdx. cos

cnπ

l
t+

2

cnπ

∫+l
0

g(x) sin
nπ

l
xdx. sin

cnπ

l

)
sin
nπ

l
x

2.1.2 Résolution par la méthode de caractéristique

On pose l'équation d'onde pour u(x, t) :

c2
∂2u

∂x2
−
∂2u

∂t2
= 0 (2.3)

On considère le problème de Cauchy en domaine ouvert avec les conditions initiales :
u(x, 0) = f(x)

∂u

∂x
(x, 0) = g(x)

En utilise le changement de variables ϕ = x+ ct et ψ = x− ct.

L'équation d'onde se transforme en :
∂2u

∂ϕ∂ψ
= 0

En e�et :
∂u

∂t
=
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂t
+
∂u

∂ψ

∂ψ

∂t
= c

(
∂u

∂ϕ
−
∂u

∂ψ

)

∂2u

∂t2
= c

[∂(∂u
∂ϕ

−
∂u

∂ψ

)
∂ϕ

∂ϕ

∂t
+

∂
(∂u
∂ϕ

−
∂u

∂ψ

)
∂ψ

∂ψ

∂t

]
(2.4)

= c2
(
∂2u

∂ϕ2
− 2

∂2u

∂ϕ∂ψ
+
∂2u

∂ψ2

)
∂u

∂x
=
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x
+
∂u

∂ψ

∂ψ

∂x
=
∂u

∂ϕ
+
∂u

∂ψ

∂2u

∂x2
= c

[∂(∂u
∂ϕ

+
∂u

∂ψ

)
∂ϕ

∂ϕ

∂x
+

∂
(∂u
∂ϕ

−
∂u

∂ψ

)
∂ψ

∂ψ

∂x

]
(2.5)
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=
∂2u

∂ϕ2
+ 2

∂2u

∂ϕ∂ψ
+
∂2u

∂ψ2

On remplace (2.4) et (2.5) dans (2.3), on trouve :

4c2
∂2u

∂ϕ∂ψ
= 0 =⇒ ∂2u

∂ϕ∂ψ
= 0

D'autre manière :
∂

∂ϕ

(∂u
∂ψ

)
= 0

On a :
∂u

∂n
= G′(n)

En intégrant maintenant par rapport à ψ avec ϕ �xe,on obtient :

u(x, t) = G(ψ) + F(ϕ)

Ou

u(x, t) = G(x− ct) + F(x+ ct)

Calculer maintenant :
∂u

∂t
=
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂t
+
∂u

∂ψ

∂ψ

∂t
= F′(ϕ) −G′(ψ)

En t = 0, en soit que u(x, 0) = f(x) et
∂u

∂x
(x, 0) = g(x), on l'exprime en fonction des résultats

précédents

F(x) +G(x) = f(x)

F′(x) −G′(x) = −
g(x)

c

On résoudre pour G′ et F′ comme suite :

G′ =
1

2

(
f′(x) +

g(x)

c

)
Et

F′(x) =
1

2

(
f′(x) +

g(x)

2c

)
En intégrant, on trouve :

G(x) =
1

2
f(x) +

1

2c

∫ x
0

g′(x′)dx′ + C

Et

F(x) =
1

2
f(x) −

1

2c

∫ x
0

g′(x′)dx′ − C
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On a donc :

u(x, t) = G(x− ct) − F(x− ct)

=
(f(x− ct) + f(x+ ct)

2
−
1

2c

[ ∫ x−ct
0

g(x′)dx′ −

∫ x+ct
0

g(x′)dx′
]

=
(f(x− ct) + f(x+ ct)

2
+
1

2c

∫ x−ct
x−ct

g(x′)dx′
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2.2 Résultat sur Mathématica Wolfram

2.2.1 Résoudre le problème dans D1

Dans cette partie, nous représentons les résultats numérique dans le programme
Mathématica Wolfram, et nous avons également crée un code pour l'onde élastique

le résultat de D1 sur Mathématica Wolfram

Figure 2.3 : La solution laquelle converge la solution de l'équation d'onde

Figure 2.4 : Représentation du changement de solution de l'équation d'onde

l'instant t = 0.10s l'instant t = 0.19s l'instant t = 2.0s

l'instant t = 2.10s l'instant t = 2.17s l'instant t = 2.21s
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l'instant t = 3.10s l'instant t = 2.26s l'instant t = 2.29s

l'instant t = 3.19s

Figure 2.5 : Représentation la forme d'ondes dans D1 sur le programme Séquentiellement

2.2.2 Résoudre le problème dans D2

Dans la deuxième partie, nous représenterons l'équation d'onde en dimension 2 sur le
programme Mathémathica Wolfram

le résultat de D2 sur Mathématica Wolfram

Figure 2.6 : Représentation la forme d'ondes dans D2 sur le programme
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3 Etude du problème hyperbolique non li-

néaire gouvernée par le système de Lamé

3.1 proposition de problème

On désigne par Ω un ouvert de Rn avec Γ sa frontière de Ω, on supposera que Γ est assez

régulière. On désigne par Q le cylindre de Rnx × Rt : Q = Ω× ]0, T [ ,T �ni

et par Σ la frontière latérale de Q : Σ = Γ × ]0, T [

On considérions le problème P suivant :



∂2u

∂t2
− Lu+ |u|ρu = f sur Q = Ω×]0,+∞[ (I)

u(x, t) = 0, sur Σ = Γ×]0, T [ (II)

u(x, 0) = u0(x) sur Ω (III)

∂u

∂t
(x, t)|t=0 = u1(x), sur Ω (IV)

Où

ä ρ donné(on peut pourrait supposer seulement ρ > −1)

ä f est donnée

ä L est opérateur de Lamé, on note L = µ∆+ (λ+ µ)∇div.

L'équation (II) est la condition aux limites de Dirichlet.

Les équation (III) et (IV) traduisant l'étant initiale du système (déplacement initial U0(x) et

la vitesse initiale v0(x) supposons que Ω de classe C∞ avec Γ borné.

3.2 L'existence et l'unicite de solution

3.2.1 Formulation variationnelle

A �n de trouver la formule variationnelle de problème de P ,on va faire ce que suit :

Multiplions (I) par une fonction v ∈ (H10(Ω)∩ Lp(Ω))n où p = ρ+ 2, et intégrons sur Ω, après
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en utilisant la formule de Green

(
∂2u

∂t2
, v

)
+ a(u, v) + (|u|p−2u, v) = f ∀ v ∈ (H10(Ω) ∩ Lp(Ω))n

telle que a(., .) est une forme bilinéaire dé�nie comme suit :

a(u, v) = λ

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+ (λ+ µ)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
. (3.1)

3.2.2 L'existence de solution

Les technique qu'on utilisera seront celles de la méthode de compacité et la méthode de Faedo-

Galerkin

Théorème 3.2.1 [8] On suppose que Ω est un ouvert borné avec les hypothèses

f ∈ L2(Q) (3.2)

u0 ∈
(
H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)
(3.3)

u1 ∈ L2(Ω) (3.4)

Il existe alors une fonction u véri�ant :

u ∈ L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)
))
, p = ρ+ 2 (3.5)

∂u

∂t
∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)

)
(3.6)

∂u2

∂t2
− Lu+ |u|ρu = f dans Q (3.7)

u(x, t) = 0, sur Σ (3.8)

u(t, 0) = u0 (3.9)
∂u

∂t
(0, x) = u1 (3.10)

cette solution est existe sous condition sur ρ

ρ ≤ 2

n− 2

(
ρ �ni quelconque si n = 2

)
Preuve. :

La plan de démonstration est la suit :

1- On construit des solution �approchée� par la méthode de Faedo-Galerkin ;

2- On établit, sur ces solution approchées, des estimation a priori ;
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3- On passe à la limite, grâce des propriétés de compacité (pour passer á la limite dans

les termes non linéaires).

Etape 1 : Solution approchée

Pour simpli�er l'écriture, on posera :

v ′ =
∂v

∂t
; v" =

∂v2

∂t2
, ..., etc.

Un autre façon on a l'espace V=(H10(Ω) ∩ Lp(Ω))est séparable

On introduit une suite w1, w2, ..., wm, ... de fonctions ayant les propriétés suivants :


wi ∈ V, ∀i,

∀m w1, w2, ...., wm sont linéaires indépendants;

les combinaisons linéaires �nies des wi sont denses dansV

Une telle suite existe d'après le lemme(1,1)

On cherche alors um = um(t) solution " approchée" du problème, s'écrit sous la forme :

um(t) =

m∑
i=1

gimwi ;

les gim étant á déterminer par les conditions suivant :

(u ′′m(t), wj) + a(um(t), wj) + (|um(t)|
ρum(t), wj) = (f(t), wj) , 1 ≤ j ≤ m (3.11)

Avec les conditions initiales :
um(0) = u0m , u0m =

m∑
i=1

αimwi → u0 dans V lorsque m→∞
u ′m(0) = u1m , u1m =

m∑
i=1

βimwi → u1 dans L
2(Ω) lorsque m→∞ (3.12)

D'après les résultats généraux sur les système d'équations di�érentielles on est assuré de l'exis-

tence d'une solution de ((3.11), (3.12)) (noter que det(wi, wj) 6= 0 grace â linéaire indépen-

dance de w1, ...., w1),dans un intervalle [0, tm]; les estimations a priori qui suivent montreront

que tm = T ∀m ∈ N∗

Etape 2 : Estimation á priori
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On multiplions l'équation (3.11) par g ′jm(t) et on somme sur j, on trouve :

(u ′′m(t), u
′
m(t)) + a(um(t), u

′
m(t)) + (|um(t)|

ρum(t), u
′
m(t)) =

(
f(t), u ′m(t)

)
(3.13)

Alors

1

2

d

dt

[
|u ′m(t)|

2 + a(um(t), um(t))

]
+
1

p

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|
pdx =

(
f(t), u ′m(t)

)
En e�et

1

2

(∣∣u ′m(t)∣∣2+∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣2)+1p∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣pLp(Ω)
≤ 1
2

(∣∣u1m∣∣2+∣∣∣∣u0m∣∣∣∣2)+1
p

∣∣∣∣um(0)∣∣∣∣pLp(Ω)
+

∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣u ′m(σ)∣∣dσ
D'après((3.12), (3.13))le deuxième ≤ C+

∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣dσ︸ ︷︷ ︸
ψ

(3.14)

(
les C désignent des constantes diverses indépendant de m

)
Pour ψ =

∫t
0

∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣dσ, on applique l'inégalité de Young (1.6.3) suivant :

On prend a =
∣∣f(σ)∣∣ et b =

∣∣u ′m(σ)∣∣ avec ε = 1 > 0 on trouve :(∣∣f(σ)∣∣− ∣∣u ′m(σ)∣∣)2 = ∣∣f(σ)∣∣2 + ∣∣u ′m(σ)∣∣2 − 2∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣ (
∗
)

Un autre part

0 ≤
(∣∣f(σ)∣∣− ∣∣u ′m(σ)∣∣)2 (

∗ ∗
)

Alors par
(
∗
)
et
(
∗ ∗
)

2
∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣ ≤ ∣∣f(σ)∣∣2 + ∣∣u ′m(σ)∣∣2

On multiplions par 2 ∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣ ≤ 12∣∣f(σ)∣∣2 + 1

2

∣∣u ′m(σ)∣∣2
On intégrons sur l'intervalle [0.t] on a la suite :∫ t

0

∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′m(σ)∣∣dσ ≤ 12
∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣2dσ+
1

2

∫ t
0

∣∣u ′m(σ)∣∣2dσ (3.15)

Donc on remplace
(
3.14

)
et
(
3.15

)
dans

(
3.13

)
on trouve :

1

2

(∣∣u ′m(t)∣∣2 + ∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣2)+
1

p

∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣pLp(Ω)
≤ C+

1

2

∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣2dσ+
1

2

∫ t
0

∣∣u ′m(σ)∣∣2dσ (3.16)

D'après
(
3.2
)
on a f ∈ L2(Q), c'est-á- dire
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∫t
0

∣∣f(σ)∣∣2dσ ≤ C1
On déduire donc, en particulier de

(
3.16

)
on a :

∣∣u ′m(t)∣∣2 ≤ (2C+ C1
)︸ ︷︷ ︸

C2

+

∫ t
0

∣∣u ′m(σ)∣∣2dσ
≤ C2 + C3︸ ︷︷ ︸

C4

, oú
∫ t
0

∣∣u ′m(σ)∣∣2dσ ≤ C3 a cause de u ′m(t) ∈ L2(Ω)

Alors le resulta est
∣∣u ′m(t)∣∣ ≤ K où K =

√
C4.

D'ou résulte que : ∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣um(t)∣∣∣∣Lp(Ω)
≤ constante (3.17)

On en déduit que tm = T , de plus a le même avec étape 1 (estimations a priori)du problème

P :

quand m→∞ :

{
um demeure dans un ensemble borné de L∞ (0, T ;H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)
u′m demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)

)
(3.18)

Etape 3 : Passage á la limite

D'après le théorème de Dunford-pettis (cf.par exemple Yosida [16]) :

L'espace L∞ (0, T ;H10(Ω) ∩ Lp(Ω)
)
est le dual de L1

(
0, T ;H−1(Ω) ∩ Lp′(Ω)

)
o'up′ = ρ+2

ρ+1
.

L'espace L∞ (0, T ;L2(Ω)
)
est le dual de L1

(
0, T ;L2(Ω)

)
oú p

′
=
ρ+ 2

ρ+ 1
par conséquence on

peut extraire de um par une suite uµ telle que :

uµ
?⇀ u dans L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n)
, (3.19)

u′µ
?⇀ u′ dans L∞ (0, T ; (L2(Ω)

)n)
. (3.20)

En particulier on sait que (3.18) que :

um demeure dans un borné de L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)
)n)

,

L'injection de H1(Q) dans L2(Q) est compacte. Alors on peut supposer que la suite uµ extraite

de um véri�e :

uµ → u dans L2(Q) ((forte) et presque partout (p.p)). (3.21)

Un autre part : |um|
ρ
um demeure dans un borné L∞ (0, T ;Lp′(Ω)) .

On supposer que :

|um|
ρ
um

?⇀ Z dans L∞ (0, T ;Lp′(Ω)) (3.22)
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CHAPITRE 3. ETUDE DU PROBLÈME HYPERBOLIQUE NON LINÉAIRE
GOUVERNÉE PAR LE SYSTÈME DE LAMÉ

Le point essentiel-et c'est cela une des di�cultés les plus typiques des problèmes non linéaires

On va montrer que :

Z = |u|
ρ
u, (3.23)

Où (3.23) c'est le résulta de (3.21) ; (3.22) et de le lemme 1.5.6

Quand on pose : O = Q et gµ =
∣∣uµ∣∣ρuµ, d'après (3.21)
uµ → u dans L2(Q) (p.p)

Donc

gµ =
∣∣uµ∣∣ρuµ ⇀ ∣∣u∣∣ρu = g (p.p) dans LP

′
(Ω)

(
telle que : p′ = ρ+2

ρ+1
= q

)
et d'après (3.22) :

∣∣uµ∣∣ρuµ ?⇀ Z dans L∞(0.T, Lp
′
(Ω))

puisque la limite est unique donc :

g =
∣∣u∣∣ρu = Z

Maintenant, on montre que cette solution véri�e l'équation (3.11) donc quand on posem = µ

et on �xe j tel que µ > j, alors

(u ′′µ(t), wj) + a(uµ(t), wj) + (|uµ(t)|
ρuµ(t), wj) = (f(t), wj) (3.24)

D'après (3.21) et (3.23)

(u ′µ(t), wj)⇀ (u ′(t), wj) dans L∞(0.T)

=⇒ d

dt

(
u ′µ(t), wj

)
=
(
u ′′µ(t), wj

)→ (
u ′′(t), wj

)
dans D′

(
0.T
)

(3.25)

D'où

a(uµ, wj)⇀ a(u,wj) dans L
∞(0.T)

et d'après (3.22) et (3.23)

(
|uµ|

ρ
uµ, wj

)⇀ (
|u|

ρ
u,wj

)
dans L∞(0.T)

On déduit donc de (3.22) que

d2

d2t
(u,wj) + a(u,wj) + (|u|ρu,wj) = (f,wj)
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D'après la densité de la base w0 dans l'espace séparable H10(Ω) ∩ Lp(Ω) On a

d2

d2t
(u, v) + a(u, v) + (|u|ρu, v) = (f, v) ∀ v ∈

(
H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n
(3.26)

Alors la solution u satisfait (IV),(3.2) et (3.3)

Reste á montrer que la solution u véri�e les condition initiales u(0) = u− 0 , u′ = u1

D'après (3.19) et (3.20) on a :

uµ
?⇀ u dans L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n)
, (3.27)

u′µ → duµ

dt
= u′ dans L∞ (0, T ;L2(Ω)

)
, (3.28)

Donc uµ est continue sur [0, T ], alors continue en 0 et on a :

u0µ = uµ(0)→ u(0) dans H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

d'où (3.4). Et encore : (
u ′′µ , wj

)→ (
u ′′, wj

)
dans L∞(Ω)(

u ′µ, wj
)→ (

u ′, wj
)
dans L∞(Ω) (3.29)

Alors (
u ′µ(0), wj

)→ (
u ′, wj

)∣∣∣∣
t=0

=
(
u ′(0), wj

)
et d'après

um(t) =

m∑
i=1

gimwi ;

On a (
u ′µ(0), wj

)→ (
u1, wj

)
On a (

u ′(0), wj
)
=
(
u1, wj

)
∀j

alors

u ′(0) = u1

d'où (3.5)
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3.2.3 l'unicité de solution

Comme on a déjà indique, on ignore s'il y a unicité de la solution dans le cadre du théorème

(3.2.1) .On a dans ce sens le résultat pareil suivant :

Théorème 3.2.2 [8] On se place dans le hypothèse du théorème (3.2.1), avec :

ρ ≤ 2

n− 2

(
ρ �ni quelconque si n = 2

)
(3.30)

Alors la solution u obtenue au théorème (3.2.1) est unique.

Preuve.

Soit u et v deux solutions au sens du théorème (3.2.1).

On pose :

ϕ = u− v,

Véri�e :

ϕ ′′ − Lϕ =
∣∣v∣∣ρv− ∣∣u∣∣ρu (3.31){

ϕ(x, 0) = 0,

ϕ1(x, 0) = 0
(3.32)

ϕ(x, t) = 0, sur Γ×]0, T [ (3.33) ϕ ∈ L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ L2(Ω)
)n)

ϕ1 ∈ L∞ (0, T ; (L2(Ω)
)n) (3.34)

Multiplions les deux membres de (3.31) par ϕ′, et intégrons sur Ω. ensuite, en applique la

formule de Green :
1

2

d

dt

[
|ϕ′|

2
+ ||ϕ′||

2
]
=

∫
Ω

(∣∣v∣∣ρv− ∣∣u∣∣ρu)ϕ′dx (3.35)

Un autre part, le deuxième membre de(3.35) est majoré en valeur absolue par :

(ρ+ 1)
∫
Ω
sup

(∣∣u∣∣ρu, ∣∣v∣∣ρv) ∣∣ϕ∣∣∣∣ϕ′∣∣dx
Ce qui est majoré d'après l'inégalité de Holder :

Où 1
q
+ 1

n
+ 1

2
= 1

C
(∣∣∣∣|v|ρ∣∣∣∣

(Ln(Ω))n
+
∣∣∣∣|u|ρ∣∣∣∣

(Ln(Ω))n

) ∣∣∣∣φ∣∣∣∣
(Lq(Ω))n

+
∣∣∣∣φ′∣∣∣∣

(L2(Ω))n
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Remarque 3.2.3 ([12]) Pour u ∈
(
H10(Ω)

)n
,on a ui ∈ H10(Ω) , alors d'après le théorème de

sobolev, ui ∈ Lq(Ω) avec :

1

q
=
1

2
−
1

n
si n ≥ 3 (q �ni, quelconque pour n = 2)

Donc

u ∈ (Lq(Ω))n

On a
1

q
=
n− 2

2n

Alors

q =
2n

n− 2

Mais d'après (3.30)

ρn ≤ 2n

n− 2

Alors ∣∣∣∣|u|ρ∣∣∣∣
(Ln(Ω))n

=

(∫
Ω

|u|ρn
) 1
n

=
∣∣∣∣u∣∣∣∣ρ

(Lρn(Ω))n
≤
∣∣∣∣u∣∣∣∣ρ(H10(Ω))

n (3.36)

On a donc∣∣∣∣ ∫
Ω

(∣∣v∣∣ρv− ∣∣u∣∣ρu) .φ′dx∣∣∣∣ ≤ C(∣∣∣∣v(t)∣∣∣∣ρ(H10(Ω))
n +

∣∣∣∣u(t)∣∣∣∣ρ(H10(Ω))
n

)∣∣∣∣φ(t)∣∣∣∣∣∣∣∣φ′(t)∣∣∣∣ (3.37)

D'autre part on a : u, v ∈ L∞ (0, T ; (H10(Ω)
)n)

Finalement ∣∣∣∣ ∫
Ω

(∣∣v∣∣ρv− ∣∣u∣∣ρu) .φ′dx∣∣∣∣ ≤ C∣∣∣∣φ∣∣∣∣∣∣∣∣φ′∣∣∣∣
Alors (3.35) donne ∣∣φ′(t)∣∣2 + ∣∣∣∣φ(t)∣∣∣∣2 ≤ C

2

∫ t
0

∣∣∣∣φ(σ)∣∣∣∣2 + ∣∣φ′(t)∣∣2dσ
En utilisant le lemme de Gronwall que :

φ = 0,

par suite

u = v,

Ce qui preuve l'unicité de la solution
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4 Etude du problème similaire aux pro-

blème similaire télégraphe

4.1 Motivation

Dans ce chapitre on va étudier par la méthode de Régularisation élliptique un problème non

linéaire aux un terme viscoélastique similaire aux problème transmission similaire télégraphe.

4.2 La viscoélasticité

La viscoélasticité est la propriété de matériaux qui présentent deux caractéristiques visqueuse et

élastique lors subir de déformation. Matériaux visqueux, comme le miel, résistent à l'écoulement

de cisaillement et de déformation linéairement avec le temps quand une contrainte est appliquée.

Matériaux élastiques souche instantanément lorsqu'il est étiré et tout aussi rapidement revenir

à leur état initial une fois que le stress est supprimé. Matériaux viscoélastiques des éléments

des deux de ces propriétés et, en tant que tels, présentent contrainte dépendant du temps.

Alors que l'élasticité est généralement le résultat d'obligataires qui s'étend le long des plans

cristallographiques dans un solide ordonnée, la viscosité est le résultat de la di�usion d'atomes

ou de molécules à l'intérieur d'un matériau amorphe.

4.3 Généralités sur le problème et notations

Supposons maintenant que le corps Ω est un ouvert borné de Rn (Ω ⊂ Rn), soit Γ = ∂Ω la

frontière de Ω qui est assez régulière.

On désigne u = (u1, u2, ...., un) un vecteur sur Q
(
le cylindre de Rnx × Rt

)
avec Q = Ω×]0, T [;

où T est un réel �ni

On désigne aussi Σ = Γ×]0, T [ ;

Soit L désigne le système de Lamé dé�ni par : µ∆+ (λ+ µ)∇div, λ, µ : sont les constantes de

Lamé avec (µ > 0 et λ+ µ > 0). (u0, u1, f) des fonctions données , ρ > 0 .
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On s'intéresse à l'existence et l'unicité d'une fonction u = u(x, t), x ∈ Ω, t ∈]0, T [ solution de

problème que ce pose suivant :

On cherche u qui véri�e le problème P2 :

∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
+ u− Lu+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ+ |u|ρu = f sur Q = Ω×]0, T [

avec les conditions aux limites et initiales :

u(x, t) = 0, sur Σ = Γ×]0, T [

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

∂u

∂t
(x, t)|t=0 = u1(x), sur Ω

(4.1)

•g(t) et la fonction de relaxation.

On suppose pour la fonction de relaxation g :

g : R+ → R+ est une fonction décroissante de classe C2 telle que : µ−

∫+∞
0

g(s)ds = l > 0

g(0) > 0

(4.2)

Il existe deux constantes k0 et k1 avec (k0, k1) ⊂ R2+ k0 ≤ g′(t) ≤ 0

0 ≤ g′′(t) ≤ k1
(4.3)

Lemme 4.3.1 Pour tout t > 0 on a :∫+∞
0

g(s)ds ≤ µ− l (4.4)

L'inégalité (4.4) est un résultat de suit :

Preuve. Puisque g est positive alors :∫ t
0

g(s)ds ≤
∫+∞
0

g(s)ds (4.5)

On multiplie (4.5) par (−1) ,ensuite on ajoute µ a les deux membres

µ−

∫ t
0

g(s)ds ≥ µ−

∫+∞
0

g(s)ds︸ ︷︷ ︸
=l

(= l par (4.2))

Par conséquent ∫ t
0

g(s)ds ≥ µ− l
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4.4 Proposition de problème

Notre problème consiste à étudier une équation hyperbolique non linéaire gouvernée par le

système de Lamé, perturbé avec un terme viscoélastique
f ∈ L2

(
0, T ; (L2(Ω)n

)
u0 ∈

(
H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n
, p = ρ+ 2

u1 ∈
(
L2(Ω)

)n (4.6)

On cherche u que véri�ant :
u ∈ L∞(0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n )
∂u

∂t
∈ L∞(0, T ; (L2(Ω)n

) (4.7)

solution du problème
∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
+ u− Lu︸︷︷︸

opérateur de Lamé

+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ︸ ︷︷ ︸
terme viscoélastique

+ |u|ρu︸ ︷︷ ︸
terme non linéaire

= f(x, t) sur Q

(4.8)

et véri�ant aussi les condition (4.1)

u(x, t) = 0, sur Σ = Γ×]0, T [

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

∂u

∂t
(x, 0) =

∂u

∂t
(x, t)|t=0 = u1(x), sur Ω

4.5 Existence et unicité de la solution

Début, on va étudie l'existence et l'unicité de problème P2.Alors on applique le théorème sui-

vant :

Théorème 4.5.1 soit Ω un domain borné ouvert de Rn, on donné f avec f ∈ L(Q)

Alors elle existe a fonction u avec u = w0 +w véri�e le probléme P2 (4.1) , et véri�e :
w0 ∈ H10(Ω) +W2,q(Ω) ∩W2,q

0 (Ω)

w ∈ L2(0, T ;H10(Ω))

w′ ∈ Lp(Q).
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Preuve. Nous utilisons une approche due à G. Prodi [11] nous avons :
u = w0 +w

w0 indépendant de t∫ T
0

wdt = 0

(4.9)

Nous introduisons l'idée Prodi (4.9) dans (P2) Nous avons :

∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
+ u− Lu+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ+ |u|ρu− f = f+ Lu0 (4.10)

On considère la dérivée de (4.10) on obtient

d

dt

(∂2u
∂t2

+
∂u

∂t
+ u− Lu+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ+ |u|ρu
)
=
df

dt
(4.11)

Et 
∫ t
0

udt = 0

u(T) = u(0)

u′(x, 0) = u′(x, T)

(4.12)

On en déduit (4.11)

∂2u

∂t2
− Lu+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(x, τ)dτ+ |u|ρu− f = h0.avec h0 indépendant de t.

Maintenant, on pose L = −A; B(u) = |u|ρu. Et nous dé�nissons l'espace fonctionnel V

V =


v : v ∈ L2(0, T ;H10(Ω)); v′ ∈ L2(0, T ;H10(Ω)) ∩ Lp(Q)

v′′ ∈ L2(0, T, L2(Ω));

∫ t
0

v(t)dt = 0; v(T) = v(0); v′(T) = v′(0)
(4.13)

La structure de Banach de V est dé�nie par

||v||V = ||v||L2(0,T ;H10(Ω)) + ||v′||L2(0,T ;H10(Ω)) + ||v||pL(Q) + ||v||L2(0,T ;L2(Ω)).

On dé�nit la forme bilinéaire

b(u, v) =

∫ T
0

[
(
∂2u

∂t2
, v) + (Au, v) +

∫ t
0

g(t− τ)(∆u(x, τ), v)dτ+ (B(u), v)
]
. (4.14)

La formulation faible de (4.11) et (4.12) est de trouver u ∈ V tel que

b(u, v) =

∫ T
0

(f, v′)dt ∀ v ∈ V (4.15)

Mais (4.15) pas coercive.
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Puis on suit une idée de Lions pour obtenir la régularisation elliptique, étant donné δ et u, v ∈ V,

on dé�nit

πδ(u, v) = δ

∫ T
0

[
(
∂2u

∂t2
, v′′) + (Au′, v′)

]
ds+

∫ T
0

(
u′′ +Au+

∫ t
0

g(t− τ)(∆u(x, τ)dτ+ B(u), v′
)
ds

(4.16)

L'application v→ πδ(u, v) est continue sur V donc il existe une application

Bδ ∈ V ′ : πδ(u, v) = (Bδ(u), v)

L'opérateur linéaire Bδ : V → V ′ satisfait les quatre propriétés :

Bδ est borné dans V ′ pour tout ensemble borné dans V et est un hémi-continu est un strictement

monotone et est coercive.

Au vu de ces propriétés et comme conséquence du théorème de Lions [8], il existe une fonction

unique uδ ∈ V :

πδ(uδ, v) =

∫ T
0

(f, v′)dt ∀v ∈ V (4.17)

4.5.1 Estimations a priori I

Explicitement la régularisation elliptique (4.17) et nous mettons v = uδ, on obtient

δ

∫ T
0

[
|u′′δ |

2+ ||u′δ||
2
]
dt+

∫ T
0

[
|u′δ|

2dt+(B(u), u′)+

∫ t
0

g(t−τ)(∆uδ(x, τ), u
′
δ)dτ =

∫ T
0

(f, uδ) (4.18)

D'autre part :

∫ t
0

g(t− τ)(∆uδ(τ), u
′
δ(t))dτ
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=

∫ t
0

g(t− τ)∆uδ(τ), u
′
δ(t)dτ

=−

∫ t
0

g(t− τ)

∫
Ω

∇u ′δ(t).∇(τ)uδdxdτ

=−

∫ t
0

g(t− τ)

∫
Ω

∇u ′δ.(∇uδ(τ) −∇uδ)dxdτ

−

∫ t
0

g(t− τ)

∫
Ω

∇u ′δ(t)∇uδ(t)dxdτ

=

∫ t
0

g(t− τ)
1

2

d

dt

∫
Ω

(∇uδ(x, t) −∇uδ(x, τ))2dxdτ

−

∫ t
0

g(t− τ)
1

2

d

dt

∫
Ω

(∇uδ(x, t))2dxdτ

=
1

2

∫ t
0

g(t− τ)
d

dt
‖∇uδ(t) −∇uδ(τ)‖2(

L2(Ω)
)n dτ− 1

2

∫ t
0

g(t− τ)
d

dt
‖uδ(t)‖2 dτ

=
1

2

d

dt

(∫ t
0

g(t− τ) ‖∇uδ(t) −∇uδ(τ)‖2(
L2(Ω)

)n dτ)
−
1

2

∫ t
0

g′(t− τ) ‖∇uδ(t) −∇uδ(τ)‖2(
L2(Ω)

)n dτ
−
1

2

d

dt

(∫ t
0

g(τ) ‖∇uδ(t)‖2(
L2(Ω)

)n)+
1

2
g(t) ‖∇uδ(t)‖2(

L2(Ω)
)n

(4.19)

En remplaçant (4.19) dans(4.18) on obtient :

δ

∫ T
0

[
|u′′δ |

2 + ||u′δ||
2
]
dt+

∫ T
0

[
|u′δ|

2dt+ (B(u), u′)]dt

+

∫ T
0

[
−
1

2
(g′ ◦ ∇uδ) (t) +

1

2
g(t) ‖∇uδ(t)‖2(

L2(Ω)
)n ]

−

∫ t
0

g(τ)dτ ‖∇uδ(t)‖2(
L2(Ω)

)n + (g ◦ ∇uδ) (t) =
∫ T
0

(
f(t), u ′δ(t)

)
(4.20)

avec

(g ◦ v)(t) =
∫ t
0

g(t− τ)‖v(t) − v(τ)‖2(
L2(Ω)

)ndτ, ∀v ∈ (L2(Ω)
)n

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz

∫ T
0

(B(u), u′) ≤ 1

p
||u||p−1||u′||pLp(Q) ≤

1

p
||u′||pLp(Q)

et ∫ T
0

udt = 0 =⇒ ||u||2
L2(0,T ;H10)

≤ C||u′||L2(0,T ;H10)

On a

u′ est borné dans Lp(Q) quand δ→ 0 (4.21)
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Ce resultat avec l'utilisation de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on aura

δ

∫ T
0

[
|u′′δ |

2 + ||u′δ||
2
]
dt+

∫ T
0

[
|u′δ|

2dt+ (B(u), u′)]dt

+

∫ T
0

[
−
1

2
(g′ ◦ ∇uδ) (t) +

1

2
g(t) ‖∇uδ(t)‖2(

L2(Ω)
)n ]

−
∫t
0
g(τ)dτ ‖∇uδ(t)‖2(

L2(Ω)
)n + (g ◦ ∇uδ) (t)

≤ δ
∫ T
0

[
|u′′δ |

2 +
1

2
‖u′δ‖

2
+
1

2
|u′δ|

2
+
1

p
||u′δ||

p

Lp(Ω)

]
dt+

∫ T
0

∣∣f(σ)∣∣∣∣u ′δ(σ)∣∣dσ

(4.22)

Maintenant, utilisant l'inégalité de Poincaré, et l'inégalité suivant :

‖uδ(t)‖2 = µ ‖∇uδ(t)‖2(
L2(Ω)

)n + (µ+ λ) ‖uδ(t)‖2(
L2(Ω)

)n
=⇒ ‖uδ(t)‖2 ≥ µ ‖∇uδ(t)‖2(

L2(Ω)
)n .

on trouve

‖uδ(t)‖2 −
∫ t
0

g(τ)dτ ‖∇uδ(t)‖2(
L2(Ω)

)n
≥
(
µ−

∫ t
0

g(τ)dτ

)
︸ ︷︷ ︸

≥l

‖∇um(t)‖2(
L2(Ω)

)n (B)

On a : (
µ−

∫ t
0

g(τ)dτ

)
≥ l,

Donc

(B) ≥ l Cp ‖um(t)‖2

avec : Cp : constante de Poincaré. Le deuxième membre de (4.22), on appliquer l'inégalité de

Young avec ε = 1 (comme le chapitre 3, Etape 2 voir (3.15)).

Alors, en particulier

δ

∫ T
0

[
|u ′′|2

1

2
|u′δ(t)|

2
+
1

2
lCp ‖uδ(t)‖2 +

1

p

∫
Ω

|uδ(x, t)|
pdx
]
dt−

1

2

∫ t
0

(g′ ◦ ∇uδ) (σ)dσ+ (g ◦ ∇uδ) (t)

≤ δ
∫ T
0

[
|u′′δ |

2 +
1

2
‖u′δ‖

2
+
1

2
|u′δ|

2
+
1

p
||u′δ||

p

Lp(Ω)

]
dt+

1

2

∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣2dσ+
1

2

∫ t
0

∣∣u ′δ(σ)∣∣2dσ
(4.23)

Mais

f ∈ L2(Q) =⇒ ∫ t
0

∣∣f(σ)∣∣2dσ ≤ Constant
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en déduit donc, en particulier de (4.23) que :

δ

∫ T
0

|u′δ(t)|
2 ≤ C′ +

∫ t
0

∣∣u ′δ(σ)∣∣2dσ (4.24)

D'après l'inégalité de Gronwall

|u′δ(t)| ≤ Constante (4.25)

d'ou résulte que

δ

∫ T
0

[
||u′′δ ||

2 |u′δ(t)|
2
+
∣∣∣∣uδ(t)∣∣∣∣2]dt+ (g ◦ um)(t) + ∫

Q

∣∣uδ(x, σ)∣∣pdσ ≤ Constante (4.26)

δ

∫ T
0

||uδ||
2dt ≤ δ

∫ T
0

[
||u′′δ ||

2 |u′δ(t)|
2
+
∣∣∣∣uδ(t)∣∣∣∣2]dt+ (g ◦um)(t) + ∫

Q

∣∣uδ(x, σ)∣∣pdσ ≤ Constante

Donc

δ

∫ T
0

||uδ||
2dt ≤ Constante

4.5.2 Estimations a priori II

En changer (4.17) v par :

v(t) =

∫ T
0

u?δ(s)dt−
1

T

∫ T
0

(T − s)uδ(s)ds (4.27)

Nous véri�ons que 
∫ T
0

v(t)dt = 0 ∀v ∈ V

v′ = uδ

(4.28)

En prenant en compte (4.27) dans (4.17) on obtient

δ

∫ T
0

[
(u′′δ , u

′
δ) + (u′δ, uδ) + (Au′δ, uδ)

]
dt+

∫ T
0

[
(u′′δ , uδ) + (u′δ, uδ)

]
dt

+

∫ T
0

||uδ||+

∫ T
0

(B(uδ), u
′
δ)dt+

∫ t
0

g(t− τ)(∆uδ(x, τ), u
′
δ)dτdt

=

∫ T
0

(f, uδ)dt

(4.29)

En utilisant la périodicité de uδ, u′δ ∈ V on obtient∫ T
0

(u′′δ , u
′
δ)dt =

∫ T
0

(Au′δ, uδ)dt = 0 (4.30)

Et ∫ T
0

(u′′δ , uδ)dt = (u′δ(T), uδ(T)) − (u′δ(0), uδ(0)) −

∫ T
0

(u′δ, u
′
δ)dt
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= −

∫ T
0

|u′δ|
2dt (4.31)

Par (4.30) et (4.29) nous avons∣∣∣∣ ∫ T
0

(u′′δ , uδ)dt

∣∣∣∣ ≤ C quand δ→ 0 (4.32)

Aussi, à partir de (4.21) on obtient∣∣∣∣ ∫ T
0

(B(uδ), uδ)dt

∣∣∣∣ ≤ ||B(uδ)||Lp((Q))||uδ||Lp(Q) ≤ C′ (4.33)

En combinant (4.30), (4.31), (4.32), ((4.33)) avec ((4.19) et (4.22)) on en déduit∫ T
0

||uδ||
2dt ≤ C (4.34)

4.5.3 Passage à la limite

En deuxième étape on a uδ borné dans L∞ (0, T ; (H10(Ω) ∩ Lp(Ω)
)n)

, alors elle est bornée dans

L2
(
0, T ;H10(Ω)

)
.

Comme l'espace L∞ (0, T ;H10(Ω) ∩ Lp(Ω)
)
est le dual de L1

(
0, T ;H−1(Ω) ∩ Lp′(Ω)

)
où et l'es-

pace L∞ (0, T ;L2(Ω)
)
est le dual de L1

(
0, T ;L2(Ω)

)
où p

′
=
ρ+ 2

ρ+ 1
, il existe une sous suite uµ

de uδ telle que :

a(uµ, ej)→ a(u, ej) dans L
∞(0.T)

(u ′µ, ej)→ (u ′, ej) dans L
∞(0.T)

(u ′′µ , ej) =
d

dt
((u ′µ, ej))→ (u ′′, ej) dans D′(0.T)

(
∣∣uµ(t)∣∣ρuµ(t), ej)→ (

∣∣u(t)∣∣ρu(t), ej) dans L∞(0.T) (4.35)

Pour δ = µ et j �xe, on voit que

∫ T
0

[(
u′′µ(t), ej

)
+

(
u′(t), ej

)
+

(
u(t), ej

)
+ a(uµ(t), ej)

+

∫ t
0

g(t− τ)

(
∆uµ(τ), ej

)
dτ+

(
|uµ(t)|

ρuµ(t), ej

)]
dt =

∫ T
0

(
f, ej

)
dt ∀1 ≤ j ≤ m (4.36)

Par passage ã la limite dans les termes des équation (4.36) dans D′ (par exemple), on a∫ T
0

[(
u′′(t), ej

)
+

(
u′(t), ej

)
+

(
u(t), ej

)
+ a(u(t), ej)

+

∫ t
0

g(t− τ)

(
∆u(τ), ej

)
dτ+

(
χ, ej

)]
dt =

∫ T
0

(
f, ej

)
dt ∀1 ≤ j ≤ m (4.37)
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Par conséquent ∫ T
0

[(
u′′(t), v

)
+

(
u′(t), v

)
+

(
u(t), v

)
+ a(u(t), v)

+

∫ t
0

g(t− τ)

(
∆u(τ), v

)
dτ+

(
χ, v

)]
dt =

∫ T
0

(
f, v

)
dt

∀ v ∈
(
H10(Ω) ∩ Lp(Ω)

)n
(4.38)

et donc

u′′ + u′ + u− Lu+

∫ t
0

g(t− τ)∆u(τ)dτ+ χ = f

D'où l'existence de la solution

4.5.4 Unicité de la solution

Théorème 4.5.2 Sous les hypothèses de théorème d'existence, on considère deux solutions u

et v du problème alors u = v,

Preuve. on soustrait l'équation (4.5) correspondant à u et v et on Pose

W = u− v,

Véri�e :

W ′′ +AW +

∫ t
0

g(t− τ)∆Wdτ+ B(u) − B(v) = 0 (4.39)


W(x, 0) = 0,

∀x ∈ Ω
W1(x, 0) = 0

(4.40)

W(x, t) = 0, sur Γ×]0, T [ (4.41)

En notant η la séquence de régularisation un argument similaire de Brézis [3] on obtient

W′ ? ηδ ? ηδ =W ? η′δ ? ηδ (4.42)

Par conséquent, en utilisant (4.5.1), nous avons

W = φ+W0 : W0 ∈ V, et φ ∈ L2(0, T,H10(Ω))
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À partir de (4.42) on obtient

W′ ? ηδ ? ηδ =W ? η′δ ? ηδ = φ
′ ? ηδ ? ηδ (4.43)

Montre que ∫ T
0

(W′′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt = 0

Quand ∫ T
0

d

dt
(W′′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt∫ T

0

(W′′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt+

∫ T
0

(W′,W′′ ? ηδ ? ηδ)dt = 0 (4.44)

Donc ∫ T
0

(W′′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt =
1

2

∫ T
0

d

dt
(W′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt = 0 (4.45)

W′ et W′ périodiques alors on a∫ T
0

(W,W′ ? ηδ ? ηδ)dt =

∫ T
0

(W′,W′ ? ηδ ? ηδ)dt =

∫ T
0

(AW,W′ ? ηδ ? ηδ)dt (4.46)

De (4.39) ; (4.45) et (4.46) on obtien

B(u) − B(v) est majoré en valeur absolue par

(ρ+ 1)

∫
Ω

sup
(∣∣v∣∣ρ, ∣∣u∣∣ρ)dx (4.47)

D'après l'inégalité de Holder avec on remplaceW′?ηδ?ηδ parW, et comme u, v ∈ L∞ (0, T ; (H01(Ω)
)n)

Finalement ∣∣∣∣ ∫ T
0

(
B(u) − B(v)

)
.W ′
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ T

0

(∣∣v∣∣ρv− ∣∣u∣∣ρu).W ′∣∣∣∣ ≤ C ‖W‖ ∣∣W ′∣∣
Un autre part

Nous montrons que ∫ t
0

g(t− τ) (∆W(τ),W ′(t))dτ

s'écrit comme la somme de la dérivée en temps d'une quantité plus un terme de dissipation

positive∫ t
0

g(t− τ) (∆W(τ),W ′(t))dτ = −

∫ t
0

g(t− τ)

∫
Ω

∇W ′(t) · ∇W(τ)dxdτ

=
1

2

d

dt
(g ◦ ∇W)(t) −

1

2
(g′ ◦ ∇W) (t) −

1

2

d

dt

(∫ t
0

g(τ)‖∇W(t)‖2L2(Ω)ndτ

)
+
1

2
g(t)‖∇W(t)‖2L2(Ω)n
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Donc on obtient le système

‖W(t)‖2 + |W ′(t)|2 − 1
2

∫ t
0

(g′ ◦ ∇Wm) (τ)dτ+
1

2

∫ t
0

g(s)‖W(σ)‖2dσ

6
∫ t
0

(
C

2
‖ W(σ)‖+ C

2
| W ′(σ)|

)
dσ

(4.48)

d'après la condition de (4.3) g′ est négative et d'après la dé�nition de (g′ ◦ ∇Wm) (σ) on a

(g′ ◦ ∇Wm) (σ) ≤ 0

En particulier, de (4.48), que

‖W(t)‖2 + |W ′(t)|2 6
∫ t
0

(
C

2
‖W(σ)‖+ C

2
|W ′(σ)|

)
dσ (4.49)

En particulier de 4.49 on trouve

W(t) = 0 =⇒ u− v = 0 ⇐⇒ u = v

D'où l'unicité de la solution .
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Conclusion

Le but de ce recherche est l'étude du problème similaire aux problème similaire télégraphe par

elliptic régularisation.

Nous avons commencé par un équation d'onde linéaire. On donne deux méthode pour résoudre

ce problème :la méthode de séparation des variables , la méthode de caractéristique, et on a

modélisé le problème pour trouvé la solution dans le programme Mathématica Wolfram. On

aussi utilise la Programme Matlab.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié l'existence, l'unicité d'un problème hyperbolique

non linéaire gouvernée par le systeme de Lamé. Le quatrième chapitre, nous avons étudié

l'existence, l'unicité d'un problème similaire aux problème similaire télégraphe Dans le chapitre

trois et quatre est basé par la méthode de régularisation pour étudie les deux problèmes.
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Annexes

Description de l'équation d'onde :

Code Matlab

clear all ;

close

clc

syms x

l=input('donne l')

t=0.5 ;

for n=[1,2,3,4,10]

fplot(sin((n*pi/l)*x)*(cos((n*pi/l)*t)+sin((n*pi/l)*t)),[0 l])

pause(.1)

end

grid on

.
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Résultat sur Mathématica Wolfram

Résoudre le problème dans D1 :

Code mathématica wolfram
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Résoudre le problème dans D2 :

Code mathématica wolfram
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Abstract
In this work, we solve the following :

The first part : We have studied the equation of linear waves as the problems
of vibrational waves that propagate in the flexible medium, where we have
studied the existence and unicity of the solution, and we have also modeled
it in the Mathematica program.
Second part : We have studied the nonlinear hyperbolic Problem, as well as
the existence and unicity of the solution.
The third part : we study the nonlinear hyperbolic problem governed by the
Lamé system with a viscoelastic term.
In this case, we have studied the existence and uncity of the solution.
Keywords : Wave equation, the viscoelastic system, regularization, relaxa-
tion function, Lamé operator.

Résumé
Dans ce travail, nous avons étudié les problèmes suivant :

La première partie : Nous avons étudié l’équation des ondes linéaires comme
les problèmes des ondes de vibration qui se propagent dans le milieu flexible,
où nous avons étudié l’existence et l’unité de la solution, et nous l’avons
également modélisée dans le programme Mathematica.
Deuxième partie : Nous avons étudié le probléme hyperbolique non linéaire
, ainsi que l’existence et l’unité de la solution.
La troisième partie : nous étudions le problème hyperbolique non linéaire
gouvernée par le système de Lamé avec un terme viscoélastique.
Dans ce cas, nous avons étudié l’existence et l’unité de la solution.
Mots clés : Équation de onde, le systéme viscoélastique, régularisation, fonc-
tion de relaxation, opérateur de Lamé.


