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Notation

X, Y espaces de Banach réels.

‖.‖X la norme de X.

X∗ duale topologique de X.

〈., .〉X produit dualité de X et X∗.

2X
∗ la collection des sous-ensembles de X∗.

→ la convergence forte.

⇀ la convergence faible.
∗
⇀ la convergence faible*.

L(X, Y ) l’espace des opérateurs linéaires continus de X à Y.

∆p l’opérateur de p-laplacien.

∇ le gradient.

∂K la frontière d’un espace K.

M la fermeture d’un ensemble M.

|.| la norme euclidienne de Rn.

co(K) l’enveloppe convexe d’un ensemble K.

supp(f) support de f = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

vect{Y } espace vectoriel engendré par Y.

C∞c (Ω) espace des fonctions test.

W 1,p(Ω),W 1,p
0 (Ω) espaces de Sobolev.

Lp(Ω) = {u mesurable sur Ω et
∫

Ω
|u|dx <∞}, 1 ≤ p <∞.
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Introduction

Il est bien connu que plusieurs problèmes surgissant dans l’analyse non linéaire tels

que les inclusions, les problèmes d’inéquations variationnelles, problèmes d’optimisation,

programmation mathématique, problèmes de point fixe,...etc.

Le sujet principal de cette thèse est l’étude des inclusions et quelques applications aux

problèmes d’inéquations variationnelles. Les inclusions sont aussi appelés équations géné-

ralisées. elles sont suffisamment générales pour englober les problèmes variationnels, les

problèmes d’inéquation variationnelle, les problèmes de complémentarité et les problèmes

d’optimisation.

Les inclusions impliquant différents types d’opérateurs qui sont utiles et ont une large

gamme d’applications dans l’industrie, la finance mathématique, les sciences de la déci-

sion, l’écologie, les sciences de l’ingénierie, etc. L’une des techniques les plus populaires

pour résoudre le problème d’inclusion dans le cadre de Banach remonte au travail de

Browder [2],[14].

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré à rappeler quelques notions et propriétés des opéra-

teurs univoques et présenter ses généralisations dans la théorie des opérateurs multivoques,

et citer des théorèmes et des principes qui sont utilisés dans les chapitres suivants.

Le deuxième chapitre, est destiné à prouver le théorème de Rockafellar et étudier

l’existence de la solution d’inclusion perturbé et non perturbé avec une présentation de

la théorie du point fixe pour les opérateurs multivoques.

Et dans le troisième chapitre, on fait l’étude de l’inéquation variationnelle et en l’uti-

lisant avec les résultats donnés dans le chapitre précédent pour étudier l’existence de
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la solution de l’inéquation quasi-variationnelle elliptique, qui est une généralisation de

l’inéquation variationnelle, puis nous appliquons à l’opérateur p-laplacien.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappel

On définit d’abord quelques notions des opérateurs univoques, considérons l’opérateur

A : X → X∗ :

Définition 1.1 ([2], page 555) L’opérateur A est dit borné si pour tout ensemble borné

M ⊆ X, l’ensemble A(M) est borné dans X∗.

Définition 1.2 ([2], page 500)

B L’opérateur A est dit monotone si et seulement si

〈Au− Av, u− v〉X ≥ 0 pour tout u, v ∈ X.

B L’opérateur A est dit strictement monotone si et seulement si

〈Au− Av, u− v〉X > 0 pour tout u, v ∈ X avec u 6= v.

B L’opérateur A est dit coercif si et seulement si

lim
‖u‖−→∞

〈Au, u〉X
‖u‖X

= +∞.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.3 ([6], page 546) L’opérateur A est dit maximal monotone s’il est mo-

notone et que : 〈Au− w, u− v〉X ≥ 0 pour tout u ∈ X implique w = Av.

Définition 1.4 ([2], page 515) L’opérateur A : M ⊂ X → X∗ est dit pseudo-monotone

si et seulement si pour tout u ∈M et pour chaque suite (un) dans M :

un ⇀ u quand n→∞ et lim sup
n−→∞

〈Aun, un − u〉X ≤ 0,

implique que

lim inf
n−→∞

〈Aun, un − w〉X ≥ 〈Au, u− w〉X pour tout w ∈ X.

Définition 1.5 ([2], page 554) L’opérateur A est dit hémicontinu si et seulement si la

fonction réelle

t 7→ 〈A(u+ tv), w〉X

est continue sur [0,1] pour tout u, v, w ∈ X.

Définition 1.6 ([2], page 554) A est dit demi-continu si et seulement si

un → u quand n→∞

implique Aun ⇀ Au quand n→∞.

Proposition 1.1 ([2], page 586) Si A est monotone est hémicontinue, alors A est pseudo-

monotone.

Preuve: (Voir [2], page 586) Soit un ⇀ u quand n→∞ et

lim sup
n−→∞

〈Aun, un − u〉X ≤ 0

Comme l’opérateur A est monotone, on obtient que

〈Aun, un − u〉X ≥ 〈Au, un − u〉X → 0 quand n→∞,

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Ce qui implique

〈Aun, un − u〉X → 0 quand n→∞.

Soit z = u+ t(w − u) avec t>0. La monotonie de A nous donne

〈Aun − Az, un − z〉X ≥ 0

donc

t〈Aun, u− w〉X ≥ 〈−Aun, un − u〉X + 〈Az, un − u〉X + t〈Az, u− w〉X .

ce qui implique

〈Az, u− w〉X ≤ lim inf
n−→∞

〈Aun, un − w〉X pour tout w ∈ X.

L’opérateur A est hémicontinu. Ainsi, t→ 0, on obtient

〈Au, u− w〉X ≤ lim inf
n−→∞

〈Aun, un − w〉X pour tout w ∈ X.

c’est à dire, A est pseudo-monotone.

Définition 1.7 ([1], page 756) Soit M ⊆ X.

B L’ensemble M est dit compact si et seulement si de tout recouvrement ouvert de M,

on peut extraire un sous-recouvrement fini.

B L’ensemble M est dit relativement compact si et seulement si La fermeture M est

compact.

Définition 1.8 ([2], page 507) Soit C ⊆ X.

B L’ensemble C est dit convexe si et seulement si

∀u, v ∈ C et ∀t ∈ [0, 1] implique (1− t)u+ tv ∈ C

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

B La fonction f : C → R est dite convexe dans C si et seulement si

f((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)f(u) + tf(v) ∀u, v ∈ C et ∀t ∈ [0, 1]

Théorème 1.1 ([4], page 38) Soit C ⊆ X un convexe. Alors, C est faiblement fermé si

et seulement s’il est fermé.

Preuve: (Voir [4], page 38)

Définition 1.9 ([10],page 120) On dit qu’une fonction ϕ : X →] −∞,+∞] est propre

si l’ensemble {x ∈ X : ϕ(x) < +∞} est non vide.

Définition 1.10 ([4], page 8) Soit la fonction ϕ : X →]−∞,+∞] :

B ϕ est dite semi-continue inférieurement si pour tout λ ∈ R

l’ensemble {x ∈ X : ϕ(x) ≤ λ} est fermé,

ou bien, si pour toute suite (xn)n∈N de X tel que xn → x, on a

lim inf
n−→∞

ϕ(xn) ≥ ϕ(x).

B ϕ est dite semi-continue supérieurement si pour tout λ ∈ R

l’ensemble {x ∈ X : ϕ(x) ≥ λ} est fermé,

ou bien, si pour toute suite (xn)n∈N de X tel que xn → x, on a

lim sup
n−→∞

ϕ(xn) ≤ ϕ(x).

Définition 1.11 ([5], page 46)

B La fonction ϕ : X → R est dite faiblement semi-continu supérieurement sur X

si lim sup
n−→+∞

ϕ(vn) ≤ ϕ(v) pour chaque suite (vn)n∈N ⊆ X converge faiblement vers v.

B La fonction ϕ : X → R est dite faiblement semi-continu inférieurement sur X si

lim inf
n−→+∞

ϕ(vn) ≥ ϕ(v) pour chaque suite (vn)n∈N ⊆ X converge faiblement vers v.

Définition 1.12 ([1], page 755) Soit M ⊆ X et N ⊆M ,

B On dit que N est relativement ouvert dans M si et seulement s’il existe un ouvert O
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

dans X tel que N = M ∩O.

B On dit que N est relativement fermé dans M si et seulement s’il existe un fermé C

dans X tel que N = M ∩ C.

Proposition 1.2 ([1], page 755) Soit N ⊆M .

B Si M est ouvert, alors N est relativement ouvert si et seulement si N est ouvert.

B Si M est fermé, alors N est relativement fermé si et seulement si N est fermé.

1.1.1 Partition de l’unité

Définition 1.13 ([1], page 756) Soit f : M ⊆ X → R une fonction de valeur réel. Le

support de f, on écrit supp(f), est la fermeture de l’ensemble {x ∈M : f(x) 6= 0}.

Soit X un espace paracompact (exp. espace métrique ou un espace topologique compact).

Soit {Uα}α∈I un recouvrement ouvert de X. Alors il existe une partition de l’unité {fα}α∈I

(indexée par le même ensemble I) subordonné au {Uα}α∈I , c’est à dire, il existe une famille

des fonctions continues de valeur réel {fα}α∈I avec les propriétés suivantes :

(i) 0 ≤ fα(x) ≤ 1, ∀x ∈ X et ∀α ∈ I.

(ii)
∑

α∈I fα(x) = 1, ∀x ∈ X.

(iii) Le recouvrement {supp(fα)}α∈I de X est localement fini, c’est à dire, pour tout

x ∈ X il existe un voisinage U(x) de x tel que toutes les fonctions fα soient nulles

sur ce voisinage à l’exception d’un nombre fini d’entre elles.

(iv) Le recouvrement {supp(fα)}α∈I de X est un raffinement de {Uα}α∈I , c’est à dire,

pour chaque α ∈ I il existe β ∈ I avec supp(fα) ⊆ Uβ. S’il existe un nombre fini

d’ensembles U1, · · · , Un, puis on peut choisir f1, · · · , fn alors supp(fi) ⊆ Ui pour

tout i.

1.1.2 Théorème du point fixe de Brouwer

Proposition 1.3 (Point fixe de Brouwer (1912)) ([1], page 51) On suppose que M

est un sous-ensemble non vide, convexe et compact de Rn, n ≥ 1, et f : M → M est

continue. Alors f admet un point fixe.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Preuve: (Voir [1], page 51)

1.1.3 La dérivée de Fréchet et de Gâteau

Notation : pour un opérateur r : U(0) ⊆ X → Y , on peut écrire :

r(x) = o(‖x‖), x→ 0 si et seulement si r(x)/‖x‖ → 0 quand x→ 0;

r(x) = o(1), x→ 0 si et seulement si r(x)→ 0 quand x→ 0;

Définition 1.14 ([1], page 135) Soit f : U(x) ⊆ X → Y , tel que U(x) est un voisinage

de x.

(1) L’opérateur f est différentiable au sens de Fréchet au point x si et seulement s’il

existe un opérateur T ∈ L(X, Y ) tel que

f(x+ h)− f(x) = Th+ o(‖h‖), h→ 0

pour tout h dans un voisinage de zéro. S’il existe, T est appelé la dérivé de f au sens

de Fréchet au point x et on écrit f ′(x) = T . La différentielle au sens de Fréchet au

point x est défini par df(x;h) = f ′(x)h.

(2) L’opérateur f est différentiable au sens de Gâteau au point x si et seulement s’il

existe un opérateur T ∈ L(X, Y ) tel que

f(x+ tk)− f(x) = tTk + o(t), t→ 0

pour tout k avec ‖k‖ = 1 et pour tout t un nombre réel dans un voisinage de zéro.

T est appelé la dérivé de f au sens de Gâteau au point x et on écrit f ′(x) = T . La

différentielle au sens de Gâteau au point x est défini par dGf(x;h) = f ′(x)h.

(3) Si la dérivée au sens de Fréchet (resp. au sens de Gâteau) f ′(x) existe pour tout

13



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

x ∈ A, alors l’opérateur

f ′ : A ⊆ X → L(X, Y ) défini par x 7→ f ′(x)

est appelé la dérivée de f au sens de Fréchet (resp. au sens de Gâteau) dans A.

Remarque 1.1 On définit la dérivée au sens de Gâteau par

f ′(x, k) = lim
t−→0

f(x+ tk)− f(x)

t

De plus, f ′(x; .) est positivement homogène, c’est à dire,

f ′(x; tk) = tf ′(x; k) pour tout t > 0

et il est une fonction propre et convexe dans X.

1.1.4 Les espaces de Sobolev

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert et 1 ≤ p <∞.

Définition 1.15 ([4], page 149) L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)/
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω),∀i ∈ 1, · · ·n}.

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme :

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

Définition 1.16 ([4], page 171)

B L’espace W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C∞c (Ω) dans W 1,p(Ω).

B L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach

séparable ; et il est réflexif si 1 < p <∞.

B On désigne W−1,q(Ω) l’espace dual de W 1,p
0 (Ω) tel que 1

p
+ 1

q
= 1.

14



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincaré) ([4], page 174) On suppose que Ω est un

ouvert borné. Alors il existe une constante C(dépendant de Ω et p) telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞)

En particulier, l’expression ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme sur W 1,p
0 (Ω) qui est équivalente à la

norme ‖u‖1,p
W (Ω).

1.2 Les opérateurs multivoques

On considère quelque notion de base pour les opérateurs multivoques.

Définition 1.17 ([2], page 850) Soit T : X → 2Y un opérateur multivoque c’est à dire T

assigne à chaque point u ∈ X un sous-ensemble Tu de Y .

— L’ensemble D(T)={u ∈ X : Tu 6= φ} est appelé le domaine efficace de T.

— L’ensemble R(T)=∪u∈XTu est appelé le rang de T.

— L’ensemble G(T)={(u, v) ∈ X × Y : u ∈ D(T ), v ∈ Tu} est appelé le graphe de T.

Définition 1.18 ([2], page 851) L’inverse de l’opérateur multivoque T−1 : Y → 2X est

défini par :

T−1(v) = {u ∈ X : v ∈ Tu}

tel que D(T−1) = R(T ) et

(u, v) ∈ G(T ) si et seulement si (v, u) ∈ G(T−1).

Définition 1.19 ([2], page 851) Soit M ⊆ X, pour les opérateurs multivoques données

A,B : M → 2Y

et pour α, β ∈ R , on définit la combinaison linéaire

15



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

αA+ βB : M → 2Y

par :

(αA+ βB)(u) =

 αAu+ βBu si u ∈ D(A) ∩D(B),

φ sinon.

et on a : D(αA+ βB) = D(A) ∩D(B).

Remarque 1.2 ([2], page 851) En terme des ensembles, l’opérateur multivoque

A : M → 2Y est un sous-ensemble deM×Y . Par conséquent, le graphe G(A) est identique

au sous-ensemble A de M × Y .

Remarque 1.3 ([2], page 851) Chaque opérateur univoque A :D(A)⊆M → Y peut être

identifiée avec un opérateur multivoque Ā : M → 2Y en définissant :

Āu =

 {Au} si u ∈ D(A),

φ sinon.

puis D(Ā) = D(A) et R(Ā) = R(A).

Définition 1.20 ([2], page 851) L’opérateur B :M → 2Y est appelé une extension de

l’opérateur A :M → 2Y si et seulement si G(A) ⊆ G(B).

Définition 1.21 ([5], page 47) On dit qu’un opérateur multivoque A : M ⊆ X → 2Y est

fermé si son graphe G(A) est fermé dans X × Y ,

c’est à dire, soit (xn, yn) ∈ M × Y tel que yn ∈ Axn pour tout n ∈ N, et xn → x dans X

et yn → y dans Y implique y ∈ Ax.

Définition 1.22 ([2], page 851) Soit l’opérateur multivoque A : M → 2X
∗, où M est un

sous-ensemble de l’espace de Banach X.

(a) Un sous-ensemble S de M ×X∗ est dit monotone si et seulement si

〈u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (u, u∗), (v, v∗) ∈ S

16



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

(b) Un sous-ensemble S de M ×X∗ est dit maximal monotone si et seulement s’il est

monotone et qu’il n’y a pas d’extension monotone propre dans M ×X∗.

(c) L’opérateur multivoque A est dit monotone si et seulement si le graphe G(A) est

un ensemble monotone dans M ×X∗, c’est à dire :

〈u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (u, u∗), (v, v∗) ∈ G(A)

(d) L’opérateur multivoque A est dit maximal monotone si et seulement si le graphe

G(A)est un ensemble maximal monotone dans M ×X∗, c’est à dire :

A monotone et (u, u∗) ∈M ×X∗ et

〈u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A)

implique que (u, u∗) ∈ G(A).

Proposition 1.5 ([2], page 851) Soit X un espace de Banach réflexive,

l’opérateur multivoque A :X → 2X
∗ dans X est maximal monotone si et seulement si son

inverse A−1 : X∗ → 2X est maximal monotone.

Preuve: (Voir [2], page 854) D’après la réflexivité on a :

〈u∗, u〉X = 〈u, u∗〉X∗ pour tout (u, u∗) ∈ X ×X∗

Et on a : G(A−1) = {(u∗, u) ∈ X∗ ×X : (u, u∗) ∈ G(A)},

Soient (u, u∗) et (v, v∗) ∈ G(A) :

〈u∗ − v∗, u− v〉X = 〈u− v, u∗ − v∗〉X∗ > 0 (car A−1 est monotone) d’où A est monotone.

D’autre part,

soit (u, u∗) ∈ X ×X∗ et 〈u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A)

et comme 〈u∗ − v∗, u− v〉X = 〈u− v, u∗ − v∗〉X∗ > 0 pour tout (v∗, v) ∈ G(A−1),

on obtient (u∗, u) ∈ G(A−1) (car A−1 est maximal monotone )

ainsi (u, u∗) ∈ G(A). Donc A est maximal monotone.
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Proposition 1.6 ([2], page 854) Si A :M → 2X
∗ est maximal monotone dans un espace

de Banach réel X, donc l’ensemble Au est convexe et faiblement∗ fermé dans X∗ pour

tout u ∈ X.

Preuve: ([2], page 854) Soit u∗o, u∗1 ∈ Au. Posons u∗t = (1− t)u∗0 + tu∗1, 0 6 t 6 1.

Pour tout (v, v∗) ∈ A,

〈u∗t − v∗, u− v〉 = (1− t)〈u∗0 − v∗, u− v〉+ t〈u∗1 − v∗, u− v〉 > 0

ainsi u∗t ∈ Au.

Soit u∗α une suite généralisée 1 dans Au telle que u∗α
∗
⇀ u∗ dans X∗. Comme

〈u∗α − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A),

On obtient 〈u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A). Ainsi u∗ ∈ Au.

Définition 1.23 ([6], page 546) Soit X un espace de Banach réflexif réel.

L’opérateur multivoque T :X → 2X
∗ est pseudo-monotone généralisé si pour toute suite

{un} ⊂ X et {u∗n} ⊂ X∗ telle que un ⇀ u dans X, u∗n ∈ Tun pour n > 1,

u∗n ⇀ u∗ et lim sup
n−→∞

〈u∗n, un − u〉X 6 0, nous avons u∗ ∈ Tu

et lim
n−→∞

〈u∗n, un〉X = 〈u∗, u〉X .

1.3 Le sous-gradient

Le sous-gradient généralise le concept classique d’un dérivée. Dans ce contexte, la

formule suivante

f(v) > f(u) + 〈u∗, v − u〉X pour tout v ∈ X (1.1)

1. suite de Moore-Smith, ou filet définit dans ([13], page 73)
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est crucial.

Définition 1.24 ([2], page 856) Soit f : X → [−∞,∞] un fonctionnel dans un espace

de Banach réel X.

B Le fonctionnel u∗ dans X∗ est appelé le sous-gradient de f au point u si et seulement

si f 6= ±∞ et (1.1) vérifiés.

B L’ensemble des sous-gradients de f au point u est appelé le sous-différentiel ∂f(u) au

point u.

B S’il n’existe aucun gradient, nous mettons ∂f(u) = φ.

B En particulier, soit ∂f(u) = φ si f = ±∞.

B Si ∂f(u) 6= φ, alors f(v) > −∞ pour tout v ∈ X, par (1.1).

Exemple 1.1 ([2], page 857) pour une fonction f : R → R, le sous-différentielle au

point u égale l’ensemble des pentes u∗ ∈ R des droites qui passe par le point (u,f(u)) qui

se trouve au-dessous du graphe de f.

Si la dérivée f ’(u) existe, alors ∂f(u) est univoque, c’est à dire,

∂f(u) = {f ′(u)}. (1.2)

Maintenant, on va généraliser la relation (1.2) dans les espaces de Banach.

Proposition 1.7 ([2], page 857) Soit f : X → R un fonctionnel dans l’espace de Banach

X, alors :

(a) si f est convexe et si f possède la dérivée de Gâteau f ′(u) au point u, alors (1.2)

réalisée.

(b) réciproquement, si ∂f : X → X∗ est une application unique et hémi-continue,

alors f est différentiable au sens de Gâteau sur X et (1.2) réalisée pour tout u ∈ X.

Preuve: (Voir [2], page 857)

(a) Posons ϕ(t) = f(u+ th). Où ϕ : R→ R est convexe,
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ϕ(1)− ϕ(0) ≥ ϕ′(0). Par conséquent

f(u+ h)− f(u) ≥ 〈f ′(u), h〉 pour tout h ∈ X,

c’est à dire f ′(u) ∈ ∂f(u).

Réciproquement, si u∗ ∈ ∂f(u), alors

f(u+ th)− f(u) ≥ 〈u∗, th〉 pour tout h ∈ X, t > 0

et alors 〈f ′(u), h〉 ≥ 〈u∗, h〉 pour tout h ∈ X. Ce qui implique u∗ = f ′(u).

(b) Soit t > 0. On a

f(u+ th)− f(u) ≥ 〈∂f(u), th〉,

f(u)− f(u+ th) ≥ −〈∂f(u+ th), th〉,

On obtient
〈∂f(u), h〉 ≤ lim inf

t−→0+

f(u+ th)− f(u)

t

≤ lim sup
t−→0+

f(u+ th)− f(u)

t
≤ 〈∂f(u), h〉

pour tout h ∈ X, c’est à dire f ′(u) = ∂f(u).

Proposition 1.8 (Principe de minimum) ([2], page 858) Soit f : X →] − ∞,+∞]

un fonctionnel dans un espace de Banach réel X avec f 6= ±∞. Alors, u est une solution

du problème de minimum

f(u) = min
v∈X

f(v) u ∈ X,

si et seulement si

0 ∈ ∂f(u).

Preuve: (Voir [2], page 858) Ce découle immédiatement de (1.1).

Définition 1.25 ([2], page 859) L’opérateur multivoque A : X → 2X
∗ dans un espace de
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Banach réel X est appelé cyclique monotone si et seulement si l’inégalité

〈u∗1, u1 − u2〉+ 〈u∗2, u2 − u3〉+ · · ·+ 〈u∗n, un − un+1〉 ≥ 0

est réalisée pour tout (ui, u
∗
i ) ∈ G(A), i=1,· · · ,n, et pour tout n ∈ N, où on pose un+1 = u1.

De plus, A est appelé maximal cyclique monotone si et seulement si A est cyclique mono-

tone et il n’y a pas d’application cyclique monotone B : X → 2X
∗ tel que G(A) ⊂ G(B).

Définition 1.26 ([7], page 502) Pour tout ε > 0, on définit la relation du sous-

différentiel approximatif ∂εf par

∂εf(x) = {x∗ ∈ X∗/f(u) ≥ [f(x)− ε] + 〈x∗, y − x〉 pour tout y ∈ X}

Si f(x) est fini, ∂εf(x) est un sous-ensemble non vide faiblement* fermé et convexe de X∗

pour tout ε > 0, et

∂εf(x)→ ∂f(x) quand ε→ 0.

1.4 L’opérateur de dualité

Définition 1.27 ([2], page 860) Soit ϕ(u) = 2−1‖u‖2 pour tout u ∈ X, où X est un

espace de Banach réel. L’opérateur de dualité

J : X → 2X
∗

de X est défini pour être J = ∂ϕ.

Proposition 1.9 ([2], page 861) Soient X un espace de Banach réflexif, et X∗ stricte-

ment convexe. Soit ϕ(u) = 2−1‖u‖2.

Alors, l’opérateur multivoque J : X → 2X
∗ est univoque, surjective, demi-continu, maxi-

mal monotone, bornée et coercive.De plus

J (u) = ϕ′ (u) ∀u ∈ X (1.3)
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tel que ϕ′ est la dérivée de ϕ au sens Gâteaux, et

〈Ju, u〉X = ‖u‖2 et ‖Ju‖ = ‖u‖. (1.4)

Preuve: (Voir [2], page 862)

Proposition 1.10 (Kadec(1959) et Troyanski(1971)) ([2], page 862) Dans chaque

espace de Banach réflexif X, une norme équivalente peut être introduite pour que X et X∗

soient localement uniformément convexes et donc strictement convexes par rapport aux

nouvelles normes sur X et X∗.

Corollaire 1.1 ([2], page 862) Soit X un espace de Banach réel réflexif. Alors on peut

introduire une norme équivalente dans X, donc par rapport à la nouvelle norme dans X

et X∗, J : X → X∗ est strictement monotone, maximal monotone, borné, coercive et les

relations (1.3) et (1.4) ci-dessus sont satisfaites.

L’opérateur inverse J−1 : X∗ → X est l’opérateur de dualité d’espace dual X∗.

1.5 Principe d’existence des systèmes d’inéquations

On va trouver u ∈ K qui est une solution de l’inéquation

〈f − Tu, v − u〉X ≥ 0 pour tout (v, f) ∈M (1.5)

Proposition 1.11 (Debrunner, Flor (1964)) ([1], page 61) Soit K un sous ensemble

non vide compact et convexe d’un espace de Banach X, et soit M un sous ensemble mo-

notone de K ×X∗, c’est à dire,

〈f − g, v − w〉X ≥ 0 pour tout (v, f), (w, g) ∈M (1.6)

De plus, soit T : K → X∗ continue. Alors le problème (1.5) admet au moins une solution

22



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

u ∈ K.

Preuve: (Voir [1], page 62) On suppose, le contraire, que (1.5) n’admet aucune solution

dans K.

(1) Partition de l’unité. On définit l’ensemble

U(v, f) = {u ∈ K : 〈f − Tu, v − u〉X < 0}.

U(v, f) est relativement ouvert dans K(1.12). Par hypothèse, comme (1.5) n’admet

aucune solution , La collection (famille) de U(v, f), pour tout (v, f) ∈M , forme un

recouvrement de l’ensemble K. Mais K est compact, donc le recouvrement est déjà

formé par un ensemble fini des ensembles U(vi, fi), i=1,· · · ,m. Par (1.13), il existe

une partition d’unité subordonné, c’est à dire, il existe des fonctions continues

βi : K → R, avec suppβi ⊆ U(vi, fi), tel que
m∑
i=1

βi(u) = 1, 0 ≤ βi(u) ≤ 1, pour tout u ∈ K, i = 1, · · · ,m.
(1.7)

(2) Théorème du point fixe de Brouwer. Soit K1 = co({v1, · · · , vm}) 2, et on

définit

p(u) =
m∑
i=1

βi(u)vi, q(u) =
m∑
i=1

βi(u)fi, pour tout u ∈ K1.

Par (1.7), p associe K1 continûment par lui-même. D’après la proposition (1.3),

p admet un point fixe, u∗ = p(u∗), u∗ ∈ K1.

(3) Construction de la contradiction. Soit

∆ij = 〈fi − Tu∗, vj − u∗〉X .

2. ([11], page 182)l’enveloppe convexe de V={v1, · · · , vm}, c à d, la plus petite partie convexe de K
qui contient V.
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Alors

∆ij +∆ji = ∆ii +∆jj + 〈fi − fj, vj − vi〉X .

Par la monotonie de M (1.6), on obtient 〈fi − fj, vj − vi〉X ≤ 0, Donc

∆ij +∆ji ≤ ∆ii +∆jj.

De p(u∗) = u∗ et par la définition de p et q on obtient

0 = 〈q(u∗)− Tu∗, p(u∗u∗〉X

=
∑
i,j=1

βi(u
∗)βj(u

∗)∆ij

=
∑
i,j=1

βi(u
∗)βj(u

∗)(∆ij +∆ji)/2,

(1.8)

Alors

0 ≤
∑
i,j=1

βi(u
∗)βj(u

∗)(∆ii +∆jj)/2. (1.9)

Si βi(u∗)βj(u∗) 6= 0, donc u∗ ∈ U(vi, fi) ∩ U(vj, fj). Par construction de U(v, f),

on a ∆ii < 0 et ∆jj < 0. D’après (1.9), on obtient βi(u∗) = 0 pour tout i=1,· · · ,m.

Puisque u∗ ∈ K, c’est contredit avec (1.7).

1.6 Principe d’intersection finie

Proposition 1.12 ([1], page 756)

Une famille d’ensembles ℵ est dit centrée si et seulement si l’intersection d’un nombre fini

d’ensembles dans ℵ est non vide.

Un sous-ensemble M de X est compact si et seulement si toute famille d’ensembles centrée

qui sont relativement fermés dans M a une intersection non vide.
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1.7 Théorème de Alaoglu—Bourbaki—Eberlein—Šmuljan

Théorème 1.2 ([1], page 777)

Pour X un espace de Banach, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est réflexif.

(ii) Toute suite (xn) borné dans X admet un sous-suite converge faiblement.

(iii) La boule d’unité fermé dans X est faiblement compact.

(iv) Tout ensemble borné fermé convexe dans X est faiblement compact.

(v) Tout ensemble borné faiblement fermé dans X est faiblement compact.
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Chapitre 2

Quelques théorèmes principaux

(Browder, Rockafellar, point fixe)

2.1 Théorème de Rockafellar

Nous supposons l’hypothèse suivant :

(H) Soit f : X →]−∞,+∞] convexe et semi-continu inférieurement dans un espace

de Banach X et soit f 6≡ +∞

Lemme 2.1 ([7], page 503) Supposons (H). Soit x ∈ X, x∗ ∈ X∗, et ε > 0 tels que

x∗ ∈ ∂εf(x). Pour tout λ avec 0 < λ <∞. Alors il existe x̄ ∈ X et x̄∗ ∈ X∗ tels que

‖x̄− x‖ ≤ λ, ‖x̄∗ − x∗‖ ≤ ε

λ
, x̄∗ ∈ ∂f(x̄)

Il y a une relation élémentaire entre le sous-gradient et la dérivée au sens de Gâteau :

Si f(x) fini,

x∗ ∈ ∂f(x)⇔ f ′(x; y) ≥ 〈x∗, y〉 ∀y ∈ X (2.1)

B Soit C∗ un sous-ensemble non vide faiblement* fermé et convexe de X∗. On note la
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fonction d’appui 1 de C∗ dans X par σ(C∗; .). Alors

σ(C∗; y) = sup{〈x∗, y〉 : x∗ ∈ C∗}

pour tout y ∈ X, et σ(C∗; .) est fonction positivement homogène, semi-continue inférieu-

rement, convexe et propre dans X. La formule (2.1) nous donne, si ∂f(x) 6= φ,

f ′(x; y) ≥ σ(∂f(x); y) ∀y ∈ X

Le théorème suivant dit que, ∂f(x) est l’intersection de ∂εf(x) pour ε > 0, donc

f ′(x; .) est le minimum des fonctions d’appui (semi-continue inférieurement) des ∂εf(x)

pour ε > 0.

Théorème 2.1 ([7], page 504) Soit X un espace localement convexe, et soit f une fonc-

tion semi-continue inférieurement, propre et convexe dans X. Soit x ∈ X tel que f(x) <∞

Alors, pour tout y ∈ X,

σ(∂εf(x); y)→ f ′(x; y) quand ε→ 0

Proposition 2.1 (Rockafellar(1966)) ([2], page 860) Si (H) est réalisée, alors le sous-

gradient ∂f : X → 2X
∗ est maximal monotone.

Preuve: (Voir [7], page 508)

Étape 1 On montre que l’opérateur ∂f est monotone

Pour (u, u∗), (v, v∗) ∈ G(∂f), on a : u∗ ∈ ∂f(u) et v∗ ∈ ∂f(v). Donc :

f (v)− f (u) ≥ 〈u∗, v − u〉 et f (u)− f (v) ≥ 〈v∗, u− v〉.

et par l’addition de ces deux inégalités, on obtient :

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0.

1. cité dans [12], page 288
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Étape 2 On suppose que z ∈ X et z∗ ∈ X∗ tels que

〈x∗ − z∗, x− z〉 ≥ 0 ∀(x, x∗) ∈ G(∂f). (2.2)

On doit montrer que z∗ ∈ ∂f(z).

Effectivement,on remplace f par

h(x) = f(z + x)− 〈z∗, x〉

Si nécessaire, on peut supposer que z = 0 et z∗ = 0. Ainsi il est suffisamment de prouver

le suivant : Si

0 /∈ ∂f(0) (2.3)

Alors il existe x̄ et x̄∗ tels que

x̄∗ ∈ ∂f(x̄) et 〈x̄∗, x̄〉 < 0 (2.4)

Maintenant, (2.3) implique par définition que f(0) n’est pas le minimum de f dans E.

Alors il existe x0 avec

f(0) > f(x0).

Soit Q(λ) = f(λx0) pour tout λ ∈ R. donc Q est une fonction semi-continue inférieure-

ment, propre et convexe dans R et Q(0) > Q(1). Ainsi, il existe λ0 tel que

0 < λ0 ≤ 1, Q(λ0) <∞, Q′−(λ0) < 0, (2.5)

où Q′− est le dérivée à gauche de Q. En terme de f et sa dérivée au sens de Gâteau, (2.5)

nous donne

f(λ0x0) <∞, −f ′(λ0x0;−x0) < 0.

Ainsi pour x = λ0x0 on a

f(x) <∞, f ′(x;−x) > 0. (2.6)
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Choisissons ε > 0. Et par (2.6) et le théorème (2.1), il existe x∗ avec

x∗ ∈ ∂εf(x) et 〈x∗,−x〉 > 0.

On applique le lemme (2.1) avec λ2 = ε, on peut prendre x̄ et x̄∗ avec

‖x̄− x‖ ≤ ε1/2, ‖x̄∗ − x∗‖ ≤ ε1/2, x̄∗ ∈ ∂f(x̄).

Puisque 〈x∗, x〉 < 0, on a aussi 〈x̄∗, x̄〉 < 0 tels que ε suffisamment petit. Ce qui montre

que (2.4) est satisfaite, d’où le résultat.

Corollaire 2.1 (Rockafellar(1970)) ([2], page 860) Pour un opérateur multivoque

A : X → 2X
∗ dans un espace de Banach X, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A = ∂f et f satisfait (H).

(ii) A est maximal cyclique monotone.

Preuve: (Voir [7], page 505)

2.2 Le théorème principal sur la perturbation

pseudo-monotone de l’opérateur multivoque

maximal monotone

Notre objectif est de résoudre l’inclusion perturbée suivante :

b ∈ Au+Bu, u ∈ C (2.7)

où A : C ⊆ X → 2X
∗ est maximal monotone et B : C → X∗ est pseudo-monotone.

Explicitement, l’inclusion (2.7) signifie ce qui suit. Pour un donné b ∈ X∗, trouver u ∈ C

tel que

b = u+ w, où v ∈ Au où w ∈ Bu.

29



CHAPITRE 2. QUELQUES THÉORÈMES PRINCIPAUX (BROWDER,
ROCKAFELLAR, POINT FIXE)

Si A et B sont univoques, alors (2.7) est équivalent à l’équation de l’opérateur

b = Au+Bu, u ∈ C.

Supposons que :

(H1) C est un ensemble non vide fermé convexe dans un espace de Banach réflexif X.

(H2) L’opérateur multivoque A : C → 2X
∗ est maximal monotone.

(H3) L’opérateur multivoque B : C → X∗ est pseudo-monotone, borné et demi-

continue.

(H4) Si l’ensemble C est non borné, alors l’opérateur B est A-coercive par rapport à

l’élément fixe b ∈ X∗, c’est à dire, il existe un point u0 ∈ C ∩D(A) et un nombre

r > 0 tel que :

〈Bu, u− u0〉 > 〈b, u− u0〉 pour tout u ∈ C avec ‖u‖ > r.

Théorème 2.2 (Browder (1968)) ([2], page 867) Soit b ∈ X∗ et supposons (H1),

(H2), (H3) et (H4), alors le problème original (2.7) admet au moins une solution.

Ce théorème représente un résultat fondamental dans la théorie des opérateurs monotones.

Avant de prouver le théorème (2.2), on va démontrer les corollaires suivants :

Corollaire 2.2 ([2], page 867) on suppose (H1), (H2) et (H3) tenir, et supposons que

l’un des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) C est borné.

(ii) C est non borné, et B est A-coercive, c’est à dire , il existe u0 ∈ C ∩ D(A) tel

que :
〈Bu, u− u0〉X
‖u‖X

→ +∞ quand ‖u‖X →∞ dans C.

Alors, R(A+B) = X∗. Autrement dit, pour chaque b ∈ X∗, l’inclusion b ∈ Au+Bu, u ∈ C

admet au moins une solution.
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Preuve: (Voir [2], page 868) il reste à montrer (H4). Par la définition de la limite de la

deuxième condition (ii) :

∀ε > 0,∃r > 0 : 〈Bu, u− u0〉X > ε‖u‖ ∀‖u‖ > r

On peut prendre ε = |〈b,u−u0〉X |
‖u‖ pour tout b ∈ X∗, ce qui implique :

〈Bu, u− u0〉X > 〈b, u− u0〉X

D’où le résultat.

Corollaire 2.3 ([2], page 868) on suppose que :

(i) L’opérateur multivoque A : X → 2X
∗ est maximal monotone dans un espace de

Banach réflexif réel X.

(ii) L’opérateur B : X → X∗ est monotone, hémicontinu et borné.

(iii) B est A-coercive, c’est à dire, il existe u0 ∈ D(A) tel que :

lim
‖u‖−→∞

〈Bu, u− u0〉X
‖u‖X

= +∞.

Alors, R(A+B) = X∗.

Preuve: (Voir [2], page 868) D’après la proposition (1.1), l’opérateur B est pseudo-

monotone. Ainsi, Le résultat découle de le corollaire (2.2).

On va étudier maintenant l’inclusion non perturbée :

b ∈ Au, u ∈ C (2.8)

Corollaire 2.4 ([2], page 868) on suppose que :

(i) C est un ensemble non vide convexe et fermé dans un espace de Banach réflexif

réel X.

(ii) l’opérateur multivoque A : C → 2X
∗ est maximal monotone.

31



CHAPITRE 2. QUELQUES THÉORÈMES PRINCIPAUX (BROWDER,
ROCKAFELLAR, POINT FIXE)

(iii) Si l’ensemble C est non borné, alors l’opérateur A est coercive par rapport à

l’élément fixe b ∈ X∗, c’est à dire, il existe u0 ∈ D(A) et r>0 tel que :

〈u∗, u− u0〉 > 〈b, u− u0〉 pour tout (u, u∗) ∈ G(A) avec ‖u‖ > r

Alors, l’inclusion (2.8) admet au moins une solution.

Preuve: (Voir [2], page 868) On utilise la méthode de régularisation. Au lieu de (2.8),

nous étudions les inclusions régularisées :

b ∈ Aun + εnJ(un − u0) un ∈ C, n = 1, 2, · · · , (2.9)

où J : X → X∗ est l’opérateur de dualité, et (εn) est une suite de nombres réels posi-

tifs avec εn → 0 quand n → ∞. D’après la proposition (1.10), on introduit une norme

équivalente sur X de sorte que X et X∗ soient localement uniformément convexe. Par le

corollaire (1.1), l’opérateur de dualité J : X → X∗ est univoque, continu, borné, coercive

et strictement monotone. Notez que A reste maximal monotone et coercive par rapport à

b, lors du passage à des normes équivalentes.

(1) Solution de l’inclusion régularisée (2.9).

De 〈J(u− u0), u− u0〉 = ‖u− u0‖2 il s’ensuite que

lim
‖u‖−→∞

〈J(u− u0), u− u0〉
‖u‖

= +∞.

D’après corollaire (2.3), pour chaque n, l’inclusion (2.9) admet au moins une solu-

tion un.

(2) Estimation à priori.

Par (2.9), pour chaque n, il existe u∗n ∈ Aun tel que

b = u∗n + εnJ(un − u0). (2.10)
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Donc
〈b, un − u0〉 =〈u∗n, un − u0〉+ εn〈J(un − u0), un − u0〉

= 〈u∗n, un − u0〉+ ε‖un − u0‖2

(2.11)

et (un, u
∗
n) ∈ G(A) pour tout n. Ce qui implique

〈b, un − u0〉 ≥ 〈u∗n, un − u0〉.

Par hypothèse (iii), la suite (un) est bornée, c’est à dire, il existe r > 0 tel que

‖un‖ ≤ r.

(3) La convergence faible de la méthode de régularisation. Comme (un) est

borné, il existe une sous-suite, notons aussi par (un) tel que

un ⇀ u quand n→∞

Donc u ∈ C, car C est faiblement fermé, d’après (i).

Puisque A est monotone, il découle de (un, u
∗
n) ∈ G(A) que :

〈u∗n − v∗, un − v〉 ≥ 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A).

Par (2.10)

〈b− εnJ(un − u0)− v∗, un − v〉 ≥ 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A) (2.12)

et pour tout n. Notons

‖εnJ(un − u0)‖ = εn‖un − u0‖ → 0 quand n→∞.

Par n→∞, il découle de(2.12) que

〈b− v∗, u− v〉 ≥ 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A).
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Comme A est maximal monotone, b ∈ Au.

Preuve du théorème 2.2

L’idée de la preuve est la suivante :

(a) Nous utilisons la méthode de Galerkin c’est à dire nous travaillons avec les inéqua-

tions de Galerkin.

(b) Les inéquations de Galerkin sont résolues par le principe d’existence des inéqua-

tions dans Rn (proposition 1.11). Dans ce cas, on utilise la méthode de troncature.

(c) La coercivité implique l’estimation à priori pour les solutions des inéquations de

Galerkin.

(d) La convergence de la méthode de Galerkin est basée sur la pseudo-monotonicité

de l’opérateur B.

Comme A : C → 2X
∗ est maximal monotone, G(A) es non vide, c’est à dire, il existe

(u0, u
∗
0) ∈ G(A). Supposons que u0 = 0 et u∗0 = 0, c’est à dire, (0, 0) ∈ G(A).

Autrement, on passe de l’équation b ∈ Au+Bu, u ∈ C, à l’équation modifiée

b− u∗0 ∈ Āv + B̄v, v ∈ C − u0,

où on pose Āv = A(v + u0) et B̄v = B(v + u0)− u∗0 pour tout v ∈ C − u0.

Étape 1 : Inéquation variationnelle équivalente.

Trouver u ∈ C tel que

〈b−Bu− v∗, u− v〉X ≥ o pour tout (v, v∗) ∈ G(A) (2.13)

Ce problème est équivalent au problème initial (2.7). En effet, u ∈ C est une

solution de (2.13) si et seulement si b−Bu ∈ Au, puisque A est maximal monotone.

Étape 2 : Estimation à priori.
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Soit u une solution (2.13). Comme (0, 0) ∈ G(A), on obtient

〈b−Bu, u〉 ≥ 0.

Par La condition de coercivité (H4) avec u0 = 0, on obtient ‖u‖ ≤ r pour r > 0

fixé.

Étape 3 : Les inéquation de Galerkin

Soit L désigne l’ensemble de tous les sous-espaces de dimension finie Y de l’espace

de Banach original X, c’est à dire,

Y ∈ L implique Y ⊆ X et dimY <∞.

Fixons Y ∈ L. Au lieu de l’inéquation variationnelle (2.13), considérons le problème

approximatif

〈b−BuY − v∗, uY − v〉Y ≥ 0, (2.14)

Pour tout (v, v∗) ∈ G(A) avec v ∈ C ∩ Y , où nous cherchons uY ∈ C ∩ Y .

Dans ce cas, on a : X∗ ⊆ Y ∗, et

〈u∗, u〉Y = 〈u∗, u〉X pour tout (u∗, u) ∈ X∗ × Y.

Étape 4 : Solution de (2.14) par la méthode de troncature.

(4-1) Problème de troncature. Soit R>0. Pour Y ∈ L fixé, nous remplaçons

(2.14) par le problème de troncature

〈b−BuR − v∗, uR − v〉Y ≥ 0 pour tout (v, v∗) ∈ GR (2.15)

et l’inconnue uR ∈ KR. On pose

KR = {v ∈ C ∩ Y : ‖v‖ ≤ R},

GR = {(v, v∗) ∈ G(A) : v ∈ KR}.

35



CHAPITRE 2. QUELQUES THÉORÈMES PRINCIPAUX (BROWDER,
ROCKAFELLAR, POINT FIXE)

(4-2) Solution de (2.15) par le principe d’existence pour les inéquations

variationnelles de dimension finie. D’après la proposition (1.11), le pro-

blème (2.15) a une solution uR ∈ KR.

(4-3) Solution de (2.14) par la propriété d’intersection finie. Fixons Y ∈ L.

Soit SR désigne l’ensemble des solutions uR ∈ KR de (2.15), c’est à dire,

SR ⊆ KR pour tout R > 0.

Comme dans l’étape 2 ci-dessus, nous obtenons l’estimation à priori

‖uR‖ ≤ r pour tout uR ∈ SR et tout R > 0

où r indépendant de R et Y. Puisque B est demi-continue, l’ensemble SR est

fermé. De plus, SR se trouve dans l’ensemble compact

{u ∈ C ∩ Y : ‖u‖ ≤ r}.

Si r ≤ R ≤ R′, alors GR ⊆ GR′ . Par conséquent,

SR ⊇ SR′ pour tout R,R′ > 0 avec R′ ≥ R ≥ r.

Donc par le principe d’intersection finie (proposition 1.12), il existe un élément

uY tel que

uY ∈
⋂
R≥r

SR.

Clairement, Cet élément uY est une solution de notre problème approxima-

tif(2.14). De plus, nous obtenons que

‖uY ‖ ≤ r et uY ∈ C ∩ Y. (2.16)

(5) Convergence de la méthode de Galerkin par le principe d’intersection
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finie.

Pour chaque Y ∈ L, le problème approximatif (2.14) a une solution uY . Nous

voulons montrer que (uY ) converge dans certain sens vers une solution u du pro-

blème initiale (2.13). À cette fin, nous utiliserons la monotonie maximale de A et

la pseudo-monotonicité de B.

(5-1) Le principe d’intersection finie. Soient Y, Z ∈ L. On pose

MZ = {(uY , BuY ) ∈ X ×X∗ : uY est une solution de(2.14) avec Y ⊇ Z}.

Nous voulons montrer qu’il existe une paire ordonnée (u, u∗) tel que

(u, u∗) ∈
⋂
Z∈L

MZ (2.17)

où MZ désigne la fermeture de MZ par rapport à la topologie faible dans

l’espace produit X×X∗. En outre, nous montrerons ci-dessous que u la solution

souhaitée du problème initiale (2.13).

Maintenant, nous prouvons (2.17). Selon (2.16), il existe une boule fermé K

dans X ×X∗ tels que ⋃
Z∈L

MZ ⊆ K.

Dans ce cas, notez que l’opérateur B est borné.

Puisque X est réflexif, X∗ et X × X∗ sont aussi réflexifs. Par conséquent, K

est faiblement compact, d’après le théorème (1.2). Comme MZ est un sous-

ensemble faiblement fermé de l’ensemble faiblement compact K, alors l’ensemble

MZ est faiblement compact et

⋃
Z∈L

MZ ⊆ K
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Soit Y, Z ∈ L et S = vect{Y, Z}. Alors

MY ∩MZ ⊇MS.

Ce qui implique

MY ∩MZ 6= φ pour tout Y, Z ∈ L.

Le même argument montre que l’intersection de plusieurs ensembles finis MY

n’est pas vide, c’est à dire,

MY1 ∩ · · · ∩MYn 6= φ pour tout Y1, · · · , Yn ∈ L.

Par le principe d’intersection finie (proposition 1.12), il existe (u, u∗) tel que

(2.17) réalisée.

(5-2) Construction d’une paire ordonnée par la monotonie maximale

de A. Il existe (v0, v
∗
0) ∈ G(A) tel que

〈b− u∗ − v∗0, u− v〉X ≤ 0. (2.18)

autrement dit, nous avons

〈b− u∗ − v∗, u− v〉X > 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A).

Ce qui implique b − u∗ ∈ Au, car A est maximal monotone. Posons v = u et

v∗ = b − u∗, on obtient (v, v∗) ∈ G(A) et 〈b − u∗ − v∗, u − v〉X = 0. C’est une

contradiction.

(5-3) Un argument d’approximation spéciale. Fixons Y ∈ L. L’ensembleMY

est faiblement fermé dans l’espace de Banach X ×X∗, et nous avons

(u, u∗) ∈MY , selon (2.17). Ainsi, il existe une suite d’élément (un, u
∗
n)
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dans MY tel que

(un, u
∗
n) ⇀ (u, u∗) dans X ×X∗ quand n→∞. (2.19)

et

〈b−Bun − v∗, un − v〉Y ≥ 0 pour tout (v, v∗) ∈ G(A) avec v ∈ Y.

(2.20)

selon(2.14). Puisque C est fermé et convexe (ça veut dire faiblement fermé), on

obtient u ∈ C.

(5-4) Pseudo-monotonicité de B. nous voulons montrer que

〈Bu, u− v〉 ≤ 〈v∗ − b, v − u〉 pour tout (v, v∗) ∈ G(A) avec v ∈ Y. (2.21)

Dans la preuve suivante de (2.21), nous considérons seulement que Y ∈ L avec

v0 ∈ Y , où l’élément v0 satisfait (2.18). Notons que

⋃
Y ∈L,v0∈Y

Y = X. (2.22)

Maintenant, fixons Y ∈ L. De (2.20), il s’ensuite que

〈Bun, un − w〉 ≤ 〈v∗ − b, v − un〉+ 〈Bun, v − w〉. (2.23)

pour tout w ∈ C, (v, v∗) ∈ G(A) et n ∈ N. Posons w = v, on obtient

〈Bun, un−v〉 ≤ 〈v∗−b, v−un〉 pour tout (v, v∗) ∈ G(A) avec v ∈ Y,

(2.24)

et pour tout n ∈ N. Choisissons w = u, v = v0, et v∗ = v∗0 dans (2.23), on

obtient

lim sup
n−→∞

〈Bun, un − u〉 ≤ 〈v∗0 − b+ u∗, v0 − u〉,
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puisque Bun ⇀ u∗ quand n→∞.

Par (2.18), 〈v∗0 − b+ u∗, v0 − u〉 ≤ 0 et donc

lim sup
n−→∞

〈Bun, un − u〉 ≤ 0.

De plus, nous avons un ⇀ u quand n −→ ∞. Car B : C → X∗ est pseudo-

monotone, on obtient

〈Bu, u− v〉 ≤ lim inf
n−→∞

〈Bun, un − v〉 pour tout v ∈ C. (2.25)

Maintenant, la relation (2.24) implique (2.21).

(5-5) Solution du problème initiale (2.13). De (2.21) et (2.22) ; il s’ensuite

que

〈Bu, u− v〉 ≤ 〈v∗ − b, v − u〉 pour tout (v, v∗) ∈ G(A),

c’est à dire, u est la solution de (2.13).

Ceci complète la preuve du théorème (2.2).

2.3 Points fixes des opérateurs multivoques

Définition 2.1 ([1], page 447) Soit T : M ⊆ X → 2Y un opérateur multivoque.

On dit que x est un point fixe de T si et seulement si x ∈ T (x).

2.3.1 Théorème généralisé du point fixe de Banach

On introduit d’abord le concept de distances entre les ensembles, à savoir la distance

de Hausdorff D(.,.).

Définition 2.2 ([1], page 449) Soit (X,d) un espace métrique. Si A,B ⊆ X deux en-

sembles, alors on définit la distance D(A,B) entre eux par :

D(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}
,

40



CHAPITRE 2. QUELQUES THÉORÈMES PRINCIPAUX (BROWDER,
ROCKAFELLAR, POINT FIXE)

où d(a,B) = infb∈B d(a, b) est la distance entre le point a et l’ensemble B. Évidement, si

X est borné, alors l’ensemble de tous les sous-ensembles fermés non vides de X avec D(.,.)

devient un espace métrique.

Exemple 2.1 ([1], page 449) Soit X = R, A=[0,1], B=[2,4]. Alors supa∈A d(a,B) = 2,

supb∈B d(b, A) = 3, et D(A,B)=3.

Théorème 2.3 (Théorème généralisé du point fixe de Banach) ([1], page 449). On

suppose que :

(i) T : M ⊆ X → 2M est un opérateur multivoque dans un espace métrique complet

(X,d),

(ii) M est non vide et fermé, T(x) est fermé pour tout x ∈ M , est la condition géné-

ralisée de k-contraction :

D(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) (2.26)

est satisfait pour tout x, y ∈M et k ∈ [0, 1[ fixe.

Alors T admet un point fixe.

Preuve: (Voir [1], page 450)

2.3.2 Semi-continuité supérieure et inférieure des opérateurs mul-

tivoques

Notre objectif est une généralisation du concept de continuité aux opérateurs multi-

voques

Définition 2.3 ([1], page 450) Soit T : M → 2N un opérateur multivoque, où M et N sont

des espaces topologiques (exp. sous-ensembles d’espaces de Banach ou locaux convexes)

1. Soit A ⊂ N . L’image inverse T−1(A) est définie par l’ensemble de tous x ∈ M

avec T (x) ∩ A 6= φ.
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2. L’opérateur multivoque T est dit semi-continu supérieurement si et seulement si

T−1(A) est fermé pour tous les ensembles fermés A dans N.

3. L’opérateur multivoque T est dit semi-continu inférieurement si et seulement si

T−1(A) est ouvert pour tous les ensembles ouverts A dans N.

Proposition 2.2 (Critère de continuité) ([1], page 451) Selon les condition de la dé-

finition 2.3, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) l’opérateur T est semi-continu supérieurement ;

(b) pour chaque x ∈M et chaque ensemble ouvert V dans N avec T (x) ⊆ V , il existe

un voisinage U(x) tel que T (U(x)) ⊆ V .

De plus, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) l’opérateur T est semi-continu inférieurement ;

(b) pour chaque x ∈ M et chaque voisinage V (y) pour chaque y ∈ T (x), il existe un

voisinage U(x) tel que

T (u) ∩ V (y) 6= φ pour tout u ∈ U(x).

2.3.3 Théorème généralisé du point fixe de Schauder

Théorème 2.4 (Théorème généralisé de Kakutani (1941)) ([1], page 452)On sup-

pose que

(i) l’opérateur multivoque T : K → 2K est semi-continu supérieurement ;

(ii) K est un ensemble non vide, compact, convexe dans un espace localement convexe

X ;

(iii) l’ensemble T(x) est non vide, fermé et convexe pour tout x ∈ K.

Alors T admet un point fixe.

Corollaire 2.5 (Théorème du point fixe de Tihonov(1935)) ([1], page 452)

Soit T : K ⊆ X → K continue, où K est un ensemble non vide, compact et convexe dans

un espace localement convexe X. Alors T admet un point fixe.
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Corollaire 2.6 (Deuxième théorème du point fixe de Schauder(1927)) ([1], page

452) On suppose que

(i) X est un espace de Banach réflexif et séparable ;

(ii) l’opérateur T : M ⊆ X →M est faiblement continu séquentiellement, c’est à dire,

si xn ⇀ x quand n→∞, alors T (xn) ⇀ T (x) ;

(iii) l’ensemble M est non vide, fermé, borné et convexe.

Alors T admet un point fixe.

Corollaire 2.7 (Bohnenlust et Karlin (1950)) ([1], page 452) On suppose que

(i) l’opérateur T : M → 2M est semi-continu supérieurement, où M est un ensemble

non vide, fermé, convexe dans un espace de Banach X ;

(ii) l’ensemble T(M) est relativement compact ;

(iii) l’ensemble T(x) est non vide, fermé et convexe pour tout x ∈M .

Alors T admet un point fixe.

2.3.4 Les inéquations variationnelle et le théorème du point fixe

de Browder

Proposition 2.3 ([1], page 453) Un opérateur multivoque T : K → 2K, où K ⊆ X,

admettra un point fixe si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) X est un espace localement convexe et l’ensemble K est non vide, compact et

convexe ;

(ii) l’ensemble T(x) est non vide et convexe pour tout x ∈ K, et l’inverse T−1(y) est

relativement ouvert par rapport à K pour tout y ∈ K

On va étudier maintenant l’inéquation variationnelle :

〈T (x0), x0 − x〉X ≥ 0 pour tout x ∈ K (2.27)
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Proposition 2.4 ([1], page 453) L’inéquation variationnelle (2.27) admet au moins un

solution x0 ∈ K si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) l’opérateur T : K ⊆ X → X∗ est continu, où K est un ensemble localement

convexe, et X∗ l’espace dual correspondant avec la topologie forte* ;

(ii) l’ensemble K est non vide, compact et convexe.

◦ Si X un espace de Banach, alors la topologie forte* dans X∗ est la même topologie du

norme usuelle sur X∗.

Preuve: (Voir [1], page 454)

Théorème 2.5 (Théorème du point fixe de Browder (1968) pour les opérateurs multi-

voques avec les conditions limites)([1], page 454)On suppose que

(i) l’opérateur T : K → 2X est semi-continu supérieurement, et K un ensemble non

vide, compact et convexe dans un espace localement convexe X ;

(ii) l’ensemble T(x) non vide, fermé et convexe pour tout x ∈ K ;

(iii) l’un des conditions limites suivantes est satisfait :

pour chaque x ∈ ∂K il existe des points y ∈ T (x) et u ∈ K,

et un nombre λ > 0 tel que y = x+ λ(u− x);

(2.28)

pour chaque x ∈ ∂K il existe des points y ∈ T (x) et u ∈ K,

et un nombre λ < 0 tel que y = x+ λ(u− x).

(2.29)

Alors T admet un point fixe.
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Chapitre 3

Les inéquations variationnelles

elliptiques

3.1 L’inéquation variationnelle

On considère l’inéquation variationnelle

〈b− Au, v − u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(v) pour tout v ∈M (3.1)

pour u ∈M . Parallèlement à cela, l’inclusion d’opérateur multivoque :

b ∈ Au+ ∂ϕ(u), u ∈M (3.2)

Selon les hypothèses suivantes :

(H1) X est un espace de Banach réel et réflexif.

(H2) M est un sous-ensemble de X non vide, fermé et convexe.

(H3) ϕ : M →]−∞,+∞] est convexe, semi-continu inférieurement et ϕ 6≡ +∞.

Dans ce qui suit, on pose que le prolongement de ϕ dans X est défini par ϕ(v) =

+∞(par définition) pour v ∈ X −M . Alors ϕ : X →] −∞,+∞] est convexe et

semi-continu inférieurement.

(H4) A : M ⊆ X → X∗ est pseudo-monotone, demi-continu et borné.
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Pour l’instant, ces hypothèses sont remplies quand A : M ⊆ X → X∗ est mono-

tone, hémicontinu et borné.

(H5) Coercivité. Si M est non borné, alors il existe u0 ∈M ,v0 ∈ X∗ tels que

v0 ∈ ∂ϕ(u0), c’est à dire, ϕ(u0) < +∞ et

ϕ(u0) + 〈v0, u− u0〉X ≤ ϕ(v) pour tout v ∈M

aussi
〈Au, v − u0〉X

‖u‖
→ +∞ quand ‖u‖ → +∞, u ∈M.

(H6) b est un élément fixe dans dans X∗.

La condition de ϕ dans (H5) est remplie, par exemple, lorsque v0 = ϕ′(u0) et ϕ′(u0) existe

en tant que la dérivée de Gâteau.

Théorème 3.1 ([3], page 551) Avec les hypothèses (H1)-(H6), les deux assertions sui-

vantes sont réalisées :

(a) Équivalence. (3.1) et (3.2) sont équivalents.

(b) Existence. (3.1) admet au moins une solution.

Preuve: (Voir [3], page 551)

(a) C’est une conséquence directe de la définition de ∂ϕ.

(b) D’après la proposition (2.1), l’opérateur ∂ϕ : X → 2X
∗ est maximal monotone.

Alors la restriction de ∂ϕ dans M est aussi maximal monotone. D’où d’après le

théorème (2.2), l’inéquation variationnelle (3.2) admet au moins une solution.

Lemme 3.1 ([5], page 42) Selon les hypothèses (H1)-(H6), un élément u ∈ M vérifie

l’inéquation (3.1) si et seulement s’il vérifie l’inéquation :

〈b− Av, v − u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(v) ∀v ∈ K (3.3)

De plus, l’ensemble des solutions de l’inéquation variationnelle (3.1) est convexe et fermé
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dans X.

Preuve:

(⇒) On suppose que u ∈M est une solution de (3.1).

D’après la monotonicité de A c’est à dire

〈Av − Au, v − u〉X ≥ 0 ∀u, v ∈ X,

On a

〈b− Au, v − u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(v) + 〈Av − Au, v − u〉X ∀v ∈M

Ce qui implique 〈b− Av, v − u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(v), alors, u est une solution de (3.3).

(⇐) On suppose que u ∈M est une solution de (3.3).

Soient w ∈M et λ ∈ [0, 1], on pose uλ = λw + (1− λ)u et uλ ∈M car M est convexe.

On remplace v par uλ dans l’inéquation (3.3), on obtient

〈b− Auλ, λw + (1− λ)u− u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(λw + (1− λ)u)

On utilise la convexité de ϕ et divisons sur λ > 0

〈b− Auλ, w − u〉X + ϕ(u) ≤ ϕ(w) ∀w ∈M

Puisque A est hémicontinu on prend λ = 0, puis on déduit l’inéquation (3.1).

Il reste à montrer que l’ensemble des solutions de l’inéquation variationnelle (3.1) est

convexe et fermé.

• Convexe : Soient u1, u2 ∈M deux solutions de (3.1), et soit t ∈ [0, 1].

On a tu1 + (1− t)u2 ∈M car M est convexe, et

〈Av, v − (tu1 + (1− t)u2)〉X + ϕ(v)− ϕ(tu1 + (1− t)u2)

= 〈Av, (tv + (1− t)v)− (tu1 + (1− t)u2)〉X + (tϕ(v) + (1− t)ϕ(v))− ϕ(tu1 + (1− t)u2)

≥ t[〈Av, v − u1〉X + ϕ(v)− ϕ(u1)] + (1− t)[〈Av, v − u2〉X + ϕ(v)− ϕ(u2)]
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car ϕ est convexe. Et puisque u1 et u2 sont des solution de l’inéquation, on obtient

〈Av, v − (tu1 + (1− t)u2)〉X + ϕ(v)− ϕ(tu1 + (1− t)u2)

≥ t〈b, v − u1〉X + (1− t)〈b, v − u2〉X = 〈b, v − (tu1 + (1− t)u2)〉X

donc (tu1 + (1− t)u2) ∈M est une solution de l’inéquation variationnelle (3.1).

• Fermé : Soit un solution de (3.1) et un → u quand n→∞ dans X, c’est à dire,

〈Av − b, v − un〉X + ϕ(v) ≥ ϕ(un)

Par passage à la limite et comme ϕ est semi-continu inférieurement

〈Av − b, v − u〉X + ϕ(v) ≥ lim
n−→∞

ϕ(un)

≥ lim inf
n−→∞

ϕ(un) ≥ ϕ(u)

Donc, u est une solution de (3.1), d’où le résultat.

3.2 L’inéquation quasi-variationnelle

On va faire l’extension de l’inéquation (3.1) avec remplacer le fonctionnel ϕ par un

fonctionnel de deux variables :

〈b− Au, v − u〉X + ϕ(u, u) ≤ ϕ(u, v) pour tout v ∈M (3.4)

où :

— X est un espace de Banach réel et réflexif.

— M un sous-ensemble non vide, fermé et convexe.

— A : X → X∗ est un opérateur.

Théorème 3.2 On suppose les hypothèses suivantes :

A est un opérateur monotone,hémicontinu et borné, (3.5)
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ϕ est faiblement semi-continu inférieurement dans M ×M, (3.6)

∀v ∈ X,ϕ(., v) :M →]−∞,+∞] est faiblement semi-continu

supérieurement dans M,
(3.7)

∀u ∈M,ϕ(u, .) : M →]−∞,+∞] est convexe et semi-continu

inférieurement dans M et ϕ(u, .) 6≡ +∞.
(3.8)

Alors, l’inéquation quasi-variationnelle (3.4) admet au moins une solution dans M si l’une

des deux conditions est satisfaite :

M est borné, (3.9)

∃v0 ∈M tel que lim
‖v‖−→+∞
v∈M

〈Av, v − v0〉X + ϕ(v, v)− ϕ(v, v0)

‖v‖
= +∞ (3.10)

Théorème 3.3 ([8], page 4) Soient X un espace de Banach réflexif et M ⊂ X est non

vide, fermé et convexe. Supposons l’application multivoque S : M −→ 2M tel que pour tout

u ∈ M , l’ensemble S(u) est non vide, fermé, convexe et le graphe de S séquentiellement

faiblement fermé.

Si M est borné ou S(M) est bornée, alors l’application S admet au moins un point fixe

dans M.

Preuve du théorème (3.2)

IOn suppose l’hypothèse (3.9) est satisfait.

Étape 1 Pour u ∈M fixé, on considère le problème auxiliaire suivant :

 trouver w ∈M tel que

〈b− Aw, v − w〉X + ϕ(u,w) ≤ ϕ(u, v) ∀v ∈M
(3.11)

Ce qui est équivalente à l’inclusion (théorème 3.1)

b ∈ Aw + ∂ϕu(w) ∀w ∈M (3.12)
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telle que ∀u ∈M,ϕu(.) = ϕ(u, .).

D’après les hypothèses (3.5) et (3.8), et par le théorème (2.2), l’inclusion (3.12) admet au

moins une solutions w ∈ M . Puis en appliquant le théorème (3.1) et le lemme (3.1), on

obtient que l’ensemble des solution du problème (3.11) est non vide convexe et fermé.

Étape 2 On va définir un opérateur S : M → 2M tel que

S(u) = {w ∈M : w est solution de (3.11)}

Remarquons que S est bien défini d’après l’existence de la solution de (3.11). Ainsi, il est

claire que tout point fixe de S est une solution de l’inéquation (3.4). Donc, on va montrer

que S admet un point fixe, d’où on vérifie que S satisfait les hypothèses du théorème (3.3) :

• On a S(u) est non vide ; convexe et fermé d’après le théorème (3.1) et le lemme

(3.1).

• Le graphe de S est séquentiellement faiblement fermé :

Soit un, wn ∈ M tel que wn ∈ S(un), ∀n ∈ N et un ⇀ u, wn ⇀ w dans X quand

n→ +∞. Et d’après le lemme (3.1), on a

〈b− Av, v − wn〉X + ϕ(un, wn) ≤ ϕ(un, v) ∀v ∈M

autrement dit

〈Av − b, v − wn〉X + ϕ(un, v) ≥ ϕ(un, wn) ∀v ∈M

Par passage à la limite et en utilisant (3.7) et (3.6), on obtient

〈Av − b, v − w〉X + ϕ(u, v) ≥ lim sup
n−→+∞

[〈Av − b, v − wn〉X + ϕ(un, v)]

≥ lim inf
n−→+∞

ϕ(un, wn) ≥ ϕ(u,w) v ∈M,

(3.13)

D’où w ∈ S(u).

Alors l’inéquation (3.4) admet au moins une solution.
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I Ensuite, on suppose que la condition de coercivité (3.10) est satisfaite. Soit R > ‖v0‖

est suffisamment grand tel que MR = M ∩B(0, R) 6= φ où B(0, R) = {v ∈ X : ‖v‖ ≤ R}.

En appliquant le théorème (3.1) et le premier partie du preuve pour le sous-ensemble non

vide, convexe et borné KR, par conséquent, il existe un élément uR ∈ KR tel que

〈b− AuR, v − uR〉X + ϕ(uR, uR) ≤ ϕ(uR, v) ∀v ∈ KR (3.14)

On va montrer que la condition de la coercivité (3.10) implique ‖uR‖ < R. Supposons par

contradiction ‖uR‖ ≥ R.

Si (3.10) est vrai, alors

〈AuR, uR − v0〉X + ϕ(uR, uR)− ϕ(uR, v0) > 〈b, uR − v0〉X ,

C’est à dire

〈b− AuR, v0 − uR〉X + ϕ(uR, uR) > ϕ(uR, v0).

On doit toujours supposer que R est suffisamment grand tel que R ≥ ‖v0‖. Donc, de

(3.14) avec v = v0 ∈ KR, on obtient la contradiction

〈b− AuR, v0 − uR〉X + ϕ(uR, uR) ≤ ϕ(uR, v0).

On conclue que ‖uR‖ < R.

Il reste à montrer que uR est une solution de (3.4). Soit w ∈ K −KR, on prend

0 < ε ≤ R−‖uR‖
‖w‖−‖uR‖

< 1 et v = uR + ε(w − uR), d’où v ∈ KR. Alors, à partir de (3.14) avec

ce dernier v, on obtient

ε〈b− AuR, w − uR〉X + ϕ(uR, uR) ≤ ϕ(uR, uR + ε(w − uR)) ∀w ∈ K,

En appliquant la convexité du ϕ(uR, .) et divisons sur ε > 0, on déduit

〈b− AuR, w − uR〉X + ϕ(uR, uR) ≤ ϕ(uR, w) w ∈ K,
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Donc uR est une solution de l’inéquation quasi-variationnelle (3.4). D’autre part, chaque

solution u de (3.4) vérifie l’inéquation (3.14) pour tout R>0. Si on choisit R > ‖v0‖ assez

grand, alors de (3.14) et la condition de coercivité (3.10), d’où ‖u‖ < R. Donc il existe

R > 0 tel que l’inéquation (3.4) admet au moins une solution.

3.3 Application : Inéquation quasi-variationnelle avec

l’opérateur p-laplacien

Dans cette section, on considère le problème de l’inéquation quasi-variationnelle avec

l’opérateur p-laplacien. En appliquant le théorème mentionné dans le chapitre ci-dessus

pour montrer l’existence de la solution de ce problème.

Problème

Trouver u ∈M tel que :

∫
Ω

(|∇u(x)|p−2∇u(x),∇v(x)−∇u(x))Rndx+

∫
Ω

φ(u(x), v(x))dx

−
∫

Ω

φ(u(x), u(x)dx ≥
∫

Ω

f(x)(v(x)− u(x))dx ∀v ∈M
(3.15)

tel que 2 ≤ p <∞, u, v ∈ X = W 1,p
0 (Ω), f ∈ Lp(Ω), Ω un ouvert borné de Rn, 1 ≤ n <∞,

avec une frontière suffisamment lisse ∂Ω,


φ : R2 →]−∞,+∞] est une fonction faiblement semi-continue inférieurement ,

φ(., v) est faiblement semi-continue supérieurement,

φ(u, .) est faiblement semi-continue inférieurement, convexe et propre ;
(3.16)

de plus, x 7→ φ(u(x), v(x)) appartient à L1(Ω).

On donne un constant c0 > 0 et on considère le sous ensemble fermé et convexe M de X :

M = {v ∈ X tel que |∇v(x)| ≤ c,∀x ∈ Ω}
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où |.| est la norme euclidienne de Rn.

Théorème 3.4 Si les hypothèses du théorème (3.2) sont vérifiés alors (3.15) admet au

moins une solution.

Preuve: On note X = W 1,p
0 (Ω), A = −∆p tel que 1 < p <∞.

Soit l’opérateur A : X → X∗ défini par

〈Au, v〉X =

∫
Ω

(|∇u(x)|p−2∇u(x),∇v(x))Rndx ∀u, v ∈ X

et ϕ : M ×M →]−∞,+∞] défini par

ϕ(u, v) =

∫
Ω

φ(u(x), v(x))dx

(a) On montre que A est borné, hémi-continu et monotone

I A borné : d’après l’expression de la norme d’un espace dual, on obtient

∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) : ‖ −∆p(u)‖W−1,q(Ω) = sup

v∈W1,p
0 (Ω)

‖v‖≤1

|〈−∆p(u), v〉|

Pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω), on a :

|〈−∆p(u), v〉| ≤
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ p

q

Lp(Ω)

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤

(
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ p

q

Lp(Ω)

)
‖v‖W 1,p

0 (Ω).

Donc

‖ −∆p(u)‖W−1,q(Ω) ≤ ‖u‖
p
q

W 1,p
0 (Ω)

Soit B un borné de W 1,p
0 (Ω), alors

∃M > 0;∀u ∈ B; ‖u‖ ≤M implique ‖ −∆p(u)‖W−1,q(Ω) ≤M
p
q
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Ainsi, l’image d’un borné B de W 1,p
0 (Ω) par l’opérateur A = −∆p est borné

dans W−1,q(Ω) d’où A est borné.

I A hémi-continu : d’après la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

pour tout u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω), l’application

: R→ R

t 7→ 〈−∆p(u+ tv), w〉 =

∫
Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi + t
∂v

∂xi

∣∣∣∣p−2(
∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)
∂w

∂xi
dx.

est continue.

I A monotone : on sait que l’application t 7→ |t|p de R dans R est convexe, ce qui

implique que sa dérivé est une fonction croissante, donc

∀(t, r) ∈ R2, (|t|p−2t− |r|p−2r)(t− r) ≥ 0

D’où

〈−∆p(u)−(−∆p(v)), u−v〉 =

∫
Ω

n∑
i=1

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
−
∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣p−2
∂v

∂xi

)(
∂u

∂xi
− ∂v

∂xi

)
dx

Par conséquent, l’opérateur −∆p est monotone.

(b) ϕ hérite les propriétés (3.16) de φ.

(c) Par définition de M et d’après la proposition (1.4), on déduit que M est borné.

Alors, d’après le théorème (3.2) le problème (3.15) admet au moins une solution.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudier l’existence des inclusions perturbée et non pertur-

bée.

Nous avons également montré l’existence de la solution de l’inéquation variationnelle

et quasi-variationnelle elliptique, puis nous avons effectué un exemple de ce dernier avec

l’opérateur p-laplacien.

L’étude pourrait être élargie pour trouver les conditions qui assurent l’unicité de la

solution. Et aussi l’existence pour les problèmes paraboliques et hyperboliques.
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Abstract

In this work, we have shown the existence of the perturbed inclusion solution,

then using it to study elliptic variational inequality. We make a generalization of this

latter and we obtain the quasi-variational elliptic inequality. By using the fixed-point

theory and the previous results, We discuss the existence of the quasi-variational

inequality solution, with an application on the p-laplacian operator.

Key words : inclusion, variational inequality, fixed-point, quasi-variational, exis-

tence.

Résumé

Dans ce travail, nous avons montré l’existence de la solution d’inclusion

perturbé, puis en l’utilisant pour étudier l’inéquation variationnelle elliptique.

Nous faisons une généralisation de ce dernier et nous obtenons l’inéquation

quasi-variationnelle elliptique. Á l’aide de la théorie du point fixe et les résultats

précédents, nous avons abordé l’existence de la solution de l’inéquation quasi-

variationnelle, avec une application à l’opérateur de p-laplacien.

Mots clés : inclusion, inéquation variationnelle, point fixe, quasi-variationnelle,

existence.
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