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NOTATIONS

O,V

» Vv = grad(v) = ( Ow
Y

) : Le gradient d’un vector 2D.

» (.,.) : Le produit scalaire et (.,.) : Le produit de dualité.
» H™(Q) = {v € L*(Q)/Va : |a| <m,0% € L*(Q)}.

» HI(Q) ={ve H'/v=0 dans 9Q}.

» H~': dual de I'espace H.

» (.,.) : Le produit scalaire et (.,.) : Le produit de dualité.

»Ck(Q) : I'espace des fonctions k-fois continue,différentiable sur Q.

2

» D?w: D = Y Wy, Vs, : Le produit scalaire dans R*.
ij=1
! 1/2
» |v]s, w = <|Z ||D“U||ow> :
al|=2
92u
9%u
> Ay =20 o
Y a2 ap
» [v] =v-n" +v,nt.
0%
5z =0 (VZu)n
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INTRODUCTION

Le type le plus simple des problémes de contact est celui qui concerne le
contact entre une membrane élastique et un obstacle (rigide ou élastique). Les
problémes de cette catégorie sont appelés "problémes d’obstacle", ce genre des
problémes peut étre considéré, comme un probléme de frontiére libre. Plusieurs
modeéles physiques importants peuvent étre reformulé comme un probléme
d’obstacle, par exemple : le probléme de filtration d’un fluide, probléme de
I’écoulement, probléme de Stefan,...etc, grace a la non linéarité de probléme
d’obstacle, le calcule des solutions exactes ou approximatives peut étre difficile,
pour cela nous nous intéressons a présenter une approche primale-duale qui
nous aide a résoudre le probléme d’obstacle, Cette approche duale consiste
a trouver une formulation mixte & 'aide de méthode de multiplicateur de

Lagrange.

Pour le probleme de flexion de plaque avec un obstacle élastique, nous
nous référons a [5] et [8]. Maintenant on va étudier le probléme d’obstacle
dans quatre chapitres, dans le premier chapitre en présentant 1’hypothése du
modéle de kirchhoff en plus nous utilisserons la théorie de Lax-Milgram pour
réaliser I'existence et I'unicité de la solution . Ensuite dans le deuxiéme cha-

pitre nous formulons le probléme continu et aprés dans le troisiéme chapitre



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

nous montrons sa stabilité et nous définissons la méthode des éléments finis
stabilisés et établir une estimation de stabilité discréte ainsi que des estima-

tions d’erreur a priori et a posteriori .

Finalement,il est difficile de trouver la solution analytique dans le cas gé-
néral. C’est pour cela que nous programmons sous Freefem++ les schémas
numériques développés dans les chapitres précédents, afin de valider les résul-

tats théoriques.




CHAPITRE 1

MODELE DE PLAQUE KIRCHHOFF

Ce chapitre est basé sur la thése [6] . Une nouvelle approche des méthodes mixtes pour
les coques et les plaques Kirchhoff-Love .Par : Katharina Refetseder. Université Johannes
Kepler de Linz (Allemagne) (2018).

La plaque est une structure plane a parois minces. Une dimension, dans notre cas
x3, est significativement plus que les deux autres. dans la configuration non déformée est
définie par

1~ e B ) e (-55)

oll w C R? définit la surface médiane de la plaque et e désigne I’épaisseur, que nous sup-
posons pour que la simplicité soit constante. Dans les considérations suivantes, la plaque
est soumise a des charges qui provoquent des déformations de flexion et membranaire.
Avant de présenter le modeéle de plaque Kirchhoff. A noter que le modeéle de Kirchhoff,
peut étre déduit du modeéle de Reissner-Mindlin. La comparaison entre les deux modeles
était une question intéressante pour les chercheurs. En gros, pour des valeurs d’épaisseur
trés faibles, le modéle de Kirchhoff donne des résultats plus précis, tandis que le modéle

Reissner est meilleur lorsque la plaque est modérément épaisse ou lorsque des singularités



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

sont présentes.

1.1 CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE

L’invention de la théorie classique des plaques remonte & 1850 et est accréditée par Gustav
Kirchhoff (1824-1887). Dans son modéle, le modéle de plaque de Kirchhoff, le champ de
déplacement est basé sur les hypothéses cinématiques de Kirchhoff, qui se composent des

trois parties suivantes :

1. Les lignes droites orthogonales & la surface moyenne (c’est-a-dire les normales trans-

versales) dans la configuration non déformée restent droites pendant la déformation.
2. Les normales transversales restent non délatés pendant la déformation.

3. Les normales transversales tournent de telle sorte qu’elles restent orthogonales a la

surface moyenne aprés la déformation.

FIGURE 1.1 — Hypothese géométrique de Kirchhoff

Pour les plaques épaisses, cette théorie est trop restrictive, car il faut également tenir
compte des déformations de cisaillement transversales. Les déformations de cisaillement
transversales peuvent étre comprises comme le glissement les unes sur les autres des sur-
faces paralléles a la surface moyenne. Ces effets ont été incorporés pour la premiére fois
dans leurs modeéles de plaques par Eric Reissner (1913-1996) en 1945 et par Raymond

Mindlin (1906-1987) en 1951. L’idée était de considérer les rotations comme inconnues




1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

FIGURE 1.2 — Une plaque déformée

supplémentaires a coté du déplacement de la surface moyenne. Cela signifie que la troi-
siéme des hypothéses de Kirchhoff a été abandonnée, ce qui a conduit aux hypothéses
cinématiques de Reissner-Mindlin.

Les hypothéses cinématiques de Reissner-Mindlin impliquent la forme suivante du 3D
déplacement U = (U;) :

Ua($1, 1’27353) = ua($17332) - 373(9(1(9617 :CQ)?

(1.1)

Us(x1, k9, x3) = us(x1, xa),
ou u = (u;) désigne le déplacement de la surface moyenne de la plaque et § = (0,)la
rotation d’une normale transversale. Dans ce qui suit, nous nous référons a u = (u,) et
ug comme partie dans le plan et transversale (verticale) du déplacement, respectivement.
Tout au long , nous considérons les petits déplacements, c’est-a-dire I'analyse linéaire.

Puis le déformation 3D e(U) est donné par ses composants

7

1
eij(U) = 5(8JUZ + &Uj) avec 82 = 896
Pour le déplacement spécifique (1.1) on obtient
1
cap(U) = 5(Opta + Iptia) = 25(0s0a + 0abs) = cap(u) + 23as(0),

1 (1.2)
ea3(U) = §(aau3 — 0a) = Yalus,0),

7



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

ol
1 1
&w(g) = 5(05% + Oauﬁ), /{ag(u;z,) = 5(859a + 8a95). (13)

Les tenseurs e(u), k() et v(us,d) avec les composants introduits ci-dessus sont appelés
respectivement déformation de la membrane, déformation en flexion et tenseur de dé-
formation en cisaillement. La troisiéme partie des hypothéses cinématiques de Kirchhoff
implique

Qa == 8au3 (14)
comme nous pouvons le montrer dans le lemme suivant :

Lemme 1.1 La troisieme hypothése de Kirchhoff signifie que :
0= VU3
En effet, on note

Remarque 1.2 Les hypothéses de Kirchhoff réduisent le nombre de degrés de liberté de 5
(pour le modéle de Reissner-Mindlin) a 3, ¢’est-a-dire uniquement (uq, us, us) représentent

les inconnues.
Substitution de 'expression (1.4) pour la rotation en (1.1) méne a

1
eap(U) = 5(85% + Optla) — T300pUs = Eap(U) + T3kap(us), (5)
€a3(U) = 0

avec le tenseur de déformation en flexion x(u3) donné par

s (13) = —upts. (1.6)

Pour un matériau élastique linéaire homogene isotrope, la loi de Hooke prévoit les com-

posants du tenseur 3D de contrainte o
0ij = 2piei; + A(€11 + €22 + €33) 0y, (1.7)

avec les constantes A\ et u données par

vE FE

A aroa-a) Y T oy




1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
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si nous désignons le module de Young par E et le coefficient de Poisson par v, comme
d’habitude.

En appliquant ’hypothése de contrainte plane o33 = 0 on obtient

€33 = — (€11 + €22),

1—v

ce qui conduit a la équation constitutive 2D de I’état de contrainte plane

E v

af — a 50{ . 1.8
e C R R (1)
En bref, nous écrivons pour gap = (045) €t €ap = (€4p)

oap = Cesp

avec ’application du tenseur de matériau du quatriéme ordre donné par

CA = £ (A—i—

T tr(A)]) pour tous A € R?*% (1.9)

1—v

ou I est la matrice d’identité et tr est 'opérateur de trace pour les matrices. La théorie
présentée ci-dessous est indépendante de la structure particuliére du tenseur de matériau.
Nous supposons seulement que le tenseur de matériau est symétrique et défini positif sur

des matrices symétriques, c’est-a-dire,

CA-B=A:CB poulrtousA,BEIR;;IIZ1
CA:A>0 pourtousO;«EAERS;E1

ou R2*> désigne I'espace des matrices symétriques dans R**?.en outre, Apin(C) €t Aoz (C)
désignent respectivement la valeur propre minimale et maximale du tenseur de matériau,
puis

Amin(C)A : A < CA : A < Mo (C)A = A pour tous A € R**2

sym

1.1.1 Modéle bidimensionnel de plaques

Tout au long de cette section, toutes les fonctions sont supposées étre suffi-

samment réguliéres.Nous considérons le probléme d’élasticité linéaire standard




1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
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dans le domaine Q C R?® avec bord Y. La surface moyenne non déformée
w C R? est supposée a bord Lipchitzien I'. On suppose que la frontiére I est
décomposée sous la forme

K
I'=vrUer avecer = UEk
k=1

ou Ey, k=1,2,..., K, sont les bords de I', considérés comme des segments ouverts éven-
tuellement curvilignes et v désigne I’ensemble des points anguleux dans I'.Les bords sont
numérotés consécutivement dans le sens antihoraire. Nous désignons le sommet au point
de départ de E}, par zj, ott £, dénote la fermeture de Ej. Etant donné que nous considé-
rons une courbe de limite fermée, I'indice £ = 0 est dans la suite toujours identifié avec
k=K.

La plaque 3D est encastrée sur la partie ), = I'. x (—¢/2,¢/2),simplement appuyée sur

une partie = I'y X (—¢/2,¢/2), et libre sur une partie =TIy x (—¢/2,e/2),avec
f f

s
' =T, UI'yUT'y sont 2 a 2 disjoints. I'.,I's et I'f,et Nous supposons que chaque aréte
E € er est contenue exactement dans I'un des ensembles I'., I's, 'y, et que les arétes sont
maximales dans le sens ot deux bords avec le méme type de condition aux limites ne se
rencontrent pas a un angle de 7.Nous supposons qu’aucune condition aux limites cinéma-
tiques pour le déplacement n’est prescrite sur les faces supérieure et inférieure de 2. Des
forces de traction g = (g;) sont prescrites sur toute la frontiére > et des forces volumiques

f = (f;)sont données dans € .

Ainsi, I’énergie totale du probléme d’élasticité s’écrit comme suit :

J(U) = 1/ o(U): e(U)d:c—/f-de—/ g-udr,
2 Ja Q >
ou la premiére partie est ’énergie de déformation correspondant au déplacement U,le
deuxiéme terme décrit est ’énergie potentielle liée aux forces volumiques f , et la troisiéme
partie est I’énergie résultant des tractions prescrites sur le bord.
Le déplacement U = (U, Us) est alors obtenu en minimisant I’énergie J(U) par rapport

a l'espace des déplacements cinématiquement admissibles U = (U, U;) satisfaisant les

10



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

conditions aux limites cinématiques

U= ﬂ Us = U3SU1° Z>

) ) ‘ (1.10)
U=U  U=Ussar » .

S

pour fonctionnelle J

/

J(U+V) = J(U) + (J(U), V) +o(|V])

donc

JU+V) = ;/C( (U+V):e(U+V) dx—/fUJrV)dx—/ g(U + V)dr

/Ce :e(U)der/QCe(U): V)da 4+ & /C’e o dx—/f.de
/deg;—/ g.Udl — /Zg.VdF
JU+V) = /ce e dx—/Qf-de—/Zg-VdF—i—o(HVH)

donc

<J’(U),V> :/QCe(U):e(V)dx—/ﬂf.Vdm—/Zg.VdF

Remarque 1.3 La fonctionnelle J : Wy (w) — R est définie par :

%/QUZ-J-(U):eij(U)da:—/Qf.de—/Zg.UdF

admet un point critique U solution a B(U) = f donc VJ(U) = 0.

J(U) =

Cela revient a résoudre la formulation variationnelle : trouver U = (U, Us;) satisfaisant

les conditions aux limites cinématiques (1.10) tel que
Q Q 2
pour tous V satisfait les conditions auxlimite homogénes
Lemme 1.4 ( premiere inégalité de Korn ) Soit ) un domaine borné de R",alors,

Vu € H(Q) IVul2g < 2lle(w)g (1.12)

11



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
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Lemme 1.5 (deuziéme inégalité de Korn )Soit Qun domaine borné de R™, alors,
Vu € H'(Q) 3C(Q) >0 lull o < Cllulloq + lle(@)lp0) (1.13)

Lemme 1.6 (Laz-Milgram) Soit V un espace de Hilbert avec la norme ||-||, et produit
scalaire (.,.),, et supposons que a est une forme bilinéaire et L est une forme linéaire qui

satisfait :
1. a est continue, c’est-a-dire.

3C > Otel que V(u,v) € V xV, la(u,v)] < C|lully, v

2. a est coercive (V-elliptique), c’est-a-dire

da > 0, tel que YueV a(u,u) > a|ull} .

3. L(v) est continu, c’est-a-dire
Iy > Otel que , YveV |L(v)| < ~vlvll
alors il y a une fonction unique w € V tel que a(u,v) = L(v) Yv €V,

Considérons les espaces
Vi ={veV ei3(v) =0}
Vi ={(¢1,92) € (H'W))*  @alr, =0}
Vs={ps € Hw)  ¢slr. = dpslr. = 0}

L’utilisation de la représentation des déformations (1.5),qui est une conséquence d’hypo-
theéses cinématiques et de 'équation constitutive de 'état de contrainte plane (1.8) , la
formulation variationnelle (1.11)devient en effectuant une intégration explicite par rap-
port & 3 :
trouver u = (u, ug) satisfaisant aux conditions aux limites essentielles

u=1, us=ds Ohus=0, surl,,

(1.14)
w = U, Uz =Us sur I';.

12



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION

CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

tel que

/Qa(u):e(v)dx:/ﬂf-vdx%—/zg-vdf.

Le membre a gauche s’écrit :

/Qa(u) ce(v)dx. = /Q (2 - eap(u) + X - €an(tt) - 0ap) €ap(v)de.
= [ Preastw) : casfo) + A con) : ess(w))d

/w /_ 211(gap(u) + z3kap(u))(Cap(v) + T3Kap(v))

+ Meaa

l\’l\m

u) + T3kaa(u))(€ps(v) + w385(v))]drsdz.
-/ / 20(Eap(u) - ap(v) + Tokap(u) - caslv)
+ €ap(u ) 3kap(V) + T3Kap(u) - Kap(v))]drsde

[ [ INCanla) - £85(0) + 205010 - 235(0) + 2an(0) 2253500

+ T3Kaa () - kaa(v))]drsdz.

[N

Le membre a droite

/f~vdx+/ g-vdl.
>
/ / (fa(v —x3Vv3) + f3 - v3)dasdz + / Ja(v — 23Vv3) + g3 - v3)dxsds.
< rcurfurg

£
2

Z/ [2/2 fadxs — VU?,/2 x3 - fadvs + f3d$3v3) dx
+/ / adﬂfg va/
Ff

/ gadxs — V03/2

£
2

t\.’)\m
ol

2
T3 - godrs +U3/ gsdxs| ds

N
N|m

l\')\(‘)

£
2

o w\m

o

T3 gad:v:s] dx.

to\m

13



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1

de telle sorte que la formulation variationnelle

/w(eCs(g) e(v) + 3OH(U3)' ) /iy ¢- U3+f3'1}3)d1' (1.15)

+ / Nnvn — Mnanv;:,) ds
s

+ NQ—M-VUg—l-QUg)dS
Ly

pour tous v = (v, v3)satisfaisant les conditions aux limites homgenes. Ici les forces appli-

quées £ = (£, f3) et couples & = (é,) sont donnés par

. 3 . 3 3
fa = fadl'?) + <ga> ) f3 = dexZS + <93> 3 CAa = fadex?) + <go¢x3> )

2 2 2

avec l'opérateur (-) est défini par

—& g
_) + a(xhx% _)7

<a(x17x2,x3)> = a($1,I27 9 5

et les forces au bord N = (N,), Q et moments M = (M,) sont donnés par

W

La formulation variationnelle est de trouver u € Vtel que

Jodrs, Q= /93(1373, M, /ga%dﬂfs-
2 2

I\D\m

a(u,v) = L(v) Yv eV, (1.16)

ou

:/<w5 +3m@g %Ow
:/(i-y—éva—irfg-vg)dx
+ —]\;fnﬁnv3>d8

N, v, — Mn - Vs + Qv;;) ds

14



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

pour l'existence et 'unicité de la solution, nous utilisons la théorie de Lax-Milgram .
a est bilinéaire et continue,

Pour vérifier la continuité de a, nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz

3

ofur) = [ (0o =) + SOk n(w) ) do < C (s [l + Il [
<20 e(w)l )1y
<20 (Je(w)ls + ull ) (e}l + [o]2)

< Cllull g oll g1

a est coercive (elliptique dans V)
Pour vérifier Iellipticité dans V, nous utilisons 1’ inégalité de Korn

3

a(u, 1) = /w (5C€(g):8(g)+i—20ﬁ(u3) : ﬁ(u;g)) do > /w (eCe(u) : e(u)) da

2 2
= Clle()llzz = llullg

L (v) est linéaire et continue.
Pour vérifier la continuité, nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de

trace

15
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L(v):/w<z-y—é-Vv3—|—f3~vg>dx

+/ ( Anvn - Mnanvg) ds
r

=3 3 U P L PO Y PR 2 N L P
+ HN” 12(r) lenllzzcr) + HM” 12(r) 19nall e,y
5T W # 9 7 [, i sy

L2(Ff f)

< O el + € sl + |[ME] 19 lnc

+ HMn

L2(T) ||anv3||L2(FS)
< Crllell 2w + C2 llvsll 2

(inégalité de trace normel)

Le probléme variationnel (1.15) se dissocie en deux problémes indépendants :

1.1.2 Probléme de membrane

Trouver u = (u,) satisfaisant aux conditions aux limites essentielles

u=1u sur T,
U = Uy sur T
tel que
/506(@) ce(v)dx = / fevde+ [ Nyv,ds+ [ N-uvds (1.17)
w w Ty Ly

pour tous v = (v, )satisfaisant

16



1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

1.1.3 Probléme de flexion

Trouver us satisfaisant aux conditions aux limites essentielles
us =uz, O uz = 0, sur I'.,

Uz =Us surl’,

tel que
3
i EC’H(Ug) : k(vg)dx
= / <f3v3 —cC- VU3> dx — / M,,0,v3ds
w s
+ / <QU3 ~ M- va) ds, (1.18)
Ly

pour tous v satisfaisant la contrepartie homogéne des conditions aux limites essentielles.
la formulation variationnelle du probléme de membrane n’implique que des dérivés du
premier ordre et la formulation variationnelle du probléme de flexion implique des dérivés
du second ordre, car la déformation de flexion est définie par k(u3) = —V?us,voir (1.6). Le
probléme de la membrane peut étre résolu (indépendamment) en utilisant des techniques
standard pour les problémes de second ordre. Par conséquent, nous limitons nos considé-
rations ci-aprés au probléme de flexion des plaques pour le déplacement transversal us,
comme c’est la seule inconnue, nous éliminons l'indice et écrivons simplement u pour le
reste de ce chapitre.

Nous dérivons la formulation forte du probléme de flexion (1.15).Pour cela nous définis-
sons le tenseur de moment de flexion M,qui est liée a la déformation de flexion a travers

I’équation constitutive
3

M = S Ch(u) = = o
= 5Chrlu) = -1 u.
L’intégration par parties & deux reprises du membre de gauche de (1.18) fournit

— / M : Vudz = /DivM -Vuds — /(Mn) -vds
w w r

= — /(div DivM)vdz + /(DivM -n)vds — /(Mn) - Vuds.
w r

r
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1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

L’utilisation de la représentation Vv = (9,v)n + (9;v)t implique

/(Mn) -Vouds = /(Mnnﬁnv + M,;0pv)ds.
r

r
Dans I'étape suivante, nous effectuons l'intégration par parties le long de la frontiére
dans la direction tangentielle . Pour cela ainsi que pour une utilisation ultérieure, nous

définissons d’abord les notations suivantes :

Définition 1.7 avec les notations introduites au début du chapitre nous définissons la

restriction d’une fonction f au bord d’une aréte Ej_qpar
flom,_, = f(xr) — f(xr-1) pour k=12 .. K (1.19)
et le saut au point d’angle xy par
[flew = flzy) = flaf)  pour k=1,2,.. K, (1.20)
avec les limites unilatérales données par
flz,) = ll_rg% flog —ety_y) et f(x))= ll_I% f(xg + ety),

ou ty_1 et tysont les vecteurs tangents sur les bords Ey_, et Ej,respectivement, dans le

cas d’une frontiére polygonale et d’une adaptation appropriée pour les frontiéres courbes.

Ensuite, nous obtenons

/F(Mn) -Vods = /(Mnnﬁnv — Oy My v)ds + Z (Mpv(x))|op

r Eeer

= /(M,manv — OyMv)ds + Z (M) v ().
r xevr
On aboutit a
- / M : Vudz = +/(div DivM)vdzx

+ / (O:Mpy + DivM - n)vds — / M,,,,0,,vds — Z (M ].v(x),
r; r

SUFf TEVD,f
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1.1. CINEMATIQUE DE LA PLAQUE ET EQUATION
CONSTITUTIVE CHAPITRE 1.

ol nous incorporons les conditions aux limites de v. Notons que vp s désigne ’ensemble
des points d’angle dont les deux arétes adjacentes appartiennent a I';.

Par intégration par parties du terme impliquant ¢ du coté droit dans (1.18) et encore en
utilisant la représentation Vo = (9,v)n + (0;v)t et 'intégration par parties le long de la

frontiére que nous obtenons

/(fgv —¢-Vo)dr — / M, d,vds + / (Qu —M - Vu)ds
w Ty ry

M,d,vds + / ((Q — &n)v — Mydyv)ds

Ly

= / (f3 + divé)vdz —

IUlf

M, 0,vds + / (Q + 9, M, — é,)vds

Ly

= / (f3 + divé)vdz —

— [M,].v(x).

Z‘Gl/r*7f

FSUFf

En résumé, nous obtenons
/ (—(div DivM) — (fs + divé)) vdr — / (M, — M,)0,vds
w FSUFf

+/F ((8tMnt + DivM - n) — Vn) vds — Z ([Mpi]e — [[Mt]]x>v(x) —0

ZEGV["f

avec V,, = O, M; + Q — ¢,.
La procédure pour déduire la formulation forte consiste a considérer d’abord les fonctions

de test v qui s’annulent & la frontiére I',qui conduit &
—div DivM = fg + divé dans w.

Afin d’obtenir les conditions aux limites naturelles, nous considérons dans un premier
temps les fonctions de test v avec v = 0 et dérivée normale arbitraire 0,v,ce qui conduit

a la condition aux limites suivante pour la composante normale-normale de M :

M,, = Mn sur 'y UTy.
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1.2. FORMULATION VARIATIONNELLE (PROBLEME DE
FLEXION DES PLAQUES) CHAPITRE 1.

Ensuite, nous considérons les fonctions de test v avec v(x) =0 pour tout = € vp f,ce qui

conduit & la condition aux limites de la force de cisaillement de Kirchhoff

OiM,; + DivM -n =V, sur I';.

Enfin, en utilisant cela v(z)peut étre choisi arbitrairement dans les coins « € vr ¢ on en

déduit les conditions de coin
M) = [[Mt]]x pour toutz € vp ;.
En résumé, la forme forte du probléme de flexion des plaques (1.18) s’écrit comme
~ 63
— div DivM = f3 + divé dans w, avecM = _ECV2U (1.21)
avec les conditions aux limites

u = us, Opu =0, sur I'.,
u = s, M, = M, surl’y, (1.22)

Myp = M,, 8;My, +DivM -n =V, sur I'y,
avec Vn = 8tMt + Q — Cy, et les conditions de coin
[Mi]e = [M]. pour tout z € vp y, (1.23)

ou vr ¢ désigne I'ensemble des points d’angle dont les deux arétes adjacentes appartiennent

aTy.

1.2 FORMULATION VARIATIONNELLE (PROBLEME DE
FLEXION DES PLAQUES)

Jusqu’a présent, nous avons supposé que toutes les fonctions étaient suffisamment lisses.
Dans cette section, nous expliquons mathématiquement précisément ce que 1’on entend

par le terme lissage. Pour ce faire, nous équipons la formulation variationnelle du probléme
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1.2. FORMULATION VARIATIONNELLE (PROBLEME DE
FLEXION DES PLAQUES)

CHAPITRE 1.

de flexion des plaques d’espaces fonctionnels appropriés.

Ensuite, la formulation variationnelle (primale) du probléme de flexion des plaques dérivée

de (1.18)devient : trouver u € W, tel que

/6V2u : Viudr = <ﬁ,v> pour tout v € Wy (1.24)
avec le membre de droite
<F,U> = (F,v) — M, d,vds +/ V,uds — Z Rov(zx), (1.25)
FSUFf Ff z€ur ¢
ou
(F,v) = / fodx avec [ = fs + dive,
Vo = 0 M+ Q — é,,
R, = [M]..
L’application du tenseur de matériau modifié C = %Cest donné par
CA=D (A + 1 - tr(A)[) pour tout A € R**? (1.26)
—v
avec
& E
1210
Ici, les espaces fonctionnels sont donnés par
Wo={ve€ H*(w):v=0,0,0=0sur I',o=0sur I}, (1.27)
W, = {U € H*(w) : v = i3, Opv = b, sur [, v = Gig sur Fs} (1.28)
avec norme associée ||v||,, = ||v[|,- Pour les autres considérations, nous faisons les hy-

pothéses suivantes sur les données aux bords : Nous considérons M, € L*(TsUTy) et

Vi, = L*(T'y),sachant bien qu’en utilisant des produits de dualité appropriés, ces exigences

peuvent étre affaiblies. De plus, nous supposons qu’il existe une extension 4 € H?(w) des

données aux bords 3 et HAntel que © =ug sur [ ULy et 0,u = én sur I'.c’est a dire,

Wg:ﬂ—FW().

(1.29)
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1.2. FORMULATION VARIATIONNELLE (PROBLEME DE
FLEXION DES PLAQUES) CHAPITRE 1.

Dans toute la suite L?(w) et H™(w) désignent les espaces standard de fonctions de Le-
besgue et Sobolev sur w avec les normes correspondantes ||.||, et ||.|,, pour les entiers
positifs m.Pour les fonctions sur T' nous utilisons L*(T') et H %(F) pour désigner 'espace
de Lebesgue et 'espace de trace de H'(w)avec les normes correspondantes ||.[|o . et ||| i
en outre, H é,r’ (w) désigne I'espace des fonctions définies dans H'(w) qui s’annulent sur
une partie I de I'. le produit scalaire sur w et I sont toujours désignés par (.,.) et
(.,.)p respectivement, qu'’il soit utilisé pour des fonctions scalaires, vectorielles ou matri-

cielles.
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CHAPITRE 2

MODELISATION MATHEMATIQUE DU
PROBLEME D’OBSTACLE POUR LE
BILAPLACIEN

2.1 POSITION DU PROBLEME

On définit le probléme d’obstacle et la solution u(x; y) qui représente un petit déplacement
transversal la surface moyenne d'une plaque de Kirchhoff Q C R? fixée le long de sa
frontiere 92 , soumise a une force f € H ! et se pose sur un obstacle élastique ¢ (x,y) < 0.

Notons par P(v) l'energie potentielle et ¢(v) est I'energie des forces extérieurs. On

obtient :

L’énergie totale est donnée :

La fonction de déplacement u est ainsi obtenue en minimisant I’energie , a savoir .
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2.1. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 2.

I I I contact zone

fixe N fixed

the obstacle function

FIGURE 2.1 — La déformation d’'une membrane avec 1’obstacle

2.1.1 Probléme de minimisation

Soit © C R? un ouvert borné régulier, f € L%(Q) et v € C%(Q),¢ < 0 sur Q. Nous nous

intéressons au probléme de minimisation suivant :

u = argmin Ea(v, v) + 2_15 /Q(v — )2 dr — Z(U)] = argmin [J.(v)], (2.3)

veK veK

ou
V:=H3(Q), (v—1)_ =min(0,v— 1)

2
a(w,v) ::/ D*w : D*v dz, D*w : D*v = Z Wz, Vaya,
Q

ij=1
((v) ::/va dx
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2.1. POSITION DU PROBLEME

CHAPITRE 2.

Proposition
1. J. est propre !.
2. J. est convexe

3. J. satisfait :

lim J.(v) =00 quand |Jv|j2q0 — o0

Preuve.
1. j. propre

onpose o = infJ(v) V veK donc a < 400
JuweK , Jw)<a + § telque
lim J(v) < «a a<J() ,a< lim J(vg)
k—>o00 k—>o00
donc
lim J(v) = «
k— 00

2. J.convexe

y € [_007 +OO[

on a :
Je(v) = J(v) + Fe(v)
telque
Jw)= =a(v,v) — < Fv>
1 2
Fw) = - [
et on a
<VJ.(u¥),w> = <VJW),w> + <VF.(u),w>
telque
<VJWw),w> = alu,w) — < fiw>
1
<VF.(u),w> = —/(u—w)wd:v

Lpropre i.e., (j(v) # —oo,Yv et Dom(J) # 0)
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2.1. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 2.

Donc

<VJ.(u),w> = alu,w) — < fiw> + é/(u—w)wdm

on a
J.  convexe <— < VJ.(u)—VJ(v),u* —v> >0

telque

1
<VJ.(u) = VJ.(v),uv" —v> = au°—v,u"—v) + g/(BuE — Bo)(u® — v)
il faut motrer que (Bu® — Bv,u®* —v) > 0:

( Bu — Bv,u*—v) > 0 *

<v—pv—u+tpu,v—u> > 0 *x

<vV—Uu,v—u> > <puv—pu,v—u>
on a :
<v—pu,pv—pu> > 0

et on a

v
o

<V —pu,pu—pu >

<pu—v,pv—pu> > 0

de * et ** on obtient :

<v—pv+pu—upv—pu> > 0
< Bv— Bu,pv —pu> > 0
< Bv—Bu,Bv—Bu> > 0

<Bv—Bu,v—u> > 0 d u eV
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2.1. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 2.

Théoréme 2.1 K est un ensemble conveze fermé, a(. , .) forme bilinéaire, symétrique,

continue et coercive donc le probléme(2.3) admet une solution unique .

Preuve. l'existence et 'unicité sont déja démontrés dans la preuve précédente , voir

(??) preuve (2.1.1) =
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2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

2.2 LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES

2.2.1 La formulation variationnelle primale

Pour déterminer les propriétés de la solution du probléme d’obstacle on peut reformuler

le probléme (2.3) comme inéquation variationnelle .

Définition 2.2 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 1" espace tout inéqua-
tion sous la forme :

Trouwver w € K :={v eV v >y} tel que
(2.4)
a

(u,v —u) >llv—u), YveK

telque le problem d’obstacle consiste a la résolution de I’ inéquation variationnelle (2.4) .

Théoréme 2.3 (Stampachia) Soient V' un espace de Hilbert, et K C V sous espace non
vide, fermé et conveze , a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur’ V. xV et f €

V' (espace dual de V) tel que :
a(u,v —u) > (F,o—u) YveK (2.5)

alors (2.5) admet une solution unique. En plus Si uy,us sont des solutions au probléme
(2.5) avec coté droit correspondant Fy, Fy € V', alors l'estimation de la stabilité suivante
est vérifice :

1
lur = wal| < —[|F2 = Fa

Preuve. voir [2| =
Dans cette section on va présenter l'existence et 'unicité pour la solution d’une in-

équation variationnelle elliptique .

Théoréme 2.4 Si a(.,.): V xV — R est une forme bilinéaire continue et coercive
sur un espace vectoriel V, 1 (.) — V' est une forme linéaire sur V et K est un
sous ensemble convexe non vide de V , alors l'inéquation variationnelle (2.4) admet une

solution unique.
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2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

Preuve. 'ensemble K est convexe et fermé.

La forme a : HZ(Q) x H3(Q) — R : est :
1. bilinéaire, symétrique : (évident),
2. continue (par l'inégalité de Cauchy-Schwarz) :
ja(u, v)| = |/Qﬁuﬁv dr | < ||Aull2@llAvl2@) < llullmgllvllm-
3. coercive dans H3 (1) :
2 1 2 1 2
a(u,u) = [ |Aul® de = = [ |Au|® dz + =|Au|* dz
Q 2 Jq 2

par inégalité de Ponicarré : ||ul|3 < v||Au||2 Vu € HZ(Q)

donc :
1
a(uu) 2 5 [ 1Al +eljulf
Q
> d||Aullf YV ue Hy(Q),
. IR S .
ou ¢ =, C= min (5, %) sont des constantes positives.

De plus, il est claire que F' est linéaire continue ,donc 'existence et 'unicité de la

solution © € K sont obtenues.

Proposition 2.5 Le probleme de minimisation (2.3) est équivalent a l'inéquation

variationnelle (2.4).
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2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

2.2.2 Le probléme pénalisé

Soient af.,.) forme bilinéaire continue de V' x V dans R? , et <.,.> le produit scalaire.
Et f € R? est un paramétre de pénalisation positif, On considér le probléme pénalisé

suivante :

Trouver u. € V tel que

a(te, v) + é((ue — ) ) = ), WweV. (2:6)

Maintenant nous donnerons 'existence et 'unicité de solution du probléme pénalisé.
Théoréme 2.6 on a :

1. le probléme (2.6) admet une solution unique.

2. {u.,le > 0} est uniformément borné.

3. Be(ue) = (ue —)— — 0 lorsque € — 0.

4. ue = u ot u est solution du probleme :

Trowver u € K :={v eV v >} tel que
(2.7)
a

(u,v —u) >lv—u), YwvekK
Preuve.

1. L’existence : Maintenant en utilisant le théoréme (3.1.4) pour prouver l'existence

d’une solution a ce probléme Yu € V'
9 1
—A Us  + gﬁus = f

— Ny, = F(u.)

on pose F(u.) = f — ffu. et (Flu.)—F(w), ue—w) < 0V u,w €V
avec F décroissant. Soit T': V' — V application continue, on pose encore T'(v) =

(—A2)7}(f(v)) . Donc v € H(Q)
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2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

puisque F(v) € L*(Q) et L’application (—A)~! est continue de L?(Q2) dans H}(Q)
tel que
—N\*(Tv) = F(v).

Notons que par le théoréme de Rellich, I'injection est compacte et que par consé-
quent, T transforme les bornés de V en ensembles relativement compacts de V |
puisque I'image d’'un compact par une application continue est un compact. Pour
appliquer le théoréme de Schauder, L’ensemble C est un convexe fermé de V . Nous
prenons ici

C = (veHyQ); [l 3 ) < M)

ol M est une constante & choisir. De plus, c¢’est un fermé de V . En effet, si v, € C
converge vers v, alors v, est bornée dans Hj () et contient donc une sous-suite
Uk qui converge faiblement vers un élément de H}(Q) . De plus, la semi-continuité

inférieure séquentielle faible de la norme implique que

vl 20y < nklgiloo inf [[ve || p o) < M.

C’est-a-dire v € C'. Par conséquent, C est compact dans V . Nous allons choisir la

constante M, nous provenons T'C' C C' : Tel que Vw € V'
/ A(Tv)Awdx = / F(v)wdz
Q Q
Pour w = Tv dans I’équation précédente, il vient :
/ IA(Tv)|2dz = / F(o)Tvdx
Q Q
On utilise I'inégalité de Poincaré Donc
HTU||H3(Q)

Pour assurer que T'(C') C C', alors par application du le théoréme de point fixe de
Schauder
Tv=wv, YveC

31



2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

Alors on a 'existence d’une solution .
L’unicité : Yo eV
1
_Azus + _5us = f
€
—N*u, = F(u,)

Soit u.; et u.y les deux solutions. Nous utilisons la formule de Green

/AuelAvldx:/F(ud)vldx Y, €V
Q Q

/AUEQAUde:/F(ud)Ugda: Yuy €V
Q Q

On pose v1 = U1 —Ugy , Vo = Ugeg — U1additionnons les deux équations. On trouve :
/ (At — 1))z = / Fltey — 1) (101 — t)dz < 0 Wop €V
Q Q

On l'inégalité de Poincaré ||u.; — ugo — U — U = 0 donc 'unicité
€ e2||V € €

2. {ue,|e > 0} est uniformément bornée :
on prend v = u,
a(us,us) + 1
(Bus,us) = (f,ue)
aflully, < fI el telque  (Bug,u;) = 0

udy < M= o

Remarque 2.7  (Buc,u.) > 0 puisque
f min (0, f) = 0

B(0) = 0

alors (Bu. — BO,u. —0) > 0

3. Be(us) = (uc—g)- — 0 lorsque ¢ —0:
(Bue — Bv,u. —v) > 0
(Bu* — Bu*,u. —u*) > 0
(Bue, ue —v) — (Bv,ue —v) > 0

donc

32



2.2. LES FORMULATIONS VARIATIONNELLES EQUIVALENTES CHAPITRE 2.

—(Bv,ue —v) > 0

allBucll; < a(Bus, Bu) + L (Bue, Pue)
= aluc — pue, Bus) + L(Buc, Pue)
(f,Bus) — a(pue, Pu.)

¢ 1Bucli. < If111Buel 22

1Bucllz < fIl — 0O

4. on a a(ug,u: —v) + %(ﬁug,ug—v) = < fiu.—v>
a(tue,ue —v) — < fiue—v> = —%(ﬂus,u5 —v) < 0
limsup(a(ue, ue —v)) < < fu*—v >
liminf(a(us, ue —v)) > a(u*,u* —v)

plus) = alue,u. —v) telque  u. — u*

< fiut—v> >a(u*,u* —v)

alu* ;v —u*) > < fio—u*>
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2.3. LA FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE CHAPITRE 2.

2.3 LA FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE

Ici , nous réécrivons le probleme en utilisant A comme une inconnue indépendante pour
obtenir un point selle perturbé du probléme , il s’ensuit que la force de réaction est non

négative , c’est-a-dire qu’elle appartient a l’ensemble :
A={pe@:=Q: (mv)>0 YveV, v>0} (2.8)

(+,-) désigne le produit scalair @

la formulation (2.6) peut s’écrire sous la forme :
Trouver (u,\) € V x @  tel que
a(u,v) — (A, v) =L(v) YveV (2.9)
(u—t+edu—A)>0 Y € Q

Proposition 2.8 [’ensemble A est un ensemble convere et fermé deL?(w).
Preuve.
1. il est claire que 072 € A donc A # @

2.V te(01) ¥ pocA

t<pmov> 4+ (1—t)<o,v>>0 Yo >0

3. soit pu, € A et p, — p € L?

< p,v> = < U= lp, 0> + < Up,V >

donc pour suffisamment grand on trouve que

<p,v> > 0
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2.3. LA FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE CHAPITRE 2.

Théoréme 2.9 le probléme primal (2.7) est équivalent au probléme dual (2.9).

Preuve.

1. primal(2.7)— dual(2.9) :
En utilisant le fait que a(.,.) est une forme bilinéaire sur V' x V' et que I(.) est une

forme linéaire sur V , alors on déduit que : a(u,.) — < f,.> € V' = H Q)

Donc il existe A € H1(Q) tel que
<A\v> = alu,v) — < fio> Vo€ H' Q)

Maintenant nous démontrons que A > 0 . Soit w € Hy'(Q) et w > 0. Alors
puisque w-+1 > on peut utiliser w+1 comme fonction test dans le probléme

primal (2.7) on trouve que
<ANw> = alu,w) — < fiw> > alu,u—v) — < fu—1>
Mais si on prend a nouveau et dans le probléme dual on trouve que

alu,u—1) — < fiu—v> = 0

donc

a(\w) <0, weH ) w < 0

cela signifie que A € A.
Il reste a vérifier la deuxiéme inégalité dans le probléme mixte. En effet, si u est la

solution du probléme primal (2.7) alors, on a
(u—v,p) > 0 VYpeA

Il suffit de démontrer que

Mais ceci découle directement du fait que

()‘>u_77b) = a(%U—l/)) - <f,U—77Z)> =0
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2.3. LA FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE CHAPITRE 2.
2. dual(2.9) — primal (2.7) :
soit u€k alors v = ¢ + ¥ avec € Hy'(Q) ety > 0 deplusona:
alu,v—u) — <ANv—u> = < flo—u>
mais
<Av—u> = < A\Nv—Yv> + <ANep> > 0
donc

Nu—v) = alu,v—u) — <fo—u> > 0 VvekK

La méthode des éléments finis stabilisés exploite la forme forte de I'équation (2.9) .

En introduisant une fonction multiplicateur de Lagrange non négative A : ) — R , on

peut réécrire le probleme d’obstacle comme :

Proposition 2.10 Si (u., A.) est solution de (2.9) alors (ue, \.) satisfait le systéme de

complémentarité suivant :

A, — €:f\

é(ug ) A >0 p.p. dans )

u=0 e —=0 surofd
ot o/ =: DA?
Preuve.
1. Si (ue, Ac) est une solution de (2.9) alors, on a
(a) Par intégration par parties,

Hu. —A.=f pp

A>0 pp

(2.10)

(2.11)
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2.3. LA FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE CHAPITRE 2.

(b) On utilise la deuxiéme ligne de (2.9), qui affirme que,

1
(g(ua — )+ Ao, — /\g> >0, Vu=>0.

En particulier pour p = . + v, avec v € () arbitraire, alors

1

donc on déduit que,
1
(=(ue =)+ A >0 p.pdans €.
€
(¢) Finalement en utilisant le fait que :

/ff = /fz et puisque on a A\, = %(us —)_.

Iz (é(u —)+ Ag) o

Soit H = V x A, on définit la forme bilinéaire Z : H x H — R et la forme linéaire

% :H — R par:

on déduit que

%((waé); (U7M>) = a(w,v) - <£7U> - <:u7w> —¢€ (5,,u>
Z(v, 1) = £(v) = (¥, )

Probléme 1 : On considére le probléme variationnel suivant :

trouver (u,\) € V- x A tels que
(2.12)

B((u, A); (v, p=A) <L, p—A), V(v,p) €V xA

Théoréme 2.11 ( stabilité continue) pour chaque (v,p) € V x Q il existe w € V' tel que

Bv, pw, —p) 2 [, I et [lwlla S MlI(v, mll| (2.13)

Preuve. Définissant p € V, par

a(p,q) ={q,pm) VgeV (2.14)
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la continuité de la forme bilinéaire a il s’ensuit que
Y a 7
(g, ) _ alp,q) <ol Vgev (2.15)
lallz— lall2
puisque ¢ est arbitraire , nous avons
q,
s = sup L) < . (216)
qev |qll2
de plus la coercivité de la forme bilinéaire a donne
Ipll2 < a(p,p) = (p. 1) < (lull-2llplls — Ipll2 < Null-2 (2.17)

On choisit w = v — p, on note que

B, ;v —p, —p) = av,v) = (v, pw) + (P, 1) + & (p, 1)
1

= (a(v.0) +a(p.p)) + 20

et Papplication des inégalités (2.9) m

(v —p,v—p)+alp,p) +&{u, 1
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CHAPITRE 3

APPROXIMATION DU PROBLEME
D’OBSTACLE

3.1 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES

On suppose que €2 est polygonal et soit %, une triangulation quasi-uniforme de €2. On

introduit les espaces des éléments finis suivants :
ViCcV, QnCQ. (3.1)
De plus on définit I’ensemble
Ap =A{pn € Qpn : pp > 0 dans Q} C A. (3.2)

On introduit maintenant la forme bilinéaire %), et la forme linéaire .%}, définis par :

B (w, & v, 1) = Blw, & v, p) —a Y hip( e (w) =& (v) — p)r (33)
Tebh
(v, p) = L0, 1) —a Y Bp(f, 9 (v) = p)r (3.4)
TES)
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

ol o > 0 est le parameétre de stabilisation.

On introduit les normes suivantes :

Il 5 = D PRlEIIE., (3.5)
k€6,
1wy €)M = Nwnll3 + 11&Rl1% 2 + 1€nl1% 2,0 + €ll€nllg (3.6)

la méthode des éléments finis proposée par |7] consiste a résoudre le probléme suivant :

Probléme 2 : Trouver (up, Ap) € V3, x Ay, tels que :

B, (U, An; Oy pon — An) < Ln(vp, pon — An) Y(vn, ) € Vi X Ap, (3.7)
Théoréme 3.1 le Probléeme (5.7) admet une unique solution.

Preuve.

Br,(uny An; Oy pon — An) < Ln(vp, pon — An) Y(vn, ) € Vi X Ap, (3.8)

donc pour v, =0
Br(un, A; 0, iy — M) < (0, — Ap),  Yun € Ap (3.9)

on a,

B, M 0, i — An) = = (un, pin = An) + @ Y (o (wn) = My ptn — M)z

TeCh

(0, 10 = An) = = (W, pn = M) +a Y hp(fypn = M)r

TES)
donc (3.9) s’écrit :
— (un, pon = Mn) + @ > b (o (un) = Ay in = M) < = (0, pn = M)+ Y G (fs pn = Mn)r
Teén Teth
donc on obtient

(un — 0, i — An) > « Z h%(%(uh) —f = At — An)7

TeS),

<'u,h — Z R (s (un) — An), pin — /\h> > <'z/,v —« Z haf, pn — )\h>

TE%, =
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

=0 et up = 2\, donne :

<uh— Y-y hi(e /\h—f))\h>:0

TES)

(Un, o) = (00, 0) = B (un, An; vn, —An) < Lh(vn, —An)

(O, pn) = (—n, 20) = Bu(un, Ani —Vn, An) < Ln(—vn, An)

donc

,@h(uh, )\h; Up,, _)\h> = .,iﬂh<1}h, _>\h)~ (310)

a(uh,vh) — <Uh, /\h> uh )\1, — Z hT U;, )\h,@{(’l)h) + >\h)

Tes),
= (f7 Uh) + </U/ )\h>_(¥ Z h%‘(f? %<Uh) + )\h)
TeS
CL(Uh,Uh) Uha )‘h -« Z hT )‘had( )) - (f: Uh) - Z h%w(f,ﬁ{(’l]h))
TEC TSy,

a(un,vn) = Y Wp( (un), o (vn)) = (o, M) + @ h(Mn, o (vn))

TES, Te%H
= (f,on) —a Y _ hp(f, o (vy))

TeS)

a(up,vp) — « Z Ry (e (ug), o (vy)) + a Z R (e (vn) — v, An)
TG TS

= (fyon) —a > Bi(f, o (vn))

TeC,
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

a(un,vn) —a > W (e (un), o (vn)) = bn(vn, An) = L (vp)

TeC,

(3.11)
b (s ptn = M)+ @ > B (Ans pin = An) > gn(pn — An)
TEC
Clh(uh, Uh) - bh(Uh, )\h> = fh(vh)
(3.12)
b (Un, pin = An) + (ns ftn — An)p, = gn(ftn — An)
ou
an(un, vn) = alun, vp) — o Y Wi (o (un), o (0n))7
Te%)
bn(vns i) = Y (on — ahipndd (vn), pin)r
TECH
u(on) = (fron) = Y hp(f, o (n))
TES
gn(pn) = <¢ —a Z hrf, Mh>
TeSH
(Any fth — An)y, = @ Z R (An, fth — An)
TeE),
il est claire que :
an(un, up) — bp(un, An) = Cn(un).
donc
ah(ufu Uh — uh) - bh(Uh — Up, )\h) = gh(vh - Uh)
(3.13)
br(un, ptn — An) + (Ans o — An)p, > gn(ptn — An)
On définit :
An((wny An); (Vn, i) := an(un, vi) — bn(vn, An) 4 bp(un, ptn) + (Ans i),
Fn(Vns i) := Ch(vn) + gn(pn)
alors :

An((un, An) 5 (vn — wn, i, — An))

= ap(up, v, — up) — bp(vn — wn, An) + bp(un, ftn, — An) + (Any o — An)y,
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

On pose Uy, = (up, Ap) et Vi, = (vp, p). Alors, le probléme (3.12) s’écrit :
Ap(Un, Vi, = Up) > Fr(Vi, = Up), YVj €
il existe C7 > 0 tel que :
Crlle? (wn) |2 = Cr Y Bl (wi)llgr < alwn, wi) Yy, € Vi (3.14)
T
Observons que :

An((vn, ptn); (U, pin)) = an(vn, vn) — bu(On, ptn) + bp(On, ptn) + (itns fn)),
= a(vn,vn) —a Y W (vn), o (0n) + @ Y h(n, n)

TeCH TeCh

> (Cr— )| (o) P + @ > h(n, pin)
TeE),
> Chll(vn, ) I3

donc on applique le théoréme de Stampacchia de (2.3) m
Lemme 3.2 (Inégalité inverse) il existe Ct > 0 tel que

C’1||£f(wh)]\2_27h < a(wp, wy) Ywp, € Vy (3.15)
Lemme 3.3 Nous avons [’estimation suivante :

IElZ 2 n S HIENZ2,  VEn € Qn (3.16)

Preuve.

Soit by € Ps(T)la fonction de bulle du sixiéme ordre
br = (>\1,T)\2,T)\3,T)2 (3.17)

ou \jr, j € {1,2,3}, désignent les coordonnées barycentriques de T € %}, et définissant

I’espace auxiliaire

Wi, = {vn € H§ () : vpyr = bréur, & € Qn}-
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

Etant donné & € @, nous définissons maintenant v, € W), par
4
vpr = hpbrépr, T € €.
De I'équivalence des normes et des estimations inverses, il s’ensuit que

(0n ) 2 1I€N% 2,0

et
onlla < lonla S N1€11% o
donc
(Vn, &)
&l on S
|| || 2,h ”UhH
on applique
U?
el -2 = sup L2
vev [[v]2

pour conclude le résultat , donc 'affirmation découle de fait que

| <vn,&n > | S [lonll2l€nl] -2

Lemme 3.4 il existe des constantes positives C et Cy telles que

sup (Vn, &n)

vp €V thH

> Cil[énll -2 — Collénll—2n  &n € Qn (3.18)
Preuve. la stabilité continue(v ) implique qu'’il existe v € L?(Q) et ¢>0
< 0,6 >2> C|lv|l2[|€n] -2 (3.19)

pour tous & € @ soit v~ € Vj, linterpolant de clement [3] de v depuis € € L?*(Q)
'appariement de dualité est égale aul?(w) produit interieur puis(2.30) et I'inégalité de
Cauchy Schwarz donne

<vT & >=<vT —0,&, >+ <& >

=2 kec, = (0 =07 &)k + Cllwlla [l -2
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3.1. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS STABILISES CHAPITRE 3.

> = kee, 1V =07 lloxllérllon + Cllollal|én]—2

= — Y ree, M Hlo = v lowhellEnllok + CllvllalIEnll -2
_ _ 1

> —(Xkee, i llv = v llow) 2 1€nll -1k + Cllvll2]|€nll -2

d’aprés les propriétés de l'interpolant de clément nous avons
_ _ 1

(X rec, M llv = v [log)2 < Clvnlak

et

o ll2 < C vy, [|2

qui avec le résultat précédent montre que

<v7, & >2 —Cfula|[&nll—2n + Cllvll2[I€nll-2

> —=C|vll2llgnll -2 + Cllvll2]|En]l -2

= C(Cllgnll-2 = Cll&nll—2n) [0 |2

la division par [|[v~|| fournit le résultat m

Théoréme 3.5 (stabilité discréte) supposons que 0 < a < Cy.Alors pour tout (vp, pp) €

Vi X Qy, il existe wy, € V), telle que

B (Vn, s Wy —1en) 2 11 (vn, i) [ (3.20)

[ Cwns =pnllln) < I Cons pn)[]n (3.21)

Preuve. Au vu de l'inégalité inverse (3.15), on trouve que :
B(n, in; Wh, — i) = a(vn, va) + €|l pnlls — all o (vn) |2 o pallinll® o
> (1= aCyh)a(vn, va) +min{L, e} ([l 2a,, + ellallo)-
soit g, € V}, la fonction correspondante au supremum du lemme (3.4), échelonnée en
lanllz = llpnll—2-

puis

PB(Vn, th; —n, 0) = —a(vp, qn) + (g, ) + @ Z h (o (vn) — pin, A (qn) o,

TESH
2 —lonllzllgnllz + Cullunll-2llgnllz = Collpnll -2l gy
— a([l (vn)l| -2 + [l —2.0) 17 (an) | -2, (3.22)
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En utilisant I'inégalité inverse (3.15), 'inégalité de Young et la continuité de la forme

bilinéaire a, nous concluons que

B (Vn, s =, 0) = Csllpn]| 25 — Calalon, va) + [lnl|22,). (3.23)

ol € a été choisi assez petit, par conséquent

B (Vn pn; vn + 0qn, §n) = €Cslunl|2y = (C5 = 0Cu)(alvn, va) + [l nl|22,). (3.24)

et Paffirmation suit en choisissant 0 < § < ¢;5/cq.

L’estimation
1 (wny ) 1S 1 (wns vr) ]

est trivial et la méme limite dans la norme discréte découle de l'estimation inverse (3.16).

Lemme 3.6 pour tout v, € V, et up € Qp on a

hrll (on) = s = fllor < Il = vallzr + 1A = w20 + 0ser(f), (3.25)
WP Tonllloe S N = vallows + X = pnll-2ws + Y 0ser(f),  (3.26)
TCwg

Preuve. Rappel de (2.28) la bulle du sixiéme ordre by € Ps(T) et soit :

zp = brhy (o (o) — pn — fn),

pour chaque (vp,, pp) € Vi, X Ap. T est avec zp dans le probléme variationnel continu (2.9)

donne l'identité
ar(u, zp) — (zp, \) = (f, 2r)r

on a

el (e (on) = pn = )l S PEIV/br( (0n) = o — Fu)llE
= (A (vn) = pn = Ju, 21)
= (A (vn) = pn, 2z1) = (fr20) + (f = fuo 20)7
=ar(vp —u,zr) + (20, A — ) + (f = foo20)e (3.27)
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La borne (2.37) découle de la continuité de a, 'inégalité de Cauchy Schwarz, I'inégalité

mverse

(w, ) < llpll-2wllwlow Vi€ H*(w)

(3.28)

en raison de la condition de régularité imposée sur le maillage , il existe pour chaque

borde E un symétrique paire de triangles plus petits (k, k5) qui satisfaisant w’ = k7 |J k5 C

wg soit w' = phl|[Vi(vn)]|| ott pf est la bulle a huit cammandes qui prend la valeur 1'une a

parcoures de E et ensemble ses dérivés de premier ordre diparait sur dw', par I'équivalence

de la norme , nous avons d’abord

V(w5 e = 1'% S< [Va(vn)], w' >
apres
< [[Vn<Uh)]] >p=< [[Vn(vh)]],w' >p .

. L. ’
En raisson de la symétrie 22| = 0 et de

ov ov

ar(w,v) = /Rszf(w)vdm -/ Qn(w)vds —/{9 (M(w)a—n + Mns(w)g) ds.

R

ol nous avons utilisé la notation abrégée

an(w,v) = / M(w) : K(v)dz,
R
et
ov b
Quuds — | Mps(w)—=—ds = [ vy(w)ds — |, Mys(w)v,
S E s S
donnent

< [Valwn)] =< [Va(on)],w' >p= /RM(vh) K (w')dr — (o (w), '),

s’¢tendant w’ par zéro a ) w’, la forme variationnelle implique que

/RM(w) K@)z — (f,0')u, =0

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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et I'in"galité de cauchy schwartz les estimations d’echelle et(26) donnent

V(o) 15,5 < (Va(on), w')e
= —ayy, (vn, w') + (A (vp), w/)w’E
= aw;;(u — Up, w/) + (%(vh) — Hh — f7 w/)wb—i_ < wla Mn — A >,

Théoréme 3.7 (estimation a priori) On a [’estimation suivante :

l1u = g, A = M)l
<, il (= v A= )l + V=g e ) +ose(f). (334)

Preuve. Soit (vy, 1) € Vi X Qparbitraire et supposons que wy, € Vj, est la fonction
correspondant & (up — v, A, — up) dans Pestimation discréte de stabilité exprimée en la

norme continue ||[(.,.)||| . L’énoncé du probléme implique alors que

(e — vny A — ) |17 < Br(un — vny A — i Who ftn, — An)
S L(wh, pin — M) — B(On, fihs Why fn — An)
+a Y B (A (o) = pin, & (wn) + Ay — )7

TES)
= B(u — vp, A — fp; Wy fin — An) + (U — g+ X, — Ap)

+ o Z h%(ﬂ(?ﬁ» — Up — f, JZ/(U)}L) + )\h - ,uh)T.
TESH

Analysons séparément chaque terme sur le coté droit. La continuité de la forme bilinéaire

% implique

PBn(un = vy An = s Wny pin = An) S [ (w = vy A= ) [I[[[ (wn, g = An)]

S (w = vny A = p) |11 (un = vny An — ) I
Pour le second terme on obtient :

<u—gFepn— A >S(U—gFedpun—A) = (u—g+eX ).
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Le troisiéme terme est majoré comme suit

> by (e (vn) — = £, (wy) + M — p)r

TESH

1/2 1/2
< (Z hille (on) — pn — f||%,T) (Z hip | o (wy HOT>

TES) TESH
1/2 1/2
(z bl (o) h—fuaT) (z B uhuaT)
TES) Te

S (lun = vnll2 + [|An — pal|—2 4 0sc(f)) (\/ a(wp, wp) + || An — MhH—z,h>

S (u = vn, A = i)l + 0se(f) [ (un = vn, An = pn) ]
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CHAPITRE 4

TESTS NUMERIQUES SOUS FREEFEM- -+

Dans ce chapitre, on va consacrer le probléme d’obstacle avec ’analyse nu-
mérique, cette analyse est illustrée et complété a ’aide de plusieurs exemples
, en utilisant le logiciel Freefem++-, ce dernier est un environnement de dé-
veloppement intégré dédié a la résolution numérique d’équations aux dérivées
partielles en dimension 2 et 3, son langage ergonomique permet a l'utilisateur
d’exploiter facilement ses nombreux outils de création des maillages et résolu-

tion des systémes linéaires ainsi que ses bibliothéques d’éléments finis,...etc.

Dans cette étude nous basons sur la méthode des éléments finis stabilisés De
plus a partir des fonctions de Freefem ++, on peut insérer plusieurs données,

comme le type de maillage, le type d’élément finis...etc, avec le les détails.

30



CHAPITRE 4.

FIGURE 4.1 — Maillage structuré

Dans ce partie nous appliquons la méthode des élements finis stabilisés , 4 laide de
logiciel on définit deux plaque en contacte quand la 1" plaque est déformé la deuxiéme
plaque et on considére que la deuxiéme plaque est un obstacle élastique aprés faire des
test et des changements numeériques entre Dy et Dy ....,(voire le tableau suivant).

On a la solution au probléme de flexion de la plaque est plus réguliére si 'obstacle est
élastique, en particulier u € H*(Q)

Les principales questions , qui restent maintenant & réspodre , concernent les propriétés
géométrique de Pensemble de contacts I(f,1)) puisque u appartient & C*(w), alors 99 existe

en tout point de §2 . En supposant que le jeu de contacts est une surface lisse .
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4.1 TRAITEMENT D’UN EXEMPLE

Soit w un ensemble ouvert borné dans R? | avec une frontiére continue de Lipschitz . Au

vu de la section précédente , nous sommes amenés & considérer le systéme suivant :

u1A2u1 +A=f sur €,

L AN%us + X = £y sur €,

1 1
u—uy >0, A+ —(u1 —ug)) >0, (=(ug —u)A=0  sur Q,
£ £

A\

uy = Opup =0 sur 0f),

\ Uy = Opuy = 0 sur 0,

ou les coefficients p; et puo sont des contantes positives . Les inconnues sont les dépla-
cement gy et po du deux plaques , et le multiplicateur de Lagrarange A .On choisit le

maillage Q2 tel que: Q = ]0.1[%

Maintenant, on donne quelque exemples représente le probléme d’obstacle avec ses
schémas numériques (la déformation finale du membrane qu’il est attachée a une obstacle
¢lastique).

Dans le tableau suivant, on présente quelque exemples sur le probléme décrit précédem-

ment :
Figure JilJo| Y| Y2 | Di| Dy
a 1 (-110 0 1 2
b 0100 ]005] 1 2
c 1 /-1]0 (005 1 2
d 1 (-1, 01]005] 10| 2

Les schémas numériques de ce tableau illustrés par la figure (4.2 ).
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(c) (d)

FIGURE 4.2 — contact entre deux plaques élastiques
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CHAPITRE 5

CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la méthode des éléments finis stabili-
sés pour le probléme de contacte entre une plaque de Kirchhoff et un obstacle
élastique, cette méthode conduit a la recherche d’une solution approchée a par-
tir d’'un probléme sans contraintes ce qui simplifie la procédure de recherche
de la solution numérique du probléme, nous avons utiliseons la méthode des
élements finis stabilisés pour discrétiser le multiplicateur de Lagrange pour mu-
lation du probléme des obstacles .Nous avons montré que toutes les méthodes

donnent des approximations d’erreur respectives a priori et a posteriori.

Nous espérons que cette approche peut produire une méthode numérique

robuste pour le calcul de la solution numérique du probléme d’obstacle.
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Abstract

We introduce a stabilised finite element formulation for the Kirchhoff plate
with elastic obstacle problem and derive both a priori and residual-based a
posteriori error estimates using conforming C1-continuous finite elements,
except for the very important fact that the present study deals with the
biharmonic operator

Keywords: Obstacle problem - Kirchhoff plate - Stabilised FEM - A posteriori
estimate -

Résumeé

Dans ce travail, nous présentons la combinaison d’éléments finis stables du
probléme d’obstacle élastique de la plaque de kirchhoff et dérivons les
estimations d’erreur subséquente et résiduelle en utilisant la correspondance
C1 (éléements limites continus) , excepter le fait tres important que le présent
travail concerne le bilaplacien

Les mots clés :probléme de obstacle , la plaque de kirchhoff , FEM stabilisé ,
estimation postérieure .




