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Notations

X T: Le temps terminal

X P : La probabilité

X E.D.S :Équation Di�érentielle stochastique

X (Bt)t≥0 : Un mouvement Brownien

X (Wt)t≥0 : Un mouvement Brownien

X (Ω,F , p) :Un espace de Probabilité complet.

X (Fr)≥0 : La �ltration.

X (Ω,A(Fn)n∈N, p) Un espace de Probabilité �ltré.

X C2 : est l'espace des fonctions à dérivée partielle d'ordre 2 sont continue.

X Rn : est un espace réel euclidien de dimension n.
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Introduction

Historiquement: La théorie du contrôle optimale est très liées à la mécanique

classique,en particulier aux principes variationnels de la mécanique le point clé de

cette théorie est la principe de maximum de Pontryagain par L.S.Pontryagain en

1956 qui donne une condition nécessaire d'optimalité et permet ainsi de calculer

les trajectoires optimale (voir[1]).

Dans la théorie des temps d'arrêt optimaux on a le problème de contrôle stochas-

tique en horizon �ni qui consiste à minimiser une fonction de coût(voir[4]) qui

donné par:

T(t, x, u) = E(
∫ T
0

l(xt, ut)dt+ h(Xt))

Ce problème à une dynamique du système est modélisé par une équation di�éren-

tielle d'évolution et d'écrit par un processus de di�usion solution d'une équation

di�érentielle stochastique suivante:

dXt = b(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dWt

- Le problème d'arrêt optimal se trouve dans les domaines des statistiques, l'économie

et la �nance mathématiques.

- Dans ce contexte,notre mémoire explique la résolution du problème du temps

d'arrêt optimal en horizon �ni, C'est pourquoi nous avons choisi le modèle de

Black-scholes pour l'étude, qui représente un modèle de l'évolution des prix au �l

du temps d'arrêt pour les des instruments �nanciers tels que les actions, il s'agit

d'une équation di�érentielle partielle qui régit l'évolution des prix pour le modèle

d'options, C'est-à -dire la résolution des problèmes de tari�cation des options �-

nancières, et à partir de dernier nous présentons le problème suivant:
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CONTENTS

Détermination et calcul du temps d'arrêt optimal en horizon �ni.

Ce mémoire est structuré de la manière suivant:

- CHAPITRE 1: Dans ce chapitre, les méthodes et les outils adoptés dans l'étude

sont présentés comme suit: le processus stochastique qui inclut le processus de

Markov dont l'utilisation est jugée nécessaire en cas de décision impliquant un

risque dans le temps d'arrêt, la �ltration et le temps d'arrêt, comme nous l'avons

utilisé le processus d'Itô, les martingales, variation quadratique,temps d'arrêt op-

timal, envellope de snell, En plus les équations di�érentielles stochastique.

- CHAPITRE 2: A�n de formuler le problème du temps d'arrêt optimal en hori-

zon �ni, nous avons adoptés une étude des dérivées partielles di�érentielles de

Black-scholes.
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1 PRÉSENTATION DES OUTILS ET

MÉTHODES

Dans ce chapitre on présente les outils et les méthodes principale au calcul stochas-

tique comme les équations di�érentielle stochastique,l'envellope de snell,le temps

d'arrêt et les martingales.

1.1 PROCESSUS STOCHASTIQUE

Le processus stochastique est une famille Xt, t ∈ T de variables aléatoires dé�nies

sur un même espace de probabilité (Ω, F,P) à valeur dans l'espace des états (E, ξ)
telle que Xt est une variable aléatoire ou t étant le temps. Le processus stochas-

tique est un processus de Markov si conditionnellement à sa valeur présent au

temps t,son évolution future est indépendante de son passé.

1.1.1 Processus de Markov

Voir [5]

Dé�nition 1.1.1 Le processus stochastique Xn pour tout n > 0 à valeur dans

l'espace d'états E ensemble �ni ou dénombrable est un chaine de Markov si pour

tout n ∈ N, pour tout x0, ..., xn, y ∈ E

P(Xn+1 = y/X0 = x0, ..., Xn = xn) = P(Xn+1 = y/Xn = xn) (1.1)

4



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

Voir [13]

Dé�nition 1.1.2 On appelle matrice de transition la matrice P = (px,y)x,y∈E:

p =


px0,x0 px0,x1 · · ·
px1,x1 px1,x1 · · ·
...

...


C'est une matrice �nie ou dénombrable, suivante que l'ensemble des états est �ni

dénombrable.

Proposition 1.1.1 Tout matrice de transition véri�e les propriétés suivantes:

(i) ∀x ∈ E :
∑
y∈E

Pxy = 1,

(ii) ∀(x, y) ∈ E on a Pxy > 0.

1.1.2 Filtration

Voir [3]

Dé�nition 1.1.3 Une �ltration de (Ω,A,P) est une suite croissante (Fn)n∈N de

sous tribu de A.
On dit alors que (Ω,A, (Fn)n∈N,P) est un espace probabilisé �ltré.

Dé�nition 1.1.4 Une �ltration F = (Ft)t∈R+
est continue à droite si pour tout

t ∈ T
Ft+ =

⋂
Fs = Ft tel que s > t

On dit que la �ltration F = (Ft)t∈R+
sur l'espace probabilité (Ω, F,P) est complet

pour la probabilité P si F0 contient tous les ensembles négligeable de F pour P avec

F0 est la plus petite �ltration.

Dé�nition 1.1.5 Un processus (Xn)n∈N est adapté à la �ltration (Fn)n∈N si pour

tout n ∈ N, Xn est mesurable par rapport à la tribu (Fn).

Soit (Xn)n∈N un processus sur (Ω,A,P), on dé�nit FXn comme étant la plus petite

tribu rendant les variables aléatoires X0, ..., Xn mesurables :
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CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

FXn = σ(X0, ..., Xn)

Alors: (FXn)n∈N est une �ltration appelée �ltration canonique du processus aléatoire

(Xn)n∈N.

1.1.3 Temps d'arrêt

Soit (Ω,A, (Fn)n∈N,P) est un espace probabilisé �ltré. On pose:

F∞ = σ(∪n≥0Fn)

Dé�nition 1.1.6 Une variable aléatoire T : Ω 7→ N∪∞ est appelée temps d'arrêt

si pour tout entier n ∈ N, on a:

T = n ∈ Fn

Proposition 1.1.2 Soit S et T deux temps d'arrêt,alors S + T , S ∧ T et S ∨ T

sont des temps d'arrêts.

En particulier,pour k ∈ N; T ∧ K est un temps d'arrêt bornée.

Par généralisation on a, si (Tk)k≥0 est un suite de temps d'arrêt, alors inf Tk, sup Tk
et lim inf Tk et lim sup Tk sont aussi des temps d'arrêt.

Dé�nition 1.1.7 Si T est un temps d'arrêt,on appelle tribu des événements an-

térieurs à T la tribu suivante

Fn = {A ∈ F∞ : ∀n ∈ N, A ∪ {T = n} ∈ Fn}

Elle véri�e que si T = n alors FT = Fn.

Proposition 1.1.3 Soit S et T sont deux temps d'arrêt, alors:

S ≤ T ⇒ Fs ⊂ FT

Preuve. Soit A ∈ Fs, alors on a:

A ∪ {T = n} = ∩nk=0[A ∪ {S = k} ∪ {T = n}]

or

6



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

e A ∪ {S = k} ∈ Fk ⊂ Fn

Dòu par passage à la réunion

A ∪ {T = n} ∈ Fn

1.2 MOUVEMENT BROWNIEN

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique (Bt) à valeurs réelles est appelé un

mouvement Brownien (standard) s'il véri�ée quatre propriété suivantes:

i - B0 = 0

ii - pour tout s ≤ t l'accroissement (Bt − Bs) suit la loi normale centrée de

variance (t− s)

iii - Si 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn les accroissements:

Bt1, (Bt2 − Bt1),...,(Btn − Btn−1
) sont indépendants.

iv -En dehors d'un ensemble de probabilité nulle,les trajectoires t → Bt (w)

sont continues.

Dé�nition 1.2.2 Un processus (Bt)t≥0 a valeurs dans Rdc'est une mouvement

Brownien issu de "0" si c'est un processus à accroissements indépendants a tra-

jectoires presque surement continues avec B0 = 0,et si pour tout s ≤ t,(Bt − Bs)
suit la loi N (0, (t− s) Idd)

1.3 PROCESSUS D'ITÔ

Voir [2]
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CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

Dé�nition 1.3.1 Soient (Ω, F, Ft,P) un espace de probabilité muni d'une �ltra-

tion et W est un (Ft)t∈[0,T ] mouvement brownien.

On appelle processus d'Itô un processus (Xt)t≥0 à valeurs dans R tel que, ∀t ≤ T

Xt = X0 +
∫t
0
Ksds+

∫t
0
HsdW

Avec X0 est F0-mesurable, K et H est (Ft)t≥0-adaptés tel que P p.s ∀t ≥ 0,
∫t
0
Ksds ≤∞.

1.4 MARTINGALES

Dé�nition 1.4.1 Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et (Fn, n ≥ 0) une �ltra-

tion dé�nie sur l'espace (Ω,A,P).
Une suite (Mn, n ≥ 0) des variables aléatoires réelles est une Fn-martingale si

les conditions suivantes sont véri�ée:

(i) (Mn, n ≥ 0) est un Fn-adapté, ∀n ≥ 0,
(ii) E(|Mn|) ≤∞,

(iii) E(Mn+1/Fn) =Mn.

Proposition 1.4.1 Toute martingale M véri�e

E[Mt] = E[M0]

pour tout t ∈ [0, T ].

Preuve. On a:

E[Mt] = E[E[Mt/F0]] = E[M0]

pour tout t ∈ [0, T ].

Proposition 1.4.2 Soit M une F-martingale de carré intégrable,alors

E[|Mt −Ms|
2/Fs] = E[M2

t −M
2
s/Fs]

Remarque 1.4.1 Une martingale est un jeu équitable,une sur-martingale un jeu

perdant, et une sous-martingale un jeu gagnant
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CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

1.4.1 Sous-martingale

Dé�nition 1.4.2 Une suite {Xn, n ≥ 0} de variables aléatoires réelles est une

sur-martingale si:

(i) Xn est Fn-mesurable,

(ii) E(Xn) <∞, ∀n ∈ N,
(iii) E(Xn+1/Fn) ≥ Xn presque sûrement ∀n ≥ 0.

1.4.2 Martingale locale

Voir [9]

Dé�nition 1.4.3 Un processus X = (Xt)t∈T est appelé une martingale locale,si

(Xt)t∈T est un processus adapté à trajectoires continues tel qu'il existe une suite

croissante (Un)n≥0 de temps d'arrêt tendant vers ∞ et pour tout n, le processus

arrêt XUn est une martingale uniformément intégrable.

1.4.3 Semi-martingale

Voir [10]

Dé�nition 1.4.4 Un processus aléatoire X est une semi-martingale continue s'il

admet une décomposition de la forme :

X = X0 +M+A

où M est une martingale locale continue nul en 0 et A un processus adapté est

nul en 0,cette décomposition est unique.

1.5 VARIATION QUADRATIQUE D'UNEMARTINGALE

LOCALE

Voir [11]
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CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

Théorème 1.5.1 Soit une martingale locale continue.Il existe un processus crois-

sant notée < M >:= (< Mt >)t≥0.

Unique indistinguabilité prés tel que M2
t− < Mt > soit une martingale locale et

< M0 >.

De plus,pour tout t ≥ 0,si 0 = tn0 ≥ tn1 ≥ ... ≥ tnpn = t est une suite de subdivi-

sions emboîtée de [0,t] de pas tendant vers 0 alors:

lim
n→∞

pn∑
n=1

(Mtni
−Mtni−1

)2 =< Mt > en probabilité.

1.6 TEMPS D'ARRÊT OPTIMAL

Voir [6]

Dé�nition 1.6.1 On dit que T ∗ est un temps d'arrêt optimal,pour t = 0 tel que

le problème d'arrêt optimal est ((Zt)t≥0, (Ft)t≥0) si

E(ZT∗) = E(U0) = sup
t∈T[0,∞]

E(Zt).

Proposition 1.6.1 Soit (Xk)0≤k≤n un processus adapté et intégrable.

Son envelloppe de snell (Uk)0≤k≤n est une surmartingale.La variable aléatoire T ∗

dé�nie par

T ∗ = inf{k ≥ 0/Uk = Xk}

Est un temps d'arrêt et le processus arrêté (UT
∗

k )0≤k≤n est une martingale.

1.7 Enveloppe de Snell

voir [6]

Dé�nition 1.7.1 L'enveloppe de snell d'un processus adapté et intégrable (Xk)0≤k≤n

est le processus (Uk)0≤k≤n dé�ni par les relations de récurrence suivantes:

Uk = Xk

10



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

et

Uk = max{Xk,E[Uk+1/Fk]}

Pour tout k ∈ {0, ..., n− 1}.

Proposition 1.7.1 L'enveloppe de Snell est la plus petite sur martingale continu

à droite majorant l'obstacle (Zt), c'est à dire:

- On a p.s: Ut ≥ Zt, ∀t et (Ut) est une sur-martingale.

- Si p.s: Vt ≤ Zt, ∀t, (Vt) est une sur-martingale c-à-d, alors p.s ∀t, Vt ≥ Ut.

1.8 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES

Voir [5]

Dé�nition 1.8.1 Une équations di�érentielle stochastique est une équation de la

forme:

dXt = f(Xt, t)dt+ g(Xt, t)dBt, ∀t ≥ 0
f, g : R X [0, T ] −→ R

Tel que : f et g sont deux fonctions déterministe mesurables avec f est appelée

coe�cient de dérive et g est appelée coe�cient de di�usion.

1.8.1 Di�érents type d'équation di�érentielles stochastiques

Soit l'équation di�érentielle stochastique suivante:

dXt = a(t, Xt)dt+ b(t, Xt)dBt (1.2)

1.8.2 Équations di�érentielles stochastiques à bruit additif

Dé�nition 1.8.2 On dit que l'équation di�érentielle stochastique (1.2) est une

équation linéaire à bruit additif si le coe�cient de di�usion est b(t, Xt) = b (t).

On a trois types de E.D.S à bruit additif sont:

11



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

I)Équation homogène à coe�cient constant

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = −αXtdt+ σdWt (1.3)

La solution général s'écrit sous la forme:

Xt = e
−αt(X0 + σ

∫ t
0

eαsdBs)

II)Équation non homogène à coe�cient constant

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = (αXt + b)dt+ cdWt (1.4)

La solution général s'écrit sous la forme:

Xt = e
αt[X0 +

b

a
(1− e−αt) + c

∫ t
0

e−αsdWs]

III)Équation à coe�cients variables

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = [a(t)Xt + k(t)]dt+ c(t)dWt (1.5)

La solution général s'écrit sous la forme:

Xt = β(Xt0) +

∫ t
t0

β−1k(s)ds+

∫ t
t0

β−1c(s)dWs

Telle que: β = e
(
∫t
t0
a(s)ds)

12



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

1.8.3 Équation di�érentielle stochastique linéaire à bruit multiplicatif

On a trois types des équations di�érentielle stochastiques:

I)Équation homogène à coe�cient constant

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = αXtdt+ βXtdWt (1.6)

La solution général s'écrit sous la forme:

Xt = X0 exp((α− β2

2
)t+ βWt)

II)Équation non homogène à coe�cient constant

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = (αXt + c)dt+ (βXt + d)dWt (1.7)

Donc la solution général est:

Xt = ht(Xt0 + (c− bd)

∫ t
t0

h−1s ds+ d

∫ t
t0

h−1s )

Telle que:

ht = exp((α− β2

2
)t+ βdWt)

III)Équation homogène à coe�cient variables

Elle s'écrit sous la forme:

dXt = α(t)Xtdt+ β(t)dWt (1.8)

13



CHAPTER 1. PRÉSENTATION DES OUTILS ET MÉTHODES

La solution général s'écrit sous la forme:

Xt = X0 exp(
∫ t
0

(α(s) −
b2(s)

2
)

1.8.4 Conditions d'existence d'une solution forte

Théorème 1.8.1 (Théorème d'existence).

Soit:

dXt = f(Xt, t) + g(Xt, t)dBt, ∀t ≥ 0

Supposons que les fonction f et g satisfait les conditions suivantes:

(i) Les fonctions f et g sont continues,

(ii) Condition de Lipschitz local,

Pour tout compact C ⊂ R ,il existe un constant K = K(C) telle que:

|f(x, t) − f(y, t)|+ |g(x, t) − g(y, t)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ C et t ∈ [0, T ]

(iii) Condition de croissance borné : il existe un constant L telle que:

|f(x, t)2|+ |g(x, t)2| ≤ L(1+ |x2|)

∀x ∈ R, ∀t ∈ [0, T ].

(iv) La condition initial X0 est indépendante de Bt≥0 est carré intégrable.

14



2 FORMULATION DU PROBLÈME DU

TEMPS D'ARRÊT OPTIMAL ENHORI-

ZON FINI

Dans ce chapitre on modélise le modèle de Black-scholes pour formule le problème

du temps d'arrêt optimal en horizon �ni qu'il base sur les équations di�érentielle

stochastique.

2.1 PROBLÈME AVEC STRUCTURE MARKOVIENNE

On considère les problèmes d'arrêt optimal (horizon �ni) pour lequel le proces-

sus de gains Y est une fonction connue d'un chaine de Markov X pour la �ltration

f.

On montre que pour cette classe de problème la fonction valeur Z a une forme

simple.Un processus de Markov X pour la �ltration f a valeurs dans l'espace

dénombrable S est une processus adapté (Xn)n≥1 à f tel que:Xn : Ω→ S et que:

P(Xn+1 = x/fn) = P(Xn+1 = x/Xn) = Pn(Xn, x)∀x ∈ S∀n ≥ 1

Avec P est le noyau de transition du processus de Markov au temps n tel que

Pn(x, y) = P(Xn+1 = y/Xn = x) que véri�er
∑

y∈S Pn(x, y) = 1∀x ∈ S,∀n ≥ 1
Si Pn(x, y) = P(x, y) le processus de Markov est homogène et Pn est appelé ma-

trice de transition.
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2.1.1 Processus de Markov et propriété de Markov

On a le processus de Markov P(Xn+1 = xn+1/Xn = xn, Xn−1 = xn−1, ..., X1 =

x1, X0 = x0) et la matrice de transition P = (P(x, y); x, y ∈ E) avec P(x, y) =

P(Xn+1 = y/Xn = x)

La loi de (X0, ..., Xn) est déterminer par P est la loi de X0 noté µ0

P(Xn+1 = xn+1/Xn = xn, Xn−1 = xn−1, ..., X1 = µ0(x0)P(x0, x1)P(x1, x2)...P(xn−1, xn)

La loi de XN est µN = µ0P
N, µN(x) = (µ0P

N)(x)

Soit (Xn)n≤0 une processus de Markov de matrice de transition P sur E,avec
P(X0 = x0) = 1.Et E(f(XN)) = µNf = µ0PNf =

∑
x∈E µ(x)(P

Nf)(x).

Théorème 2.1.1 Soit U(n, x), n = 0, ...,N, x ∈ E la solution unique de:

U(n, x) =
∑
y∈E

P(x, y)U(n+ 1, y), ∀n < N

U(N, x) = f(x)

Alors E(f(XN)) = µ(0, x0)

Preuve.

P(X0 = x0, X1 = x1, ..., Xn = xn, Xn+1 = xn+1, ..., XN = xN) = P(X0 =

x0)P(x0 = x1)...P(XN = xN)P(xN−1xN)

En sommant sur toutes les valeurs de x0, ..., xn−1 et xn+1, ..., xN−1 on obtient la

loi de Xn, XN :

P(Xn = xn, XN = xN) = P(Xn = xn)P
N−n(xn, xN)

Et:

E(f(XN1XN=xn)) = P(Xn = xn)
∑
xN∈E

PN−n(xn, xN)f(xN) = P(Xn = xn)(P
N−nf)(xn).
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2.2 APPLICATIONS

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé,et F une �ltration de σ-algèbre.

Rappel

Dé�nition 2.2.1 Une variable aléatoire τ : Ω → R est un temps d'arrêt par

rapport à F si:

∀t > 0 {τ ≤ t} ∈ Ft.

En d'autre terme l'ensemble des ω ∈ Ω tel que {ω/τ(ω) ≤ t},qui est un

ensemble Ft-mesurable.

Théorème 2.2.1 Si τ1 et τ2 sont deux temps d'arrêt par rapport à F alors:

τ1 ∧ τ2 = min (τ1,τ2) est un temps d'arrêt.

τ1 ∨ τ2 = max(τ1, τ2)est aussi un temps d'arrêt.

2.2.1 Formule d'Itô avec temps d'arrêt

Voir [5]

Soient σ, b : R+ X R→ R continue et W un mouvement brownien.

Si X est un processus adapté continue et la solution de l'équation stochastique:

{
dXt = σ(t, Xt)dt+ b(t, Xt)dWt

X0 = x

et u est une fonction de classe C2.

du(Xt, t) =
∂u
∂t
(Xt, t)dt+

n∑
i=1

∂u
∂xi

(Xt, t)dX
(i) + 1

2
(
n∑

i,j=1

∂2u
∂xixj

(Xt, t)
∑m

l=1 B
ilBjldt)

Donc:

U(Xt, t) = U(X0, 0) +

∫ t
0

(
∂u

∂t
Lu)ds+

∫ t
0

DuBdW

avec:

Lu =

n∑
i=1

b(i)
∂u

∂xi
+
1

2
(

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xixj
)
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où:

aij =

m∑
k=1

(Bik)(Bjk)t = (Bi1, ..., Bim)

s

Bj1

· · ·
Bjm



DuBdW =

m∑
k=1

n∑
i=1

∂u

∂xj
BikdW(k)

2.2.2 Arrêt optimal

Le but du contrôle optimal est de trouver un choix des contrôles permettant de

minimiser le coût.

Le problème de contrôle stochastique le plus simple survient lorsqu'il est impos-

sible de modi�er l'équation di�érentielle stochastique contrôlant l'évolution du

processus X,mais qu'il est seulement envisageable de décider un temps ou arrêter

le processus.

Arrêt d'une E.D.S

Soient E un domaine borné régulier de Rn tel que:

b : Rn → Rn

B : Rn →Mn×m(R)

b et B satisfait aux conditions habituelles d'existence et d'unicité de la solution

des E.D.S suivante:

dX = b(X)dt+ B(X)dw
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X0 = x∀x ∈ E

Notons τ = τx le temps d'atteint de ∂E d'une trajectoire de X.

Pour O un temps d'arrêt par rapport à F,on dé�nit l'espérance de coût de X en

O et τ par:

Jx(O) = E(
∫ τ∧O
O

f(Xs)ds+ g(XO∧τ))

En s'arrêtant enO,le coût est une fonction g de l'état courant du système X(O).Si

le processus n'est pas arrêté avant que la trajectoire ait atteint ∂E.

Si O ≥ τ le coût est dans ce cas g(Xτ).
En�n,le coût de fonctionnement par unité de temps f est ajouté et en modélisant

les dépenses de fonctionnement du processus jusqu'au temps O et τ.

2.2.3 Condition d'optimalité

Soit u et g sont deux fonctions régulière

δE est la frontière d'un trajectoire d'atteint

θ est le temps d'arrêt

θ∗ le temps d'arrêt optimal

Jx est la fonction objective.

S'il est possible de s'arrêt au début,

(θ = 0)∀x ∈ Eu(x) ≤ g(x), de plus τ = 0 si x ∈ δE, u(x) = g(x)
Si x ∈ E et τ > 0, le système n'est pas arrêt au temps tau alors le nouvel de

système au temps τ est Xτ donc le coût possible est u(Xτ), car u(x) = infθ=t Jx(θ)

donc u(x) ≤ E
( ∫τ

0
f(X1)ds+ u(Xτ)

)
D'après la formule d'Itô:
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E(u(Xτ)) = u(x) + E(

∫ τ
0

Lu(Xs)ds)

avec: Lu = 1
2

n∑
i,j=1

a(ij) ∂2

∂xixj
+

n∑
i=1

b(i) ∂u
∂xi

où a(ij) =
m∑
k=1

BikBjk

Ainsi:0 ≤ E
( ∫τ

0
f(Xs)ds+ Lu(Xs)ds

)
.......(∗)

En divisant par τ l'expression (∗) et on faisant tendre τ vers 0, on obtient f(x) +

Lu(x) où Mu ≤ f(x), x ∈ E, tel que M = −L

Donc: pour x ∈ E, on a u(x) < g(x) etMu = f, alors les conditions d'optimalité

sont: {
Max(Mu− L, u− g) = 0 surE

u = g surδE

2.2.4 Générateur in�nitésimal

Voir [5]

Théorème 2.2.2 Soit f une fonction de classe C2 (Rn) à dérivées bornés et soit

Xt une solution de:

Xt = X0 +

∫ t
0

b (Xs)ds+

∫ t
0

σ (Xs)dws

Avec: ws est une Ft mouvement Brownien p-dimensionnel alors:

Mt = f (Xt) − f (X0) −

∫ t
0

(Af) (Xs)ds

Est une Ft-martingale tel que:
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Af =

n∑
i,j=1

aij (x)
∂2f

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bj (x)
∂f

∂xj

Avec: a = 1
2
σσt,c'est à dire aij =

1
2

∑p
k=1 σikσjk

L'opérateur A est appelé le générateur in�nitésimal de la di�usion.

Proposition 2.2.1 Le générateur de la di�usion d'Itô est l'opérateur di�érentiel

L =
n∑
i=1

fi(x)
∂
∂xi

+ 1
2

n∑
i,j=1

(ggT)ij(x) ∂2

∂xixj

Exemple 2.2.1 (Générateur de mouvement brownien)

Soit Bt le mouvement brownien de dimension m, c'et un cas particulier de di�u-

sion, avec f = 0 et g = 1. son générateur est donnée par

L =
1

2

m∑
i=1

∂2

∂x2i
=
1

2
∆

C'est donc le laplacien à un facteur 1
2
prés.

2.2.5 Notion de l'arbitrage

- L'arbitrage de la possibilité de réaliser un pro�t sans risque et sans économie,

en combinant deux ou plusieurs opérateurs. L'exemple le plus simple des mêmes

actions cotées sur deux bourses di�érents est o�ert à deux prix di�érents.

- L'achat au prix le plus bas et la vente simultanée au prix le plus élevé sont

disponibles sans risque et sans acompte.

- Il est clair qu'une telle situation ne peut perdurer si le marchés fonctionnent

correctement, c'est-à-dire si les informations sont publiées rapidement si les coûts

de transaction ne sont pas excessifs.

2.2.6 Présentation de modèle black scholes

Voir [5]

Le modèle de Black et Scholes unidimensionnel contient:
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Un actif sans risque,dont nous supposerons le prix S0 = (S0t)0≤t≤T déterministe à

taux d'intérêt τ ≥ 0 constant, soit pour tout t ∈ [0, T ], S0t = e
τt.

Un actif dont le prix S = (St)0≤t≤T est donné par un mouvement Brownien

géométrique pour tout t ∈ [0, T ], St = S0 exp(ut− σ2

2
t+σWt), avec u ∈ R, σ ≤ 0,

S0 une variable aléatoire F0-mesurable de carré intégrable et W un mouvement

Brownien standard.

2.2.7 Problème de base

On cherche à étudier le prix St d'un actif S qui évolue selon:

Soit l'DES suivant:

dSt = uStdt+ σStdWt (2.1)

tel que

S0 = s0

La solution de l'DES précédent est il existe si les coe�cients u et σ sont bornées.

Modélisation

1- Au temps T on a:

u(s, t) = max(s− P) = (St − P)

donc, si s = 0 alors St = 0 et u(0, t) = 0, ∀0 ≤ t ≤ T .
On dé�nit le processus stochastique Ct = u(St, t).

D'après la formule d'Itô on a:

dC = ∂u
∂t
dt+ ∂u

∂s
dSt +

1
2
∂2u
∂s2

(ds)2

dC = ∂u
∂t
dt+ ∂u

∂s
(uStdt+ σStdWt) +

1
2
∂2u
∂s2

(
σ2S2tdt

)

dC =

(
∂u

∂t
+ uSt

∂u

∂s
+
1

2
σ2S2t

∂2u

∂s2

)
dt+ σSt

∂u

∂s
dWt (2.2)
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L'introduction de la notion de couverture passe par la duplication de C dans un

portefeuille contenant des actifs S et des obligations B.

Si B est un investissement sans risque qui suit l'évolution suivante:

Bt = e
rt

Cb = f(St, Bt)

Soit:

dBt = rBtdt (2.3)

Tel que:

B0 = 1

il s'agit de trouver f c'est à dire trouver α et β tel que:

Ct = αSt + βBt, ∀t ∈ [0, T ] (2.4)

Le changement des valeurs de portefeuille dépend que de St et Bt
D'après les équations précédente on a:

dCt =
(
∂u
∂t

+ uSt
∂u
∂s

+ 1
2
σ2S2t

∂2u
∂s2

)
dt+ σSt

∂u
∂s
dWt

dCt = αt (uStdt+ σStdWt) + βdBt

Donc:

(
∂u
∂t

+ uSt
∂u
∂s

+ 1
2
σ2S2t

∂2u
∂s2

)
dt+ σSt

∂u
∂s
dWt = (αuSt + βrBt)dt+ ασStdWt

Ce qui implique:

∂u
∂t

+ uSt
∂u
∂s

+ 1
2
σ2S2t

∂2u
∂s2

= αtuSt + βtrBt
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σSt
∂u

∂s
= αtσSt (2.5)

Alors:

αt =
∂u

∂s
(St, t) (2.6)

Donc:

∂u
∂t

+ 1
2
σ2S2t

∂2u
∂s2

= betatrBt

D'après l'équation (2.6):

βtBt = Ct − αtSt = Ct −
∂u
∂s
St

βtBt = u(St, t) − St
∂u
∂s
(St, t)

On a:

dCt =

(
∂u

∂t
+ uSt

∂u

∂s
+
1

2
σ2S2t

∂2u

∂s2

)
dt+σSt

∂u

∂s
dWt = αt (uStdt+ σStdWt)+βtBtdt

dCt = (αtuStdt+ βrBt)dt+ σStdWt

Ce qui implique:

∂u
∂t

+ uSt
∂u
∂s

+ 1
2
σ2S2t

∂2u
∂s2

− αtuSt − βtrBt = 0

σSt
∂u
∂s

− σSt = 0

2- Pour St = s ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ T ,on note u(s, t) le prix de l'option à l'instant

t sachant que St = s.

Au temps T on a:
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u(s, t) = max(s− P, 0) = (s− P)+

Si s = 0 alors St = 0 et 0 ≤ t ≤ T , u(0, T) = 0 donc on cherche que

C0 = u(s0, 0).

On dé�nit pour 0 ≤ t ≤ T le processus stochastique Ct = u(st, t), en utilisant

l'équation (2.3) et la formule d'Itô, on obtient:

dCt = du = ∂u
∂t
dt+ ∂u

∂s
ds+ 1

2
∂2

∂s2
(dS)2

dCt =
∂u
∂t
dt+ ∂u

∂s
(uStdt+ σStdWt) +

1
2
∂2u
∂s2
σ2S2tdt

Donc:

dCt =

(
∂u

∂t
+ uSt

∂u

∂s
+
1

2
σ2S2t

∂2u

∂s2

)
dt+ σSt

∂u

∂s
dWt (2.7)

Il s'agit de trouver f c'est-à-dire αt et βt tels que ∀t ∈ [0, T ] on a:

Ct = αtSt + βtBt

Le changement de valeur de portefeuille ne dépendant que des changement de St
et Bt.

En combinant les équations (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) on obtient:

dCt =

(
∂u

∂t
+ uSt

∂u

∂s
+
σ2

2
S2t
∂2u

∂s2

)
dt+ σSt

∂u

∂s
dWt (2.8)

On a:

dCt = αtdSt + βtdBt = αt = αt(uStdt+ σStdWt) + βtrBtdt

Alors:

dCt = (αtuSt + βtrBt)dt+ αtσStdWt (2.9)

Donc d'après l'égalité de deux équations (2.8) et (2.9) on trouve:
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∂u
∂t

+ uSt
∂u
∂s

+ σ2

2
S2t
∂2u
∂s2

= αtuSt + βtrBt

σSt
∂u
∂s

= αtσSt

Alors:

αt =
∂u
∂s
(St, t), ∀t ∈ [0, T ]

On a:

βtBt = Ct − αtSt = u(St, t) − St
∂u
∂s
(St, t)

Donc:

∂u

∂t
(St, t) + rSt

∂u

∂t
(St, t) +

σ2

2
S2t
∂2u

∂s2
(St, t) − ru(St, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ] (2.10)

Et pour assurer Ct = u(St, t), on impose donc à u(s, t) de véri�er l'équation aux

dérivées partielle de Black-Scholes-Merton.

∂u
∂t
(St, t) + rSt

∂u
∂t
(St, t) +

σ2

2
S2t
∂2u
∂s2

(St, t) − ru(St, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]

On remarque que le terme dérive u n'apparaîtrait plus ainsi pour répondre

au problème posé de la déterminer de la meilleur valeur C0, il s'agit de trouver

u(s0, 0) et donc u véri�e:

u = 0, si s = 0 et 0 ≤ t ≤ T
u = max(s− P), si s > 0 et 0 ≤ t ≤ T

∂u
∂t
(St, t) + rSt

∂u
∂t
(St, t) +

σ2

2
S2t
∂2u
∂s2

(St, t) − ru(St, t) = 0, si s < 0∀t ∈ [0, T ]

Donc le problème peut être résolu explicitement le système ci dessus admet

une unique solution Ct = u(St, t)
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2.3 Application en �nance

2.3.1 Modèle Black Scholes

Le modèle de black-sholes est basé sur cinq variables qui sont:

- S: prix de marché

- K: prix de l'option

- t: date de début

- r: taux d'intérêtêt sans risque

- σ: volatilité boursière.

La formule de tari�cation des options d'achat et de vente selon le modèle de black-

sholes peut être exprimée comme suite

C = S[N(d1)] − Ke
−rt[N(d2)] tel que: N[d] fonction de distribution accumulée.

Pour trouver d1 et d2 résoudre l'équation suivante

d1 =
ln( S

K
) + (r+ σ× 0.5)t

σ
√
t

d2 = d1 − σ
√
t

- A�n de clari�er l'application du modèle de Black-sholes, nous avons pris le

modèle d'une des sociétés du monde comme échantillon pour l'étude suivante:
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Voir [13]

type of option Call option

Stock Price(S0) $100, 00

Exercise (Strike) Price (K) $110, 00

Time to Maturity (in years) (t) 0.25�

Annual Risk Free Rate(r) 5.00

Annualized Volatility (σ) 30.00�

Option Price 284

Additional Calculation Parameters

ln(S0
K
) (0.095)

(r+ σ2

2
)t 0.024

(σ
√
t) 0.150

d1 (0.477)

d2 (0.627)

N(d1) 0.317

N(d2) 0.265

N(−d1) 0.683

N(−d2) 0.735

e−rt 0.98758
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Conclusion

Dans ce mémoire nous sommes intéressés aux problèmes du temps d'arrêt optimal

en horizon �ni de système gouverne par des équations di�érentielle stochastique

et calcul stochastique en général

Le modèle de Black-scholes est un modèle de variation des prix au �l du temps

pour les instruments �nanciers tels que les actions, et pour cela nous sommes

appuyés sur des équations di�érentielle partielle dans l'étude et nous sommes

concentrés dans le mémoire sur la propriété de Markov qui est considéré comme

nécessaire dans le cas d'une décision qui inclut le risque dans le temps.

Le modèle de Black-scholes est utilisé pour résoudre les problèmes et évaluer les

options �nanciers.

Finalement nous éspérons ainsi que ce mémoire puisse être utile bien pour les

étudiants que pour des chercheurs intéresses par ce demain.
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Résumé

Cette mémoire est basée sur le thème de la résolution du problème d’arrêt
optimal en horizon fini qui dépend dans son étude de calcul stochastique,
c’est-à-dire la modélisation de décision dérivée de la théorie de la décision et
de la probabilité.
- nous avons adopté le domaine des investissements financiers comme échantillon
d’étude.
Afin de résoudre le problème d’arrêt optimal, nous avons adopté l’application
Black-Sholes, où nous avons pu la programmer et tires des conclusions.

Mots clé : Processus stochastique (Markov), filtration, temps d’arrêt
optimal,martingale,enveloppe de snell,equation différentielle stochastique.
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Abstract
In this work is based on the issue of solving the optimal stopping problem

in the limited horizon that depends in its study on random calculation i.e
decision modeling derived from decision theory and probability.
- We adopted the fieled of financial investments as a study sample.
- In order to solve the optimal hiatus problem, We adopted the Black-Sholes
application, where we able to program it and draw conclusions.

Keywords : Stochastic process(Markov),optimal downtime,martingale,snell
envelope,stochastic differential equation.
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