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Introduction

La théorie du point �xe est l�un des outils les plus puissants des mathé-
matiques modernes. Le théorème concernant l�existence et les propriétés
des points �xes est connu sous le nom de théorème des points �xes. La
théorie des points �xes est un beau mélange d�analyse, de topologie et de
géométrie. En particulier, le théorème des points �xes a été appliqué dans
des domaines tels que l�ingénierie mathématique, la physique, l�économie,
la théorie des jeux, la biologie et la chimie, etc. Les résultats classiques et
majeurs dans ces domaines sont : le théorème de point �xe de Banach, le
théorème de point �xe de Schauder et le théorème de point �xe de Kras-
noselskii .
La théorie de la stabilité a été créé à la �n duXIXéme siècle par Liapou-

nov. Cette théorie a trouvé une large application dans divers domaines de
la physique et sciences mathématiques. D�un point de vue mathématique,
la théorie de la stabilité présente un cas particulier de la théorie qualitative
des équations di¤érentielles. Dans ce domaine la méthode directe de Liapou-
nov a été, pour plus de 100 années, l�inévitable outil permettant d�étudier
la stabilité pour les équations di¤érentielles et les équations aux dérivées
partielles. Néanmoins, cette méthode a rencontré de sérieux obstacles et il
existe encore un tas de problèmes qui résistent à cette méthode.
Dans ce travail on va présenter, en utilisant la technique de point �xe,

des résultats de la stabilité et de la stabilité asymptotique pour une classe
d�équations totalement non linéaires de type neutre à retard fonctionnel.
Cette classe d�équations fait partie du nombre de problèmes qui sont ré-
sisté à la méthode de Liapounov. En général, l�insu¢ sance de la méthode
de Liapounov se manifeste lorsque les fonctions utilisées dans les équations
ne sont pas bornées en temps [15], si le délai n�est pas borné ou si la dérivée
n�est pas petite ([17]-[18]). A cela s�ajoute aussi la di¢ culté traditionnelle
celle de la construction de la fonctionnelle de Liapounov et l�aspect ponc-
tuel, défavorable pour les calculs, des conditions imposées aux fonctions des
équations di¤érentielles. Cependant les problèmes de monde réel avec toute
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leurs incertitudes exigent des conditions en moyennes. Ces dernières années,
plusieurs investigateurs ont essayé la stabilité en employant une nouvelle
technique. En particulier, Burton, Furumochi, Becker, Zhang et d�autres
ont commencé une étude dans au moyen de laquelle ils ont noté que cer-
taines de ces di¢ cultés disparaissent ou pourraient être surmontés théorie
de point �xe (voir [2]-[3], [8]-[11],[5],[4],[14]). La stabilité par la méthode de
point �xe repose sur trois éléments fondamentaux.
� Une application de point �xe.
� Un espace fonctionnel convenable apte à contenir les solutions

souhaitables.
� Un théorème de point �xe.
Le travail de ce mémoire est réparti comme suit :
Le premier chapitre : A été consacré pour rappeler les outils dont on

a besoin dans ce projet.
Le deuxième chapitre : Etude de la stabilité pour une classe d�équa-

tion di¤érentielle à retard.
Le dernier chapitre : Existence des solutions périodiques d�une class

d�équations di¤érentielles à retard (voir [18], [21]-[22]).

v



Chapitre 1

Théorème de point �xe,
équations à retard et
applications

1.1 Notions préliminaires

Le but de ce chapitre est d�introduire les concepts de base, les notations
et les résultats élémentaires. De plus, les résultats de ce chapitre peuvent
être trouvés dans la plupart des ouvrages classiques sur l�analyse fonction-
nelle (voir [23], [24] et [25])

Dé�nition 1 Le couple (E; �) est dit un espace métrique si E est un en-
semble arbitraire non vide et � : E �E ! R+ est une application véri�ant
pour tout x; y et z de E
1- �(x; y) � 0; �(x; x) = 0; �(x; y) = 0) x = y;

2- �(x; y) = �(y; x); (symétrie),
3- �(x; y) � �(x; z) + �(z; y) (inégalité triangulaire).

Dé�nition 2 Un espace métrique (E; �), est dit complet si tout suite de
Cauchy de points de E est convergente dans E:

Proposition 1.1.1 Dans un espace métrique (E; �), toute suite conver-
gente est une suite de Cauchy.

Remarque 1.1.1 La réciproque est fausse en général.
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CHAPITRE 1. THÉORÈME DE POINT FIXE, ÉQUATIONS
À RETARD ET APPLICATIONS

Dé�nition 3 Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E une
application de E dansR+ habituellement notée k:k véri�ant pour tout x; y 2
E et tout � 2 K
1-k�xk = j�j kxk ;
2-kxk = 0, x = 0;
3-kx+ yk � kxk+ kyk (inégalité triangulaire).

Dé�nition 4 Un espace vectoriel normé est un couple (E; k:k) avec E est
un espace vectoriel sur K = R ou C et k:k est une norme sur E.
Si (E; k:k) est un espace vectoriel normé alors �(x; y) := kx� yk dé�nit

une distance sur E:

Dé�nition 5 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E; k:k)
qui est complet pour la métrique associée à cette norme.

Dé�nition 6 Une partie M d�un espace métrique (S; d) est dite compacte
si toute suite fxng de M admet une sous suite convergente dans M: M est
dite relativement compacte si la fermeture de M est compacte.

Dé�nition 7 Soit U un intervalle de R et soit ffng une suite des fonctions
avec fn : U ! Rp. Soit j:j une norme quelconque de Rp:
a-ffng est dite uniformément bornées sur U s�il existe un M > 0 tel que

jfn(t)j �M pour tout n et tout t 2 U:
b-ffng est équicontinue si pour tout " > 0 il existe � > 0 tel que si

t1; t2 2 U et jt1 � t2j < � alors, jfn(t1)� fn(t2)j < " quelque soit n:

Théorème 1 (Arzela-Ascoli) Si ffng est une suite de fonctions réelles
uniformément bornée et équicontinue dé�nie sur un intervalle [a; b] ; alors
la suite admet une sous suite convergente uniformément sur [a; b] vers une
fonction continue.

Mais les problèmes qu�on va manipuler dans ce projet sont dé�nis sur
les intervalles in�nis en temps, par conséquent une extension du théorème
précédent s�impose. Le théorème 1.1 pour étendu par l�utilisation d�une
norme poids ou bien en suivant la procédure donnée ci-dessous (voir9).

Théorème 2 ([9],p.20,Théorème 1.1) ) Considérons R+ = [0;1) et
soit q : R+ ! R+ une fonction continue telle que q(t)! 0 lorsque t!1.
Si f�kg est une suite de fonctions sur R+ à valeurs dans Rp équicontinue
avec j�k(t)j � q(t) pour tout t 2 R+, alors il existe une sous suite convergent
uniformément sur R+ vers une fonction continue � telle que j�(t)j � q(t)
pour t 2 R+, où j:j dénote la norme Euclidienne sur Rp.
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1.1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 8 Soit A une application d�un ensemble X dans lui-même. On
appelle point �xe de A tout point u tel que Au = u. Si un tel u existe on
dit que A possède un point �xe. Il est clair que la recherche d�un point �xe
pour A est équivalent à la recherche d�un u 2 X tel que Au� u = 0.

En 1922 Stefan Banach établi un théorème qui s�applique aux fonctions
contractantes dé�nies sur des espaces métriques complets. Ce théorème a
fait preuve d�une grande utilité en analyse. En particulier il à donné des
résultats concluant dans le domaine de l�existence de solutions et le calcul
approché pour de nombreux problèmes émanant de l�analyse non linéaire.

Théorème 3 (Principe de l�application contractante) Soit (X; d) un
espace métrique complet non vide et soit f : X ! X une contraction i.e., il
existe une constante 0 � k < 1 telle que d(f(x); f(y)) � kd(x; y), pour tout
x; y 2 X. Alors f admet un et un seul point �xe x� 2 X (: f(x�) = x�).

Dé�nition 9 L�application f : [0; T ]�Rn ! R est dit satisfaire les condi-
tions de Carathéodory en ce qui concerne L1 [0; 1] si les conditions suivantes
sont présentes :
i. Pour chaque z 2 Rn; la fonction t! f(t; z) est mesurable.
ii. Pour presque tout t 2 [0; T ] ; la fonction z ! f(t; z) est continue

dans Rn.
iii. Pour chaque r > 0; il existe �r 2 L1([0; T ] ;R) tel que pour

presque tout t 2 [0; T ] et pour tout z tel que jzj < r; on a jf(t; z)j � �r(t).

T.A.Burton a observé que le résultat de Krasnoselskii peut être plus
attrayant dans les applications avec quelques modi�cations et formulé le
théorème 1.1.4 ci-dessous (voir [9] pour la preuve).

Dé�nition 10 (contraction large) Soit (M; d) un espace métrique, et
supposons que B :M!M. B est dit une contraction large, si 8';  2M;
avec ' 6=  ; on a d(B';B ) � d(';  ); et 8" > 0; 9� < 1 tel que :

[';  2M; d(';  ) � "] =) d(B';B ) � �d(';  ):

Il est prouvé (9) qu�une contraction large dé�nie sur un fermé borné et
un espace métrique complète a un point �xe unique.

Théorème 4 (Krasnoselskii-Burton)Soit M une sous ensemble fer-
mée, bornée et convexe d�un espace de Banach (B; k:k): Suppose que A et
B deux opérateurs :M!M tel que :
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CHAPITRE 1. THÉORÈME DE POINT FIXE, ÉQUATIONS
À RETARD ET APPLICATIONS

� A est un opérateur compact,
� B est une contraction large,
� x; y 2M implique que Ax+By 2M:
Alors 9z 2M tell que z = Az +Bz

1.2 Équations di¤érentielles à retard

Qu�est-ce qu�une équation di¤érentielle à retard ?.
Une équation di¤érentielle à retard est un modèle spéci�que d�équations

di¤érentielles dans laquelle la solution dépend d�une donnée sur une étape
postérieure (c-à-d le passé).

1.2.1 Équations di¤érentielles à retard

Étant donné un nombre r > 0. On note par C([a; b] ;Rn) l�espace de
Banach de fonctions continues dé�nies sur l�intervalle [a; b] à valeurs dans
Rn muni de la topologie de la convergence uniforme. Pour [a; b] = [�r; 0]
on pose,

C0 = C([�r; 0] ;Rn)
et on désigne la norme d�un élément  de C0 par

k k = sup fj (s)j ;�r � s � 0g

où j:j est une norme dans Rn. Soit t0 2 R et soient

L � 0; x 2 C([t0 � r; t0 + L] ;Rn) et t 2 [t0; t0 + L] :

Alors, on dé�nit une nouvelle fonction xt de C0, par

xt(s) = x(t+ s); s 2 [�r; 0]

Dé�nition 11 Soit U un ouvert de R�C0 et f : U ! Rn une fonction
continue. On appelle équation di¤érentielle fonctionnelle à retard fonction-
nel égal r sur U une relation de la forme

x0(t) = f(t; xt) (1.1)

où
xt(s) := x(t+ s); s 2 [�r; 0]

Notée parfois EDR(f). Le nombre r est appelé le retard. En clair, le
cas r = 0 correspond au cas des équations di¤érentielles ordinaires.
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1.2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES À RETARD

Il est évident qu�une condition initiale appropriée au temps t = t0 exige
la détermination de la fonction x sur tout l�intervalle [t0 � r; t0], i.e,

x(t) =  (t); t 2 [t0 � r; t0] ;

où  : [t0 � r; t0] ! Rn une fonction donnée supposé continue appelée
la condition initiale de l�équation à retard (1.1). Ainsi, l�équation (1.1) peut
se mettre sous la forme

x0(t) = f(t; xt); t � t0

x(t) =  (t); t 2 [t0 � r; t0] ; (1.2)

avec  une fonction donnée sur tout l�intervalle [t0 � r; t0] :
L�équation (1.1) est dite linéaire si f(t; ') = L(t)' , où L(t) est linéaire

en chaque t. L�équation (1.1) est dite non homogène si f(t; ') = L(t)' +
h(t) où h(t) 6= 0: L�équation (1.1) est dite autonome si f(t; ') = g('); g
indépendant de t.

Dé�nition 12 Étant donnés  2 C0 et t0 2 R, une solution du problèmes
à valeur initiale

x0(t) = f(t; xt); t � t0; xt0 =  (1.3)

est une fonction notée x(t) telle que x(t) =  (t) si t 2 [t0 � r; t0] et
satisfaisante (1.1) si t 2 [t0; t0 + L] ; L > 0: Une telle fonction x(:) est dite
solution de (1.1) à travers (t0;  ) et est notée souvent par x(:) := x(:; t0;  ):

Nous rappelons,dans ce paragraphe, les théorème de base sur l�existence
et l�unicité des solutions de l�équation (1.1)

Théorème 5 (Existence) Pour l�équation (1.1),supposons que 
 est un
sous ensemble ouvert de R� C0 et f(t; ') une application continue sur 
.
Si (t0;  ) 2 
; alors il existe une solution de l�équation (1.1) passant par
(t0;  ):

Dé�nition 13 On dit que la fonction f(t; ') est Lipschitzienne par rapport
à ' sur un compact K de R�C0 s�il existe une constante k > 0 telle que ,
pour tout (t; 'i) 2 K; i = 1; 2 on a

jf(t; '1)� f(t; '2)j � k j'1 � '2j : (1.4)

Théorème 6 (Unicité) Supposons que 
 est un sous ensemble ouvert de
R�C0; f : 
 ! Rn est continue, f(t; ') est lipschitzienne par rapport à
' sur tout sous ensemble compact de 
: Si (t0;  ) 2 
; alors il existe une
unique solution pour l�équation (1.1) passant par (t0;  ):
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CHAPITRE 1. THÉORÈME DE POINT FIXE, ÉQUATIONS
À RETARD ET APPLICATIONS

Méthode des étapes

La méthode des étapes est une méthode qui peut être utilisée pour
résoudre analytiquement certaines EDR: Cette méthode permet nous de
résoudre pratiquement toute EDR en transformant à une EDO. On prend
par exemple l�équation suivante :

x0 (t) = 2x (t� 1) (1.1)

avec la condition initiale

x (t) = 1; t 2 [�1; 0] : (1.2)

Sur [0; 1] :
On a 0 � t � 1 implique que �1 � t� 1 � 0 alors x (t� 1) = 1 et donc

l�èquation (1.1) devienne

x0 (t) = 2;R t
0
x0 (s) ds =

R t
0
2ds

la solution générale est

x (t)� x (0) = 2t:

Avec x (0) = 1: Ainsi, la solution sur [0; 1] est

x1 (t) = 2t+ 1:

Sur [1; 2] :
On a 1 � t � 2 implique 0 � t� 1 � 1
l�èquation (1.1) devienne

x0 (t) = 2x1 (t� 1)
= 2 (2 (t� 1) + 1)
= 4t� 2:

Par conséquent la solution généraleR t
1
x0 (s) ds =

R t
1
4t� 2ds

x (t)� x (1) = 2t2 � 2t:

Avec x (1) = 3, on trouve la solution sur [1; 2] est

x2 (t) = 2t
2 � 2t+ 3:
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1.2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES À RETARD

Comme précédemment, on pourrait continuer. Dans le cas de (1.1) avec les
données initiales (1.2), on peut trouver une expression xn pour la forme
générale de la solution.
Pour le cas général, on considère l�équation di¤érentielle à retard sui-

vante : �
x0 (t) = f (t; x (t) ; x (t� �)) ; t � t0
x (t) =  (t) ; t 2 [t0 � � ; t0] :

(1.3)

Par la méthode des étapes l�équation (1.3) admet les solutions suivantes :

x (t) =

8>>>>>><>>>>>>:

 (t) ; pour t 2 [t0 � � ; t0] ;
x1 (t) ; pour t 2 [t0; t0 + � ] ;
x2 (t) ; pour t 2 [t0 + � ; t0 + 2� ] ;
:;
:;
xn (t) ; pour t 2 [t0 + (n� 1) � ; t0 + n� ] :

1.2.2 Équations di¤érentielles de type neutre

On donne ici la dé�nition d�une équation di¤érentielle de type neutre.

Dé�nition 14 Supposons que 
 est un sous ensemble ouvert de R�C0
d�éléments (t0;  ): Une fonction D : 
 ! Rn est dite atomique au point �
de 
 si D est continue, ainsi que sa première et seconde dérivé au sens de
Fréchet par rapport à � et D� sa dérivée par rapport �, est atomique en �
de 
.

Dé�nition 15 Supposons que 
 est un sous ensemble ouvert de R�C0;
f : 
 ! Rn et D : 
 ! Rn sont deux fonction données continue avec D
atomique en zéro. La relation

d

dt
D(t; xt) = f(t; xt); (1.5)

est dite une équation di¤érentielle de type neutre EDTN.

Dé�nition 16 Une fonction x est dite solution de l�équation (1.5) sur
[t0 � r; t0 + �] s�il existe un t0 2 R et � > 0 tels que

x 2 C([t0 � r; t0 + �] ;Rn); (t; xt) 2 
; t 2 [t0 � r; t0 + �] ;
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CHAPITRE 1. THÉORÈME DE POINT FIXE, ÉQUATIONS
À RETARD ET APPLICATIONS

D(t; xt) .... est continument di¤érentiable et satisfait (1.5) sur [t0; t0 + �].
Étant donnés t0 2 R et  2 C0 et (t0;  ) on dit que x(t; t0;  ) est une solu-
tion de (1.5) passant par (t0;  ) s�il existe � > 0 telle que x(t; t0;  ) est une
solution de (1.5) sur [t0 � r; t0 + �] et xt0(t0;  ) =  ; on dit que x(t; t0;  )
est une solution de (1.5) sur [t0 � r;1) si pour tout � > 0; x(t; t0;  ) est
une solution de (1.5) sur [t0 � r; t0 + �] et xt0(t0;  ) =  .

Théorème 7 (Existence) Si 
 est un sous ensemble ouvert de R�C0 et
(t0;  ) 2 
 alors il existe une solution pour l�équation (1.5) passant par
(t0;  ).

Théorème 8 (Existence et Unicité) Si 
 est un sous ensemble ouvert
de R�C0 et f(t; ') est Lipschitzienne sur tout sous ensemble compact 
,
alors pour tout (t0;  ) 2 
; il existe une unique solution pour l�équation
(1.5) passant par (t0;  ).

1.3 Modèles avec retard

Les équations di¤érentielles sont faites pour un but, celui de mieux
comprendre les phénomènes compliqués de la nature. Il s�est avéré, par
l�expérience, que les simples modèles n�arrivent pas à cerner la variété riche
de la dynamique observée dans les systèmes naturels. Il est devenu clair
que pour bien comprendre ces phénomènes un terme avec retard doit être
inclus. Dans une équation di¤érentielle, un retard peut représenter l�arrivé
à maturité d�un produit, une période d�incubation, temps de gestations,
délais de transport ou simplement représenter des processus compliqués qui
mettent un temps pour réagir après une action. Les problèmes à retard sont
innombrables en littérature. Certains de ces problèmes ont connu un intérêt
particulier. On a choisi dans ce mémoire quelques modèles intervenant dans
des domaines di¤érents de monde réel.

1.3.1 Contrôle d�un Bateau de Minorsky

En 1962 Minorsky (voir ([20])a conçu un dispositif pour le contrôle
automatique de la direction pour un bateau. Le modèle se décrit comme
suit. Soit x(t) une position angulaire �xée du gouvernail de direction du
bateau et supposons qu�il existe une force de frottement proportionnelle
à la vitesse, �cx(t): On suppose qu�il existe un dispositif qui indique la
direction du mouvement du bateau en temps réel et qu�il existe aussi un

8



1.4. STABILITÉ DE SOLUTIONS POUR LES ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES À RETARD

autre dispositif qui pointe la direction désirée. Ces deux instruments sont
reliés à un appareil connecté à un moteur électrique qui produit une certaine
force agissant sur le gouvernail dans le but de le faire pivoter (orienter)
pour ramener le bateau sur le chemin désirée. De toute évidence il y a un
décalage (retard) de magnitude h > 0; en temps entre le moment ou le
moteur électrique exerce la force pour redresser le bateau et le moment
ou le bateau réagit pour se réorienter.Minorsky décrit cela par l�équation
suivante donnée sur x(t)

x00(t) + cx0(t) + g(x(t� h)) = 0;

où il considère que xg(x) > 0, si x 6= 0 et c une constante positive. L�ob-
jectif du problème est de chercher des conditions qui assurent le maintien
de x(t) près de zéro de sorte que le bateau suivra étroitement son cours
approprié pour arriver à sa destination �xé.

1.3.2 Le modèle de tournesol de Somolinos

La �eur de la plante de tournesol tourne d�un coté vers l�autre d�une
façon périodique. Ceci est due à une hormone qui réagit au contact de rayon
solaire. En 1978 Somolinos modélisa ce mouvement par l�équation

x00 +
a

r
x0 +

b

r
sinx(t� r) = 0;

dit l�équation de tournesol. Il obtient des résultats intéressants sur l�exis-
tence de solutions périodiques ([20]).

1.4 Stabilité de solutions pour les équations
di¤érentielles à retard

Pour r > 0; considérons C0 = C ([�r; 0] ;Rn) l�espace des fonctions
continues sur [�r; 0] a valeurs dans Rn: Ce dernier espace est de Banach
lorsque on le muni de la norme k'k = sup�r�t�0 j'(t)j ; ' 2 C0: On consi-
dére le probléme a valeur initiale a retard

x0(t) = f(t; xt) pour t � t0; ((1.8))

x(t) =  (t) pour t0 � r � t � t0 ((1.9))

Où  : [t0 � r; t0] ! Rn est une fonction donnée, supposée continue et
f : R � C0 ! Rn une fonction continue. La fonction f(t; xt) est supposée
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satisfaire les conditions nécessaires qui garantissent l�existence de la solution
x(t; t0;  ) à travers (t0;  ) du problème (1.8)�(1.9) et d�être continue en
(t; t0;  ) du domaine de dé�nition de f .

Dé�nition 17 Supposons que f(t; 0) = 0 pour tout t 2 R: La solution tri-
viale x = 0 de (1.8) est dite stable en t0 (t0 2 R) si pour tout � > 0 il existe
un nombre � = �(�; t0) tel que si k k < �; la solution de (1.8)�(1.9) existe
sur [t0 � r;1) et jx(t; t0;  )j < � pour tout t � t0: Dans le cas contraire on
dira que la solution instable en t0: La solution de (1.8) est dite uniformé-
ment stable si le nombre � est indépendant de t0:

Dé�nition 18 La solution triviale x = 0 de (1.8) est dite asymptotique-
ment stable en t0 si elle est stable en t0 et il existe �1 = �1(t0) > 0 tel que
toutes les fois que k k < �1; la solution du problème (1.8)-(1.9) satisfait

limx(t; t0;  ) = 0 lorsque t!1

La solution triviale x = 0 de (1.8) est dite uniformément asymptoti-
quement stable si elle est uniformément stable et si il existe un �1 > 0
(indépendant de t0) tel que pour tout t0 et k k < �1; la solution x du pro-
blème (1.8)-(1.9) satisfait la condition x(t; t0;  ) ! 0 lorsque t ! 1 de
la manière suivante : pour tout � > 0 il existe un T = T (�) > 0 tel que
jx(t; t0;  )j < � pour t � t0 + T:

1.4.1 Stabilité par la méthode de point �xe

Lorsqu�on veut étudier la stabilité de la solution triviale d�une équation
di¤érentielle à retard par la méthode de point �xe il va falloir procéder
comme suit

(i) Une équation di¤érentielle à retard exige avant tout une donnée (une
fonction) initiale dé�nie sur un intervalle initiale approprié It0 i.e.
 : It0 ! Rn: On doit choir aussitot après un espace convenable S de
fonctions ' : It0 [ [t0;+1)! Rn qui coïncident sur It0 avec  : Selon
les cas de besoins on peut toujours ajouter d�autres restrictions aux
fonctions ' de S comme la bornétude par exemple ou la condition
'(t) ! 1 lorsque t ! 1 : Cette dernière condition s�impose si on
souhaite étudier la stabilité asymptotique.

(ii) Ensuite on doit inverser l�équation di¤érentielle pour dé�nir ce qu�on
appelle une application de point �xe i.e., une application P : S ! S
dont le point �xe est solution de l�équation à retard donnée (l�équation
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originale). Néanmoins, cette inversion peut s�avérer une tache délicate
dans plusieurs cas. Par exemple si l�équation ne possède pas un EDO
terme linéaire dans sa structure on ne pourra pas utiliser la variation
des paramètres. Il est donc indispensable d�agir autrement et essayer
si une transformation de cette équation est possible.

(iii) A l�image de l�application P : S ! S obtenu en ii., un théorème de
point �xe doit être choisi permettant à l�équation P (x) = x d�avoir
une solution. En particulier si P est une contraction on pourra appli-
quer le théorème de point �xe de Banach, si P est compacte, alors on
appliquera le théorème de Schauder ou Schae¤er et si P se met sous
forme d�une somme d�une contraction et d�une application compacte
alors le théorème hybride de Krasnoselskii peut donner satisfaction.

Il devient donc clair que la méthode de stabilité par la méthode de
point �xe repose sur trois choses essentielles, la variation des paramètres,
un espace complet et un théorème de �xe. En une étape on peut conclure
l�existence (voire l�unicité) et la stabilité. En outre, on verra que cette mé-
thode exige toujours des conditions en moyenne cependant les conditions
de la méthode de Lyapounov sont toujours ponctuelles.
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Chapitre 2

Etude de la stabilité pour une
classe d�équation di¤érentielle
à retard

L�étude de la stabilité de certaines équations di¤érentielles fonction-
nelles qui ne possèdent pas un terme linéaire non trivial par la méthode
directe de Liapounov s�est avéré très délicate voire même sans issue parfois.
Les équations di¤érentielles à retard ont montré une grande résistance à
cette méthode lorsque les fonctions utilisées dans l�équation sont non bor-
nées en temps, si le retard est non borné ou si la dérivée du retard n�est
pas petite. A tout cela s�ajoute aussi la di¢ culté de construire la fonc-
tionnelle de Liapounov et l�aspect ponctuel, défavorable dans les calculs,
des conditions imposées aux fonctions des équations di¤érentielles. Cepen-
dant les problèmes de monde réel avec toutes leurs incertitude exigent des
conditions en moyennes. Il était donc temps, pour un bon nombre d�in-
vestigateurs clairvoyants, de rechercher et d�exploiter d�autres voies et ils
tentent la technique de point �xe.

Le contenu de ce chapitre va montrer, une fois de plus, l�e¢ cacité de la
technique de point �xe dans le domaine de la stabilité. Elle surmonte, en ef-
fet, des problèmes qui ont jusque là frustré les investigateurs qui fréquentent
la méthode directe de Liapunov.

Concrètement, ce travail concerne une classe d�équations qui s�exprime
sous la forme suivante

x0(t) = �a(t)h (x (t)) + c(t)x0(t� �(t)) +G(t; x(t); x(t� �(t))); (2.1)

12



2.1. TRANSFORMATION ET INVERSION DE
L�ÉQUATION

avec fonction initiale continue donnée

x(t) =  (t); pour t 2 [m0; 0] ;

tels que  2 C ([m0; 0] ;R) ; m0 = inf ft� � (t) : t � 0g : On suppose
que a 2 C (R+;R+) avec a 2 L [0;1) est bornée, c 2 C1 (R+;R) ; � 2
C2 (R+;R) telle que

� 0 (t) 6= 1; t 2 R+ (2.2)

h : R ! R est une fonction continue et G : R3 ! R satisfait les
conditions de Carathéodory avec

h(0) = G(t; 0; 0) = 0:

Pour appliquer le théorème de point �xe de Krasnoselskii-Burton, on
doit choisir un un espace de Banach convenable dépendant sur la donnée
initiale  et construire deux applications, une contraction large et une ap-
plication compacte qui obéissent aux conditions du théorème.

2.1 Transformation et inversion de l�équa-
tion

Le lemme suivant est fondamental à nos résultats.

Lemme 2.1.1 Supposons que (2.2) et (2.5) sont satisfaites. Si x 2 X,
alors x est une solution de l�équation (2.1) si et seulement si

x(t) =

�
 (0)� c(0)

1� � 0(0)
 (��(0))

�
e�

R t
0 a(u)du

+

tZ
0

k(t; u)a(u)H(x(u))du+
c(t)

1� � 0(t)
x(t� �(t))

+

tZ
0

k(t; u) [�b(u)x(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] du(2.3)

avec

b(u) =
(c0(u) + c(u)a(u))(1� � 0(t)) + � 00(u)c(u)

(1� � 0(u))2
; (2.4)

et
k(t; u) = e�

R t
u a(s)ds; (2.5)

H(x) = x� h(x): (2.6)
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Preuve. Soit x une solution de (2.1). reécrit l�équation (2.1) comme

x0(t) + a(t)x(t)

= a(t)x(t)� a(t)h (x (t)) + c(t)x0(t� �(t)) +G(t; x(t); x(t� �(t)))

= a(t) [x(t)� h (x (t))] + c(t)x0(t� �(t)) +G(t; x(t); x(t� �(t))):

Multiplions les deux membres de l�équation par e
R t
0 a(s)ds, puis en inté-

grons de 0 à t. On obtient,

tZ
0

h
x(u)e

R u
0 a(s)ds

i0
du

=

tZ
0

a(u) [x(u)� h (x (u))] e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
0

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e
R u
0 a(s)dsdu:

Par conséquent, nous arrivons à

x(t)e
R t
0 a(s)ds �  (0)

=

tZ
0

a(u) [x(u)� h (x (u))] e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
0

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e
R u
0 a(s)dsdu:

On divisons les deux membres de l�équation ci-dessous par e
R t
0 a(s)ds; on

arrive à

x(t)�  (0)e�
R t
0 a(s)ds

=

tZ
0

a(u) [x(u)� h (x (u))] e�
R t
u a(s)dsdu

+

tZ
0

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e�
R t
u a(s)dsdu:(2.7)
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Réécriture

tZ
0

c(u)x0(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu

=

tZ
0

(1� � 0(u))x0(u� �(u))
c(u)

(1� � 0(u))
e�

R t
u a(s)dsdu:

On performant une intégration par parties il vient

U =
c(u)

(1� � 0(u))
e�

R t
u a(s)ds et dV = (1� � 0(u))x0(u� �(u));

on obtient

tZ
0

c(u)x0(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu

=
c(t)

(1� � 0(t))
� x(t� �(t))� c(0)

(1� � 0(0))
�  (��(0))e�

R t
0 a(s)ds

�
tZ
0

b(u)x(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu; (2.8)

avec b(:) donnée par (2.4). Alors substituant (2.7)et (2.8) dans (2.6) nous
obtenons (2.3). L�implication inverse est facilement obtenue et la preuve est
complète.

Théorème 9 q : R+! R est une fonction continue telle que q(t) ! 0
quand t ! 1: Si f'n(t)g est une suite équicontinue de Rm avec j'n(t)j �
q(t) pour t 2 R+; alors il existe une sous-suite converge uniformément vers
une fonction '(t) avec j'(t)j � q(t) pour t 2 R+; avec j:j dénote la norme
Euclidien dans Rm:

2.2 Bornétude et stabilité asymptotique

Pour appliquer le théorème de point �xe de Krasnoselskii�Burton, on
doit choisir un espace de Banach convenable dépendant sur la donnée ini-
tiale X et construire deux applications, une contraction large et une ap-
plication compacte qui obéissent aux conditions du théorème. Pour cela,
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considérons C l�espace de Banach de fonctions continues et bornées ' :
[m0;1)! R muni de la norme du suprémum

j'jw = sup
t2[m0;1)

����'(t)w(t)

���� <1:

Soit R 2 (0; 1] ; on dé�nie l�ensemble M

M : = f' 2 C : ' est Lipschitzienne, j'(t)j � R; t 2 [m0;1) ;
'(t) =  (t) si [m0; 0]g :

Il est clair que, si f'n(t)g est une suite de fonctions k-Lipschitzienne
converge vers une fonction ', alors

j'(t)� '(s)j = j'(t)� 'n(t) + 'n(t)� 'n(s) + 'n(s)� '(s)j
� j'(t)� 'n(t)j+ j'n(t)� 'n(s)j+ j'n(s)� '(s)j
� k jt� sj ;

qd n ! 1; ce qui implique que ' k-Lipschitzienne. il est clair que M
est fermé, bornée et convexe.
Pour ' 2M; t � 0; on dé�nie l�opérateur P :M ! C par

(P') (t) =

�
 (0)� c(0)

1� � 0(0)
 (��(0))

�
e�

R t
0 a(u)du

+

tZ
0

k(t; u)a(u)H('(u))du+
c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

+

tZ
0

k(t; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du:(2.9)

Puis, nous exprimons l�équation ci-dessus

(P')(t) = (A')(t) + (B')(t);

où A;B :M ! C sont donnés par

(A') (t) =
c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

+

tZ
0

k(t; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du;(2.10)
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et

(B') (t) =

�
 (0)� c(0)

1� � 0(0)
 (��(0))

�
e�

R t
0 a(u)du

+

tZ
0

k(t; u)a(u)H('(u))du: (2.11)

Pour t � 0; supposons que les conditions suivantes sont véri�ées

G(u; '(u); '(u� �(u))) � gp2R (t) ; (2.12)

�1 = sup
t2[0;1]

���� c(t)

1� � 0(t)

���� ; (2.13)

jb(t)j � �2a(t); (2.14)

gp2R (t) � �3a(t)R; (2.15)

J [�1 + �2 + �3] � 1; (2.16)

où �i : 1 � i � 3 sont des constantes positives et J > 3: Maintenant,
soit �(t) = c(t)

1�� 0(t) et supposons qu�ils existent des constants l1; l2; l3 > 0;
tels que pour 0 � t1 < t2

j�(t2)� �(t1)j � l1 jt2 � t1j ; (2.17)

j� (t2)� � (t1)j � l2 jt2 � t1j ; (2.18)

������
t2Z
t1

a(u)du

������ � l3 jt2 � t1j : (2.19)

Lemme 2.2.1 Pour A dé�nie dans (2.10), supposons que (2.2) et (2.12)�(2.19)
sont satisfaites. Alors A :M !M et A est un opérateur compact.
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Preuve. Soit A dé�nie par (2.10). Alors, pour ' 2M on a

j(A') (t)j �
���� c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

����
+

tZ
0

k(t; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

�
���� c(t)

1� � 0(t)

����R +R

tZ
0

k(t; u)

�
jb(u)j+

gp2R (u)

R

�
du

� �1R + �2R + �3R �
R

J
< R:

Alors kA'k < R:Maintenant, on va véri�er que pour ' 2M; la fonction
A' est Lipschitzienne. Soit ' 2M; et 0 � t1 < t2; alors

j(A') (t2)� (A') (t1)j

�
���� c(t2)

1� � 0(t2)
'(t2 � �(t2))�

c(t1)

1� � 0(t1)
'(t1 � �(t1))

����
+

������
t2Z
0

k(t2; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du

�
t1Z
0

k(t1; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

������ :(2.20)

D�aprés les hypothéses (2.13) et (2.17)�(2.19), on a

j� (t2)'(t2 � �(t2))� � (t1)'(t1 � �(t1))j
� �1k j(t2 � t1)� (�(t2)� �(t1))j+Rl1 jt2 � t1j (2.21)

� (�1k + �1kl2 +Rl1) jt2 � t1j ;
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de même manière, ona

������
t2Z
0

k(t2; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du

�
t1Z
0

k(t1; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

������
�

������
t1Z
0

k(t1; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))]
�
e�

R t2
t1
a(s)ds � 1

�
du

������
+

������
t2Z
t1

k(t2; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

������
� (�2 + �3)R

���e� R t2t1 a(s)ds � 1��� t1Z
0

k(t1; u)a (u) du

+

t2Z
t1

k(t2; u)a (u)
�
gp2R(u) +R jb(u)j

�
du

� (�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du+

t2Z
t1

k(t2; u)a (u) d

0@ uZ
t1

�
gp2R(s) +R jb(s)j

�
ds

1A du(2.22)
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La formule (2.22) nous donne

(�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du+

24k(t2; u) uZ
t1

�
gp2R(s) +R jb(s)j

�
ds

35t2
t1

+

t2Z
t1

k(t2; u)a (u)

uZ
t1

�
gp2R(s) +R jb(s)j

�
dsdu

� (�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du

+

t2Z
t1

�
gp2R(u) +R jb(u)j

�
du

0@1 + t2Z
t1

k(t2; u)a (u) du

1A
� (�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du+ 2

t2Z
t1

�
gp2R(u) +R jb(u)j

�
du

� (�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du+ 2 (�2 + �3)R

t2Z
t1

a (u) du

� 3R (�2 + �3) l3 jt2 � t1j : (2.23)

D�aprés (2.21) (2.22) (2.20) on obtien

j(A') (t2)� (A') (t1)j � (�1k + �1kl2 +Rl1) jt2 � t1j
+3R (�2 + �3) l3 jt2 � t1j

= K jt2 � t1j ;

pour une constanteK > 0; A' est Lipschitzienne si ' est Lipschitzienne,
alorsAM est équicontinue, doncAM est un ensemble compacte de (C; j:jw) :
Maintenant, on va montrer que A est continue, soit f'ngn�0 2 M telle
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que 'n ! ' quand n!1: Alors����A'n (t)� A' (t)

w (t)

����
�

���� c(t)

1� � 0(t)

���� j'n(t� �(t))� '(t� �(t))jw

+

tZ
0

k(t; u) jb(u)j j'n(t� �(t))� '(t� �(t))jw

+

tZ
0

k(t; u) jG(u; 'n(u); 'n(u� �(u)))�G(u; '(u); '(u� �(u)))j du:

D�aprés le TCD, limn!1 jA'n (t)� A' (t)jw = 0: Alors A est continue.
Donc A :M !M est un opérateur compacte

Maintenant, nous indiquons un résultat important de [1,Théorème3.4]
et pour la commodité que nous présentons ci-dessous sa preuve. Nous en
déduisons par ce théorème que les conditions suivantes sont su¢ santes pour
la fonction H donnée par (2.13) être une contraction large sur l�ensemble
M

(H1) h : R! R est continue dans [�R;R] ; et di¤érentiable dans (�R;R)
(H2) La fonction h est strictement croissante dans [�R;R] :
(H3) supt2(�L;L) h0(t) � 1:

Théorème 10 Soit h : R! R une fonction satisfaisant (H1) et (H3).
Alors l�application H dé�nie dans (2.13) est une contraction large dans M:

Preuve. Soit ';  2M avec ' 6=  . Alors '(t) 6=  (t) pour certains t 2 R.
Désignonsnous l�ensemble de tous ces t par D(';  ); i.e.,

D(';  ) = ft 2 R : '(t) 6=  (t)g :

Pour tout t 2 D(';  ); nous avons

j(H')(t)� (H )(t)j
� j'(t)�  (t)� h'(t) + h (t)j �

� j'(t)�  (t)j
����1� h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)

���� : (2.24)
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Comme h est une fonction strictement croissante, nous avons

h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
> 0 pour tout t 2 D(';  ): (2.25)

pour chaque t 2 D(';  ) �xé dé�nir l�intervalle It � [�R;R] par

It =

�
('(t);  (t)) si '(t) <  (t);
( (t); '(t)) si  (t) < '(t):

Le théorèmede la Valeur Moyenne implique que, pour chaque t 2 D(';  )
�xé, il existe un nombre réel ct 2 It tel que

h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
= h0(ct):

Par (H2) et (H3), nous avons

0 � inf
u2(�R;R)

h0(u) � inf
u2It

h0(u) � h0(ct) � sup
u2It

h0(u) � sup
u2(�R;R)

h0(u) � 1:

(2.26)
Par conséquent, par (2.24)-(2.26) on obtient

j(H')(t)� (H )(t)j � j'(t)�  (t)j
����1� inf

u2(�R;R)
h0(u)

���� ; (2.27)

Pour t 2 D(';  ): Cela implique une contraction dans la norme supre-
mum. Pour voir cela, choisissez un � 2 (0; 1) �xé et suppose que ' et  sont
deux fonctions dans M satisfaisant

� � sup
t2(�R;R)

j'(t)�  (t)j = k'(t)�  (t)k :

Si j'(t)�  (t)j � �
2
pour un certain t 2 D(';  ); alors nous passons

(2.25) et (2.26) cela

j(H')(t)� (H )(t)j � 1

2
j'(t)�  (t)j � 1

2
k'(t)�  (t)k : (2.28)

Puisque h est continue et strictement croissante, la fonction h(u+ �
2
)�

h(u) atteint son minimum sur l�intervalle fermé et borné [�R;R] : Ainsi, si
�
2
� j'(t)�  (t)j pour certains t 2 D(';  ); puis près (H2) et (H3) nous

concluent

1 � h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
> �;
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où

� :=
1

2R

n
h
�
u+

�

2

�
� h(u) : u 2 [�R;R]

o
> 0:

Par conséquent, (2.24) implique

j(H')(t)� (H )(t)j � (1� �) k'(t)�  (t)k : (2.29)

En conséquence, la combinaison (2.28) et (2.29) nous obtenons

j(H')(t)� (H )(t)j � � k'(t)�  (t)k ; (2.30)

où

� = max

�
1

2
; 1� �

�
:

La preuve est complète.
Le résultat prchain montre le rapport entre les applications H et B dans

le sens de contractions large. Suppose que

max fjH(�R)j ; jH(R)jg � 2R

J
: (2.31)

Choisissons  > 0 telle que�
1 +

���� c(0)

1� � 0(0)

����� e� R t0 a(u)du + R

J
+
2R

J
� R: (2.32)

La relation obtenue à utiliser en Lemme 2.3 et Théorème 1.4 pour prouvé
que si " = R et si k k � ; alors la solution satisfait jx (t; 0;  )j < ":

Lemme 2.2.2 Soit B dé�nie par (2.11), supposons que (2.2)�(2.19) et
(H1)�(H3) et (2.31)�(2.32) sont véri�ées, alors B : M ! M est une
contraction large.

Preuve. Evidemment, B est continue pour la norme j:jw
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Soit ' 2M:Puis

j(B') (t)j �
���� (0)� c(0)

1� � 0(0)
 (��(0))

���� e� R t0 a(u)du
+

tZ
0

k(t; u)a(u) jH('(u))j du

�
�
1 +

c(0)

1� � 0(0)

�
e�

R t
0 a(u)du

+

tZ
0

k(t; u)a(u)max fjH(�R)j ; jH(R)jg du

< R;

la même méthode en lemme 3.1.1 pour montrer que si ' 2 M; alors
B' est Lipschitzienne, ce qui implique B :M !M:

Par théorème 2.2.1, H est une contraction large surM . Alors pour tout
';  2M avec ' 6=  et pour tout " > 0; de la preuve de ce théorème nous
pouvons trouver un � < 1 tel que

jB'(t)�B (t)jw � �

tZ
0

k(t; u)a(u) jH('(u))�H( (u))jw du

� � j'�  j :

La preuve est complète.

Théorème 11 Supposons que les hypothèses des lemmes (2.1.1) et (2.2.1)
sont tiennet. Soit M dé�nie par (2.8). Alors l�équation (2.1) à une solution
dans M .

Preuve. Par les lemmes (2.2.1), (2.2.2), A est continue et A(M) est
contenu dans un ensemble compact. En outre, du lemme 2.3, B est une
contraction large. Aprés, nous montrons que si ';  2 M; nous avons
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kA'+B k � R: Soit ';  2M avec k'k ; k k � L: Puis

kA'+ A k �
�
1 +

���� c(0)

1� � 0(0)

����� e� R t0 a(u)du + [�1 + �2 + �3]R +
2

J
R

�
�
1 +

���� c(0)

1� � 0(0)

����� e� R t0 a(u)du +R +
2

J
R

� R

J
+
2

J
R

� R:

Clairement, toutes les hypothèses du théorème du Krasnoselskii-Burton
sont satisfaisantes. Ainsi, il existe un point �xe z 2M tels que z = Az+Bz:

Par lemme 2.1.1, ce point �xe est une solution de (2.1). Par conséquent,
(2.1) est stable
Maintenant, pour la stabilité asymptotique, on dé�nie M0 par

M0 : = f' 2 C : ' est Lipschitzienne, j'(t)j � R; t 2 [m0;1) ;
'(t) =  (t) si [m0; 0] et j' (t)j ! 0 qd t!1g : (2.33)

Tout les calculs de la preuve de Théorème 2.2 sont satisfaites avec w(t) =
1 si j:jw remplacer par la norme supremum k:k : Maintenant, supposons que

t� � (t)!1 et

tZ
0

a(s)ds!1 qd t!1; (2.34)

�(t) =
c(t)

1� � 0(t)
! 0 qd t!1; (2.35)

b(t)

a(t)
! 0 qd t!1; (2.36)

gp2R (t)

a(t)
! 0 qd t!1: (2.37)

Lemme 2.2.3 Pour A dé�nie dans (2.10), supposons que (2.2), (2.12)�(2.19)
et (2.34)�(2.37) sont satisfaites. Alors A :M0 !M0 et A est un opérateur
compact.

25



CHAPITRE 2. ETUDE DE LA STABILITÉ POUR UNE
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Preuve. Premierement, d�aprés le lemme 2.2.1 AM0 est équicontinue.
Alors, on a pour ' 2M0;

jA'(t)j � �(t)R +

tZ
0

e�
R t
u a(s)dsa(u)

����� b(u)a(u)

����R + ����gp2R (u)a(u)

����� du
: = q(t):

q(t) ! 0 quand t ! 1; ce qui implique que A : M0 ! M0 est un
opérateur compacte d�aprés théorème 2.1.1

Théorème 12 Supposons que les hypothèses des lemmes 2.2.1, 2.2.2 et
2.2.3 sont tiennet, (2.5) est vérifée. Soit M0 dé�nie par (2.33). Alors
l�équation (2.1) à une solution dans M0:

Preuve. La même preuve de théorème 2.2.1 pour w(t) = 1 si j:jw remplacer
par la norme supremum k:k : Maintenant, on a

j(A') (t)j �
���� c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

����
+

tZ
0

k(t; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du;

on a ���� c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

���� � �1 j'(t� �(t))j ! 0 qd t!1:

Soit " > 0; on cherche T tel que '(t� �(t)); '(t) < "; pour t � T:Alors,
on a

tZ
0

k(t; u) [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

= e�
R t
T a(s)ds

TZ
0

e�
R T
u a(s)ds [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

+

tZ
T

e�
R t
u a(s)ds [jb(u)'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du

� e�
R t
T a(s)ds (�2 + �3)R + (�2 + �3) ":
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D�aprés (2.4) e�
R t
T a(s)ds (�2 + �3)R ! 0; qd t ! 1: D�où A' ! 0: la

même pour B'! 0:
La preuve est compléte.
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Chapitre 3

Existence des solutions
périodiques d�une class
d�équations di¤érentielles à
retard

Considérons l�équation di¤érentielle non linéaire à retard suivante

x0(t) = �a(t)h (x (t� �(t)))+c(t)x0(t��(t))+G(t; x(t); x(t��(t))): (3.1)

Pour T > 0 on dé�nit PT = f� : � 2 C(R;R); �(t+ T ) = �(t)g où
C(R;R) est l�espace de fonctions réelles continues. Muni de la norme spre-
mum,

kxk = max
t2[0;T ]

jx(t)j :

PT est un espace de Banach. On suppose que,

a(t+ T ) = a(t); c(t+ T ) = c(t); �(t+ T ) = �(t); �(t) � � � > 0; (3.2)

Où � � est une constante, a est positif et

1� e�
R t
t�T a(s)ds � 1

�
6= 0: (3.3)

Il est intéressant de noter que l�équation (3.1) devient du type avancé
quand le �(t) < 0:
En outre, nous supposons que pour tout t; 0 � t � T;

� 0(t) 6= 1: (3.4)
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3.1. TRANSFORMATION ET INVERSION DE
L�ÉQUATION

Puisque � est périodique, la condition (3.4) implique que � 0(t) < 1: La
fonction G(t; x; y) est périodique dans t de la période T . Plus explicitement

G(t+ T; x; y) = G(t; x; y) (3.5)

3.1 Transformation et inversion de l�équa-
tion

Le lemme suivant est fondamental à nos résultats.

Lemme 3.1.1 Suppose que (3.2) et (3.5) sont satisfait. Si x 2 PT , alors
x est une solution de l�équation (3.1) si et seulement si

x(t) = �

tZ
t�T

k(t; u)a(u) [x(u)� h(x(u))] du+
c(t)

1� � 0(t)
x(t� �(t))

+

tZ
t��(t)

a(u)h(x(u))du

��
tZ

t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))dsdu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h(x(u� �(u)))du

+�

tZ
t�T

k(t; u) [�b(u)x(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] du(3.6)

avec

b(u) =
(c0(u) + c(u)a(u))(1� � 0(t)) + � 00(u)c(u)

(1� � 0(u))2
; (3.7)

et

k(t; u) = e�
R t
u a(s)ds: (3.8)
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DIFFÉRENTIELLES À RETARD

Preuve. Soit x 2 PT une solution de (3.1). Premièrement, réécrivons
l�équation(3.1) sous la forme

x0(t) + a(t)x(t) = a(t)x(t)� a(t)h(x(t)) + a(t)h(x(t))

�a(t)h (x (t� �(t))) + c(t)x0(t� �(t)) +G(t; x(t); x(t� �(t)))

= a(t) [x(t)� h(x(t))] +
d

dt

tZ
t��(t)

a(s)h(x(s))ds

+ [(1� � 0(t)) a(t� �(t))� a(t)]h(x(t� �(t)))

+c(t)x0(t� �(t)) +G(t; x(t); x(t� �(t))):

Multiplions les deux membres de l�équation par e
R t
0 a(s)ds, puis en inté-

grons de t� T à t. On obtient,

tZ
t�T

h
x(u)e

R u
0 a(s)ds

i0
du

=

tZ
t�T

a(u) [x(u)� h(x(u))] e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
t�T

264 d

du

uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 eR u0 a(s)dsdu
+

tZ
t�T

[(1� � 0(u)) a(u� �(u))� a(u)]h(x(u� �(u)))e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
t�T

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e
R u
0 a(s)dsdu:
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Par conséquent, nous arrivons à

x(t)e
R t
0 a(s)ds � x(t� T )e

R t�T
0 a(s)ds

=

tZ
t�T

a(u) [x(u)� h(x(u))] e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
t�T

264 d

du

uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 eR u0 a(s)dsdu
+

tZ
t�T

[(1� � 0(u)) a(u� �(u))� a(u)]h(x(u� �(u)))e
R u
0 a(s)dsdu

+

tZ
t�T

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e
R u
0 a(s)dsdu:

On divisant les deux membres de l�équation ci-dessous par e
R t
0 a(s)ds et

on tenant compte du fait que x(t) = x(t� T ); on arrive à

x(t) = �

tZ
t�T

a(u) [x(u)� h(x(u))] e�
R t
u a(s)dsdu

+�

tZ
t�T

264 d

du

uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 e� R tu a(s)dsdu
+�

tZ
t�T

[(1� � 0(u)) a(u� �(u))� a(u)]h(x(u� �(u)))e�
R t
u a(s)dsdu

+�

tZ
t�T

[c(u)x0(u� �(u)) +G(u; x(u); x(u� �(u)))] e�
R t
u a(s)dsdu;(3.9)
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où � est donné par (3.3). Réécritur

tZ
t�T

c(u)x0(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu

=

tZ
t�T

(1� � 0(u))x0(u� �(u))
c(u)

(1� � 0(u))
e�

R t
u a(s)dsdu:

On performant une intégration par parties il vient

U =
c(u)

(1� � 0(u))
e�

R t
u a(s)ds et dV = (1� � 0(u))x0(u� �(u));

rendement

tZ
t�T

c(u)x0(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu

=
1

�
� x(t� �(t))c(t)

(1� � 0(t))
�

tZ
t�T

b(u)x(u� �(u))e�
R t
u a(s)dsdu; (3.10)
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où � est donné par (3.7). De la même manière nous obtenons l�intégrale

tZ
t�T

264 d

du

uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 e� R tu a(s)dsdu

=

264 uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds� e
R u
0 a(s)dsdu

375
t

t�T

�

�
tZ

t�T

264 uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 a(u)e� R tu a(s)dsdu
=

264 tZ
t��(t)

a(u)h(x(u))du�
t�TZ

t�T��(t)

a(u)h(x(u))e�
R t
t�T a(s)dsdu

375
�

tZ
t�T

264 uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 a(u)e� R tu a(s)dsdu
=

1

�

tZ
t��(t)

a(u)h(x(u))du

�
tZ

t�T

264 uZ
u��(u)

a(s)h(x(s))ds

375 a(u)e� R tu a(s)dsdu: (3.11)

Alors substituant (3.10)et (3.11) dans (3.9) nous obtenons (3.6). L�im-
plication inverse est facilement obtenue et la preuve est complète.

3.2 Existence des solutions périodiques

Pour appliquer le théorème 1.1.4, nous devons dé�nir un espace de Ba-
nach N , un sous-ensemble convexe et fermé M de N et construire deux
application : le premier est complètement continu et l�autre est une contrac-
tion large. Ainsi, soit (N; k:k) = (PT ; k:k) et

M = f' 2 PT ; k'k � Lg L 2 [0; 1]: (3.12)
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Pour x 2M; soit l�application H dé�ni par

H(x) = x� h(x); (3.13)

et par (3.6), on dé�nit l�application S : PT ! PT comme suite

(S')(t) = �

tZ
t�T

k(t; u)a(u)H('(u))du+
c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))

+

tZ
t��(t)

a(u)h('(u))du� �

tZ
t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

+�

tZ
t�T

k(t; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du;(3.14)

Puis, nous exprimons l�équation ci-dessus

(S')(t) = (A')(t) + (B')(t);

où A;B : PT ! PT sont donnés par

(A')(t) =
c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t)) +

tZ
t��(t)

a(u)h('(u))du

��
tZ

t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

+�

tZ
t�T

k(t; u) [�b(u)'(u� �(u)) +G(u; '(u); '(u� �(u)))] du;(3.15)
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et

(B')(t) = �

tZ
t�T

k(t; u)a(u)H('(u))du: (3.16)

Supposons que les conditions suivantes sont véri�ées

(H1) a 2 L1 [0; 1] est une fonction bornée.
(H2) h est Lipschtzienne. Alors pour tout x; y 2M; 9E > 0 tel que

jh(x)� h(y)j � E kx� yk :

(H3) G satisfaite les conditions de Carathéodory

(H4) 9g1; g2; g3 2 L1 [0; T ] ; T -périodique tel que

jG(t; x; y)j � g1(t) jxj+ g2(t) jyj+ g3(t):

Maintenant, nous avons besoin des hypothèses suivantes

�1�2(EL+ jh(0)j) �
1
2
L (3.17)

où �1 = maxt2[0;T ] f�(t)g et �2 = maxt2[0;T ] fa(t)g ;

jb(t)j � 2a(t) (3.18)

((1� � 0(t)) a (t� �(t)) + a(t))(EL+ jh(0)j) � 3La(t); (3.19)

g1(t)L+ g2(t)L+ g3(t) � 4La(t); (3.20)

5 = max
t2[0;T ]

���� c(t)

1� � 0(t)

���� ; (3.21)

J [1 + 2 + 3 + 4 + 5] � 1; (3.22)

où i; 1 � i � 5 et J sont des constantes positives avec J � 3:

Lemme 3.2.1 Pour A dé�nie dans (3.15), supposons que (3.2), (3.5),
(3.17), (3.22), (H1) et (H4) sont satisfaites. Alors A :M !M:
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Preuve. Soit A dé�nie par (3.15). D�abord, par (3.2) et (3.5), un change-
ment de variables dans (3.15) montre que A'(t+T ) = A'(t): C�est-à-dire,
si ' 2 PT ; alors A' est périodique de période T: Par (H2) on obtient

jh(x)j � E jxj+ jh(0)j :
Maintenant, soit ' 2M: Par (3.17), (3.22), (H1) et (H4) nous avons

j(A')(t)j �
���� c(t)

1� � 0(t)

���� j'(t� �(t))j+
tZ

t��(t)

a(u) jh('(u))j du

+�

tZ
t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s) jh('(s))j dsdu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(u)) a (u� �(u)) + a(u)] jh('(u� �(u)))j du

+�

tZ
t�T

k(t; u) [jb(u)j j'(u� �(u))j+ jG(u; '(u); '(u� �(u)))j] du;

� 5L+ �1�2 (EL+ jh(0)j) + �

tZ
t�T

k(t; u)a(u)�1�2 (EL+ jh(0)j) du

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(u)) a (u� �(u) + a(u)] (EL+ jh(0)j) du

+�

tZ
t�T

k(t; u)a(u)2Ldu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [g1(t) j'(u)j+ g2(t) j'(u� �(u))j+ g3(t)]

� 1L+ 2L+ 3L+ 4L+ 5L �
L

J
� L:

Alors, A' 2M:

Lemme 3.2.2 Pour A :M !M; dé�nie dans (3.15), supposons que (3.2),
(3.5), (3.17), (3.22), (H1) et (H4) sont satisfaites. Alors A est un opérateur
compact.
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Preuve. On démontre que A est un opérateur continu pour la norme de
supremum. Soit 'n 2 M; où n est un entier positif tel que 'n ! ' quand
n!1: Alors

j(A'n)(t)� (A')(t)j

�
���� c(t)

1� � 0(t)

���� j'n(t� �(t))� '(t� �(t))j+
tZ

t��(t)

a(u) jh('n(t))� h('(t))j du

+�

tZ
t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s) jh('n(s))� h('(s))j dsdu

+�

tZ
t�T

k(t; u) [(1� � 0(u)) a (u� �(u)) + a(u)] jh('n(u� �(u))� h('(u� �(u)))j du

+�

tZ
t�T

k(t; u) jb(u)j j'n(u� �(u)� '(u� �(u))j du

+�

tZ
t�T

k(t; u) jG(u; 'n(u); 'n(u� �(u)))�G(u; '(u); '(u� �(u)))j du:

Par le théorème de la Convergence Dominée, limn!1 j(A'n)(t)� (A')(t)j =
0: Alors est continu.

On démontre que A est compacte, soit ' 2M; par lemme (2.2), on voir
que

kA'k � L;

et ainsi la famille de fonctions A' est uniformément borné. Soit ' 2M:
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On peut choisir w < t tel que t� w < t� T: Alors

j(A')(t)� (A')(w)j

�
���� c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))� c(w)

1� � 0(w)
'(w � �(w))

����
+

�������
tZ

t��(t)

a(u)h('(u))du�
wZ

w��(w)

a(u)h('(u))du

�������
+�

�������
tZ

t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

�
wZ

w�T

k(w; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

�������
+�

������
tZ

t�T

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

�
wZ

w�T

k(w; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

������
+�

������
tZ

t�T

k(t; u)b(u)'(u� �(u))du�
wZ

w�T

k(w; u)b(u)'(u� �(u))du

������
+�

������
tZ

t�T

k(t; u)G(u; '(u); '(u� �(u)))du

�
wZ

w�T

k(w; u)G(u; '(u); '(u� �(u)))du

������ :
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Puisque (2.17)-(2.22) et (H1)-(H4) tiennent, nous pouvons réécrire

+�

������
tZ

t�T

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

�
wZ

w�T

k(w; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]h('(u� �(u)))du

������
� �

tZ
w

k(t; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)] jh('(u� �(u)))j du

+�

wZ
w�T

jk(w; u)� k(t; u)j [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)]

� jh('(u� �(u)))j du

+�

t�TZ
w�T

k(w; u) [(1� � 0(t)) a (u� �(u))� a(u)] jh('(u� �(u)))j du

� 2��3

tZ
w

3La(u)du+ �

wZ
w�T

jk(w; u)� k(t; u)j 3La(u)du �

2��33L

tZ
w

a(u)du+ �3L

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j a(u)du;
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où �3 = maxt2[t�T;t] fk(t; u)g ; et

�

������
tZ

t�T

k(t; u)b(u)'(u� �(u))du

�
wZ

w�T

k(w; u)b(u)'(u� �(u))du

������
+�

������
tZ

t�T

k(t; u)G(u; '(u); '(u� �(u)))du

�
wZ

w�T

k(w; u)G(u; '(u); '(u� �(u)))du

������
� 2��3

tZ
w

�
3La(u) + gp2L(u)

�
du

+�

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j
�
3La(u) + gp2L(u)

�
du;

et

�

�������
tZ

t�T

k(t; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

�
wZ

w�T

k(w; u)a(u)

uZ
u��(u)

a(s)h('(s))dsdu

�������
� 2��3

tZ
w

1
2
La(u)du+ �

wZ
w�T

jk(w; u)� k(t; u)j 1
2
La(u)du �

��31L

tZ
w

a(u)du+ �
1
2
L

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j a(u)du;
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et �������
tZ

t��(t)

a(u)h('(u))du�
wZ

w��(w)

a(u)h('(u))du

�������
=

�������
tZ

w

a(u)h('(u))du�
t��(t)Z

w��(w)

a(u)h('(u))du

������� �
(EL+ h(0))

0B@ tZ
w

a(u)du�
t��(t)Z

w��(w)

a(u)du

1CA ;

ce qui implique

j(A')(t)� (A')(w)j

�
���� c(t)

1� � 0(t)
'(t� �(t))� c(w)

1� � 0(w)
'(w � �(w))

����
+2��33L

tZ
w

a(u)du+ �3L

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j a(u)du

+2��3

tZ
w

�
3La(u) + gp2L(u)

�
du

+�

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j
�
3La(u) + gp2L(u)

�
du

+��31L

tZ
w

a(u)du+ �
1
2
L

TZ
0

jk(w; u)� k(t; u)j a(u)du

+(EL+ h(0))

0B@ tZ
w

a(u)du�
t��(t)Z

w��(w)

a(u)du

1CA :

Ensuite, par le théorème de la Convergence Dominée, lim j(A')(t)� (A')(w)j !
0 quand t � w ! 0 indépendamment de ' 2 M: Ainsi, (A') est équicon-
tinue. Par conséquent, par le théorème d�Accoli-Arzela, A est compacte.
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Maintenant, nous indiquons un résultat important de ([1],Théorème3.4)
et pour la commodité que nous présentons ci-dessous sa preuve. Nous en
déduisons par ce théorème que les conditions suivantes sont su¢ santes pour
la fonction H donnée par (3.13) être une contraction large sur l�ensemble
M .

(H5) h : R! R est continue dans [�L;L] ; et di¤érentiable dans (�L;L) :
(H6) La fonction h est strictement croissante dans [�L;L] :
(H7) supt2(�L;L) h0(t) � 1:

Théorème 13 Soit h : R! R une fonction satisfaisant (H5) et (H7).
Alors l�application H dé�nie dans (3.13) est une contraction large dans M:

Preuve. Soit ';  2M avec ' 6=  . Alors '(t) 6=  (t) pour certains t 2 R.
Désignonsnous l�ensemble de tous ces t par D(';  ); i.e.,

D(';  ) = ft 2 R : '(t) 6=  (t)g :

Pour tout t 2 D(';  ); nous avons

j(H')(t)� (H )(t)j
� j'(t)�  (t)� h'(t) + h (t)j �

� j'(t)�  (t)j
����1� h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)

���� : (3.23)

Comme h est une fonction strictement croissante, nous avons

h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
> 0 pour tout t 2 D(';  ): (3.24)

pour chaque t 2 D(';  ) �xé dé�nir l�intervalle It � [�L;L] par

It =

�
('(t);  (t)) si '(t) <  (t);
( (t); '(t)) si  (t) < '(t):

Le théorèmede la Valeur Moyenne implique que, pour chaque t 2 D(';  )
�xé, il existe un nombre réel ct 2 It tel que

h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
= h0(ct):
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Par (H6) et (H7), nous avons

0 � inf
u2(�L;L)

h0(u) � inf
u2It

h0(u) � h0(ct) � sup
u2It

h0(u) � sup
u2(�L;L)

h0(u) � 1:

(3.25)
Par conséquent, par (3.23)-(3.25) on obtient

j(H')(t)� (H )(t)j � j'(t)�  (t)j
����1� inf

u2(�L;L)
h0(u)

���� ; (3.26)

Pour t 2 D(';  ): Cela implique une contraction dans la norme supre-
mum. Pour voir cela, choisissez un � 2 (0; 1) �xé et suppose que ' et  sont
deux fonctions dans M satisfaisant

� � sup
t2(�L;L)

j'(t)�  (t)j = k'(t)�  (t)k :

Si j'(t)�  (t)j � �
2
pour un certain t 2 D(';  ); alors nous passons

(2.25) et (2.26) cela

j(H')(t)� (H )(t)j � 1

2
j'(t)�  (t)j � 1

2
k'(t)�  (t)k : (3.27)

Puisque h est continue et strictement croissante, la fonction h(u+ �
2
)�

h(u) atteint son minimum sur l�intervalle fermé et borné [�L;L] : Ainsi, si
�
2
� j'(t)�  (t)j pour certains t 2 D(';  ); puis près (H6) et (H7) nous

concluent

1 � h'(t)� h (t)

'(t)�  (t)
> �;

où

� :=
1

2L

n
h
�
u+

�

2

�
� h(u) : u 2 [�L;L]

o
> 0:

Par conséquent, (3.23) implique

j(H')(t)� (H )(t)j � (1� �) k'(t)�  (t)k : (3.28)

En conséquence, la combinaison (3.27) et (3.28) nous obtenons

j(H')(t)� (H )(t)j � � k'(t)�  (t)k ;

où

� = max

�
1

2
; 1� �

�
:
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La preuve est complète.
Le résultat prchain montre le rapport entre les applications H et B dans

le sens de contractions large. Suppose que

max fjH(�L)j ; jH(L)jg � 2L

J
: (3.29)

Lemme 3.2.3 Soit B dé�ni par (3.16), supposons que (3.2)-(3.5) et (H5)-
(H7) sont véri�er, alors B :M !M est une contraction large.

Preuve. Evidemment, B est continue et il est facile de montrer que B'(t+
h) = B'(t):

Soit ' 2M:Puis

jB'(t)j �
tZ

t�T

k(t; u)a(u)max fjH(�L)j ; jH(L)jg du

� 2L

J
� L;

ce qui implique B :M !M:

Par théorème 3.1, H est une contraction large sur M . Alors pour tout
';  2M avec ' 6=  et pour tout " > 0; de la preuve de ce théorème nous
pouvons trouver un � < 1 tels que

jB'(t)�B (t)j =

�������
tZ

t�T

k(t; u)a(u) [H('(u))�H( (u))] du

������
� k'�  k �

tZ
t�T

k(t; u)a(u)du

� � k'�  k :

La preuve est complète.

Théorème 14 Supposons que les hypothèses des lemmes 3.2.2, 3.2.3 et
3.2.4 sont tiennet. Soit M dé�nie par (3.12). Alors l�équation (3.1) à une
solution T -périodique dans M .
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Preuve. Par les lemmes 3.2.2, 3.2.3, A est continue et A(M) est contenu
dans un ensemble compact. En outre, du lemme 3.2.4, B est une contrac-
tion large. Aprés, nous montrons que si ';  2M; nous avons kA'+B k �
L: Soit ';  2M avec k'k ; k k � L: Puis

kA'+B k � [1 + 2 + 3 + 4]L+
2

J
L

� L

J
+
2

J
L = L:

Clairement, toutes les hypothèses du théorème du Krasnoselskii-Burton
sont satisfaisantes. Ainsi, il existe un point �xe z 2M tels que z = Az+Bz:
Par lemme 3.1.1, ce point �xe est une solution de (3.1). Par conséquent,

(3.1) a solution T -périodique.
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Résumé 

L’étude de la stabilité de solutions de l’équation déférentielle à retard joue un rôle important 

dans l’analyse qualitative des systèmes dynasiques. Ce mémoire est consacrée à utiliser le 

théorème de point   axe de Krasnoselski Burton pour prouver l existence et la stabilité de 

solutions et de solutions périodiques de l’équation déférentielle non linéaire de type neutre . 

Mots clés : Point  axe, équations déférentielle à retard, stabilité . 

 

 

 

Abstract  

The study of the stability of solutions of the delay deferential equation 

plays an important role in the qualitative analysis of dynastic systems. 

This dissertation is devoted to using the Krasnoselski Burton axis 

point theorem to prove the existence and stability of solutions and 

periodic solutions of the nonlinear deferential equation of neutral 

type. 

Key words: Axis point, delay deferential equations, stability. 
 

 

 

 

 ملخص 

ل معادلة تأجيل التأخير دورًا مهمًا في التحليل النوعي للأنظمة الأسرية.  تلعب دراسة ثبات حلو 
هذه الرسالة مكرسة لاستخدام نظرية نقطة محور كراسنوسيلسكي بيرتون لإثبات وجود واستقرار  

 الحلول والحلول الدورية للمعادلة التأجيلية غير الخطية للنوع المحايد. 
 

 عادلات التأخير ، الاستقرار.نقطة المحور ، م الكلمات المفتاحية:
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