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espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4 Calcul fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1.4.3 L’intégrale d’ordre fractionnaire . . . . . . . . . . 22
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mes yeux mon fils Iyad. Au réconfort de mon cœur ma fille Iline. À toutes
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Résumé

Dans ce travail on s’intéresse aux problèmes non locaux pour des équations
intégro-différentielles hyperboliques, avec des conditions aux limites du type
intégrale. On a développé la méthode des inégalités d’énergie pour des problèmes
très compliqués, ou, on a appliqué la méthode pour un problème fraction-
naire (au sens Caputo) bi-dimensionnel , les conditions du problème sont des
conditions intégrales (non local) et classique (Neumann et Dirichlet), Nous
avons étudié tous les problèmes ci-dessus en termes d’existence et d’unicité
de la solution dans chaque cas.

La thèse est composée de 4 chapitres, le chapitre I est une introduction qui
présente l’historique des problèmes non classiques étudiés, l’importance et le
but du thème. Le chapitre II est consacré aux rappels de certains concepts
préliminaires fondamentaux et outils de base dans ce travail concernant les
opérateurs, la densité dans les espaces de Hilbert, les espaces fonctionnels,
calcul fractionnaire, et certaines lemmes techniques.

Le chapitre III est comme suit : nous donnons l’énoncé du problème frac-
tionnaire et les espaces de fonctions nécessaires. Ensuite, nous prouvons une
estimation a priori à partir de laquelle on déduit l’unicité d’une solution forte
du problème posé. Aussi, nous établissons l’existence de la solution de notre
problème, en prouvant que la fermeture de la valeur de l’opérateur L généré
par le problème, est dense dans l’espace d’Hilbert Y.

La méthode utilisée dans les problèmes classiques (l’estimation a priori),
ont été développées au niveau fractionnaire et avec succès. (C’est le sujet de
notre article).

Nous établissons l’existence et l’unicité de la solution forte pour le problème
linéaire associé. Sur la base des résultats obtenus pour le problème linéaire,
nous appliquons un processus itératif afin d’établir le bien posé du problème
non linéaire.(dans chapitre IV).

Une conclusion générale. Une comparaison avec d’autres études et méthodes
réalisées dans le même domaine et les difficultés, une perspective est apportée
à la fin de la thèse ouvrant la voie à de futures recherches et applications.

Mots clés : Problème intégro-différentiel ; Existence et unicité ; Inégalité

4



d’énergie ; Conditions aux limites intégrales ; Problème fractionnaire non
linéaire.
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Abstract

In this work we are interested in nonlocal problems for hyperbolic integro-
differential equations, with boundary conditions of the integral type. We have
developed the method of energy inequalities for very complex problems, or,
we have applied the method for a fractional problem (in the Caputo sense)
two-dimensional, the conditions of the problem are integral (non-local) and
classical conditions (Neumann and Dirichlet), We have studied all the above
problems in terms of existence and uniqueness of the solution in each case.

The thesis begins with an introduction which presents the history of the
non-classical problems studied, the importance and the purpose of the topic.
Chapter II is devoted to reminders of some fundamental preliminary concepts
and basic tools in this work concerning operators, density in Hilbert spaces,
functional spaces, fractional calculus, and certain technical lemmas.

Chapter III is as follows : we give the statement of the fractional problem
and the necessary function spaces. Then, we prove an a priori estimate from
which we deduce the uniqueness of a strong solution of the problem posed.
Also, we establish the existence of the solution of our problem, by proving
that the closure of the value of the operator L generated by the problem, is
dense in the space of Hilbert Y.

The method used in classical problems (the a priori estimation), have
been developed at the fractional level and with success. (This is the subject
of our article).

We establish the existence and the uniqueness of the strong solution for
the associated linear problem. On the basis of the results obtained for the
linear problem, we apply an iterative process in order to establish the good
posed of the nonlinear problem (in chapter IV).

A general conclusion. A comparison with other studies and methods car-
ried out in the same field and the difficulties, a perspective is brought at the
end of the thesis opening the way to future research and applications.

Keywords : Integro-differential problem ; Existence and uniqueness ; Energy
inequality ; Integral boundary conditions ; Nonlinear fractional problem.
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Notations

L, ` opérateurs.

=xf =

∫ x

0

f(ξ)dξ.

=2
xf =

∫ x

0

∫ η

0

f(ξ)dξdη.

EDP équation aux dérivées partielles.

EDF équation différentielle fractionnaire.

Iα0 intégrale fractionnaire d’ordre α.
R
0 ∂

a
t dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Reimann-Liouville.

C
0 ∂

a
t dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo.

R(L) Image de l’opérateur L.

D(L) le domaine de l’opérateur L.

L2
p(Q) espace des fonctions u à carré intégrables avec poids, définies sur Q.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont des outils essentiels pour la
modélisation et leur étude occupe les mathématiciens depuis le XVIIIe siècle
avec les travaux d’Euler, D’Alembert, Lagrange et de Laplace ...etc. Au cours
de ces quarante dernières années, de nombreux phénomènes et problèmes mo-
dernes, physiques et mécaniques, biologiques et technologiques modelés par
des équations aux dérivées partielles (EDP), parabolique ou hyperbolique,
mais avec des conditions intégrales. Ainsi, les conditions intégrales (condi-
tions aux bords) peuvent être utilisées quand il est impossible de mesurer
la quantité demandée à la frontière, où la valeur totale ou moyenne est in-
connue. Plus précisement, les conditions standards (Dirichlet, Neumann, ...)
qui sont prescrites de temps en temps ne sont pas toujours suffisantes car ils
dépendent de l’environnement physique où les données peuvent être mesurées
dans le domaine de la frontière étudiée. Dans certains cas, il est impossible
de prescrire la solution au niveau des bords, parce que la valeur moyenne
de la solution peut être seulement mesurée le long du bord ou le long d’une
partie de celui-ci.

La signification physique des termes fondamentaux de l’intégrale (énergie
totale, la température moyenne, la masse totale des impuretés, le débit total,
temps, etc) a servi la raison principale de l’intérêt de plus en plus à ces
problèmes.

Le problème de la modélisation mathématique des conditions intégrales
est utilisé dans la théorie du transfert de chaleur [10], physique des plas-
mas (processus de diffusion de particules dans un plasma turbulent) [12], la
dynamique des eaux souterraines [15], thermo-élasticité [20], génie chimique
[21], certains procédés technologiques [24], en problèmes de biologie [27], les
modèles démographiques [33], semi-conducteurs [37], l’oscillation d’un milieu
[38], et dans les problèmes inverses de la théorie de la conduction thermique
[54].

Pour toutes ces raisons, les équations aux dérivées partielles avec des
conditions intégrales ont reçu une attention considérable. Cannon est le pre-
mier s’intéresse à l’étude de ces problèmes avec une condition intégrale :
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∫ 1

0

u(x, t)dx = 0,

dans la référence [5] en 1963, il est démontré par l’utilisation de la méthode du
potentiel, l’existence et l’unicité de la solution classique d’un problème mixte,
combinant une condition de Dirichlet avec condition intégrale pour l’équation
de la chaleur dans l’étude de la conduction thermique dans une barre de
métal. Toujours en utilisant la même méthode, en 1964 Kamynin a établi dans
[6] l’existence et l’unicité de la solution classique d’un problème similaire avec
une représentation plus large au moyen d’un système d’équations intégrales.

Dans des études sur la diffusion des particules dans un plasma turbulent
et la propagation de la chaleur dans une tige mince, N. I. lonkin a démontré
en [9] en 1977, en utilisant la méthode Fourier, l’existence et l’unicité de la
solution d’un problème mixte associant une condition de Dirichlet avec une
condition intégrale pour l’équation de chaleur.

Par la suite, plusieurs travaux relatifs à ces problèmes ont été publiés
parmi lesquels comprennent les travaux de Cannon- Van Der Hoek [13] en
1981, Cannon-Esteva Van Der Hoek [17] en 1987. Dans ces travaux, le sujet
en question portait sur les problèmes mixtes liés à l’étude d’une équation
uni dimensionnelle parabolique du second degré combinant une condition
classique et intégrale par l’utilisation des méthodes différentes.

Dans les mêmes conditions aux limites que précédemment, les auteurs :
Yurchuk [16] en 1986 ; Kartynnik [18] en 1990, et Benouar-Yurchuk [19] en
1991, ont montré l’existence et l’unicité de la solution pour un équations
paraboliques de second ordre à l’aide de la méthode d’estimation a priori.
Ensuite, plus de travail a été fait par changer l’équation parabolique et les
conditions aux limites utilisées, par ex : Bouziani-Benouar [26] en 1995.

D’autres résultats sur quelques problèmes différents ont été mis en place,
dans une série d’oeuvres séparées par Mesloub et all [32] en 1998, Pulkina
[35, 39], pour les équations hyperboliques avec des conditions intégrales, pour
les équations pseudo-hyperbolique nous mentionnons Bouziani [41, 60],et
pseudo-parabolique dans Bouziani [42, 59] . Pour un ordre élevé nous men-
tionnons Mesloub [36, 58], aussi les problèmes ont été étudiés dans Merad et
all[55] en 2013.

On peut aussi mentionner un nombre limité de problèmes semi-linéaires
et non-linéaires pour des équations paraboliques et hyperboliques [44, 45]
dans lesquels les auteurs ont étudié des problèmes mixtes avec des conditions
intégrales.

Aussi N. Merazga dans [46] en 2006, a étudié les problèmes linéaires
mixtes et semi-linéaires avec une condition non local, par un procédé basé
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sur une Rothe semi-discrétisation de temps du problème donné.
La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle

des” inégalités d’énergie” ou ce qu’on appelle ”estimations a priori”. Cette
méthode basée sur les idées de I.G. Pétrovski [1] en 1938, qui l’a utilisée
dans la solution du problème de Cauchy pour les équations hyperboliques,
par la suite Leray.J [2] en 1952, et L. Garding [3] en 1957, ont fait des
développements importants dans la méthode était introduite par A.A. Dezin
et all [4] en 1959. Le procédé a également été utilisé et mis au point dans les
travaux de N.I.Yurchuk [8, 14].

En fait, Cannon[5] en 1963, Ionkin[9] en 1977, et Yurchuk [16] en 1986,
ont utilisé la condition intégrale :∫ 1

0

u(x, t)dx = E(t). (1)

Pour certaines classes d’équations paraboliques jusqu’en 1990, Kartynnik
[18] a développé la méthode des inégalités d’énergie en prenant la condition
intégrale mené d’une borne variable :∫ b

0

u(x, t)dx = E(t), b < 1. (2)

Sur la base des études précédentes, plusieurs études ont été réalisées
en modifiant l’équation (hyperbolique, parabolique, et le type de pseudo-
mixte) ou en changeant l’ordre des dérivées et les conditions aux limites des
problèmes étudiés.

Le but de la présente thèse est d’appliquer la méthode des inégalités
d’énergie pour un problème fractionnaire bidimensionnel, avec des conditions
aux bords intégrales (non local) et classiques (Neumann et Dirichlet).

D’abord, nous écrivons le problème posé sous la forme d’une équation
opératorielle :

Lu = F , u ∈ D(L), (3)

où l’opérateur L est un opérateur d’un espace de Banach B dans un espace
de Hilbert bien choisi F .

Deuxièmement, l’estimation a priori est établie pour l’opérateur L.
Enfin, nous démontrons la densité de valeurs de cet opérateur dans l’es-

pace F .
Plus précisément, on démontre l’inégalité d’énergie suivante

‖u‖B ≤ c‖Lu‖F . (4)

Il est à noter que, pour le problème dans la thèse, on obtient ce type
d’estimations a priori en multipliant l’équation considérée par un opérateur
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intégro-différentielle Mu (contenant la fonction u, et ses dérivées avec une
certaine fonction de poids) défini sur : Ωτ = (0, 1) × (0, τ), et l’intégration
dans le domaine Ωτ . Le choix de l’opérateur Mu est très important, il est
dicté par l’équation et les conditions aux limites. Ensuite, nous montrons
que l’opérateur L de B dans F admet une fermeture L, donc la solution de
l’équation opératorielle :

Lu = F , u ∈ D(L), (5)

est appelée une solution généralisée forte du problème étudié. En passant à
la limite, l’estimation (4) sera étendue à L, c-à-d :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖F . (6)

Ainsi, on déduit l’unicité de la solution de l’équation (5). Puisque l’image
de l’opérateur L est fermée dans F et que R(L) = R(L) , la densité de
l’ensemble R(L) dans F garantie l’existence de la solution forte du problème
(3)

Pour l’étude d’un problème non linéaire avec condition intégrale, il faut
d’abord étudier l’existence et l’unicité de la solution forte du problème linéaire
avec les même conditions intégrales, en utilisant la méthode des inégalités
d’énergie décrite dans le schéma précédent. Ensuite, on applique un processus
itératif basé sur les résultats du problème linéaire, nous montrons l’existence,
l’unicité de la solution faible généralisée du problème non linéaire.

Cette thèse contient des résultats intéressantes et originaux. elle est com-
posée de quatre chapitres présentés comme suit ;

Le chapitre I commence par une introduction qui présente l’histoirque des
problèmes non classiques étudiés.

Le chapitre II est consacré à des rappel de certains concepts préliminaires
fondamentaux et outils de base dans ce travail concernant les opérateurs, la
densité dans les espaces de Hilbert, les espaces fonctionnels, Calcul fraction-
naire, et certains lemmes techniques.

Il y a plusieurs façons d’étudier les problèmes intégro-différentielle ou de
trouver des solutions numériques à ces problèmes, nous n’avons pas cherché
à les détailler, nous l’avons mentionné avec ses références, ce qui donne au
lecteur une idée large de notre sujet.

Nous organisons le chapitre III comme suit : nous donnons l’énoncé du
problème fractionnaire et les espaces de fonctions nécessaires. Ensuite, nous
prouvons une estimation a priori à partir de laquelle on déduit l’unicité d’une
solution forte de problème posé. Encore, nous établissons l’existence de la
solution de notre problème, en prouvant que la fermeture de la valeur de
l’opérateur L généré par le problème, est dense dans l’espace de Hilbert Y.

12



Les conditions aux limites dans ce dernier chapitre sont mixtes, où nous
avons pris les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet, et les condi-
tions aux limites intégrales des deux types. Le problème intégral est en di-
mension deux, et l’équation a un ordre fractionnaire (au sens de Caputo). La
méthode utilisée dans le problème est l’estimation a priori, a été développé
au niveau fractionnaire et appliquées avec succès.

Dans le Le chapitre V on prouve la solvabilité du problème non linéaire
fractionnaire, en utilisant une estimation à priori et en appliquant un pro-
cessus itératif basé sur les résultats obtenus pour le problème linéaire . Enfin
nous démontrons l’existence, l’unicité de la solution faible du problème non
linéaire.
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Chapitre 1

Notions et préliminaires

Dans ces sections, nous rappelons les outils de base et les résultats préliminaires
essentiels à notre travail.(Voir Brezis [72]).

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.1. (espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel
sur le corps K = R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute application
notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R+, vérifiant pour tout x, y dans E et
α dans K :

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0,
2. ‖αx‖ = |α|‖x‖,
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2. (Espace de Banach) Un espace de Banach E est un
espace vectoriel normé complet (i.e, toute suite de Cauchy de E converge
dans E).

Définition 1.1.3. (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme associée.

1.1.1 Les distributions

Dans cette section, Ω désigne un ouvert de Rn, n ≥ 1.
Les distributions sont des objets qui généralisent les fonctions localement

intégrables et les mesures de Radon sur Rn. L’un des intérêts principaux
de la théorie des distributions est de permettre la construction d’un calcul
différentiel qui prolonge le calcul différentiel ordinaire et pour lequel toute
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distribution est indéfiniment dérivable. Cette théorie est devenue un outil
essentiel, notamment dans l’étude des équations aux dérivées partielles. Elle a
aussi permis une modélisation mathématique pour de nombreux phénomènes
physiques.

L’idée de base de la théorie des distributions est de définir les distributions
par leur action sur un espace de fonctions appelées ” fonctions-test”. On
peut noter que cette idée apparait déjà dans la définition de mesures et en
particulier dans la définition des mesures de Radon. Pour tout multi-entier
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, on pose |α| = α1 + . . . + αn et on désigne par Dα la
dérivée partielle :

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

.

Définition 1.1.4. On note par C∞0 (Ω) l’espace des fonctions indéfiniment
différentiables sur Ω à support compact, autrement dit

C∞0 (Ω) = {u ∈ C∞(Ω);u(x) = 0,∀x ∈ Ω\K ou K = supp(Ω) est un compact } .

Définition 1.1.5. Une distribution T sur Ω est une forme linéaire continue
sur C∞0 (Ω).

Les distributions forment un espace vectoriel noté D′(Ω).

Une distribution T est donc une application de C∞0 (Ω) dans C faisant
correspondre à une fonction test ϕ un nombre complexe noté 〈T, ϕ〉.

- Linéarité : ∀ϕ1, ϕ2 ∈ C∞0 (Ω),∀λ, β ∈ C : 〈T, λϕ1 + βϕ2〉 = λ 〈T, ϕ1〉+β 〈T, ϕ2〉 .

- Continuité : Siϕk −→ ϕ dans C∞0 (Ω) alors 〈T, ϕk〉 −→ 〈T, ϕ〉 dans C où
〈., .〉 désigne le crochet de dualité.

Définition 1.1.6. Soit (Tj)j∈N une suite de distributions sur Ω. On dit que

Tj −→ T dans D′(Ω),

si
lim

j−→+∞
〈Tj, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Proposition 1.1.1. Soit (Tj)j∈N une suite d’éléments de Lp(Ω) et T ∈
Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞. Supposons que

Tj −→ T dans Lp(Ω).

Alors,
Tj −→ T dans D′(Ω).

En particuler, soit (fn)n une suite de fonctions de carré intégrable sur Rn.
Si (fn)n converge vers f dans L2 (Rn) , alors (fn)n converge au sens des
distributions vers f .
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Démonstration. L’inégalité de Hölder montre que pour toute fonction test φ
, on a

|〈Tfn , φ〉 − 〈Tf , φ〉| ≤
∫
Rn
|fn(x)− f(x)| |φ(x)|dx ≤ ‖φ‖L2(Rn) ‖fn − f‖L2(Rn) .

Comme (fn) converge vers f dans L2 (Rn) , le second membre tend vers 0
quand n tend vers l’infini, et donc on obtient

lim
n→+∞

〈Tfn , φ〉 = 〈Tf , φ〉 .

1.1.2 Espaces de Sobolev W 1,p(Ω) , H1(Ω)

Soit Ω désigne un ouvert non vide de Rn, n ≥ 1.

Définition 1.1.7. Pour tout p ∈ [1,∞], on définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω)
par

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω);

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω),∀i = 1, n

}
,

où ∂u
∂xi

désigne la dérivée partielle de u dans la direction xi au sens des dis-

tributions. Si p 6=∞, l’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp(Ω)

)1/p

=
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖p(Lp(Ω))n

)1/p

,

et pour p = +∞.
‖u‖W 1,∞(Ω) = max

|α|≤1
‖Dαu‖L∞(Ω) ,

Définition 1.1.8. Dans le cas p = 2, on note :

W 1,2(Ω) = H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi
∈ L2(Ω),∀i = 1, n

}
,

muni du produit scalaire :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

= (u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)(L2(Ω))n ,

(1.1)

et de la norme associée :

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
(L2(Ω))n

)1/2

.
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Proposition 1.1.2. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤
p ≤ ∞, aussi l’espace H1(Ω) muni du produit scalaire (1.1), est un espace
de Hilbert séparable.

Théorème 1.1.3. C∞0 (Rn) est dense dans W 1,p (Rn) , 1 ≤ p < +∞ c-à-d :

∀u ∈ W 1,p (Rn) ,∃ (un)n∈N ⊂ C∞0 (Rn) tel que : un → u dans W 1,p (Rn) .

1.1.3 L’espace L2
p(Ω)

Pour l’étude de quelques problèmes posés, on a besoin de rappeler quelques
espaces fonctionnels.
Soit L2(0, l), l ∈ R∗+, l’espace de Hilbert usuel muni d’un produit scalaire
noté (., .)L2(0,l) et d’une norme associée ‖u‖L2(0,l).
L’espace de Hilbert L2(Ω) = L2 (0, T, L2(0, l)) ,Ω = (0, l)×(0, T ) est constitué
de classes de fonctions définies et de carrés intégrables dans Ω. Le produit
scalaire dans L2(Ω) est noté (., .)L2(Ω) avec la norme ‖u‖L2(Ω).
On désigne par L2

p(Ω) l’espace de Hilbert des fonctions des carrés intégrables
avec poids muni d’un produit scalaire dénoté (., .)L2

p(Ω), défini par :

(u, v)L2
p(Ω) = (

√
pu,
√
pv)L2(Ω),

et d’une norme associée dénotée ‖u‖L2
p(Ω) définie par :

‖u‖L2
p(Ω) = ‖√pu‖L2(Ω) =

(∫
Ω

p(x)|u(x, .)|2dx
)1/2

.

Si p(x) = 1, L2
p(Ω) sont identif́ıés avec les espaces standards L2(Ω). Voir [45].

1.1.4 L’espace Bm
2 (Ω)

Définition 1.1.9. H est un espace de Hilbert avec une norme ‖ . ‖H
1. On note L2 (0, T ;H) l’ensemble de toutes les fonctions abstraites mesu-
rables u(., t) de (0, T ) dans H associées, de la norme

‖u‖L2(0,T ;H) =

(∫ T

0

‖u(., t)‖2
Hdt

)1/2

<∞. (1.2)

2. L’espace C(0, T ;H) est l’ensemble de toutes les fonctions continues u(., t) :
(0, T ) −→ H , équipées, de la norme

‖u‖C(0,T ;H) = max
0≤t≤T

‖u(., t)‖H <∞. (1.3)
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On note C0(0, 1) l’espace des fonctions continues à support compact dans
(0, 1). Comme ces fonctions sont Lebesgue intégrables par rapport à x, nous
pouvons définir sur C0(0, 1) la forme bilinéaire donnée par

(u,w) =

∫ 1

0

=mx (u) · =mx (w)dx,m ≥ 1, (1.4)

où

=mx u =

∫ x

0

(x− ζ)m−1

(m− 1)!
u(ζ, t)dζ for m ≥ 1. (1.5)

La forme bilinéaire (1.4) est un produit scalaire dans C0(0, 1) qui n’est
pas complet. Pour plus d’informations voir [60].

Définition 1.1.10. On note Bm
2 (0, 1) Le complété de C0(0, 1) pour le produit

scalaire (1.4), qui est dénoté par (., .)Bm2 (0,1) et introduit dans [28]. La norme
associée au produit scalaire (1.4) est :

‖u‖Bm2 (0,1) =

(∫ 1

0

(=mx u)2 dx

)1/2

= ‖=mx u‖L2(0,1) , pour m ≥ 1. (1.6)

Lemme 1.1.4. Pour tout m ∈ N∗, l’inégalité suivante est vraie,

‖u‖2
Bm2 (0,1) ≤

1

2
‖u‖2

Bm−1
2 (0,1)

. (1.7)

Corollaire 1.1.5. Pour tout m ∈ N∗, l’inégalité suivante est vraie,

‖u‖2
Bm2 (0,1) ≤

(
1

2

)m
‖u‖2

L2(0,1). (1.8)

Définition 1.1.11. On note L2 (0, T ;Bm
2 (0, 1)) l’espace des fonctions qui

sont carrées intégrables au sens de Bochner, avec le produit scalaire

(u,w)L2(0,T ;Bm2 (0,1)) =

∫ T

0

(u(., t), w(., t))Bm2 (0,1)dt. (1.9)

Comme l’espace Bm
2 (0, 1) est un espace de Hilbert, on peut montrer que

L2 (0, T ;Bm
2 (0, 1)) est également un espace de Hilbert. L’ensemble de toutes

les fonctions abstraites continues dans [0, T ] équipées de la norme

sup
0≤t≤T

‖u(., t)‖Bm2 (0,1), (1.10)

est dénoté par C2 (0, T ;Bm
2 (0, 1)).
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1.1.5 Existence de trace

On considère l’ensemble

L2(∂Ω) =

{
w mesurable sur ∂Ω, tel que

∫
∂Ω

w2dΓ < +∞
}
,

c’est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire usuel.
Les fonctions de H1(Ω) pour n ≥ 2 ne sont pas nécessairement continues.

Comme pour toute fonction mesurable, on ne peut donc parler de la valeur
ponctuelle d’une fonction u ∈ H1(Ω) que ”presque partout”. En particulier, il
n’est pas possible de parler de ”la valeur au bord”, ou ”trace” de u ∈ H1(Ω)
sur le bord ∂Ω au sens usuel vu que ∂Ω est un ensemble négligeable ou
de mesure nulle. Il est si bien que pour le problème que nous étudions, il
existe tout de même un moyen important pour définir la trace d’une fonction
u ∈ H1(Ω), appelé théorème d’existence de trace, est le suivant.

Théorème 1.1.6. (Existence de trace) Soit Ω un ouvert borné de RN , à
frontière suffisamment régulière. Alors l’application trace

l :C∞(Ω̄)→ L2(∂Ω)

u→ lu = u|∂Ω,

se pronlonge par continuité en une application linéaire continue, notée encore
l, de H1(Ω) dans L2(∂Ω) et il existe une constante c∗ indépendante de u telle
que

‖lu‖L2(∂Ω) 6 c∗‖u‖H1(Ω).

Ce théorème, nous permet de parler de la valeur d’une fonction de H1(Ω)
sur le bord ∂Ω, et donc d’énoncer la formule d’intégration par parties.

Remarque 1.1.1. L’application trace l n’est pas surjective de H1(Ω) dans
L2(∂Ω). Par contre, elle est surjective sur H1/2(∂Ω), où H1/2(∂Ω) est l’espace
de Sobolev d’indice fractionnaire 1/2. On a :

H1/2(∂Ω) =
{
w ∈ L2(∂Ω), tel que ∃v ∈ H1(Ω), w = l(v)

}
.

1.2 Opérateurs linéaire

Définition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels. Un opérateur T est
une application de E dans F :

T : E → F.

Tout opérateur T est complètement défini par son graphe G(T ) qui est un
sous espace vectoriel de E × F défini par G(T ) = {(u, Tu), u ∈ D(T )}, où
D(T ) est le domaine de définition de l’opérateur T.
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Définition 1.2.2. Un opérateur T de E dans F est dit linéaire si et seulement
si :

∀u1, u2 ∈ E,∀µ, λ ∈ K, T (λu1 + µu2) = λT (u1) + µT (u2) ,

où K est le corps des scalaires de E et F.

Définition 1.2.3. On dit que l’opérateur S est une extension de T si D(T ) ⊂
D(S) et Tu = Su pour tout u ∈ D(T ) (Autrement dit, G(T ) ⊂ G(S)).

Définition 1.2.4. On dit que T est fermé si son graphe G(T ) est un fermé
de E × F .

Proposition 1.2.1. Un sous espace G ⊂ E×F est le graphe d’un opérateur
linéaire si et seulement si :

(0, y) ∈ G⇒ y = 0. (1.11)

Définition 1.2.5. On dit qu’un opérateur linéaire T est fermable dans E
s’il admet un prolongement (extension) fermé.

Théorème 1.2.2. (Théorème de l’isomorphisme) Soient E et F deux espaces
de Banach et T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F, alors T
est continu de F dans E.

Théorème 1.2.3. (Théorème du graphe fermé). Soient E et F deux espaces
de Banach. Soit T un opérateur linéaire de E dans F. On suppose que le
graphe de T, G(T) ; est fermé dans E × F . Alors T est continu.

1.3 Relation entre l’orthogonalité et la den-

sité dans les espaces de Hilbert

Définition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F,
on définit M⊥ l’orthogonal de M, par

M⊥ = {f ∈ F, 〈f, g〉F = 0,∀g ∈M} ,

ou 〈., .〉F représente le produit scalaire dans l’espace F .

Proposition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert
F. Alors M est dense dans F si et seulement si M⊥ = {0}.
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1.4 Calcul fractionnaire

1.4.1 Introduction

La dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un rôle im-
portant dans le développement de la théorie des dérivées et des intégrales
fractionnaires en vue de leurs applications dans les mathématiques pures
(solutions des équations différentielles d’ordre entier, définition de nouvelles
classes de fonctions, sommation des séries, ...). Cependant, la technologie
moderne demande une certaine révision de l’approche mathématique pure
bien connue. De nombreux travaux sont apparus, spécialement sur la théorie
de viscoélasticité et du mécanique du solide, où les dérivées fractionnaires
sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux. Une
modélisation mathématique basée sur les modèles rhéologiques mène naturel-
lement à des équations différentielles d’ordre fractionnaire, d’où la nécessité
de la formulation des conditions initiales de telles équations. Les problèmes
appliqués demandent des définitions des dérivées fractionnaires autorisant
l’utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles
contiennent f(a); f (1)(a), ... etc. Malgré le fait que les problèmes aux valeurs
initiales avec telles conditions initiales peuvent être résolus mathématiquement,
la solution de ces problèmes a été proposée par M.Caputo (dans les années
soixante) dans sa définition qu’il a adapté avec Mainardi dans la structure
de la théorie de viscoélastité, donc on introduit une dérivée fractionnaire qui
est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville. Pour plus d’informations
sur le calcul fractionnaire, voir[7, 23, 40].

1.4.2 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spéciales telles que
la fonction Gamma, et la fonction de Mittag-Leffler, qui sera utilisée dans
d’autres chapitres, ces fonctions jouent un rôle important dans la théorie du
calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

Définition 1.4.1. On appelle fonction Gamma Eulérienne (ou intégrale
Eulérienne de seconde espèce) la fonction notée Γ définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt, (1.12)

où z est un nombre complexe quelconque tel que Re(z) > 0.
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Remarque 1.4.1. Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante
pour 0 < z ≤ 1.

Proposition 1.4.1. La fonction Gamma est définie et continue sur ]0,+∞[.

Proposition 1.4.2. Pour tout z ∈ R∗+ on a :

Γ(z + 1) = zΓ(z),

en particulier ∀n ∈ N∗
Γ(n) = (n− 1)!.

La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.4.2. La fonction de Mittag-Leffler Eα(z) est définie par :

Eα(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + 1)
(z ∈ C, α > 0), (1.13)

et la fonction Mittag-Leffler généralisée Eα,β(z) est définie comme suite :

Eα,β(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + β)
(z ∈ C, α, β > 0). (1.14)

1.4.3 L’intégrale d’ordre fractionnaire

Considérons f une fonction définie pour tout t > 0. On pose

(If)(t) =

∫ t

0

f(x)dx,
(
I2f
)

(t) =

∫ t

0

(If)(u)du =

∫ t

0

(∫ u

0

f(x)dx

)
du,

(1.15)
en répétant n fois, on obtient d’après la formule de Cauchy

(Inf) (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− x)n−1f(x)dx, (1.16)

en utilisant la fonction Γ, on aura la définition suivante :

Définition 1.4.3. (Voir[22, 71]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+;
de la fonction f ∈ L1[a, b], est définie par

0I
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)1−αdτ, (1.17)

tI
α
T f(t) =

1

Γ(α)

∫ T

t

f(τ)

(τ − t)1−αdτ. (1.18)
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Propriété 1.4.1. Pour α; β > 0 on a :

IαoIβ = IβoIα = Iα+β.

Et
d

dt
Iαf = Iα−1f.

Théorème 1.4.3. Soit f ∈ L1[a, b] et α > 0, l’intégrale (Iαf) (t) existe pour
tout t ∈ [a, b] et la fonction Iαf elle même est un élément de L1[a, b].

1.4.4 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.4.4. (Voir[22, 71]) Soit α ∈ R+ et h une fonction localement
intégrable définie sur [0, T ]. La dérivée d’ordre α de h est définie par :

1. Dérivée au sens de Riemann-Liouville à gauche

R
0 ∂

α
t h(t) =

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

h(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (1.19)

=
∂n

∂tn
In−αh(t). (1.20)

2. Dérivée au sens de Riemann-Liouville à droite

R
t ∂

α
Th(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ T

t

h(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, (1.21)

où le nombre entier n est choisi de telle manière que : n− 1 < α < n.

En général, la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de
Riemann Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

R
0 ∂

α
t C =

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

C

(t− τ)α−n+1
dτ

=
C

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

(t− τ)n−α−1dτ

=
Ct−α

Γ(1− α)
.

(1.22)

Proposition 1.4.4. Pour n− 1 < α < n et m− 1 < β < m, on a :

1. L’opérateur de Riemann-Liouville est linéaire.

2. En général R0 ∂
α
t o

R
0 ∂

β
t 6=R

0 ∂βt o
R
0 ∂

α
t .
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1.4.5 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4.5. (Voir[22, 71]) Soit α ∈ R+ et h une fonction localement
intégrable définie sur [0, T ]. La dérivée d’ordre α de h est définie par :

1. Dérivée au sens de Caputo à gauche

C
0 ∂

α
t h(t) = In−αh(n)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

h(n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ. (1.23)

2. Dérivée au sens de Caputo à droite

C
t ∂

α
Th(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ T

t

h(n)(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, (1.24)

avec n un entier positif vérifiant l’inégalité : n− 1 < α < n.

Pour la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo,
on a :

C
0 ∂

α
t C =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

C(n)

(t− τ)α−n+1
dτ = 0. (1.25)

Lemme 1.4.5. (Voir[50]) Soit n − 1 < α < n, n ∈ N, α ∈ R+ et soit h(t)
telle que C

0 ∂
α
t h(t) existe alors, on a les propriétés suivantes pour l’opérateur

de Caputo
lim
α→n

C
0 ∂

α
t h(t) = h(n)(t). (1.26)

1.4.6 Composition avec l’opérateur d’intégration frac-
tionnaire

C
0 ∂

α
t (Iα0 h(t)) = h(t), (1.27)

et

Iα0
(
C
0 ∂

α
t h(t)

)
= h(t)−

n−1∑
k=0

h(k)(0)

k!
tk, (1.28)

pour n = 2, on a

Iα0
(
C
0 ∂

α
t h(t)

)
= h(t)− h′(0)t− h(0). (1.29)
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1.4.7 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville
et de Caputo

Définition 1.4.6. Soit α ∈ R+ avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) . Supposons
que h est une fonction, telles que C

0 ∂
α
t h(t), R

0 ∂
α
t h(t) existent, alors

R
0 ∂

α
t h(t) =C

0 ∂αt h(t) +
n−1∑
k=0

h(k)(0)tk−α

Γ(k − α + 1)
, (1.30)

pour n = 2 et dh
dt

(0) = h(0) = 0, on a

R
0 ∂

α
t h(t) =C

0 ∂αt h(t). (1.31)

Pour plus de détails, reportez-vous à [22, 71].

1.4.8 Intégration par parties fractionnaires

Définition 1.4.7. Si v ∈ Lp(Ω), w ∈ Lq(Ω) avec :
1

p
+

1

q
≤ 1+α, p ≥ 1, q ≥

1, alors la formule suivante∫ T

0

v(t)(0I
α
t w)(t)dt =

∫ T

0

w(t)(tI
α
T v)(t)dt, (1.32)

définit l’intégration par parties fractionnaires.

Lemme 1.4.6. (Voir[64]) Pour tout réel positif α, si w ∈ RBα
0 (Ω) et v ∈

C∞0 (Ω), alors(
R
0 ∂

α
t =xw(•, t), v(•, t)

)
(0,T )

=
(
=xw(•, t),Rt ∂αTv(•, t)

)
(0,T )

, (1.33)

. où l’espace fractionnaire RBα
0 (Ω) est le complété de l’espace C∞0 (Ω) pour

la norme
‖u‖ RBα0 (Ω) =

(
‖u‖2

B2(Ω) + ‖R0 ∂αt (=xu) ‖2
L2(Ω)

) 1
2 . (1.34)

Démonstration. En utilisant l’intégration par parties, nous obtenons

d

dτ

∫ T

τ

v(t)

(t− τ)s
dt =

d

dτ

[
v(t)(t− τ)1−s

1− s

∣∣∣∣T
τ

− 1

1− s

∫ T

τ

v′(t)(t− τ)1−sdt

]

=
d

dτ

[
v(T )(T − τ)1−s

1− s

]
− 1

1− s
d

dτ

∫ T

τ

v′(t)(t− τ)1−sdt

=

∫ T

τ

v′(t)

(t− τ)s
dt, (1.35)
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En utilisant à nouveau l’intégration par parties, nous obtenons

(
R
0 ∂

s
tw(t), v(t)

)
(0,T )

=
1

Γ(1− s)

∫ T

0

d

dt

∫ t

0

w(τ)

(t− τ)s
dτv(t)dt

=
v(t)

Γ(1− s)

∫ t

0

w(τ)

(t− τ)s
dτ

∣∣∣∣T
0

− 1

Γ(1− s)

∫ T

0

∫ t

0

w(τ)

(t− τ)s
dτv′(t)dt

= − 1

Γ(1− s)

∫ T

0

∫ t

0

w(τ)

(t− τ)s
dτv′(t)dt. (1.36)

De plus, en utilisant (1.35), le côté droit de (1.36) est reformulé en

− 1

Γ(1− s)

∫ T

0

∫ t

0

w(τ)

(t− τ)s
dτv′(t)dt

= − 1

Γ(1− s)

∫ T

0

∫ T

τ

v′(t)

(t− τ)s
dtw(τ)dτ

= − 1

Γ(1− s)

∫ T

0

(
d

dτ

∫ T

τ

v(t)

(t− τ)s
dt

)
w(τ)dτ

=
(
w(τ),Rτ ∂

s
Tv(τ)

)
(0,T )

. (1.37)

Enfin, la combinaison de (1.36) et (1.37) donne (1.33).

1.5 Inégalités importantes

1.5.1 Intégrale généralisée

d

dx

∫ v(x)

u(x)

f(x, t)dt =

∫ v(x)

u(x)

fx(x, t)dt+ f(x, v(x))
d

dx
v(x)− f(x, u(x))

d

dx
u(x).

(1.38)

1.5.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour toute u, v ∈ L2(Ω), nous avons l’inégalité suivante :∣∣∣∣∫
Ω

u(x) · v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

u2(x)dx

) 1
2
(∫

Ω

v2(x)dx

) 1
2

. (1.39)
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1.5.3 Inégalité de Hölder

Pour u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω), 1
p

+ 1
q

= 1, nous avons

∫
Ω

u(x) · v(x)dx ≤
(∫

Ω

|up(x)| dx
) 1

p
(∫

Ω

|vq(x)| dx
) 1

q

, p ≥ 1. (1.40)

Cette inégalité est la généralisation de l’inégalité intégrale de Cauchy-Schwarz.(Voir[74])

1.5.4 Inégalité de Cauchy–ε

(Voir[74]). Pour tout ε > 0, et pour a, b arbitraire dans R nous avons
l’inégalité :

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2. (1.41)

1.5.5 Inégalité de Young–ε

(Voir[74]). Pour tout ε > 0, et pour a, b arbitraire dans R nous avons
l’inégalité :

|ab| ≤ 1

p
|εa|p +

p− 1

p

∣∣∣∣bε
∣∣∣∣ p
p−1

,pour tout p > 1, (1.42)

qui est la généralisation de l’inégalité de Cauchy avec ε.

1.5.6 Inégalité de Poincaré

Nous utilisons souvent les deux inégalités suivantes :
Les inégalités de Poincaré : (voir[66])

‖=y(V )‖2
L2
p(Ω) ≤

d2

2
‖V ‖2

L2
p(Ω);

‖=2
y(V )‖2

L2
p(Ω) ≤

d2

2
‖=y(V )‖2

L2
p(Ω)

(1.43)

où

=y(V ) =

∫ y

0

V (x, ξ, t)dξ, =2
y(V ) =

∫ y

0

∫ ξ

0

V (x, η, t)dηdξ. (1.44)

Lemme 1.5.1. Pour u ∈ L2(0, l), on a l’estimation :

‖=xu‖L2(0,l) ≤
l√
2
‖u‖L2(0,l). (1.45)
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avec

=x(u) =

∫ l

x

u(ξ, t)dξ. (1.46)

Démonstration. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entrâıne :

(=xu)2 =

[∫ l

x

u(ξ, t)dξ

]2

≤
[∫ l

x

dξ

] [∫ l

x

(u(ξ, t))2dξ

]
≤ (l − x)

∫ l

x

(u(ξ, t))2dξ ≤ (l − x)

∫ l

0

(u(x, t))2dx,

(1.47)

par l’intégration sur (0; l), on trouve :∫ l

0

(=xu)2 dx ≤
(∫ l

0

(l − x)dx

)(∫ l

0

(u(x, t))2dx

)
≤ l2

2

∫ l

0

(u(x, t))2dx.

(1.48)

Par conséquent, on aura :

‖=xu‖L2(0,l) ≤
l√
2
‖u‖L2(0,l). (1.49)

Remarque 1.5.1. L’inégalité (1.49) reste valable si on remplace l’intervalle
(0; l) par une région bornée Ω de Rn. Il suffit de remplacer l par mes(Ω)
(mesure de Ω ) dans (1.49).

1.5.7 Inégalité fractionnaire

Lemme 1.5.2. (Voir[51]). Pour toute fonction absolument continue v(t) sur
l’intervalle [0, T ], l’inégalité suivante est valable

v(t)C0 ∂
α
t v(t) ≥ 1

2
C
0 ∂

α
t v

2(t), 0 < α < 1. (1.50)
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Démonstration. (Voir[51]) Il suffit de montrer que

v(t)C0 ∂
α
t v(t)− 1

2
C
0 ∂

α
t v

2(t)

=
1

Γ(1− α)
v(t)

∫ t

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α
− 1

2Γ(1− α)

∫ t

0

2v(τ)vτ (τ)dτ

(t− τ)α
,

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

vτ (τ)(v(t)− v(τ))dτ

(t− τ)α
,

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α

∫ t

τ

vη(η)dη,

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

vη(η)dη

∫ η

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α
≡ I ≥ 0.

(1.51)

Par conséquent, pour prouver le lemme, il suffit de montrer que l’intégrale I
est non négatif. L’intégrale I prend des valeurs non négatives, car

I =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− η)α
vη(η)dη

(t− η)α

∫ η

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α

=
1

2Γ(1− α)

∫ t

0

(t− η)α
∂

∂η

(∫ η

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α

)2

dη

=
α

2Γ(1− α)

∫ t

0

(t− η)α−1

(∫ η

0

vτ (τ)dτ

(t− τ)α

)2

dη ≥ 0.

(1.52)

La preuve du lemme est complète.

Lemme 1.5.3. (Voir[51]). Soit y(t) une fonction absolument continue non
négatif, satisfaisant l’inégalité

C
0 ∂

α
t y(t) ≤ cy(t) + k(t), 0 < α < 1, (1.53)

pour presque tout t ∈ [0, T ], où c est une constante positive et k(t) est une
fonction non négative intégrable sur [0, T ]. alors

y(t) ≤ y(0)Eα(ctα) + Γ (α)Eα,α(ctα)D−α0t k(t), (1.54)

où

Eα(x) =
∞∑
n=0

xn

Γ (αn+ 1)
, et Eα,µ(x) =

∞∑
n=0

xn

Γ (αn+ µ)
, (1.55)

sont les fonctions de Mittag-Leffler.
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Démonstration. (Voir [[43] ,p.17]). Soit C
0 ∂

α
t y(t)− c1y(t) = g(t); puis

y(t) = y(0)Eα (c1t
α) +

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α (c1(t− τ)α) g(τ)dτ (1.56)

En raison de l’inégalité g(t) ≤ c2(t), la positivité de la fonction Mittag-Leffler
Eα,α (c1(t− τ)α) pour des paramètres donnés, et la croissance de la fonction
Eα,α(t), de (1.56), on obtient l’inégalité

y(t) ≤ y(0)Eα (c1t
α) +

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α (c1(t− τ)α) c2(τ)dτ

≤ y(0)Eα (c1t
α) + Γ(α)Eα,α (c1t

α)D−α0t c2(t)

(1.57)

La preuve du lemme est complète.

Lemme 1.5.4. Si F (x, t) ∈ C
(
Q̄T

)
et 0 < α < 1 alors, on a :

D−α−1
0t ‖F‖2

L2(Ω) ≤
Tα

Γ (α + 1)

∫ t

0

‖F‖2
L2(Ω)dτ. (1.58)
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Chapitre 2

Existence et unicité d’une
solution du problème
bidimensionnel pour une
équation fractionnaire avec
conditions intégrales

2.1 Introduction

De nombreux phénomènes physiques nous ramènent à l’étude des équations
différentielles partielles fractionnelles. Nous mentionnons par exemple la viscoélasticité,
le traitement du signal, l’électrochimie, la théorie du contrôle, les réseaux
électriques, le flux de fluides, les médias poreux, la rhéologie, le transport
diffusif, la théorie électromagnétique, les phénomènes de diffusion, sont des
applications pour des équations différentielles fractionnelles. Pour l’expan-
sion, voir [29, 31, 34, 61, 71, 73].
Les équations de diffusion fractionnaire apparaissent largement dans les phénomènes
naturels ; celles-ci sont suggérées comme modèles mathématiques des problèmes
physiques dans beaucoup de domaines, comme les équations de diffusion frac-
tionnaires inhomogènes de la forme :

∂β0tu = −Au+ F (t), u(0) = f, (2.1)

où ∂β0t est la dérivée fractionnaire Caputo, A est un opérateur auto-adjoint
positif sur un espace de Hilbert H, f ∈ H, F ∈ C(R+;H), et 0 < β ≤ 1.
La dérivé de Caputo est plus appropriée et naturelle pour les problèmes de
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modèles physiques, car il nous permet de traiter les données initiales inho-
mogènes facilement.

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour étudier l’existence et l’unicité de
la solution pour les problèmes avec de valeur initiale d’ordre fractionnaire,
comme la méthode de transformation de Laplace, méthode d’itération, la
méthode de la série, la technique de transformée de Fourier, la méthode de
calcul opérationnel, voir par exemple [11, 30, 47, 49, 75], mais dans le cas
général, les solutions analytiques sont difficiles à obtenir pour la plupart des
équations différentielles fractionnaires en particulier avec des conditions non
locales (conditions intégrales), à savoir lorsque les données ne peuvent pas
être mesurée sur la frontière ou une partie de celle-ci. En l’absence d’une
solution précise, on recourt souvent à des méthodes numériques telles que :
méthodes d’éléments finis ou des méthodes spectrales ou procédé de substitu-
tion (voir [52, 53, 65, 70] ), qui repose fortement sur l’existence et l’unicité de
la solution pour le problème variationnel. L’étude de l’existence et l’unicité
de la solution pour les équations différentielles fractionnaires commence par
la construction de la formulation variationnelle et le choix des espaces et des
normes appropriées. Ensuite, nous utilisons le théorème du point fixe ou le
théorème de Lax-Milgram pour prouver les résultats d’existence de la solu-
tion. Pour notre problème (2.2)-(2.5) , nous croyons que la méthode d’estima-
tion priori est l’outil le plus puissant pour prouver l’existence et l’unicité de la
solution pour l’équation différentielle fractionnelle, et est plus approprié avec
les conditions aux limites classiques et intégrales. Quelques articles utilisent
la méthode de l’inégalité d’énergie pour l’étude des équations différentielles
fractionnaires, nous citons par exemple : Alikhanov [51], Akilandeeswari et
all [62], et Mesloub [68].

Notre travail[66] peut être considéré comme une extension et la généralisation
des problèmes d’ordre entiers tels que [48]. Nous organisons notre chapitre
comme suit : Dans la section 2, nous donnons l’énoncé du problème et les
espaces de fonctions nécessaires et les différents outils qui peuvent être uti-
lisés dans d’autres sections .Dans la section 3, nous prouvons une estima-
tion a priori à partir de laquelle on déduit l’unicité d’une solution forte
de problème(2.2)-(2.5), et sa dépendance par rapport aux données fournies.
Dans la section 4, nous établissons l’existence de la solution du problème
(2.2)-(2.5), en prouvant que la fermeture de l’ensemble des valeurs de l’opérateur
L généré par le problème considéré est dense dans l’espace de Hilbert Y.
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2.2 Position du problème

Soit D = Ω× [0, T ] un domaine borné de R3 avec Ω = (0, c)× (0, d) ⊂ R2.
Nous considérons l’équation fractionnaire bidimensionnelle suivante :

1

Γ (1− β)

∫ t

0

Vττ (x, y, τ)

(t− τ)β
dτ−1

x

∂

∂x

(
x
∂V

∂x

)
−1

x

∂2V

∂y2
= F (x, y, t), (x, y, t) ∈ D,

(2.2)
associée aux données initiales

`1V = V (x, y, 0) = f(x, y), `2V = Vt(x, y, 0) = g(x, y), (2.3)

les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet

V (c, y, t) = 0, Vy(x, d, t) = 0, (2.4)

et les conditions intégrales∫ c

0

xV (x, y, t)dx = 0,

∫ d

0

V (x, y, t)dy = 0. (2.5)

Ici F est une fonction connue, où F ∈ C(D).
∂β+1

0t ; représente l’ opérateur fractionnaire de Caputo d’ordre β + 1, telque :

∂β+1
0t V (x, y, t) =

1

Γ (1− β)

∫ t

0

Vττ (x, y, τ)

(t− τ)β
dτ, 0 < β < 1, (2.6)

Γ(.) est la fonction Gamma.
D−β0t ; désigne l’intégrale de Riemann-Liouville de l’ordre β, défini par :

D−β0t V (x, y, t) =
1

Γ (β)

∫ t

0

V (x, y, τ)

(t− τ)1−β dτ, 0 < β < 1 (2.7)

La solution supposée V ∈ C2,2,2(D), l’espace des fonctions ainsi que leurs
dérivée partielle de l’ordre 2 sont continus sur D pour leurs trois variables
(x, y, t).
Pour plus de détails sur les équations différentielles fractionnaires, et les
applications de calcul fractionnaire en physique (voir [29, 30, 31, 34, 47, 61,
71, 73, 75]).

Nous présentons maintenant les espaces fonctionnels appropriés nécessaires
à notre problème posé. Soit l’espace de Lebesgue L2

p(D) avec poid (espace de
Hilbert) associé de la norme finie

‖V ‖2
L2
p(D) =

∫
D

xV 2dxdydt, (2.8)
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à partir du produit scalaire

(U, V )L2
p(D) = (xU, V )L2(D) (2.9)

Soient V 1,y
p (D),V 1

p (D) et V 1(D) les espaces de Sobolev associés des normes
finies

‖V ‖2
V 1,y
p (D)

= ‖=y(V )‖2
L2
p(D) + ‖=y(Vx)‖2

L2
p(D), (2.10)

‖V ‖2
V 1
p (D) = ‖V ‖2

L2(D) + ‖Vx‖2
L2
p(D) + ‖Vy‖2

L2
p(D), (2.11)

‖V ‖2
V 1(D) = ‖V ‖2

L2(D) + ‖Vx‖2
L2(D). (2.12)

Le problème (2.2)-(2.5) peut être formulé sous forme opératorielle :

LV = W, ∀V ∈ D(L), (2.13)

où W = (F, f, g), et L = (L, `1, `2) l’opérateur L : X −→ Y avec le domaine
de défnition

D(L) =


V ∈ L2(D), ∂β+1

0t V, Vt, Vx, Vy, Vxx, Vyy ∈ L2(D),

V (c, y, t) = 0, Vy(x, d, t) = 0,∫ c
0
xV (x, y, t)dx = 0,

∫ d
0
V (x, y, t)dy = 0, t ∈ [0, T ].

(2.14)

Ici X est un espace de Banach de fonctions V ∈ D(L) associé à la norme :

‖V ‖2
X = sup

0≤t≤T

(
Dβ−1

0t ‖=y(Vt)‖2
L2
p(Ω) + ‖V ‖2

V 1,y
p (Ω)

)
, (2.15)

et Y est l’espace de Hilbert associé à la norme finie

‖W‖2
Y = ‖F‖2

L2
p(D) + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω) (2.16)

L2
p(Ω) ,V 1,y

p (Ω) et V 1(Ω) les espaces de Sobolev avec poids sur Ω, sont définis
de façon analogue à ceux sur D.

2.3 Unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons un résultat d’unicité pour le problème
(2.2)-(2.5), c’est-à-dire que nous établissons une estimation a priori à partir
de laquelle nous déduisons l’unicité de la solution.
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Théorème 2.3.1. Pour toute V ∈ D(L), il existe une constante positive M5

indépendante de V tellque :

sup
0≤t≤T

(
Dβ−1

0t ‖=y(Vt)‖2
L2
p(Ω) + ‖V ‖2

V 1,y
p (Ω)

)
≤M5

(∫ T

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dt+ ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
(2.17)

où

M1 = max

(
1,
d2

2

)
, (2.18)

M2 =

M1 max

{
1,
cd2

2
,
d2

2

T 1−β

Γ(1− β)

}
min

{
1,

2

cd2

} , (2.19)

M3 = Γ (β)Eβ,β(M2T
β) max

(
M2,

M2T
β+1

(β + 1)Γ (β + 1)

)
, (2.20)

M4 = M2M3 +M2, (2.21)

M5 = M4

(
1 +

T β

Γ (β + 1)

)
. (2.22)

Démonstration. En prenant le produit scalaire dans L2
p(Ω) de l’équation 2.2

et l’opérateur intégro-différentiel

MV = −=2
y(Vt) = −

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ. (2.23)

Nous avons(
∂β+1

0t V − 1

x

∂

∂x

(
x
∂V

∂x

)
− 1

x

∂2V

∂y2
,−=2

y(Vt)

)
L2
p(Ω)

=
(
F,−=2

y(Vt)
)
L2
p(Ω)

.

(2.24)

L’utilisation des conditions (2.4)-(2.5), puis l’intégration standard par parties
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de chaque terme du côté gauche dans (2.24), conduit à

−
(
∂β+1

0t V,

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ

)
L2
p(Ω)

=

(
∂β0t

(∫ y

0

Vt(x, ξ, t)dξ

)
,

(∫ y

0

Vt(x, ξ, t)dξ

))
L2
p(Ω)

, (2.25)(
1

x

∂

∂x

(
x
∂V

∂x

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ

)
L2
p(Ω)

=

(∫ y

0

Vx(x, ξ, t)dξ,

∫ y

0

Vxt(x, ξ, t)dξ

)
L2
p(Ω)

, (2.26)(
1

x

∂2V

∂y2
,

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ

)
L2
p(Ω)

= (V, Vt)L2(Ω) . (2.27)

Par substitution de (2.25)-(2.27) dans (2.24) on obtient

2
(
∂β0t (=y (Vt)) ,=y (Vt)

)
L2
p(Ω)

+
∂

∂t

∫
Ω

x (=y (Vx))
2 dxdy +

∂

∂t

∫
Ω

V 2dxdy

= −2

(
F,

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ

)
L2
p(Ω)

. (2.28)

À la lumière du Lemme (1.5.2), le premier terme sur le côté gauche de (2.28)
est estimée comme suit

2
(
∂β0t (=y (Vt)) ,=y (Vt)

)
L2
p(Ω)
≥ ∂β0t‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω). (2.29)

La combinaison de l’inégalité (2.29) et de l’égalité (2.28) donne :

∂β0t‖=y (Vt)‖2
L2
p(Ω)+

∂

∂t
‖=y (Vx)‖2

L2
p(Ω)+

∂

∂t
‖V ‖2

L2(Ω) ≤ −2

(
F,

∫ y

0

∫ ξ

0

Vt(x, η, t)dηdξ

)
L2
p(Ω)

.

(2.30)
En utilisant l’inégalité de Cauchy-ε(1.41) et l’inégalité de Poincaré(1.43),
nous en déduisons à partir de (2.30) que

∂β0t‖=y (Vt)‖2
L2
p(Ω)+

∂

∂t
‖=y (Vx)‖2

L2
p(Ω)+

∂

∂t
‖V ‖2

L2(Ω) ≤M1

(
‖F‖2

L2
p(Ω) + ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω)

)
(2.31)

où

M1 = max

(
1,
d2

2

)
. (2.32)
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En notant que∫ t

0

∂β0t‖=y (Vt)‖2
L2
p(Ω)dτ = Dβ−1

0t ‖=y (Vt)‖2
L2
p(Ω)−

t1−β

Γ(1− β)
‖=y (Vt(x, y, 0))‖2

L2
p(Ω).

(2.33)
En changeant t par τ , et l’intégration des deux côtés de (2.31) par rapport à
τ sur [0; t] on trouve :

Dβ−1
0t ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω) + ‖=y (Vx)‖2

L2
p(Ω) + ‖V ‖2

L2(Ω) ≤M1

(∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ

+

∫ t

0

‖=y (Vτ (x, y, τ))‖2
L2
p(Ω)dτ +

T 1−β

Γ(1− β)
‖=y (g)‖2

L2
p(Ω) + ‖=y (fx)‖2

L2
p(Ω) + ‖f‖2

L2(Ω)

)
.

(2.34)

En considérant les deux inégalités élémentaires suivantes

‖=y (V )‖2
L2
p(Ω) ≤

d2

2
‖V ‖2

L2
p(Ω) ≤

cd2

2
‖V ‖2

L2(Ω) (2.35)

‖=y (fx)‖2
L2
p(Ω) ≤

d2

2
‖fx‖2

L2
p(Ω) ≤

cd2

2
‖fx‖2

L2(Ω). (2.36)

L’inégalité (2.34) prend la forme

Dβ−1
0t ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω) + ‖=y (Vx)‖2

L2
p(Ω) + ‖=y (V )‖2

L2
p(Ω)

≤M2

(∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ +

∫ t

0

‖=y (Vτ (x, y, τ))‖2
L2
p(Ω)dτ + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
,

(2.37)

où

M2 =

M1 max

{
1,
cd2

2
,
d2

2

T 1−β

Γ(1− β)

}
min

{
1,

2

cd2

} . (2.38)

Maintenant, en omettant les deux derniers termes sur le côté gauche de (2.37)
on a

Dβ−1
0t ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω)

≤M2

(∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ +

∫ t

0

‖=y (Vτ (x, y, τ))‖2
L2
p(Ω)dτ + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
.

(2.39)
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En appliquant le lemme (1.5.3) comme suit :

y(t) =

∫ t

0

‖=y (Vτ (x, y, τ))‖2
L2
p(Ω)dτ, y(0) = 0 (2.40)

∂β0ty(t) = Dβ−1
0t ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω). (2.41)

De là (2.39) devient∫ t

0

‖=y (Vτ (x, y, τ))‖2
L2
p(Ω)dτ ≤M3

(
D−β−1

0t ‖F‖2
L2
p(Ω) + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
,

(2.42)

où

M3 = Γ (β)Eβ,β(M2T
β) max

(
M2,

M2T
β+1

(β + 1)Γ (β + 1)

)
. (2.43)

La combinaison des inégalités (2.37) et (2.42) implique

Dβ−1
0t ‖=y (Vt)‖2

L2
p(Ω) + ‖V ‖2

V 1,y
p (Ω)

≤M4

(
D−β−1

0t ‖F‖2
L2
p(Ω) +

∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
, (2.44)

où
M4 = M2M3 +M2. (2.45)

En vertu de l’inégalité (1.5.4),

D−β−1
0t ‖F‖2

L2
p(Ω) ≤

T β

Γ (β + 1)

∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ. (2.46)

L’inégalité (2.44) devient

Dβ−1
0t ‖=y(Vt)‖2

L2
p(Ω) + ‖V ‖2

V 1,y
p (Ω)

≤M5

(∫ t

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dτ + ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
(2.47)

≤M5

(∫ T

0

‖F‖2
L2
p(Ω)dt+ ‖f‖2

V 1(Ω) + ‖g‖2
L2
p(Ω)

)
.

(2.48)

Ensuite, nous prenons le supremum du côté gauche dans (2.47) par rapport
à t sur [0;T ], nous obtenons l’estimation désirée (2.17) avec :

M5 = M4

(
1 +

T β

Γ (β + 1)

)
. (2.49)
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Corollaire 2.3.2. Si pour toute fonction V ∈ D(L), on a l’estimation sui-
vante :

‖V ‖X ≤
√
M5‖LV ‖Y , (2.50)

alors la solution du problème (2.2)–(2.5) si elle existe, elle est unique dans
X.

Démonstration. Soient V1 et V2 deux solutions du problème (2.2)–(2.5){
LV1 =W
LV2 =W =⇒ LV1 − LV2 = 0,

et comme L est linéaire on obtient

L (V1 − V2) = 0,

d’après (2.50)
‖V1 − V2‖2

X ≤M5‖0‖2
Y = 0.

Ce qui donne l’unicité de la solution V1 = V2 dans X.

2.4 Existence de la solution

La démonstration de l’existence de la solution est basée sur la justification
de :

1. L’opérateur L : X −→ Y est fermable.

2. R(L) est dense dans Y pour tout V ∈ X et pour toutW = (F, f, g) ∈
Y arbitraire .

Proposition 2.4.1. L’opérateur L : X −→ Y est fermable.

Démonstration. Supposer que Vn ∈ D(L) est une suite telle que :

Vn −→
n→∞

0 dans X, (2.51)

et
LVn −→

n→∞
(F, f, g) dans Y, (2.52)

nous devons prouver que F ≡ 0, f ≡ 0, et g ≡ 0. Puisque Vn −→
n→∞

0 dans X

alors :
Vn −→

n→∞
0 dans D′(D). (2.53)

En vertu de la continuité de la dérivation de D′(D) dans D′(D), (2.53) im-
plique :
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LVn −→
n→∞

0 dans D′(D), (2.54)

Mais comme LVn −→
n→∞

F dans L2(D), alors :

LVn −→
n→∞

F dans D′(D), (2.55)

En vertu de l’unicité de la limite dans D′(D), nous concluons que F ≡ 0.
En outre, par le fait que

lVn −→
n→∞

f dans L2(Ω). (2.56)

et l’injection canonique de L2(Ω) dans D′(Ω) est continue, (2.56) implique :

lVn −→
n→∞

f dans D′(Ω). (2.57)

De plus, étant donné que :

Vn −→
n→∞

0 dans X,

et
‖lVn‖L2(Ω) ≤ ‖Vn‖X , ∀n ∈ N, (2.58)

alors, nous avons :
lVn −→

n→∞
0 dans L2(Ω), (2.59)

par conséquent
lVn −→

n→∞
0 dans D′(Ω). (2.60)

En vertu de l’unicité de la limite dans D′(Ω), (2.59) et (2.60) impliquent que
f ≡ 0 . Le raisonnement est similaire pour prouver que g ≡ 0 .

La preuve est analogue à celle de [36].

Définition 2.4.1. Une solution de l’équation de l’opérateur :

LV = W = (F, f, g), (2.61)

est appelée solution forte du problème (2.2)-(2.5) où L la fermeture de l’opérateur
L et D(L) son domaine de définition.

Les points du graphe de L sont limites de suite de points du graphe de
L, en passant à la limite, l’estimation (2.17) peut être étendue à

‖V ‖X ≤
√
M5‖LV ‖Y , ∀V ∈ D(L). (2.62)

D’où l’on déduit les résultats suivants :

40



Corollaire 2.4.2. Si une solution forte du problème (2.2)-(2.5) existe, il est
unique et dépend continûment de W = (F, f, g) ∈ Y .

Corollaire 2.4.3. L’ensemble R(L) de L est fermé dans Y , et R(L) = R(L).

Démonstration. Soit y ∈ R(L) , alors il existe une suite de Cauchy {yn}n
dans Y constituée des éléments de l’ensemble R(L) telle que

lim
n→+∞

yn = y. (2.63)

Il existe alors une suite correspondante Vn ∈ D(L) telle que

LVn = yn. (2.64)

De l’estimation (2.50), on obtient :

‖Vp − Vq‖X ≤
√
M5‖LVp − LVq‖Y −→ 0, (2.65)

quand p et q tendent vers l’infini. On peut déduire que {Vn}n est une suite
de Cauchy dans X, ainsi il existe V ∈ X telle que

lim
n→+∞

Vn = V, dans X. (2.66)

En vertu de la définition de L (limn→+∞ Vn = V, dans X, si limn→+∞ LVn =
limn→+∞ yn = y, alors limn→+∞ LVn = y et comme L est fermé donc LV = y
) , la fonction V vérifie :

V ∈ D(L), LV = y. (2.67)

Ainsi y ∈ R(L), alors
R(L) ⊂ R(L). (2.68)

Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu’il est complet (tout sous-
espace complet d’un espace métrique–non nécessairement complet– est fermé).

Il reste à montrer l’inclusion inverse.
Soit y ∈ R(L), alors il existe une suite {yn}n dans Y constituée des

éléments de l’ensemble R(L) telle que

lim
n→+∞

yn = y. (2.69)

où y ∈ R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d’un espace complet Y ,
donc R(L) est complet. Il existe alors une suite correspondante Vn ∈ D(L)
telle que

LVn = yn. (2.70)
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De l’estimation (2.50), on obtient :

‖Vp − Vq‖X ≤
√
M5‖LVp − LVq‖Y −→ 0, (2.71)

quand p et q tendent vers l’infini. On peut déduire que {Vn}n est une suite
de Cauchy dans X, ainsi il existe V ∈ X telle que

lim
n→+∞

Vn = V, dans X. (2.72)

Une fois encore, il existe une suite correspondante {L(Vn)}n ∈ R(L) telle que

LVn = LVn sur R(L),∀n ∈ N. (2.73)

Donc
lim

n→+∞
LVn = y, (2.74)

En conséquence y ∈ R(L), et alors on conclut que :

R(L) ⊂ R(L). (2.75)

Maintenant on doit prouver que R(L) est dense dans F pour tout u ∈ B
et pour tout F = (f, ϕ, ψ) ∈ F arbitraire.

Pour prouver l’existence d’une solution forte V = L
−1
W = L−1W du

problème (2.2)-(2.5) ∀W = (F, f, g) ∈ Y , il suffit de prouver que R(L) = Y ,
la densité de R(L) dans Y est équivalente à l’orthogonalité d’un vecteur
W = (F, f, g) ∈ Y à l’ensemble R(L). A cet effet, nous commençons par le
théorème suivant (la preuve de la densité dans le cas particulier).

Théorème 2.4.4. Pour certaines fonctions G ∈ L2
p(D),et pour tout U ∈

D0(L) = {U/U ∈ D(L), `1U = 0, `2U = 0}, on a

(LU,G)L2
p(D) = 0, (2.76)

Alors , G = 0 presque partout dans le domaine D.

Démonstration. L’équation (2.76) peut s’écrire sous la forme :(
∂β+1

0t U − 1

x

∂

∂x

(
x
∂U

∂x

)
− 1

x

∂2U

∂y2
, G

)
L2
p(D)

= 0. (2.77)

Soit h(x, y, t) une fonction satisfait les conditions (2.3)-(2.5) et

h, hx, hy,

∫ t

0

h(x, y, s)ds, x

∫ t

0

hx(x, y, s)ds, x

∫ t

0

hy(x, y, s)ds, ∂
β+1
0t h ∈ L2(D).

(2.78)
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Ensuite, nous supposons

U(x, y, t) =

∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds. (2.79)

En remplaçant U(x, y, t) dans (2.77) on a(
∂β+1

0t

(
x

∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

)
− ∂

∂x

(
x

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, y, z)dzds

)
− ∂

∂y

(∫ t

0

∫ s

0

hy(x, y, z)dzds

)
, G

)
L2(D)

= 0. (2.80)

Maintenant, nous supposons que la fonction

G(x, y, t) = −
∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ. (2.81)

Ensuite, l’équation (2.80) devient

−
(
∂β+1

0t

(∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2
p(D)

+

(
∂

∂x

(
x

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2(D)

+

(
∂

∂y

(∫ t

0

∫ s

0

hy(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2(D)

= 0.

(2.82)

En tenant compte du fait que la fonction h vérifie les conditions (2.3)-(2.5),
puis l’intégration par parties de chaque terme (2.82) on a

−
(
∂β+1

0t

(∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2
p(Ω)

=

(
∂β0t

(∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
,

∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
L2
p(Ω)

, (2.83)

(
∂

∂x

(
x

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2(Ω)

=

(∫ y

0

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, ξ, z)dzdsdξ,

∫ y

0

∫ t

0

hx(x, ξ, s)dsdξ

)
L2
p(Ω)

=
1

2

∂

∂t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, ξ, z)dzdsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

, (2.84)
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(
∂

∂y

(∫ t

0

∫ s

0

hy(x, y, z)dzds

)
,

∫ y

0

∫ ξ

0

∫ t

0

h(x, η, s)dsdηdξ

)
L2(Ω)

=

(∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds,

∫ t

0

h(x, y, s)ds

)
L2(Ω)

=
1

2

∂

∂t

∥∥∥∥∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (2.85)

Le remplacement de (2.83), (2.84), et (2.85) dans (2.82) donne

2

(
∂β0t

(∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
,

∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
L2
p(Ω)

+
∂

∂t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, ξ, z)dzdsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

+
∂

∂t

∥∥∥∥∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

∥∥∥∥2

L2(Ω)

= 0. (2.86)

En utilisant le lemme (1.5.2), le premier terme du côté gauche de (2.86) peut
être estimé comme suit :

2

(
∂β0t

(∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
,

∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

)
L2
p(Ω)

≥ ∂β0t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

, (2.87)

Et de l’équation (2.86) avec (2.87) on obtient

∂β0t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

+
∂

∂t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, ξ, z)dzdsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

+
∂

∂t

∥∥∥∥∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ 0.

(2.88)

En remplaçant t par τ et l’intégration de (2.88) par rapport à τ sur [0; t]
donne

Dβ−1
0t

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

h(x, ξ, s)dsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

+

∥∥∥∥∫ y

0

∫ t

0

∫ s

0

hx(x, ξ, z)dzdsdξ

∥∥∥∥2

L2
p(Ω)

+

∥∥∥∥∫ t

0

∫ s

0

h(x, y, z)dzds

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ 0.

(2.89)
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Nous trouvons de l’inégalité (2.89), Nous trouvons : G ≡ 0 presque partout
dans D.

Théorème 2.4.5. L’ensemble R(L) de l’opérateur L, cöıncide avec tout l’es-
pace Y .

Démonstration. Soit W = (ϕ, g1, g2) ∈ R(L)⊥ tel que :

(Lu, ϕ)L2
p(D) + (`1u, g1)V 1(Ω) + (`2u, g2)L2

p(Ω) = 0. (2.90)

Si nous mettons u ∈ D0(L) dans (2.90) on a

(Lu, ϕ)L2
p(D) = 0, ∀u ∈ D0(L). (2.91)

En vertu du théorème 2.4.4 on en déduit que ϕ ≡ 0, donc (2.90) devient

(`1u, g1)V 1(Ω) + (`2u, g2)L2
p(Ω) = 0, ∀u ∈ D(L). (2.92)

Étant donné que les opérateurs de traces `1 et `2 sont indépendants, et R(`1)
et R(`2) sont partout denses dans les espaces V 1(Ω) et L2

p(Ω), respectivement.
alors, g1 = 0 , g2 = 0. Par conséquent W = 0. Donc R(L0)⊥ = 0 c-à-d
R(L0) = Y .

Considérons maintenant le cas général. Du fait que R (L0) est dense dans
Y, on conclut qu’on peut prouver que R(L) est dense dans Y au moyen
de la méthode de continuation le long du paramètre. On ne va pas décrire
l’application de cette méthode car elle est analogue à celle utilisée dans [25].

Cela achève la démonstration du théorème (2.4.5).

Remarque 2.4.1. Pour trouver une solution semi-analytique du problème,
nous pouvons utiliser la méthode de transformée de Laplace et l’algorithme de
Stehfest[56]. Il existe également plusieurs autres méthodes, par exemple : la
perturbation de l’homotopie, ou la méthode de Galerkin. Pour plus de détails
et quelques exemples numériques, voir [67, 69].
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Chapitre 3

Existence et unicité de la
solution du problème non
linéaire

3.1 Position du problème

Soit D = Ω× [0, T ] un domaine borné de R3 avec Ω = (0, c)× (0, d) ⊂ R2.
Nous considérons le problème fractionnaire bidimensionnel non linéaire :

∂β+1
0t V − 1

x

∂

∂x
(x
∂V

∂x
)− 1

x

∂2V

∂y2
= F (x, y, t, V, Vx, Vy), (x, y, t) ∈ D, (3.1)

on associé les conditions initiales

`1V = V (x, y, 0) = f(x, y), `2V = Vt(x, y, 0) = g(x, y), (3.2)

les conditions aux limites classiques

V (c, y, t) = 0, Vy(x, d, t) = 0, (3.3)

et les conditions intégrales (non locales)∫ c

0

xV (x, y, t)dx = 0,

∫ d

0

V (x, y, t)dy = 0. (3.4)

Ici F est une fonction connue, where F : R6 −→ R qui est une fonction
lipschitzienne, c’est-à-dire :

|F (x, y, t, u1, v1, w1)−F (x, y, t, u2, v2, w2)| ≤ δ(|u1−u2|+|v1−v2|+|w1−w2|),
(3.5)
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δ est une constante positive assez petit.
Si F est une fonction lipschitzienne alors elle est continue (encore plus

fort, toute fonction lipschitzienne est uniformément continue).
La fonction F (x, y, t, V, Vx, Vy) est une fonction non linéaire, et la condi-

tion (3.5) n’a aucun effet sur la non-linéarité de F . Le cas linéaire est lorsque
F ne dépend que de x, y, t.

3.2 Existence de la solution

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème non linéaire
(2.2)-(2.5). En nous appuyant sur les résultats obtenus précédemment, nous
appliquons un processus itératif pour établir l’existence et l’unicité de la
solution faible du problème non linéaire. Si u est une solution de problème
(2.2)-(2.5) et Ψ est une solution du problème

£Ψ = ∂β+1
0t Ψ− 1

x

∂

∂x
(x
∂Ψ

∂x
)− 1

x

∂2Ψ

∂y2
= 0, (x, y, t) ∈ D,

`1Ψ = Ψ(x, y, 0) = f(x, y), `2Ψ = Ψt(x, y, 0) = g(x, y),

Ψ(c, y, t) = 0, Ψy(x, d, t) = 0,∫ c
0
xΨ(x, y, t)dx = 0,

∫ d
0

Ψ(x, y, t)dy = 0,

(3.6)

puis w(x, y, t) = u(x, y, t)−Ψ(x, y, t) est une solution de

£w = ∂β+1
0t w − 1

x

∂

∂x
(x
∂w

∂x
)− 1

x

∂2w

∂y2
= G(x, y, t, w, wx, wy), (x, y, t) ∈ D,

(3.7)

`1w = w(x, y, 0) = 0, `2w = wt(x, y, 0) = 0, (3.8)

w(c, y, t) = 0, wy(x, d, t) = 0, (3.9)∫ c

0

xw(x, y, t)dx = 0,

∫ d

0

w(x, y, t)dy = 0, (3.10)

où
G(x, y, t, w, wx, wy) = F (x, y, t, w + Ψ, wx + Ψx, wy + Ψy)

et satisfait à la condition

|G(x, y, t, u1, v1, w1)−G(x, y, t, u2, v2, w2)| ≤ δ(|u1−u2|+|v1−v2|+|w1−w2|).
(3.11)

Selon le théorème (2.3.1), problème (3.6) a une solution unique qui dépend
continûment de f ∈ V 1(Ω) et g ∈ L2

p(Ω). Il reste à résoudre le problème
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(3.7)-(3.10). Nous prouverons que le problème (3.7)-(3.10) admet une solution
unique faible.

L’idée générale est de construire une suite d’itération (w(n))n∈N qui converge
vers un élément w ∈ V 1

p (D) ce sera une solution du problème à l’étude (3.7)-
(3.10).

Supposons que w et v ∈ C1(D), tel que :

v(x, y, T ) = w(x, y, 0) = 0, vt(x, y, T ) = wt(x, y, 0) = 0, (3.12)∫ c

0

xv(x, y, t)dx =

∫ c

0

xw(x, y, t)dx = 0, (3.13)∫ d

0

v(x, y, t)dy =

∫ d

0

w(x, y, t)dy = 0. (3.14)

Pour v ∈ C1(D), on a :

(£w,=xyy(ξv))L2
p(D) = (G,=xyy(ξv))L2

p(D) , (3.15)

telque

=xyy(ξv) =

∫ x

0

(∫ d

y

(∫ η

0

ξv (ξ, µ, t) dµ

)
dη

)
dξ, (3.16)

compte tenu des hypothèses ci-dessus, nous obtenons(
∂β+1

0t w,=xyy(ξv)
)
L2
p(D)

= −
(
∂β+1

0t =y(w),=xy (ξv)
)
L2
p(D)

, (3.17)

−
(

1

x

∂

∂x

(
x
∂w

∂x

)
,=xyy(ξv)

)
L2
p(D)

= (=y(wx), x=y(v))L2
p(D) , (3.18)

−
(

1

x

∂2w

∂y2
,=xyy(ξv)

)
L2
p(D)

= (w,=x(ξv))L2(D) , (3.19)

(G,=xyy(ξv))L2
p(D) = (=y(G),=xy(ξv))L2

p(D) . (3.20)

L’insertion de (3.17)-(3.20) dans (3.15) donne

A (w, v) = −
(
∂β+1

0t =y(w),=xy (ξv)
)
L2
p(D)

+(=y(wx), x=y(v))L2
p(D)+(w,=x(ξv))L2(D) .

(3.21)
où

A (w, v) = (=y(G),=xy(ξv))L2
p(D) . (3.22)

Définition 3.2.1. Une fonction w ∈ V 1
p (D) est appelée une solution faible

du problème (3.7)-(3.10) si (3.9) et (3.22) détiennent.
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Nous définissons maintenant la suite d’itération (w(n))n∈N comme suit ;
On choisit w(0) = 0. Compte tenu de l’élément w(n−1), alors pour n = 1, 2,. .
. résoudre le problème itéré :
∂β+1

0t w(n) − 1

x

∂

∂x

(
x
∂w(n)

∂x

)
− 1

x

∂2w(n)

∂y2
= G

(
x, y, t, w(n−1), w

(n−1)
x , w

(n−1)
y

)
,

w(n)(x, y, 0) = 0, w
(n)
t (x, y, 0) = 0,

w(n)(c, y, t) = 0, w
(n)
y (x, d, t) = 0,∫ c

0
xw(n)(x, y, t)dx = 0,

∫ d
0
w(n)(x, y, t)dy = 0.

(3.23)

Pour n fixé, le théorème (2.3.1) montre que le problème (3.23) a une solution
unique w(n)(x, y, t) pour tout n ∈ N∗. Maintenant, nous posons V (n)(x, y, t) =
w(n+1)(x, y, t)− w(n)(x, y, t), on obtient alors le nouveau problème suivant

∂β+1
0t V (n) − 1

x

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
− 1

x

∂2V (n)

∂y2
= β(n−1) (x, y, t) , (3.24)

V (n)(x, y, 0) = 0, V
(n)
t (x, y, 0) = 0, (3.25)

V (n)(c, y, t) = 0, V (n)
y (x, d, t) = 0, (3.26)∫ c

0

xV (n)(x, y, t)dx = 0,

∫ d

0

V (n)(x, y, t)dy = 0, (3.27)

où

β(n−1) (x, y, t) = G
(
x, y, t, w(n), w(n)

x , w(n)
y

)
−G

(
x, y, t, w(n−1), w(n−1)

x , w(n−1)
y

)
.

Lemme 3.2.1. Supposons que la condition (3.11) est vérifiée, alors pour le
problème fractionnaire linéaire (3.24)-(3.27), nous avons l’estimation a priori
suivante :

‖V (n)‖V 1
p (D) ≤ K‖V (n−1)‖V 1

p (D), (3.28)

où K = C4T est une constante positive .

Démonstration. En prenant le produit scalaire dans L2
p(Ω), de l’équation

(3.24) et l’opérateur

MV = V
(n)
t −=2

y(V
(n)
t ),

on obtient(
∂β+1

0t V (n), V
(n)
t −=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)
−
(

1

x

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
, V

(n)
t −=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

−
(

1

x

∂2V (n)

∂y2
, V

(n)
t −=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

=
(
β(n−1) (x, y, t) , V

(n)
t −=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

.

(3.29)
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L’intégration par parties et la prise en compte des conditions (3.25)-(3.27),
donne (

∂β+1
0t V (n), V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

=
(
∂β0tV

(n)
t , V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

,

≥ 1

2
∂β0t‖V

(n)
t ‖2

L2
p(Ω), (3.30)

−
(
∂β+1

0t V (n),=2
y(V

(n)
t )

)
L2
p(Ω)

= −
(
∂β0tV

(n)
t ,=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

=
(
∂β0t

(
=y(V (n)

t )
)
,
(
=y(V (n)

t )
))

L2
p(Ω)

≥ 1

2
∂β0t‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω), (3.31)

−
(

1

x

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
, V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

=
(
V (n)
x , V

(n)
tx

)
L2
p(Ω)

=
1

2

∂

∂t
‖V (n)

x ‖2
L2
p(Ω), (3.32)(

1

x

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
,=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

=
(
=y(V (n)

x ),=y(V (n)
tx )

)
L2
p(Ω)

=
1

2

∂

∂t
‖=y

(
V (n)
x

)
‖2
L2
p(Ω), (3.33)

−
(

1

x

∂2V (n)

∂y2
, V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

=
(
V (n)
y , V

(n)
yt

)
L2(Ω)

=
1

2

∂

∂t
‖V (n)

y ‖2
L2(Ω),

(3.34)(
1

x

∂2V (n)

∂y2
,=2

y(V
(n)
t )

)
L2
p(Ω)

=
(
V (n), V

(n)
t

)
L2(Ω)

=
1

2

∂

∂t
‖V (n)‖2

L2(Ω),

(3.35)

(
β(n−1) (x, y, t) , V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

=
(
β(n−1), V

(n)
t

)
L2
p(Ω)

≤ ε

2
‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω) +

1

2ε
‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω). (3.36)(

β(n−1) (x, y, t) ,−=2
y(V

(n)
t )

)
L2
p(Ω)

=
(
=y
(
β(n−1)

)
,=y(V (n)

t )
)
L2
p(Ω)

≤ ε

2
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) +

1

2ε
‖=y(V (n)

t )‖2
L2
p(Ω).

(3.37)

Le remplacement de (3.30)-(3.37) dans (3.29), donne

50



1

2
∂β0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
+

1

2

∂

∂t

(
‖=y

(
V (n)
x

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

x ‖2
L2
p(Ω)

)
+

1

2

∂

∂t

(
‖V (n)‖2

L2(Ω) + ‖V (n)
y ‖2

L2(Ω)

)
≤ ε

2

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
+

1

2ε

(
‖=y(V (n)

t )‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
,

(3.38)

On prend ε = 1,
en échangeant t par τ , et l’intégration des deux côtés de (3.38) par rapport

à τ sur [0; t], la prise en compte les conditions initiales (3.25) , on trouve

Dβ−1
0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
+
(
‖=y

(
V (n)
x

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

x ‖2
L2
p(Ω)

)
+
(
‖V (n)‖2

L2(Ω) + ‖V (n)
y ‖2

L2(Ω)

)
≤
∫ t

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ

+

∫ t

0

(
‖=y(V (n)

τ )‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

τ ‖2
L2
p(Ω)

)
dτ. (3.39)

Maintenant, en omettant les deux derniers termes sur le côté gauche de
(3.39) on a

Dβ−1
0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
≤
∫ t

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ

+

∫ t

0

(
‖=y(V (n)

τ )‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

τ ‖2
L2
p(Ω)

)
dτ. (3.40)

En appliquant le lemme (1.5.3) comme suit :

y(t) =

∫ t

0

(
‖=y

(
V (n)
τ

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

τ ‖2
L2
p(Ω)

)
dτ, y(0) = 0 (3.41)

∂β0ty(t) = Dβ−1
0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
. (3.42)

De là (3.40) devient∫ t

0

(
‖=y

(
V (n)
τ

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

τ ‖2
L2
p(Ω)

)
dτ

≤ C1

(
D−β−1

0t

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

))
, (3.43)
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où
C1 = Γ (β)Eβ,β(T β). (3.44)

En combinant les inégalités (3.39) et (3.43) on obtient

Dβ−1
0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
+ ‖V (n)‖2

V 1
p (Ω)

≤ C2

(
D−β−1

0t

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
+

∫ t

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ

)
, (3.45)

où

C2 =
max {1, C1}
min

{
1, 2

cd2

} . (3.46)

En vertu de l’inégalité (1.5.4),

D−β−1
0t

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
≤ T β

Γ (β + 1)

∫ t

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ. (3.47)

L’inégalité (3.45) devient

Dβ−1
0t

(
‖=y

(
V

(n)
t

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖V (n)

t ‖2
L2
p(Ω)

)
+ ‖V (n)‖2

V 1
p (Ω)

≤ C3

(∫ t

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ

)
,

≤ C3

(∫ T

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ.

)
, (3.48)

où

C3 = C2

(
1 +

T β

Γ (β + 1)

)
. (3.49)

En omettant le premier terme du côté gauche dans (3.48), nous obtenons

‖V (n)‖2
V 1
p (Ω) ≤ C3

(∫ T

0

(
‖=y

(
β(n−1)

)
‖2
L2
p(Ω) + ‖β(n−1)‖2

L2
p(Ω)

)
dτ

)
. (3.50)

Concernant le côté droit de (3.50), nous avons ces estimations∫
D

x
(
β(n−1)

)2
dxdydt

≤ δ2

∫
D

x(|V (n−1)|+ |V (n−1)
x |+ |V (n−1)

y |)2dxdydt

≤ 3δ2
(
‖V (n−1)‖2

L2
p(D) + ‖V (n−1)

x ‖2
L2
p(D) + ‖V (n−1)

y ‖2
L2
p(D)

)
. (3.51)

52



∫
D

x
(
=y
(
β(n−1)

))2
dxdy

≤ δ2

∫
D

x(|=y
(
V (n−1)

)
|+ |=y

(
V (n−1)
x

)
|+ |=y

(
V (n−1)
y

)
|)2dxdy

≤ 3δ2
(
‖=y

(
V (n−1)

)
‖2
L2
p(D) + ‖=y

(
V (n−1)
x

)
‖2
L2
p(D) + ‖=y

(
V (n−1)
y

)
‖2
L2
p(D)

)
.

(3.52)

En considérant l’inégalité élémentaires suivante

‖=y (V )‖2
L2
p(Ω) ≤

d2

2
‖V ‖2

L2
p(Ω) ≤

cd2

2
‖V ‖2

L2(Ω). (3.53)

En combinant les inégalités (3.50),(3.51),(3.52) et (3.53) on obtient

‖V (n)‖2
V 1
p (Ω) ≤ C4‖V (n−1)‖2

V 1
p (D) (3.54)

où

C4 =

(
d2

2
+ 1

)
3C3δ

2 max {1; c} .

L’intégration des deux côtés de (3.54) par rapport à t sur l’intervalle [0, T ],
implique

‖V (n)‖V 1
p (D) ≤ K‖V (n−1)‖V 1

p (D), (3.55)

où K = C4T

Théorème 3.2.2. Supposons que la condition (3.11) est satisfaite, et si δ
assez petit, on peut avoir 0 < K < 1. Alors le problème non linéaire frac-
tionnaire (3.7)-(3.10) admet une solution faible dans V 1

p (D).

Démonstration. Il résulte de (3.55) que la série
∑∞

n=0 V
(n) converge si 0 <

K < 1. Comme V (n)(x, y, t) = w(n+1)(x, y, t)− w(n)(x, y, t), il en résulte que
la suite (w(n))n∈N définie par :

w(n)(x, y, t) =
n−1∑
k=0

V (k)(x, y, t) + w(0)(x, y, t)

=
n−1∑
k=0

(
w(k+1) − w(k)

)
+ w(0)(x, y, t), k = 0, 1, 2, .....

converge vers un élément w ∈ V 1
p (D) qui doit être prouvé qu’il est une

solution du problème (3.7)-(3.10). En d’autres termes, w doit satisfaire

A (w, v) = (=y(G),=xy(ξv))L2
p(D) , (3.56)

53



w(c, y, t) = 0, wy(x, d, t) = 0, (3.57)

pour le problème (3.23), on a :

A
(
w(n), v

)
=
(
=y
(
G
(
x, η, t, w(n−1), w(n−1)

x , w(n−1)
η

))
,=xy(ξv)

)
L2
p(D)

, (3.58)

d’où il résulte que

A
(
w(n) − w, v

)
+ A (w, v)

=
(
=y
(
G
(
x, η, t, w(n−1), w(n−1)

x , w(n−1)
η

))
−=y (G (x, η, t, w, wx, wη)) ,=xy(ξv)

)
L2
p(D)

+ (=y (G (x, η, t, w, wx, wη)) ,=xy(ξv))L2
p(D) . (3.59)

Maintenant, à partir de l’équation différentielle partielle (3.23), on a

A
(
w(n) − w, v

)
=
(
v, ∂β+1

0t =xyy
(
ξ
(
w(n) − w

)))
L2
p(D)
−
(
v,=xyy

(
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

(
w(n) − w

))))
L2
p(D)

−
(
v,=xyy

(
∂

∂η

(
∂

∂η

(
w(n) − w

))))
L2
p(D)

, (3.60)

=
(
v,=xyy

(
ξG
(
ξ, η, t,

(
w(n−1) − w

)
,
(
w

(n−1)
ξ − wξ

)
,
(
w(n−1)
η − wη

))))
L2
p(D)

.

L’application du lemme(1.4.6) au premier terme de la partie droite de (3.60),
et l’intégration par parties de chaque terme du côté droit de (3.60), et l’uti-
lisation de conditions(3.12)-(3.14) sur v et w, impliquent

A
(
w(n) − w, v

)
= −

(
=y(w(n) − w), ∂β+1

tT =xy (ξv)
)
L2
p(D)

+
(
=y(w(n)

x − wx), x=y(v)
)
L2
p(D)

+
(
w(n) − w,=x(ξv)

)
L2(D)

. (3.61)

Nous appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux termes du côté droit de
(3.61), obtenir

−
(
=y
((
w(n) − w

))
, ∂β+1

tT =xy(ξv)
)
L2
p(D)

≤ d√
2

∥∥∥∂β+1
tT =xy(ξv)

∥∥∥
L2
p(D)

∥∥w(n) − w
∥∥
L2
p(D)

,

≤ dc√
2

∥∥w(n) − w
∥∥
L2(D)

∥∥∥∂β+1
tT =xy(ξv)

∥∥∥
L2
p(D)

, (3.62)(
=y(w(n)

x − wx), x=y(v)
)
L2
p(D)
≤
∥∥=y(w(n)

x − wx)
∥∥
L2
p(D)
‖x=y(v)‖L2

p(D) ,

(3.63)(
w(n) − w,=x(ξv)

)
L2(D)

≤
∥∥w(n) − w

∥∥
L2(D)

‖=x(ξv)‖L2(D) . (3.64)
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Le remplacement de (3.62)-(3.64) dans (3.61), donne ensuite

A
(
w(n) − w, v

)
≤ C

∥∥w(n) − w
∥∥
V 1
p (D)

(∥∥∥∂β+1
tT =xy(ξv)

∥∥∥
L2
p(D)

+ ‖x=y(v)‖L2
p(D) + ‖=x(ξv)‖L2(D)

)
,

(3.65)

où

C = max

(
d√
2
,
dc√

2
, 1

)
.

De l’autre côté de (3.59), nous avons(
=y
(
G
(
x, η, t, w(n−1), w(n−1)

x , w(n−1)
η

))
−=y (G (x, η, t, w, wx, wη)) ,=xy(ξv)

)
L2
p(D)

≤ 3d2

2
δmax (1, c)

∥∥w(n−1) − w
∥∥
V 1
p (D)
‖=xy(ξv)‖L2

p(D) . (3.66)

Prendre en compte (3.66) et (3.65), et passant à la limite dans (3.59) quand
n −→∞, on obtient

A (w, v) = (=y (G (x, η, t, w, wx, wη)) ,=xy(ξv))L2
p(D) , (3.67)

Pour conclure ce problème (3.7)-(3.10) admet une solution faible, nous devons
démontrer que les conditions (3.9) sont satisfaites. Comme w ∈ V 1

p (D), puis∫ t
0
wy(x, y, s)ds ∈ C(D) et

∫ t
0
w(x, y, s)ds ∈ C(D) , nous concluons que :

w(c, y, t) = 0, wy(x, d, t) = 0 , p.p.

Il reste maintenant à prouver l’unicité de la solution du problème (3.7)-
(3.10).

3.3 Unicité de la solution

Théorème 3.3.1. Si la condition (3.11) est satisfaite, et si δ assez petit, on
peut avoir 0 < K < 1. Alors la solution du problème (3.7)-(3.10) est unique.

Démonstration. Soit w1, w2 ∈ V 1
p (D) deux solutions de (3.7)-(3.10) , posons :

V = w1 − w2 ∈ V 1
p (D) elle satisfait

∂β+1
0t V − 1

x

∂

∂x

(
x
∂V

∂x

)
− 1

x

∂2V

∂y2
= β (x, y, t) , (3.68)

V (x, y, 0) = 0, Vt(x, y, 0) = 0, (3.69)

V (c, y, t) = 0, Vy(x, d, t) = 0, (3.70)∫ c

0

xV (x, y, t)dx = 0,

∫ d

0

V (x, y, t)dy = 0. (3.71)

55



où

β (x, y, t) = G

(
x, y, t, w1,

∂w1

∂x
,
∂w1

∂y

)
−G

(
x, y, t, w2,

∂w2

∂x
,
∂w2

∂y

)
.

En suivant la même procédure que pour prouver le lemme(3.2.1), nous obte-
nons

‖V ‖V 1
p (D) ≤ K‖V ‖V 1

p (D), (3.72)

où K est la même constante que dans le lemme(3.2.1). Comme 0 < K < 1,
on déduit de (3.72) cette

(1−K)‖V ‖V 1
p (D) = 0,

ce qui implique que V = w1 − w2 = 0, et donc w1 = w2 ∈ V 1
p (D). Ce qui

achève la démonstration du théorème (3.3.1).
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Chapitre 4

Conclusion

Dans ce travail on s’intéresse aux problèmes non locaux pour des équations
intégro-différentielles, les conditions non locales sont des types intégraux.
On a développé la méthode des inégalités d’énergie pour des problèmes très
compliqués, ou, on a appliqué la méthode des inégalités d’énergie pour un
problème fractionnaire bidimensionnel, les conditions de problème sont des
conditions intégrales (non local) et classiques (Neumann et Dirichlet).

Le bien posé des équations intégro-différentiells est prouvé. la méthode des
inégalités d’énergie a été appliquée avec succès à un problème d’ordre frac-
tionnaire, tel que l’opérateur fractionnaire est au sens de Caputo. L’existence
et l’unicité d’une solution des problèmes intégro-différentiels sont trouvées.
où la solvabilité des problèmes a été prouvée, et l’existence d’une solution
faible pour des problèmes non linéaires.

Il existe d’autres méthodes pour étudier les problèmes d’existence de so-
lution pour les problèmes fractionnaires, par exemple, nous mentionnons ;
Théorème du point fixe de Schauder (voir [57]). Cette théorie repose sur
quatre étapes et plus de conditions ( complètement continue, relativement
compacte, convexe..). De plus, les conditions aux limites pour la plupart des
problèmes étudiés sont classiques (Neumann), La même chose à propos du
théorème de Lax-Milgram (voir [63]), contrairement à la méthode d’inégalité
d’énergie, qui est appliquée avec différentes conditions aux limites, et moins
de conditions sur les espaces fonctionnelles. C’est ce qui lui donne l’efficacité
et la préférence.

Quelques méthodes numériques ont été évoquées pour résoudre les problèmes
étudiés. La première est la transformation de Laplace et l’utilisation de sa
transformation inverse pour obtenir la solution numérique. Le deuxième outil
est la méthode de perturbation de l’homotopie avec la transformée de Laplace
(LT- HPM), aussi la méthode d’itération variationnelle ou La décomposition
d’Adomian.
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Il est important de noter une foisencore qu’il n’existe pas encore de théorie
générale pour les problèmes non locaux semblables à ceux des problèmes
conventionnels. Cela est dû à la nouveauté relative de ce thème d’une part et
à la complexité des questions qu’il soulève d’autre part. Chaque problème
nécessite alors un traitement spécifique, qui souligne l’actualité du sujet
abordé dans cette thèse. Il est rapporté que de nombreux problèmes intéressants
pour mieux enrichir cette étude restent ouverts.
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