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NoTaTions eT convenTions

Dans toute la suite de cette these, nous utiliserons les conventions suivantes :
> les indices latins ( i, j, k, ...) varient de 1 a 3.
> les indices grecs (a, 6, y, A, i, ... ) varient de 1a 2.
> les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées
avec des 1indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices
mférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisee.
Tuvi= =
> u =u(u;} vecteur de composantes u;.
>u.v = uv; produit scalaire euclidien.
>n normale unitaire extérieure.
>un = u.n la composante normale du déplacement.
>u = (ur, un), ur la composante tangentielle du déplacement.
>oy = (o(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

>o(u)n = (or, on), or la composante tangentielle du vecteur o(u)n.

>0iuj = %—‘: dérivée de u; par rapport a x..

>divo(u) = 0,0e; divergence du tenseur o(u).
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>|u| = wu.u norme vectorielle euclidienne.
>A = (Ajji) - tenseur de rigidité d’ordre 4 .
>D(Q) : I’espace des fonctions testes. Q domaine ( ouvert borné connexe de frontiere
Lipshitzienne) de R>.
>w : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipshitzienne)de R?.
>8S : la surface moyenne de Q.
> (a1, ay, a3) : (resp. (@', a? a®)) base covariante (resp. contravariante ) associée a la
surface moyenne S.
>(g1, g2, g3) : (resp. (g%, g% g°)) base covariante (resp. contravariante ) associée a Q.
>aa8, bas : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure
associees a S.
> gj : (resp.g”) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique
associées a Q.
> S designe une surface dans 1’espace Euclidien habituel.
> IV, désignent les symboles de Christoffel.
> [ désigne une partie de la frontiére de mesure non nulle.
> le triplet (@, @% @®) forme la base contravariante en tout point de S.
> C(Q) espace des fonctions continues définies sur Q.
> C“(Q), k > 0 espace des fonctions continues définies sur Q, dont les
dérivées partielles d’ordres < k sont continues .
C* (Q) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q
D (Q) : espace des fonctions de €= (Q) a support compact.
D’ : I’espace des distributions.
~: la convergence faible.
H° (Q) : espace de Sobolev d’ordre s.
b(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.
a(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire.

€ : I’épaisseur ou le rapport de 1’épaisseur a une autre dimension de la coque

vV V. V. V V V V VvV V

M3 : ensemble des matrices d’ordre 3.
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>M3 ={A € M?, detA > 0}.

> S? : ensemble des matrices symétriques d’ordre 3.

>S? : ensemble des matrices symétriques définie-positive d’ordre 3.
>0?3: ensemble des matrices orthogonales d’ordre 3.

> O2={R € O’ detR = 1}.




0.1. INTRODUCTION

InTRodUcTIOn généRaLE

INnTRODUCTION

Le contact unilatéral des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte
mecanique souvent rencontrée en modelisation. La formulation de ce probleme (sans frot-
tement) a été décrite par Signorini [15] que Fichera [4] a fait I’analyse de ce probleme.

Ensuite, viennent les travaux de G.Duvaut et J.L.Lions [?] qui ont rajoute le frottement
aux problemes de contact et ils ont pu écrire ce probleme sous forme d’un probleme de
minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas d’un frottement de Tresca (i.e.avec
un seuil de frottement fixe qui ne dépend pas de la contrainte normale). Dans [].

Le premier résultat d’existence de solutions pour le probléme de Signorini avec frotte-
ment a été établi au début des années 80. Necas, JarSek et Haslinger [ 12] ont prouvé un
résultat d’existence pour une barre ¢lastique en dimension deux sous la condition d’un
coefficient de frottement assez petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par
Jarusek [7] , Kato [¢] , Eck et Jarusek [*]. Récement, R. Hassani, P.Hild et IIonescu [0]
ont trouvé des conditions de non unicité des solutions.

Récemment, Y.Renard [| 3] a donné un critére d’unicité de solution pour le probléme de
contact avec frottement. Ce résultat est tres important pour la recherche de solutions

multiples.




o0.1. INTRODUCTION

— On désigne par structures minces , les corps solides dont ’une des dimensions
(I’épaisseur, le diametre) est petite devant les autres. Ce sont les plaques, les
coques, les barres, les filaments.... En 2002 ;J.C.Paumier[!!] réalise une modeli-
sation asymptotique d’un probléme de contact unilatéral d’une plaque mince en-
castrée, de modele de Kirchhoff-I.ove, contre un obstacle rigide
ou 1l a prouveé que ce probléme tridimensionnel avec frottement tend vers un pro-
bleme bidimensionnel sans frottement . En 2010 ; Léger et Miara [Y] ont étudié
pour les coques peu profonde en élasticité lineaire sans frottement par 1’utilisation
de la méthode de convergence.

— Bensayah, Chacha et Ghezal on généralisé les résultats de Paumier
aussi les travaux sur ’approche asymptotique par la méthode de convergence
pour le contact unilatéral des coques minces membrananes elliptiques et flexurales
Rodrigues-Aros [14]

Miara

IL’objectif de cette thése est d’étudier

la modélisation asymptotique du probléme de Signorini des coques Flexurale lin¢aire-
ment ¢lastiques homogénes dans le cas avec frottement

Le premier chapitre concerne 1’analyse asymptotique du probléme de Signorini sans
frottement pour une coque minc homogene et isotrope. On commence d’abord par la mise
en équation du probleme ainsi sa formulation variationnelle. En suite, on procede a I’ap-
plication du processus de I’analyse asymptotique comme suivant :
e Mise a 1’échelle du domaine .
e Mise a I’échelle des inconnues et forces appliquées.
e Développements asymptotiques des inconnues

e Identification des problémes aux ordres successifs.

Le deuxieme chapitre concerne :

1. la méthode des développements asymptotiques formelles dans le cas avec frottement

de Coulomb
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2. Ensuite , on a validé ce résultat a I’aide de la méthode de convergence .




ModéLisaTion asYMPTOTIQUE DU
PRODLEME DE SIgnoRInl D’Une COqUE
mince LInéaRrisee

INnTRODUCTION

Ce chapitre est divisé en trois sections. La premiere section comporte la géomeétrie des
coques minces. Dans la deuxiéme section, on part du probléme classique formulé en coor-
données cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les
coques, on reformule le probléme variationnel en coordonnées curvilignes et ceci dans le

cas avec frottement.

1.1 DESCRIPTION DE LA gEOMETRIE D’UNE COqUE MINCE

On considére un ouvert Qf = wx] — g, +g[, € > 0 de frontiére = Soit ¥¢ : w —— R?

une fonction de classe C>. © une application suffisamment réguliére dans O dans R*.On




1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

définit une coque comime étant un corps ¢lastique tridimensionnel dont la configuration de
référence est Q°F = 0(Q%) ot O(x¢) = #(x1, x2) + Xx°g3(x1, x2) pour tout x* = (x1, X2, X°) €
Q" et o est le vecteur unitaire normal 4 la surface moyenne & = ©%(@) de la coque , pour
g assez petit, ’application @ : Q -— ° _ est un C’-difféomorphisme (voir [?]) et on
0 (Q)

suppose aussi qu’elle préserve 1’orientation, i.e det V*O(x®) > 0, Vx° € Q.

On suppose que Q est occupé par un corps linéairement ¢€lastique, homogene et isotrope.
Dans sa configuration naturelle : une coque d’épaisseur 2e dont les constantes de Lamé

sont notées par A > 0, u > 0 et sont supposées indépendantes de €. On suppose que la
coque en question est soumise a des forces volumiques de densité f‘ € (LZ(E)E)P, sa face
inférieure % = G)E(Ff_) soumise a des forces surfaciques de densité he € (Lz(xﬁf_))3 sa
face latérale est encastrée uniquement sur ©%(yo x [—¢, €]) qui est une partie non vide de
F‘g = ©¢(Iy) représentant sa face latérale totale. On suppose aussi que cette coque entre
en contact unilatéral sur sa face supérieure F‘Z = @%(I* ) contre une fondation rigide ou
(@f = 0) est la fonction d’mterstice définie sur Fﬂr et qui désigne la distance entre la face
sup¢rieure et la fondation rigide mesurc¢e dans la direction normale. A son coefficient de

frottement. On note par I'indice T la composant tangentielle, et par I’indice N

1.2 LE CAS AVEC FROTTEMENT

Probléme classique (PA‘E. C)

Les équations d’équilibre exprimées en fonction du premier tenseur des contraintes sont




1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

Of= wx|-£, l‘.[C:IR3

Figure 1.1 — Transformation du domaine

données en coordonnées cartésiennes par

ou

X

7 (0°)

A‘U."k,e

€5 (07)

; Trouver u® telque :
B—é\aﬁf(ﬁf) :f‘ dans CF
) 85 (0°)h; = b sur T
Pe.C ﬁgzgsurl'g ; (1.1)
U, < d°,GE < 0,G5 (0%, — &) =0, sur [,
0|66 < v|6 | = 0¢ = 0 sur f<
T N T T “+

16%] < v|6° | = 36 >0, 0° = —66° sur ¢

= AUMkege (pe), (1.2)

= ASSYEN + pE (66 + 6"6/%) 1 A%, uf coefficients élastiques de Lamé ,(1.3)

1 A " " . s i o
i(dfﬁf + 0;07) composantes du tenseur de déformation linéarisé.  (1.4)

10



1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

Remarque 1.2.1

A ¥ . r - A . 4
G, présente la densité de force de pression et G, la densité des forces de frottement.

Probléme variationnel (PA". V)

En appliquant la formul de Green, on a (ﬁE.V)

i
Trouver (0F, éf) € K(f)f) x H-2 (F“"*) tel que :
(GO —0°) =0, Vo€

nlf(éa:f@ 0r — 0y + (V|G |, 05| —|8]) =0, v0f e V()

[
as(0%, 0°) = Allkege (0F)ee (0)d&e

= ey heo, i<
ki ¥
Fe0 a4 +
V(&) = (o) aqprssentr &pyostuit ge dadpditg prr( By = (41(0))

K(Q%) = {0 e VOO < d° sur T2
Probléeme variationnel (ﬁa.V) en coordonnées curvilignes

Le systeme de coordonnées cartésiennes x° = fx;) étant mal adapte a I’¢tude des

coques, on ufilise un systeme de coordonnées curvilignes x* = (x°), ou ¢ = O(xe)
Fi Ed

qui suivent de fagon plus naturelle la "géométrie” de la coque. Pour cela, on definit les

vecteur gf(x®) = 0°@%(x°) Vx* € Q°. Lorsque € est suffisamment petit, ces vecteurs sont

linéairement indépendants et forment donc une base en tout point de aQ que I’on appelle

base covariante. On peut alors construire la base contravariante formée de vecteures g/*
définis par la relation g°(x°) - ¢*°(x°) = &, et définir le tenseur métrique tridimensionnel
I ]

par ses composantes covariantes g¢ = g°g® ou contrvariantes g’¢ = g'¢g/¢.
i iJj

11



1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

On note respectivement les symboles de Christoffel et les composantes covariantes et
contravariantes du tenseur métrique par
I":if = 0:g; - gke I'élément de volume de Of(ﬁf) est \ngfdxf, ou g* = det(gi.j). On note
aussl les composantes contravariantes des forces volumiques et surfaciques respectivement
par fhf(ﬂf)@" = P50 )gs (") Yof € OF, ﬁf(kf)é"' = h"¢(x)g5(x") Vx* € (). Les
c?mposantes de chaque champs de vecteurs 0¢ = (0%) € V(f\)‘f) 501}‘[ dom1ée§ par 0° }Rf)@" =
vf_(xf)g’?s(xf), Y& = O0%(x°) € {ﬁf}‘, et on utii_ise les relations veé(x?) = 0¢(X°)[g°(x°)V ou
[g; (x°)V est la j°™ composante du vecteur g; (x°). Pour plus de détails (voir [?] et [1])
(voir figure 1.2). _
Pour toutAVE € le (}I\'E) onaly = \?Erllwg (V'-EQ""E)(%) =ViEH AT :)
On défin ¢3 dans I’espace H 2(T,) pour tout v, € (H2(I,) par @3 \/9 ) =(on°

V/
(- E w

=2 £

pour tout ¢ € (H2(F,))s = °© €

Figure 1.2 — Coordonneées curvilignes

b . - Fal r b Bt r
Alors le probléme variationnelle (P : V) en coordonnées curvilignes est formulé sous

12



1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

la forme suivante :

Trouver (u?, G*) € K(Q) x H2{r*) tel que :

] S

a“(u?, V) = LE(V) +( G, 1 §F) VVE

e - Y iNe)
Pe. Vv 3 1.6
( ) 8 { G¥F, ((v*?»— uf) \\//95; >0 VB; € K(QF) Vi L8
(G, (v —u "g) +(ANG*|(l¥|-1|y "g° =0 Vv E
ol \ S Vilats)
ifkl € pE \[—
..r EA} ekm Ve dea Aijkp‘,E - A if, € gkl E ik, & il E ile k&
as(us, ve) = (v¥) gedx, = Ag"cg™c + u(g™cg"c + g"°g")
€ig (ve) = _2( illj + vE-uf)’ V?uj i OFVE — [HEyk

LE(VE)z'rDEf;EV“;‘- g?dx‘g-f re hi’EVj gfdrf

V(Qf) ={vc = (vv) e H(Q?%),v* =0 on r"j
K(Q?) = {vc e V(Q*)/v§ = d® onl"}, d° = d°

Passage a un domaine de référence

On deéfinit 'ouvert Q = wx]-1, +1[. Atoutpoint X = (x1, X2, €x3) de QF = wx]—¢, +&|,
on associe le point x = (x1, X2, X3) de Q par x° = xq et x5 = &xa.
On définit les ensembles suivants :
MN=yx[-1,+1], NTo=pox[=1+1]et N = w x {£1}.

On note x = (x;) un point de Q et on pose 9= ° .

“O%;
d’ou : 8% = 9, et 0 = 10s.
a 3 8

A toute fonction k* définie sur QF, on associe la fonction “mise al’échelle” définie sur Q par

Ke(x®) = k(e)(x), xX* €Q5, x€EQ.

On deéfinit ainsi les fonctions :

A=A, pr=p, gi(xf) =gle)(x) , d°(x*) =d(e)(x)
us(x®) = uie)(x), v(x7) =vi(x), f<(x7) = fi(€)(x), pour tout x* = 1t°(x) € Q=

h"&(x®) = hi(g)(x), A .5(x*) = AT¥(g)(x) pour x* ET*_et x € T

13



1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

G*¢(x¢) = €G3(g)(x) pour x* ETEetx €T,
efi; (V) (x°) = einj(e, v(€))(x) = eaj(g; v)(x), T (g)(x) = Tve(x°), Vx¢ € QF et x € Q.

Alors, le probléme variationnel P¥(Q°) (??) se reformule sur le domaine fixe comme suit :

== 3

. fﬂ Trouver (u(e), G(g)) € K(Q) x (H 2_( r.)) telque:
plaq)  AMElente uese) SR B FIRE A TveV@)
, (Gr (€L v —ule) = lvr —urfen) giey + (Al 1=r g g iy 5
YvEeV(Q) (1.7)
tels que :
I 4 J 4
L(v) = flle)x)v gteydx+=  g'(e)(x)v  gfe)dl
€

eijg, v) = E(Vﬂu(s) + vjii(€))
viij(g, v) = dvi - * F)Vk

V(Q) ={v=(v) e HYQ) ,v=0 sur o}

K(Q)={veV(Q)/vs=d}, d=d°

14



1.2. LE CAS AVEC FROTTEMENT

Ox)ee’)

2¢€
)

Figure 1.3 — Transformation en domaine indépendant de €.

Etude asymptotique

On montre que le premier terme du d’eveloppement asymptotique est solution d’un
probléme bi-dimensionnel.

On voit que la forme du probléme P (g, Q) permet d’appliquer la méthode des d’évelop-
pements asymptotiques formels. On suppose a priori que u(e) admet un d’éveloppement

asymptotique, de la forme :
ule) = u® +elut + 22 + ... avec u® € K(Q), v € HY(Q),g=1,2,... etu® 0 (1.8)
Gl(e) = €2G" 2 + e 'G" ! + G'° + G + £2G"? +. .. (1.9

avec

Gk eH2r k=-2-1,0,12...

15
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Title: Modeling the Signorini problem with Coulomb's friction of thin
shells

key words :

classic problem

Variable problem

A variable problem in the curvature of the coordinates
Move to a reference field

Approach Study

Formal Coupled Flexion Membrane Models

Study of the convergence of solving the problem of gradual change
Summary :

The aim of this work is to transform an object that has no definite two-dimensional shape
into a three-dimensional object



Titre : Modélisation du probléme de Signorini avec le frottement de
Coulomb de coques minces

les mots clés :

probléme classique

Probleme variable

Un probléme variable dans la courbure des coordonnées
Se déplacer vers un champ de référence

Etude d'approche

Modeéles formels de membrane de flexion couplée

Etude de la convergence de la résolution du probléme du changement graduel
Sommaire :

Le but de ce travail est de transformer un objet qui n'a pas de forme bidimensionnelle
définie en un objet tridimensionnel



