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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’estimation de la moyenne u
d’une loi normal multidimensionelle par des estimateurs a rétrécisseurs
déduites de [’estimateur usuel X.

En 1956, Stein a anoncé inadmaissibilité de l’estimateur usuel X. En 1961,
James et Stein ont introduit la classe des estimateurs de la forme

52(X) = (1 - a—— )X, Va € TR..
X2

qui est une classe des estimateurs biaisés, mais a un risque quadratique
inférieur a celui de ['estimateur usuel X.
Notre travail se décompose en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques préliminaires sur les
vecteurs aléatoire, vecteurs gaussien et les notions de base de [’estimation
parametrique.
Dans le deuxieme chapitre, nous préséntons la distribution de khi-deux
centré, décentré et tous ses proprietés.
Le troisieme chapitre est consacré aux applications, notamment le calcul
de risque quadratique de [’estimateur usuel et [’estimateur de type James-
Stien. Finalement, nous déduisons le meilleur estimateur dans la classe
des estimateurs de type James-Stien d,, il s’appelle estimateur primitif de
James-Stien 0.



chapitre 1
Préeliminaire

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des définitions et des
notations ainsi dintroduire des résultats fondamentaux qui seront utilisées
plus tard.

1.1 Vecteur aléatoire

1.1.1 Variable aléatoire continue

Définition 1.1 Soit (12, A, P) probabilite. X est dit une variable aléatoire
réelle si elle est une application mesurable sur (IR, B(IR)) c-da-d

X YB)c A, ¥B¢< B(IR).
Définition 1.2 Soit (§2, A, P) un espace de probabilite. Une variable aléatoire
X:?— Dx CIR

est dite variable aléatoire continue si son support Dx est un intervalle ou
bien réunion dintervalles.

Exemple 1.1 On désigne par Y :"le temps d’attent avant larrivée du
prochain bus “, donc'Y est une variable continue de support [0,1min].

Remarque 1.1 Dans ce qui suit on vas travailler uniquement avec les
variables aléatoires continues donc on vas dire brievement une variable
aléatoire
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Densité de probabilité d’une variable aléatoire

Définition 1.3 Une fonction réelle positive est dite densité de probabilité

ou bien densité si
+oo

f(z)dx = 1.

Définition 1.4 La variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f ou

bien la variable aléatoire réelle X a pour densité la fonction f st pour tout
intervalle I de IR

P(X €)= P(X"Y(I)) = / f(@)da.
I
Dans ce cas le support de X est l’ensemble
Dx ={rxeIR: f(x) > 0}.

Exemple 1.2 La fonction f(z) = est une densité de probabilité

(1 + 2?)
d’une variable aléatoire X de support Dx = IR. En effet :

+Oof(x) dr = /Jroo;da:

_ w (14 2?)
1 [T 1
_ _/ LA
TJ) o (142?)
1 7 T
_ +oo:_ Y _
= 7Tarctan(x)]_oo 7T(2 ( 2)) 1
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Valeur moyenne ou espérance mathématique d’une variable aléatoire

Définition 1.5 Soit X une variable aléatoire réelle de support Dy et de
fonction de densité f. On dit que X est P— intégrable st

/_:O 2] dPx(w) = /_:O 2| f(2) dz = /Dx |z| f(z) dr < +o0.

Dans ce cas on dit que X posséde une espérance mathématique (notée
E(X)) ou bien une moyenne (notée u) égale a

w=500= [ arwe= |

00 D

xf(x)dx.

Siu=FE(X)=0 alors X est dite une variable aléatoire réelle centré.

Exemple 1.3 Soit X a pour densité de probabilité f(x) = Aexp T 400

alors
400 400 +00
/ || f(x)dx :/ 2| Aexp ™ dx :/ Az exp ™ da.
—00 0 0

En utilisant lintégration par partie une fois on trouve,

+00 1
| lel sy =5

d’ou X posséde une espérance mathématique

+00 1
E(X):/ a:f(:r:)dx:X.
Propriété 1.1 Soit X une variable aléatoire réelle de support Dx de fonc-
tion de densité f d’espérance E(X). Pour tous réels a,b on a

— i) E(aX +b) =aE(X) +b.

— i) E(a) = a.
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Variance d’une variable aléatoire

Définition 1.6 Soit X une vartable aléatoire de support Dx et de fonc-
tion de densité f. On dit que X posséde un moment d’ordre k noté E(X") (k €
N*) si

BOXP) = [ el fo) de - [ lalt fwydo < 4.

Dans ce cas

E(Xk):/+ooxkf(x)da::/ a* f(x)de.

00 Dx
Définition 1.7 Soit X une variable aléatoire de de support Dx et de
fonction de densité f. Si X posséde un moment d’ordre deuz (i.e. E(|X|* <
+00) alors la variance de la variable aléatoire X, notée Var(X) ou bien
o2 est donnée par :

Var(X) = E[(X — E(X)))] e IR".

La quantité \/Var(X) ( ou bien o ) est appelée l’écart quadratique moyen
ou l’écart type de la variable aléatoire X .
Lorsque Var(X) =1, on dit que X une variable aléatoire réduite.

Proposition 1.1 Soit X une variable aléatoire de de support Dx et de
fonction de densité f, alors

1. Var(X) = B(X?) — [E (X))
2. Var(aX +b) = a*Var(aX +b), Va,b e IR.
3. Var(a) =0, Va € IR.

Preuve 1.1 1. On a
Var(X) = E (X — E(X))’
-y <X2 _OXE(X)+[E (X)]z) .
D’apreés de la Propriété [1.1] ceci nous donne
Var(X) = E(X?) — 2B (XE (X)) + E ([E (X)]2>
= B (X?) — 2B (X) E(X) + [E (X)]*
= B(X*) = [B(X)].
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2. D’apres ce qui précede on a
Var(aX +b) = E (aX +b)* — [E (aX + b)]?
= F (a®X? + 2abX + %) — (aE (X) +b)°
= E (a®X? + 2abX + V%) — <a2 [E (X)) + 2abE (X) + b2) .
En utilisant la Propriété[1.1] on trouve
Var(aX +b) = a’E (X?) + 2abE (X) + V* — a*[E (X)]* — 2abE (X) — b?
= ¢ (E (X2) - [E (X)]2)
= a*Var(X).

3. D’aprés la définition de la variance et i) de la Propriété[1.1) on obtient

Var(a) = E (a — E(a))’ = E(a —a)® = E(0) = 0.

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire

Définition 1.8 Soit X une variable aléatoire de de support Dyx et de
fonction de densité f. On appelle fonction caractéristique de la variable
aléatoire X la fonction px définie par :

v, IR — C
t— @, (t) = E(eh),

donc

eat)= [ en@de= [ s

o0 DX

ot i est le nombre compleze qui vérifie i2 = 1.

Proposition 1.2 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction
caractéristique px. Alors

i) pour tout t € IR : |px (t)| < 1.
i) px(0) = 1.

iii) pour tout t € IR : px(—t) = px (t) (ot @x (—t) est le conjugué du
nombre compleze px(t) ).
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w) pour tout réels a,b: x4y (t) = ex (at),Vt € IR.

v) px est continue sur IR.

Théoréme 1.1 Sty estla fonction caractéristique d’une variable aléatoire
X et st px est intégrable sur IR i.e

400
/ x| dr < 400

o

alors la variable aléatoire X admet une densité de probabilté définie par

1 +oo .

fx(z) = —/ e "oy (t)dt, Vo € IR.
27 J_ o

Exemple 1.4 Si X est une variable aléatoire réelle de fonction

caractéristique ox(t) = e " alors sa fonction de densité est

1
fX(SU) = W,VI c IR.

En effet .
frlw) =5 [ e ox(b

o) .
1 .

= — [ e7te It
2m

1 r 0 ) +00 )
— / e—zxt+tdt 4 / e—mt—tdt
2T lJ -0 0

1 T e(i-ia)t ]0 _—(14iz)t 0
o

2m [ (1 —ix 1+az) |
]
2 (1 —ix) (1 +dz)

I (1+idz) + (1 —ix) 1

o1 (1—im)(14iz)  w(l+a?)
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1.1.2 Vecteur aléatoire
X1
Définition 1.9 Un vecteur aléatoire X = : est une application
X,
mesurable sur (IR®, B(IRF)) ot toutes les coordonnées du vecteur X sont
des variables aléatoires réelles.

Définition 1.10 Soit X un vecteur aléatoire tel que, pour tout j € {1, ..., k},
la variable aléatoire X; est P-intégrable. L’espérance de X est le vecteur

E(X1)
B(X) =

E (Xk)
On dit que le vecteur aléatoire X est centré si E(X) est le vecteur nul dans

R”.

Définition 1.11 Soient X et Y deux variables aléatoires, on dit que X
et Y sont independants st et seulement si

E(XY) = E(X)E(Y).

Définition 1.12 La covariance de deuz variables aléatoires X et Y, notée
Cov(X,Y), égale a

Cov(X,Y) = B((X — E(X)(Y — E(Y))).
Proposition 1.3
1) Cov(X,X)=Var(X)
2) Cov(X,Y)=FEXY)—-EX)EY)
3) Si X etY sont independants = Cov(X,Y) =0
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Preuve 1.2
1)
Cou(X,X)=FE[(X - EX))(X — E(X))]
= B[(X - B(X))’]
= Var(X)
2)
Cou(X,Y)=E[(X — E(X)(Y — E(Y))]
= FE[(XY)-XEY)-YEX)+ EX)E(Y)]
=FEXY)-FEX)EY)-EY)EX)+ EX)E(Y)
= FE(XY) - EX)E(Y).

3) D’aprés 2) on a
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

et comme X et'Y sont independants alors E(XY)
nous donne

E(X)E(Y) ce qui

Cov(X,Y) = E(X)(Y) — E(X)E(Y) = 0.

Remarque 1.2 Le sens réciproque de la propriété 3) est faux. Voici un
contre exemple.

Exemple 1.5 o Soit X une variable aléatoire centré (i.e. E(X)=0) et soit
e une variable aléatoire de los

Pe=1)=Ple = —1) = -

Supposons que X et € soient des variables aléatoires indépendants. On pose
Y =¢eX.0OnaCov(X,Y)=0.
En effet la covariance est égale a

Cov(X,Y)=EXY)—-EX)E(Y)=EXY) (carE(X)=0)
= B(X?%) = E(X»)E(¢)
=0 (car E(e) =0).
Or |Y| = |e| | X| = |X]| donc les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendants.
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La variance d’un vecteur aléatoire

Définition 1.13 Soit X un vecteur aléatoire dont toutes les coordonnées
sont des variables réelles L? integrable. La variance de X est une matrice
(noté Var(X) ou Xx) constituée des éléments

Cov(X;, X;) = E((Xi — E(X;))(X; — E(Xj)))
= E(X)Y;) - E(X,)E(Y;),V1<i,j<k.

La matrice YXx est appelée matrice de covariance de X. Elle peut aussi
s’exprimer de la facon suivante :

Sy = B(XX") — E(X)E(X)".

Exemple 1.6 Soit X = (X

1 , .
un vecteur aléatoire.
Xy

«  [(Cov(Xy,X1) Cou(Xy,Xs)
VGT(X) - ZX o (CO’U(XQ,Xl) COU(X27X2) .

D’aprés 1) de la propostion cect nous donne

_ B Var(X1) Cov(Xy, X5)
Var(X) = Yx = (CO'U(XQ, X1)  Var(Xs) )

et si les variables sont indépendants alors d’aprés 2) de la propostion ,
on a

Var(X) = Sy = (VW(Xl) 0 )

0 Var(Xs)

Proposition 1.4 Soit X =(X1,..., X}.)" un vecteur aléatoire ot les X; sont
indépendants alors Var(X) est diagonale et égale a

Var(X1) 0 .. 0
Var(X) =Xy ==
0 e o Var(Xy)

Propriété 1.2 e Soit X un vecteur aléatoire et soient BE IRP et A une
matrice (px k). On pose Y = AX+ B une transformation affine. Le vecteur
aléatoire Y wvérifie
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1) E(Y)=AE(X) + B.
2) Var(Y) = AVar(X)A".

Définition 1.14 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires L* intégrable.
On suppose que X et Y sont respectivement & valeur dans IRF et IRP. La
covariance entre les vecteurs X etY est la matrice constituée des éléments
Cov(X;,Y;) pouri=1,.. ketj=1,.,p.

Proposition 1.5 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires.

i) Si X et'Y sont indépendants alors Cov(X,Y) = 0. la réciproque est
fausse

X
it)Posons Z:(Y). Sa matrice de covariance est donnée par
Var(X) Cov(X,Y)
Cou(Y,X) Var(Y)
iii) Si X et'Y sont des vecteurs de méme dimension alors

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)+ Cov(X,Y) + Cov(Y, X)

Définition 1.15 Soit X un vecteur aléatoire. Sa fonction caractéristique
est définie par

Oy (u) = E(eX) = B(e! Zim W) vy € IR,

le résultat suwivant assure que la loi d’un vecteur aléatoire est déterminée
par sa fonction caractéristique.

Théoréeme 1.2 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires. On note ®x et
Oy leurs fonctions caractéristiques. Si fonction ®x = Py alors X et Y
admettent la méme loi.

Propriété 1.3 Soit X = (X, ...., Xi) un vecteur aléatoire .
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i) S1Y est une transformation affine du vecteur X c’est a direY = AX+B
avec B € IR? et A une matrice (p X k), alors les fonctions caractéristiques
de X etY sont lices par la relation suivante

By (v) = e Bdy(A)

pour tout v € IRP.

it) Les variables aléatoires (Xq, ...., Xi) sont independants si et seulement
5%

k
H (uy) Yu = (ur,..., ).

Preuve 1.3
i)
Dy (v) = E(e"Y)
_ B ( eivt(AX+B)>
_ eivtBE(eivt(AX)>

= " BPy(Al).

ii) [=>] Supposons que les coordonnées de X sont independants. Pour tout
ueRF ona

Oy (u) = E (eizﬁ_lujxj> _ HE (%) = ﬁ@Xﬂ (u;)

j=1

[<=] Réciproquement, pour tout u € R*, on a

k
mzﬂqu.

Alors, on a, pour tout u € R

k
/ i 19N d Py, x (T, @ H/ e""idPx (z;)

7j=1
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k
_ / ¢ Zia X T dPy, (2;)

j=1
L’unicité de la fonction caractéristique (voir Théoréme implique que la

loi du vecteur X est la mésure produit, d’ou ['indépendance des coordonnées
du X.
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1.2 Vecteur gaussien

1.2.1 Variable gaussien

Définition 1.16 Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X est
une variable aléatoire gaussienne de paramétres (u,0?) avec p € IR et
o € IR% (on note X ~ N(u,0°)) si et seulement si X admet pour densité

1 1 9
r) = exp(—=——(z — :
@) = <o exp(—g 5o = )
Si X ~ N(0,1) alors X est dite variable gaussienne centré réduit ou stan-
dart.

Propriété 1.4 Soit X ~ N(u,0?). On a

o l'espérance de X : E(X) = pu.

e la variance de X : Var(X) = o>

e [a fonction caractéristique de X est égale a

t20'2

ox(t) = B(e"™) = ette™ 2,

— p

X
o Si X ~ N(u,o?) alors

e Plus généralement, on a

~ N(0,1).

aX +b~ N(ap+b,a’c?)

pour tout (a,b) € IR?.

1.2.2 Vecteur gaussien

Définition 1.17 Un vecteur aléatoire X d valeurs dans IR® est un vecteur

gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de ses coordonnées
k

est une variable aléatoire gaussienne i.e, VA; € IR, g Aj X suit une lot
J=1
gaussienne.
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Propriétés 1.1

1) Si X est vecteur gaussien alors pour tout partie {i1,...,i,} de {1,....,k},
le vecteur (X;,, .., X; ) est gaussien.

2) Soient A une matrice de dimension p X k et X un vecteur gaussien,
X ~ Ni(p,X). Le vecteur AX est un vecteur gaussien du dimension p de
plus, on a AX ~ N,(Ap, AXA").

Théoréme 1.3 Un vecteur aléatoire X & valeur dans IR® est un vecteur
gaussien si et seulement si X € L*et il admet pour fonction caractéristique

Oy(u) = e Ny e IRE
avec p = E(X) et ¥ =Var(X).
Preuve 1.4 [=] Par définition on a
Px(p) = B(¢"Y) = B(e") = &y (1)

k
ouY = E u; X;. La variable aléatoire Y est une variable aléatoire gaus-
. i=l o L
sienne puisque c’est une combinaison linéaire des coordonnées du vecteur

gaussien X. On a donc

avec

k k
=EQ) uX;)) =Y wE(X;) =u'E(X)=up.
=1 =1
et

k Eook
Var(Y) = Var(z w X;) = Z Z Cov(u; X;, u; X;)
i=1

i=1 j=1

Eook
= Z Z wu;Cov(X;, X;) = u'Var(X)u = u'Su.

i=1 j=1
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Ceci prouve que la fonction caractéristique de la forme annoncee.

[<=] Soit A' = (\1,..,\r). On pose Y = Z)‘iXi = A'X. Montrons que
i=1
Y est une variable aléatoire gaussienne. Pour tout u € IR, la fonction ca-

ractéristique de Y est donnée par

Oy (u) = F (ei“AtX> = O x(ud)
_ ei(uA)tu—%(uA)tEuA
eiuAtu—%ugAtEA.

On reconnait la fonction caractéristique de la loi gaussienne N (A, A'SA).
Donc Y est bien une variable aléatoire gaussienne.

vecteur gaussien et indépendance

Proposition 1.6 Soit X un vecteur gaussien de dimension k, de moyenne
i et de covariance Y. Les variables aléatoires (X1, .., Xj) sont
indépendants si et seulement si la matrice X est diagonale.

Preuve 1.5 Notons o;; les éléments de la matrice o.

D’apreés ) de la propriété[1.3, les variables aléatoires (Xy,..X;) sont
indépendants si seulement si.

=[] ®x (u) VueR": (1.1)
Or la fonction caractéristique de X s’écrit

Dy (u) _ eiutu—%utZu

et le terme de droite dans s’exprime comme

k k
H HeWJ“J 2“3‘71] — ezu Fe™ 223 1 ]UJJ (12)
=1

Jj=1
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k

De plus, Z u?aj’j = u'Du en prenant D la matrice diagonale construite d
j=1
partir de la diagonale de X 1.e

Ok.k

L’égalité est donc équivalente a > = D. D’ou l'indépendance des
coordonnées de X st et seulement s1 X = D.

Proposition 1.7 Soit Xun vecteur gaussien écrit de la forme (Y, Z) avec
Y € IR? et Z € IRY. Les vecteurs Y et Z sont indépendants si et seulement
st la matrice de covariance de X est diagonale par blocs c’est a dire

A Oy,
Ogp B

avec A une matrice de dimension p X p et B une matrice de dimension
qxq.

Densité d’un vecteur gaussien

Définition 1.18 Soit X ~ Ni(u, o) un vecteur gaussien alors sa densité

égale a
o) = 1 o~ He—p)' S @)

(27) 2 det(3)z

1.3 I’estimation parametrique

On commence cette partie par un exemple de [’estimation paramétrique
réel pour expliquer les notions posées.

FExemple 1.7 L’estimation du tauxr moyenne de cholestérol mesuré sur
200 femmes de 50 ans en Algerie (48 Wilayas).
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Le statisticien, pour répondre a cette question, doit avoir :
e Un modele statistique et n-échantillon

e Une estimation paramétrique

o Puis il cherche une muelleur estimation.

Modele statistique et n-échantillon

Définition 1.19 On appel modeéle statistique, la donnée d’un espace des
observations 2, d’une tribu A d’événements sur ) et d’une famille de pro-
babilités P sur l’espace propabilisable (£, A), on le note (2, A, P).

Définition 1.20 On dit qu’un modéle statistique est paramétrique s’il
existe un entier d et un sous ensemble © de IR? tels que la famille de
probabilite P puisse étre paramétrée par 0 tels que Uapplication :

©® — P
(9—>P9

est surjective . On note : P = {Pg/@ €0 C IRd}. Dans le cas contraire, on
dit que le modele est non paramétrique.

Remarque 1.3 le paramétrage n’est par forcément unique.

Exemple 1.8 Dans 'exemple[1.7, l’espace Q2 est I’Algerie, A : Wilayas et
d = 200 femmes.

Définition 1.21 e On appelle n-échantillon de la loi Py, la donnée d’un
vecteur (X1, Xo, ..., X;,) constituée de n variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d) de loi Py. Le nombre n est appelé taille
de [’échantillon.

e On appelle modéle d’échantillonnage, le modele (", A", Py™), ou A®"
est la tribu produit ( engendrée par les pavés ) sur Q" et Pg)n = F®
... ® Py est la probabilité produit sur (", A®") qui est la loi de vecteur
(X1, Xo, .., Xp).

En effet :

Un modéle d’échantillonnage est donc un modele statistique particulier ,
ou l'espace des observations est de la forme Q" muni de la tribu produit
classique et de la probabilités de la forme P9®n.
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Exzemple 1.9 Dans l’exemple :

on = 48 Wilayas.

e X, : le taux de colestérol de la 1" femme.

oew; :la j"° Wilaya.

o X;(w;) : le taux de colestérol de la i°™® femme dans la j°"¢ Wilaya.

Définition 1.22 Soit (", A", Py = Py ® ... ® Py) un modeéle
d’échantillonnage. On appelle statistique, la variable aléatoire

T(X) = T(X1,.X,) ou T est une fonction mesurable de (Q", A", Py")
vers un espace probabilisable (F, F)

T:0" — F
X — T(X)

Estimation parametrique

L’estimation parameétrique consiste a estimer ou évaluer un ou plusieurs
parametres inconnues émanant de X da partir des données (x1, Ta,..x,) qui
sont les réalisation de la variable aléatoire X (i. e. x; = X;(w)).

Définition 1.23 Soit g une application mesurable de © dans IR*. Un es-
timateur de g(0) est une fonction qui fait correspondre a chaque réalisation
possible de m-échantillon X1, Xo,.., X, de loi Py, la valeur ¢, que l'on
nomme estimation

5, = h(X1, Xo, .. X))

h:Q" — g(©)
(Xl, XQ, Xn) — h(Xl, XQ, Xn)

Remarque 1.4 St on arrive a estimer le 6 alors on peut avoir [’estimation
de n’importe quelle valeur g(0) donc on peut considérer g(0) = 0 et on peut
généraliser la valeur ailleurs.
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Définition 1.24 e Soit o, est un estimateur. Le biais de d,, est une mesure
de ’écart moyen entre &, et 0 et on le note B(6,) i. €,

®), est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramétre 0 si
E(5,) = 0.

Définition 1.25 Un estimateur 0, est asymptotiquement sans biais pour
le parametre 6 si
lim FE(5,) =146.

n—-—+0o0

Définition 1.26 On appelle variance d’un estimateur o, la valeur
Var(s,) = E(0, — E(5,))*.

Définition 1.27 On appelle risque quadratique d’un estimateur 9, par
rapport a 0 la quantité

R(6,,0) = E(5, — 0)*.
Remarque 1.5 Si 6 est un estimateur sans biais alors
R(0,,0) = E(6, — E(5,))* = Var(s,).

Moyenne, variance, moments empiriques

Définition 1.28 Soit X1, X, ...X,, un n-échantillon d’une loi connue Py,
on appelle moyenne empirique la statistique X,, définie par.

1 <&
anﬁ;jxi.

Proposition 1.8 Soient mg et op respectivement la moyenne et la va-
riance de [’échantillon X1, X, ..., X,, alors

2
E(X,) =mgy et Var(X,) = 2,
n
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Preuve 1.6

D’ou X,, est un estimateur sans biais de my.

oVar(X,) = Var(% Z X;)
= —Var ZX
=3 Z Var(X

=1
nag Jg
n? n

- 0'2
d’ou Var(X,) = -2

Définition 1.29 Soit X4,..X,, un n-échantillon d’une loi connu Py, on
appelle variance empirique la statistique SEL définie par

1=1

Proposition 1.9 La moyenne de la loi de la variance emprique de [’échantillon

Xl, XQ, Xn est
Op-

B(s2) =

n
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Preuve 1.7
1 < —
oB(SH=FE|-) (X; Xn)2]
n
=1
= EE(Z(XZ' - X,)?)
=1
1 [ —  —
= _F X2 -2X; X, + X,
DR A
1 [ n _n L
=—E|) X}-2X,> X, +an2)]
n
| =1 =1
1 ~ 9 2
=—E O X} —nX,
| =1
1 | 9 2
=—|Y E(X})-nEX,)
n
1=1
1 < 9 2
= EZE(XZ-) — E(X,)
1=1
1 < — —
= - Z(Var(Xi) + E(X)) — (Var(X,) + E(X,,)?)
=1
2 2
—1
:a§+m§—%—m§:a§—%:nn 03
—1
don B(S?) = 1252,

Remarque 1.6 on remarque que S> est un estimateur biaisé car

2
n—1 o
ag—ang#O.

E(STQL) — 09 =

D’autre part on remarque que Sfb est un estimateur asymptotiquemement
sans biais de la variance o car

n—1
o2 = o2,

lim
n—-—4oo n



26 Préliminaire

Définition 1.30 On appelle variance empirique modifiée de I’échantillon
X1, Xo, .., X, la statistique

Proposition 1.10 La moyenne de la loi de la variance empirique modifice
de [’échantillon X1, X, .., X, est

B(S2) = o},

Preuve 1.8 D’apres sa définition

n n

-~ 1 S 1 n _
52 = X, — X,)? = - X, — X,)?
e =l 7]

D

n—lﬁ,
=1
n
— S2
n—1"
alors - n n
E(S?)=FE S*) = ——F(S?
(52) = B(-—"—82) = = B(S?)
n n—1
“n—1 n % = 9%

d’ou S? est un estimateur sans biais du o,

Définition 1.31 e Soient X1, Xo, .., X,, un n-échantillon d’un loi connu
Py, on appelle moment empirique d’ordre k, la statistique M, définie par

1 n
A@:EZ?¢

e On appelle moment centré empirique d’ordre k, la statistique M, définie
par
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1.3.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 1.32 Soit un modéle statistique (£2,.A, P) ou
P = P/ € © C IR?). On appelle vraisemblance de 'observation x, la
fonction
L(z;.):© — IRy
0 — L(z:0)

ot L(x;0) représente la densité de probabilité du vecteur (X, Xo,..X,) au
point (x € IR"). Si les X; ont la densité f(x;,0) alors

L(z;0) = L(xq, ...,x,;0) = ﬁf(xz,ﬁ)
i=1

Définition 1.383 Soit Xy, Xo, ..., X,, un n-échanttillon d’un lot connu Pp.
Estimer le parameétre 0 par la méthode de vraisemblance c’est trouver quan-
tité 0, (en fonction de X1, Xo, .., X;,) qui mazimise la vraisemblance L(x;0),
0, est appellé estimateur de mazimum de vraisemblance (EMV) et on écrit

~

0, = argmax L(z1, ..., T,;0).
6O

Remarque 1.7 o L’estimation par la méthode de mazrimum de vraisem-
blance vérifie (pour © CIR) :

Oln L(xy, .., x,;0)

90 =0
0?In L(xq, .., 7,;0)
062

ce dernier systeme d’équations s’appelle [’équation de vraisemblance quand
doit la résoudre pour trouver 'EMYV.

e Dans le cas d’un estimateur vectoriel (i.e. © C IRY), Uestimation de
maximum de vraisemblance 9/,\1 est la solution du systeme d’équations

Oln L(xy, .., x,;0)

00;
0*In L(xy, .., 2,;0)

00,00,

<0

=0,Vi=1,n

<0,Vi,g=1,n
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Exemple 1.10 Soit X1, Xo, .., X,, un n-échantillon d’une loi connu Py =
B(0) Bernoulli de parameétre 0. La vraisemblance est définie par

L(z;0) = L(xy,..,x,;0 HP = 1;)
=[Jor@—o)
i=1

= PXiz1¥i(] — )" Sz ¥

Donc

In L(x;6) leln9+ n—ZazZ )In(1 —0),
U L) T 5

n L1y .09 Ly . i=1 €T; B n — i=1 xT; _

0 =0e= 1-6 0
0 — Z?:lxi_
n

De plus

I L(xy,..,xp;0) D' xm n—yw

90? R (1—0)2

qui est négative puisque les X; se trouvent dans 'ensemble {0,1} c’est -a-

dire la fonction In L(x;0) est concave. Ainsi UEMV est 0 = % = X,.



chapitre 2
La distribution depKhi-deuw centré et

décentreé

2.1 La distribution de Khi-deux centré

2.1.1 Loi Gamma

Fonction Gamma

Définition 2.1 Soit r un réel strictement positif. La fonction Gamma
noté I'(r) est lintégral généralisée

+00
[(r) :/ e “x" da.
0
Proposition 2.1 Soit r un réel strictement positif, alors
i) T(r)=(r— 1D (r—1).
ii) T'(n) = (n — 1)!, pour tout n entier naturel strictement positif.
1
iii) D(1) = 1 et T(5) = v/,

Définition 2.2 Une variable aléatoire réelle X suit la loi Gamma de pa-
rametres X et r (A > 0,r > 0) si sa fonction de densité s’écrit

A" -1
Wi ' : > )\’I"
frlo)=d TP 2V A e
0 . e F(T) 7
ST non

On notera X ~ I'y,.

Proposition 2.2 Si X suit la loi Gamma de paramétres \, r son espérance
et sa variance sont données par :

E(X) = g et Var(X)= %

29
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Preuve 2.1
+0o0o +00 2\
oF(X) = /_Oo :cfX(a:)d:c:/O xr(r)e_mxr_ldx
N /+oo .
= e a'dx.
L'(r) Jo

En utillisant le changement de variable (y = Ax,dy = A\dz), on trouve

B(X) :rA(;) /0 OOQ_y(%)rd_Ay

A
- )\F(r)/o ¢y dy
_ L(r—1) rl(r)

AD(r)  A(r) X

o[(X?) :/+OO 2% fx(v)dr = /+00 z? al e My dy
—00 0 F(T)

)\r /+OO —\z rfld
= exp “'x x.
L'(r) Jo

En utilisant le changement de variable (y = Ax,dy = Adz), on trouve

A\ +00 Y T+1dy 1 +o0
E X2 — —y (_) A —/ -y 7"—|—1d
(X%) T(r) /0 “\N) XN "), VY

_ Cir+2) rr+0)Ir) r(r+1)

A1) A2D(r) 22

d’ou
r(r+1) B (1)2 o
A2 Ao\

Var(X) = E(X?) — (BE(X))* =

La loi de Khi-deux centré

Définition 2.3 Soit X1, ..X,, une suite de variable aléatoire indépendents
et identiquement distribuées de la loi N(0,1), alors la variable aléatoire
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n
ZXZ? suit une lor Khi-deux a n degrés de liberté notée Xi et on écrit
i=1

> XP~x
1=1

Remarque 2.1 La lov Khi-deux a n degrés de liberté est la loi Gamma de

1 n
parametres A = 3 r= 5 (n € IN"), alors sa densité est donnée par

(l)% —z\ n_
flz) = F2 3 g3 Mo 400 (2).

—~
|3
~—

Leur fonction caractéristique est
o(t) = (1 —2it)= .

Moment d’ordre k

Définition 2.4 Soit U la variable aléatoire qui suit la loi Xfl- On appelle
moment d’ordre k la quantité

EU" = /O+OO uP f (u)du

ot f(u) est la densité de U définie par

Proposition 2.3 Soit U une variable aléatoire qui suit la ot X721- Alors

(5 + k)

')

EU") = 2F
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Preuve 2.2
o (D)
E(U") =/ uk 2222y 2y
0 I'(3)
l % +00 —u n
- (2)71 / uFe 2 du
I'(3) Jo
1\g  ptoo
— (2)” / w12 gy
I'(3) Jo
Le changement de variable t = —u nous donne

Corollaire 2.1

i) E(x;,) = n.
i) Var(x2) = 2n.

Preuve 2.3

i) D’aprés la proposition précédente et la proposition , on a

B(¢) = B(U) ~2- 1
== 2%F(%) =n
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it) D’aprés la proposition précédente et la proposition , on a

d’ou

Var(x2) = Var(U) = E(U?) — (E(U))? = (n+ 2)n — n* = 2n.
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2.2 La distribution de Khi-deux décentré

Définition 2.5 Soit Xq,.., X,, n variables aléatoires indépendents de la
n

loi normal N (p;,0;) alors la variable aléatoire réelle g (25?2 suit une loi
0;
i=1

de Khi-deux décentré, notée X%()\), dépend de deux parametres
on :le nombre de degrés de liberté,

o )\ = Z ,uz . appelé le parametre de décentrage.

Sa fonctzon camctemstzque est

IAU

6(1—273“)
(1 — 26u)2

¢(u) =

Définition 2.6 Soit h une fonction mesurable et U ~ x*()\). On définit
l’expression de [’espérance de h par

A
e AR

+00 —|—oo (
Z / Xn+2kdu} X

V2 -
oU Xy pop = Fn+22k’%.

Proposition 2.4 Soit U ~ x2()\), alors
i) E(U)=n+ A\,
ii) Var(U) = 2n + 4.

Preuve 2.4
i) De la définition précédente on pose h(U) = U, on obtient

e 2 (3"
Z UXn+2k du X

A
) 2( )k
_ZE Xn+2k

o[>~
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D’aprés le corollaire 2.1, on arrive

PN (64
E(U) = (n+2k) /f
k=0
+00 _A N o0 2/ M\Ek
e 2(5) 2(3)
=D g T
k=0 k=0
+00 /A\k +00 Mk
W=
= ne o + 2e Z k 1
k=0 k=0
+00 Mk +o00 M &
LR, &)
= ne e + 2e S
k=0 k=1
00 (A\k +00 A\ (k—1+1)
— % @ (2) )
O (k=1
k=0 k=1
+00 Ak +00 A\ (k—1)
_2A (2) A (2)
— ¢ <" _!+225(k;—1)v)
k=0 k=1
+00 Ak +00 Ak
P (%) (%)
= (oS )
k=0 k=0
+00 \\k
— e 3 (n+ A)( @)
k=0
\ +0oo (A)]{;
On sait que : e2 = 2—', alors
k=0
EU)=n+ A\

ii) De la définition précédente on pose h(U) =

U?, on obtient

) +00 too 6—%(A)k
E(U):Z[/O U Xn+2kdu}k—|2
k=0 '

_|_
8

T
e}

(VCLT(X121+2k) + (E(Xiwk))Z) _T
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D’aprés le corollaire on arrive a

2 — 2 67%(%)]C
E(U?) :kz:% <2(n—i—2k)—|—(n—|—2k) ) -
— 2 2 67%(%)k
:kz:; <(2n—|—n ) +4(n + 1)k + 4k ) -

On suit le méme calcul de 1), on obtient

400 Mk
E(U?) = ((Zn +n?) +4(n + 1)%) tde 2 ; k2(]2€?
+00 Mk
— ((Qn +n?) 4 4(n + 1)%) 1 de 2 kz:; k2%
400 Ak
= (@040 40+ 1)F) + 4o >k (k(Q_)l)|
- ((2n +n%) +4(n + 1)%)
\ +00 (A)k
+4e_2;(k— 1+ 1)<k2_1)!
= ((@n+n?) +4(n+ 1)%)
¥ B~ B

+4eé(2(k—1)(k

2 —1)!+;(/€—1)!>

= ((Qn +n?) 4 4(n + 1)%)

A A2 A
_ 2 - - -
—((2n+n)+4(n—|—1)2>—|—4(2) +45
=n(n+2) +2X\(n +2) + I
Alors

Var(U) = E(U*)—(E(U))* = n(n+2)+2A(n+2)+ A2 — (n+ ) = 2n+4)\.
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Application sur le calcule de risque

3.1 Calcul de risque quadratique de ’estimateur usuel

Soit X un vecteur gaussien, X ~ N,(u,X) ot (X = I,) et p est un
vecteur inconnu. Il est claire que ’estimateur usuel de i est X, sa fonction
de risque d’apres la définition est

R(X,p) = E(|IX = ul).

On va chercher sa valeur.
Comme X ~ N,(u, I,) alors X — p ~ Ny(0,1,) par conséquence

1X = ull® ~ x;
D’apres le corollaire (2.1
E(|IX —ul®)=E(;) =p

ce qui veut dire
R(X,p) = E(|X — ulI*) = p. (3.1)

37
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3.2 Calcul de risque quadratique de I’estimateur de
James Stien

Définition 3.1 On dit qu’un estimateur 01 domine un estimateur oy st et
seulement si

R(01, 1) < R(da, ).

Définition 3.2 Un estimateur 6, est dite inadmaisssible s’il existe un autre
estimateur dy qui domine d1 c-a-d R(d2, 1) < R(d1, ).

Définition 3.3 (estimateur de James- Stein)
Soit X ~ Ny(p, X). James et Stein 1961, on introduit la classe des estima-
teurs noté

5u(X) = (1 —a——)X, Va € IR

X712
qui sont appelés estimateur a rétrécisseur.

Importance de ’estimateur de type James-Stein

Stein 1956, a montré 'inadmissibilité de ’estimateur usuel X quand la
dimension de l’espace des parametres p > 3, ou James et Stien ont montré
plus tard que si 0 < a < 2(p — 2) alors Uestimateur §,(X) domine l’esti-
mateur X (c-a-d R(6,(X,pn) < R(X,p)).

La proposition suivante nous donne la valeur de risque de l’estimateur de
James 9.

Proposition 3.1

R(5,(X), 1) = p + a2E(H;H2> ~ a(p— 2)E(ﬁ).

Pour la preuve de cette proposition on aurra besion du lemme suivant :

Lemme 3.1 (de Stein)
Soit f une fonction mésurable si X un variable gaussian X ~ N(u, 1) alors

E((X = p)f(X)) = E(f'(X)).
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Preuve 3.1 (Preuve de la pmpositz'on
on a :

R(8.(X), ) = E(|6a(X) — >
—£(I(1- HW)X ul1?)

a 2

:E(HX—/L||2>+CL2E(HX1,H2> 2E(<X 0, ”XH2X>>

:p+a2E(

1 ) a 1
— 2a E((.’L’Z — uz)—xl)
1XP Z 1XP

D’apres le lemme de stein
1 0 1
B (@ = ) m) = 25 ()
X712 Oy \[| X2

ot ; sont les composantes du X et || X||* = Za:

Donc

B (i - ‘”)ﬁxi) = E((aif@') ||)§\|2 " x"ai,- (||)§\|2))

= £ (i 2(p)
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Alors

1 - 1 :
RX).1) = 2+ B () = 20 20 E (5 ~ )

—p+ CLQE(H;W) - 2a;(E(ﬁ> - 2E<H;fu4))

p“fE(uiw)‘m[,i (=) - Z <”X"4)

1
=p+ a2E(HXH2) — 2a[pE<

et la preuve est terminé.

Théoréme 3.1

2

2

p 2

o) 2 ()
) 2 ()

) ~ 2 ()

i) 04(X) domine X et seulement si 0 < a < 2(p — 2).

ii) La valeur optimale de a qui minimise la fonction de R(d,(X), p) est

a =

(c-a-d argmin R(0,(X), p) = a).
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Preuve 3.2

i) 04(X) domine X < R(3,(X),n) < R(X, u).
D’apres [’équation et la propostion précédente ceci nous donne

6(X) domine X <= p+ (a® — 2a(p — 2))E(HX||2) <p

s (a - 2a(p— 2))E(ﬁ> <0

<= a*—2a(p—2)) <0

<~ ala—2(p—2)) <0

<—a—-2(p—-2)<0

— 0<a<2p-—2).
i) La fonction R(6,(X),p) est une fonction convexe par rapport a a alors
la valeur optimal de a qui minimise R(0,(X), p) est a tel que

OR(6.(X), ) . . 1
- Miay=o0 (2a—2(p—2))E<W) ~0




Conclusion

/ / \

Dans ce mémorire, nous avons intérésé a l’estimation de la
moyenne d’une loi normal multidimensionelle par des estima-
teurs a rétrecisseurs déduite de [’estimateur usuel. Pour com-
parer entre deuxr estimateur, nous avons utilisé le risque qua-
dratique. Nous avons étudié la fameuse classe des estimateurs
a rétrécisseur, c’est la classe des estimateurs introduite par
James et Stein 1961 puis nous déduison la forme de [’esti-
mateur primitif de james- stein qui est le meilleur dans cette
classe puis nous montrons que cet estimateur domine [’estima-

teur usuel et par conséquent il est minimax.
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Résume

Dans ce mémoire, nous avons intérésé a I'estimation de la moyenne d'une loi
normale multidimensionnelle par des estimateurs a rétrecisseurs déduite de
I'estimateur usuel. Pour comparer entre deux estimateur, nous avons utilisé le
risque quadrastique.Nous avons étudié la fameuse classe des estimateurs a
rétrécisseur, c'est la classe des estimateurs introduit par James et Stein 1961 puis
nous déduison la forme de |'estiamateur primitif de james-stein qui est le meilleur
dans cetteclasse puis nous montrons que cet estimateur domine I'estimateur usuel
et par conséquent il est minimax.

Abstract

n this note, we are interested in studying the amount of the mean of a multi-
dimensional normal distribution by means of contraction estimators extracted from
the usual amount, using the quadratic risks of the normal amount and the general
category of Gemish Stein with a focus on a second-order category for him, which was
discovered in 1961. In this remembrance, we concluded that the primitive amount of
Gemesh in this category is the best and dominant over the usual amount, and
therefore it is the minimum.



