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Introduction

Le contrôle stochastique ou contrôle optimal stochastique est un sous-domaine de la théorie

du contrôle qui représente une description mathématique de la façon de se comporter de

manière optimale, le contrôle stochastique vise à concevoir le chemin temporel des variables

contrôlées qui e¤ectue la tâche de contrôle souhaitée avec un coût minimum, remonte la

théorie du contrôle optimal aux années 50, en 1958 Bellman a été le premier à s�intéresser

à l�aspcet stochastique, cette théorie utilisé pour modéliser beaucoup de situations en

sciences de l�ingénieur, en sciences économiques et sociales et de façon plus générale dans

tous les domaines utilisant les applications des mathématiques.

Le cadre général de ce mémoire étude le problème du contrôle optimal stochastique. Plus

précisément, l�existence de contrôle optimal stochastique strict pour les équations di¤éren-

tielles stochastiques linéaires(EDSL), ce sont des systèmes dynamiques évoluant de façon

aléatoire dans le temps, ce qui pourrait être considéré comme une généralisation des équa-

tions di¤érentielles ordinaires et Le principal outil du calcul stochastique est le calcul Itô,

qui a été introduit par Kiyoshi Itô, dans les années 40 pour construire, l�EDSs a trouvé

de nombreuses applications tels physique, la biologie et l�économie. Plus récemment, l�ap-

plication la plus spectaculaire est son rôle dans la �nance mathématique.

L�objectif du problème de contrôle stochastique est de minimiser une certainne fonction

de coût J(:) sur l�ensemble de tous les contrôles admissibles. tq J dé�nie par :

J(ut) = E

�
l(XT ) +

Z T

0

h(t;Xt; ut)dt

�
:

1



Introduction

Où (Xt) est une solution d�une équation di¤rentielle stochastique linéaire contrôlée de la

forme suivant : 8><>: Xt = z +
R t
0
(AXs +Bus)ds+

R t
0
(CXs +Dus)dBs:

X0 = z:

OùX0 = z le condition intial et (Bt)t�0 unmouvement brownien dé�ni sur
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
espace de probabilité �ltré.

Ce travail est organisée de la manière suivante :

Chapitre 01 : le premier chapitre est consacré au généralité sur les probabilité et cal-

cule stochastique dont on représente quelque dé�nitions de base (la tribu, l�espace de

probabilités, mesuré, le processus stochastique, la �ltration, martingales et intégral sto-

chastique...etc ).

Chapitre 02 : le deuxième chapitre on introduira l�étude du l�équation di¤érentielle

stochastique, et aussi nous citons le théorème d�existence et d�unicité de la solution des

l�EDSs, avec l�équation di¤érentielle stochastique linéaire.

Chapitre 03 : le dernier chapitre on représente le problème de ce mémoire, nous traitons

le problème d�existence de contrôle optimal strict pour les équations di¤rentielles stochas-

tiques linéaires, dans le cas où l�ensemble des contrôles admissibles convexe et compact et

la fonction du coût convexe.
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Chapitre 1

Rappel sur les probabilités et calcul

stochastique

Dans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au notions stochastique les

principaux dé�nitions, le plus utilisation souvent élémentaires concernant les probabilités,

les processus aléatoires et calcul stochastique, au strict nécessaire pour la suite du mémoire.

1.1 La tribu

[4]

Dé�nition 1.1.1 : On dit une tribu (ou ��algébre) sur 
; une famille F de sous-ensemble

de 
 (appellés événements) tq :

1. f�g 2 F :

2. B 2 F =) BC 2 F :

3. (Bi)i�1 � F =) [1i=1Bi � F :

Remarque 1.1.1 : Une intersection des tribus est une tribu, mais l�union n�est pas

nécessairement.

3



Chapitre 1. Rappel Sur Les probabilités et Calcul Stochastique

1.2 une mesure de probabilité

Dé�nition 1.2.1 : Soit F une tribu sur 
, on appellé une mesure de probabilité sur

(
;F) un application P:
 �! [0; 1] tq :

P(f�g) = 0 et P(
) = 1:

8(Bi)i�1 � F disjoints on a :

P([1i=1Bi) =
1X
i=1

P(Bi):

Remarque 1.2.1 Le triplet (
;F ;P) appellé un espace de probabilité.

1.3 La �ltration

[4]

Dé�nition 1.3.1 : Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, on appellé �ltration (Ft)t�0

est une famille croissante de sous-tribus sur 
 (i.e 8s � t Fs � Ft).

Remarque 1.3.1 :

1. On dit que
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré.

2. Si 
 ensemble dénombrable, on dit espace de probabilité �ltré discret.

1.4 Variable aléatoire

[9]

Dé�nition 1.4.1 : Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, on appellé variable aléatoire

tout fonctions mesurables :

X : 
 �! R:

4
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Alors :

X est un variable aléatoire =) (8� 2 B(R); X�1(�) 2 F () f! 2 
=X(!) 2 �g 2 F):

1.5 La loi de probabilité

[4]

Dé�nition 1.5.1 : Soit X est un v.a de�nié sur (
;F ;P), on appellé la loi de v.a X est

une mesure de probabilité PX dé�nie sur (R;B(R))avec la façon suivant :

Px : B(R) �! [0; 1] :

B 7�! Px(B) = P(X�1(B)) = P(fX 2 Bg):

Remarque 1.5.1 : La loi d�une variable aléatoire dans le cas continue donne par la fonc-

tion de densité f véri�er les conditions :

1. 8x 2 R; f(x) � 0:

2.
R
R
f(x)dx = 1:

1.6 Processus stochastique

[4]

Dé�nition 1.6.1 : On appellé un processus stochastique, est une famille de variable

aléatoire X = (Xt)t2T indxée par l�ensemble T dé�nie sur (
;F ;P)à valeur dans un espace

mesurable (E; �) appellé espace d�etat.

Remarque 1.6.1 : Tout processus dépend de deux paramétre ! et t tq :

1.Pour t�xé : l�etat du processus est variable aléatoire Xt(!) sur (
;F ;P):

2.Pour ! �xé : l�etat du processus est trajectoire.

5
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1.7 L�espérance conditionnelle

[4]

Dé�nition 1.7.1 : Soit X un variable aléatoire sur(
;F ;P), on de�nit l�espérance de

variable aléatoire comme suit :

1. Si X v.a discret :

E(X) =
X
i2I
xiP(fX = xig):

2. Si X v.a continue (avec une densité fx) :

E(X) =
Z
R
xf(x)dx:

Dé�nition 1.7.2 : Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, on appellé probabilité condi-

tionnelle de l�evenement A sachant B tq :

P(A=B) =
P(A \B)
P(B)

; tq P(B) 6= 0:

Dé�nition 1.7.3 : Soit G une sous-tribu de F , la probabilité conditionnelle par rapport

à tribu dé�ne par :

8A 2 F P(A=G) = E (1A=G) :

Dé�nition 1.7.4 : Soit (
;F ;P) une espace de probabilté et soit X v.a intégrable :

1. Conditionnellement par rapport évènement B :

E(X=B) =
E(X:1B)
P(B)

=

R
B
XdPx
P(B)

:

2. Conditionnellement par rapport tribu :

6
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Soit G une sous-tribu de F , l�espérance conditionnelle E(X=G) est unique v.a G-mesurable

tq :

8B 2 G
Z
B

E(X=G)dPx =
Z
B

XdPx:

Propriété 1.7.1 : Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, soit G une sous-tribu de F et

soient X; Y deux v.a réelles intégrables sur cette espace alors :

1. linéairité :

E(�X + Y=G) = �E(X=G) + E(Y=G):

2. E(E(X=G)) = E(X):

3. E(X=G) = X (si X est G-mesurable):

4. E(XY=G) = Y E(X=G) (si Y est G�mesurable):

5. E(X=G) � 0 siX � 0:

6. Si H est une sous-tribu de G (i.e H � G) alors E(E(X=G)=H) = E(X=H):

Proposition 1.7.1 : ( Inégalité de jensen ) Soit X un v.a intégrable, soit

Q : R �! R une fonction convexe alors on a :

Q(E(X=G)) � E(Q(X)=G):

1.8 Martingales

Dé�nition 1.8.1 : Soit
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré et une suite

fXtgde v.a réelles, on dit que Xt est Ft�martingale (ou martingale par rapport à la �ltra-

tion (Ft)t�0) si :

1.8t 2 R Xt intégrable (i.e E(jXtj) <1):

2. fXtgt�0 adapté à la �ltration (Ft)t�0.

3. 8s < t E(Xt=Fs) = Xs:

Remarque 1.8.1 : Si la dernière condition remplacée par :

7



Chapitre 1. Rappel Sur Les probabilités et Calcul Stochastique

1. E(Xt=Fs) � Xs; on dit que fXtgt�0 sur-martingale.

2. E(Xt=Fs) � Xs; on dit que fXtgt�0 sous-martingale.

3. Si fXtg sur-martingale et sous-martingale en même temps alors fXtgt�0 une martin-

gale.

Propriété 1.8.1 : Soit (Xt)t�0 un processus stochastique :

- Si (Xt)t�0 un martingale alors la fonction t 7�! E(Xt) est constante c-à-d :

8t � 0 E(X0) = E(Xt):

- Si (Xt)t�0 un sous-martingale alors la fonction t 7�! E(Xt) est croissante c-à-d :

8t � 0 E(X0) � E(Xt):

- Si (Xt)t�0 un sur-martingale alors la fonction t 7�! E(Xt) est décroissante c-à-d :

8t � 0 E(X0) � E(Xt):

- Si (Xt)t�0 un martingale alors :

8t; p � 0 E(Xt+pnFt) = Xt:

- Inégalité maximale de Doob : Soit (Xt)t�0 une sous-martingale positive, alors pour

tout � > 0 on a :

P (max
0�k�t

(Xk) � �) �
E(Xt)

�
:

- Inégalité de Doob : Soit (Xt)t�0 est une martingale par rapport à la �ltration (Ft)t�0 ,

de carré intégrable et X0 = 0 (Pp:s) alors :

E( sup
0�s�t

jXsjp) �
�

p

p� 1

�p
E(jXtjp):

8



Chapitre 1. Rappel Sur Les probabilités et Calcul Stochastique

1.9 Mouvement brownien

Dé�nition 1.9.1 : Soit (Bt)t�0 un processus à valeur réelle, on appellé Bt est mouvement

brownien standard si veri�é :

1. B0 = 0 P p:s:

2. t0 = 0 � t1 � ::: � tn, les accroissements Bti+1 �Bti(0 � i � n� 1) sont independants.

3. 0 � s � t; l�accroissement Bt �Bs suit la loi normale centrée et de variance (t� s):

4. t 7�! Bt(!) est continue (p:s).

1.10 Intégrale stochastique

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
espace de probabilité �ltré, et soit (Bt)t�0 est mouvement brownien,

on désigne par la �ltration du mouvement brownien (Bt)t�0 tq :

Ft = �(Bs; s � t):

Dé�nition 1.10.1 : L�intégrale d�Itô est une intégrale de la forme :

Z t

0

XsdBs:

tq : Xt processus stochastique adapté et carré intégrable.

Propriété 1.10.1 :1. Linéairté :

Z t

0

(�Xs + Ys)dBs = �

Z t

0

XsdBs +

Z t

0

YSdBs:

2. Isométrie :

E
��Z t

0

XsdBs

�
2

�
= E(

Z t

0

Xs
2ds):

3. (
R t
0
XsdBs)0�t�T est une Ft-martingale.

9
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4. (
R t
0
XsdBs)0�t�T est continu (p:s).

1.10.1 Processus d�Itô

Dé�nition 1.10.2 : Soit
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré et soit Bt

MB. On appellé processus d�Itô est un processus de valeur réel sous la forme :

Xt = X0 +

Z t

0

fsds+

Z t

0

gsdBs:

Avec : X0est F0-mesurable.

fs et gs sont deux processus Ft-adaptés veri�ant les conditions d�intégrabilité :

(

Z T

0

jfsj ds <1 p:s) et (
Z T

0

gs2 ds <1 p:s):

On dit que f le coe¢ cient de dérive (ou le drift), et g est le coe¢ cient de di¤usion.

1.10.2 Formule d�Itô

Théorème 1.10.1 Soit Xt un processus d�Itô et soit h(t; x) est une fonction réelle de

classe C1 par rapport à t,de classe C2 par rapport à x; dérivées bornées alors :

h(t;Xt) = h(0; X0) +

Z t

0

@h(s;Xs)

@s
ds+

Z t

0

@h(s;Xs)

@x
dXs +

1

2

Z t

0

@2h(s;Xs)

@x2
d hXis :

10



Chapitre 2

Les équations di¤érentielles

stochastiques

Dans ce chapitre, on étudions les équations di¤érentielles stochastiques. Puis, nous étu-

dions les résultats principaux d�existence et d�unicité de la solution d�une équation di¤é-

retielle stochastique. Finalement, on termine par la solution des equations di¤érentielles

stochastiques linéaires.

2.1 Notions et dé�nitions

[4]

Dé�nition 2.1.1 : On appellé l�equation di¤érentielle stochastique tq coe¢ cient de dérive

f et coe¢ cient de di¤usion g, tout équation donnée sous la forme :

8><>: dXt = f(t;Xt)dt+ g(t;Xt)dBt 8t 2 [0; T ] :

X0 = z:
(2.1)

Où : T un réel strictement positif.

� f :[0; T ]� Rn 7�! Rn et g :[0; T ]� Rn 7�! Rn�d sont deux fonctions boréliennes.

11



Chapitre 2. Les équations Di¤érentielles Stochastiques

� (Bt)t�0 un mouvement brownien standard sur Rd dé�nié sur un espace de probabilité

�ltré
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
:

� z un v.a quelconque indépendante du MB.

On dit que (Xt) est une solution de l�EDS (2.1), si elle veri�é l�équation intégralé.

Xt = z +

Z t

0

f(s;Xs)ds+

Z t

0

g(s;Xs)dBs:

Exemple 2.1.1 : Brownien Géometrique

8><>: dXt = btXtdt+ �tXtdwt:

X0 = z:

Où : bt; �t sont deux processus adapté et borné.

2.2 Solution forte et solution faible

[11]

Ils existe deux type de solutions pour l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

Xt = z +

Z t

0

f(s;Xs)ds+

Z t

0

g(s;Xs)dBs:

Dé�nition 2.2.1 (Solution forte) : On appellé que un processus stochastique (Xt)t2[0;T ]

est une solution forte de l�EDS (2.1) avec le condition initial X0 si :

1. Xt est Ft�mesurable pour tout t 2 [0; T ] :

2. On a les conditions :

P
�Z t

0

jf(s;Xs)j ds <1
�
= P

�Z t

0

g(s;Xs)
2ds <1

�
= 1:

12
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3. Pour tout t 2 [0; T ] on a :

Xt = z +

Z t

0

f(s;Xs)ds+

Z t

0

g(s;Xs)dBs:

Avec probabilité 1.

Dé�nition 2.2.2 (Solution faible) : La solution faible de l�équation di¤érentielle sto-

chastique (2.1) est un triplet :

1.
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré.

2. (Bt)t�0 un Ft-mouvement brownien (standard).

3. Xt un processus Ft�adapté.

les processus Xt et Bt sont dé�nis sur le même espace donné et véri�ent :

P
�Z t

0

jf(s;Xs)j ds <1
�
= P

�Z t

0

g(s;Xs)
2ds <1

�
= 1 8t � 0:

et 8><>: Xt = X0 +
R t
0
f(s;Xs)ds+

R t
0
g(s;Xs)dBs:

X0 = z:

Remarque 2.2.1 :

- L�unicité faible :si touts les solutions ont toujour même loi.

- L�existence faible : si (2.1) admet solution.

- L�unicite trajectorielle : si l�espace de probabilité et le mouvement brownien (Bt)t�0sont

�xé et touts deux solutions X et Y sont indistinguables.

- L�existence forte :si (2.1) admet solution adapté à la �ltration brownien.

13



Chapitre 2. Les équations Di¤érentielles Stochastiques

2.3 Théorème d�existence et d�unicité

[4]

Théorème 2.3.1 : Soit f et g sont continues, on suppose qu�il existent deux constantes

K et C tq :

Pour tout t 2 [0; T ] et x; y 2 R :

1. Croissance linéaire :

jf(t; x)j+ jg(t; x)j � C(1 + jxj):

2. Condition de lipshitz :

jf(t; x)� f(t; y)j+ jg(t; x)� g(t; y)j � K jx� yj :

3. E(jzj 2) <1:

Alors l�EDS (2.1) admet une unique solution, de plus cette solution véri�e :

E( sup
0�t�T

jXj 2) <1:

Preuve. :L�existence : On procéde comme pour les équations di¤érentielles stochastiques

avec une méthode d�approximation de Picard pour cela on pose :

8><>: Xn+1
t = z +

R t
0
f(s;Xn

s )ds+
R t
0
g(s;Xn

s )dBs:

X0
t = 0:

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien dé�nies puis qu�il est clair par récurrence

pour chaque n ,le processus (Xn+1
t ) est adapté et a des trajectoires continues, alors le

processus g(s;Xs) aussi véri�e les mêmes propriétés.

14



Chapitre 2. Les équations Di¤érentielles Stochastiques

Soit l�intervalle [0; T ] tq, T > 0 véri�ant d�apord par récurrence sur n qu�il existe un

constant Cn, pour tout t 2 [0; T ] :

E(jXn
t j2) � Cn:

Pour n = 0 clair.

On suppose à présent que ceci est vrai pour l�ordre (n) et véri�ons que cela reste vrai pour

l�ordre (n+ 1).

jXn+1
t j2 = jz +

Z t

0

f(s;Xn
s )ds+

Z t

0

g(s;Xn
s )dBsj2:

Comme (x+ y + z)2 � 3(x2 + y2 + z2) alors :

jXn+1
t j2 � 3[jzj2 + j

Z t

0

f(s;Xn
s )dsj2 + j

Z t

0

g(s;Xn
s )dBsj2]:

Par passage a l�espérance on a :

EjXn+1
t j2 � 3[jzj2 + E(j

Z t

0

f(s;Xn
s )dsj2) + E(j

Z t

0

g(s;Xn
s )dBsj2)]:

D�aprés la proprétié de l�isometrie d�Itô alors :

EjXn+1
t j2 � 3[jzj2 + E(j

Z t

0

f(s;Xn
s )dsj2) + E(j

Z t

0

g(s;Xn
s )
2dsj)]:

On applique l�inégalité de Cauchy-Schwarz alors :

E(jXn+1
t j2) � 3[jzj2 + E(j

Z t

0

g(s;Xn
s )
2dsj) + TE(j

Z t

0

f(s;Xn
s )
2dsj)]:
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D�aprés la croissance linéaire on a :

E(jXn+1
t j2) � 3[jzj2 + E(

Z t

0

K2(1 + jXn
t j2)ds) + TE(

Z t

0

K2(1 + jXn
t j2)ds)]:

Alors :

E(jXn+1
t j2) � 3[jzj2 +K2(1 + T )

Z t

0

(1 + E(jXn
t j2)ds];

� 3[jzj2 +K2(1 + T )T (1 + Cn)];

= Cn+1 <1:

Donc :

E(jXn+1
t j2) <1:

On va majorer par récurrence :

E[ sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2]:

On a :

Xn+1
t �Xn

t =

Z t

0

(f(s;Xn
s )� f(s;Xn�1

s ))ds

+

Z t

0

(g(s;Xn
s )� g(s;Xn�1

s ))dBs:

Donc :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) = E( sup
0�s�t

j
Z t

0

(f(s;Xn
s )� f(s;Xn�1

s ))ds

+

Z t

0

(g(s;Xn
s )� g(s;Xn�1

s ))dBsj2):
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Comme (a+ b)2 � a2 + b2 et par l�inégalité de Doob :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � 2[E(j
Z t

0

jf(s;Xn
s )� f(s;Xn�1

s ))dsj2

+ 4j
Z t

0

(g(s;Xn
s )� g(s;Xn�1

s ))dBsj2)]:

D�aprés l�inégalité de Cauchy-Schawrz alors :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � 2[TE(
Z t

0

jf(s;Xn
s )� f(s;Xn�1

s )j2ds)

+ 4E(j
Z t

0

(g(s;Xn
s )� g(s;Xn�1

s ))dBsj2)]:

Par l�isomitré d�itô on a :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � 2[TE(
Z t

0

j(f(s;Xn
s )� f(s;Xn�1

s )j2ds)

+ 4E(j
Z t

0

(g(s;Xn
s )� g(s;Xn�1

s ))j2ds)]:

Comme f et g sont lipshitziennes pour tout t 2 [0; T ] on obtient :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � 2TK2E(
Z t

0

jXn
s �Xn�1

s j2ds)

+ 8K2E(
Z t

0

jXn
s �Xn�1

s j2ds):

Alors :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � 2K2(T + 4)

Z t

0

E( sup
0�u�s

jXn
u �Xn�1

u j2)ds;

� CT
Z t

0

E( sup
0�u�s

jXn
u �Xn�1

u j2)ds:

Où : CT = 2K2(T + 4):

17
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Alors, en applicant l�inégalité de Doob à jXn
u �Xn�1

u j2 (par la même méthode) on a :

E( sup
0�u�s

jXn
u �Xn�1

u j2) � CT
Z t

0

E( sup
0�v�u

jXn�1
v �Xn�2

v j2)du:

Donc :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � CT
Z t

0

(CT

Z t

0

E( sup
0�v�u

jXn�1
v �Xn�2

v j2du)ds);

� C2TE( sup
0�v�u

jXn�1
v �Xn�2

v j2)
Z t

0

(

Z s

0

du)ds;

� C2TE( sup
0�v�u

jXn�1
v �Xn�2

v j2)t
2

2
;

� C2T
T 2

2
E( sup

0�v�u
jXn�1

v �Xn�2
v j2):

Par répète cette méthode plusieur fois, on obtenir :

E( sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j2) � CnT
T n

n!
sup
0�s�T

jX1
s �X0

s j2;

� DCnT
T n

n!
:

D�aprés l�inégalité de Tchebychev on a :

P( sup
0�s�T

jXn+1
s �Xn

s j >
1

2n+1
) �

D
CnTT

n

n!

( 1
2n+1

)2
;

= 4D
(4CTT )

n

n!
:

Donc :

1X
n=0

P
�
sup
0�s�T

jXn+1
s �Xn

s j >
1

2n+1

�
� 4D

1X
n=0

(4CTT )
n

n!
;

= 4D exp(4CTT ):

<1:
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On applicant le lemme de Borel-cantelli alors :

P[ sup
0�s�T

jXn+1
s �Xn

s j >
1

2n+1
8n 2 N] = 0:

Alors :

P
�
sup
0�s�T

jXn+1
s �Xn

s j �
1

2n+1
8n 2 N

�
= 1:

i.e :

sup
0�s�T

jXn+1
s �Xn

s j �
1

2n+1
8n � n0; n0 2 N:

Posons à la somme on obtenir :

sup
0�s�T

jXm
s �Xn

s j �
m_nX

k=(m^n)�1

sup
0�s�T

jXk+1
s �Xk

s j;

�
1X

k=(m^n)�1

1

2k+1
;

� 1

2m^n
:

Pour : m ^ n � n0 (!) où :m _ n = max fm;ng et m ^ n = min fm;ng :

Alors le processus (Xn)1n=0 est une suite de cauchy, donc convergente, il existe un processus

continu (Xt)0�t�T tq :

sup
0�t�T

jXn
t �Xtj �! 0 quand n �!1:

Donc (P p:s), Xn
t converge vers Xt.

2.L�unicité : Commençons par établir l�unicité, sur le même mouvement brownien
(Bt)t�0, on se donne deux solutions (Xt)t�0 et (Yt)t�0 tq X0 = Y0, pour tout t 2 [0; T ] on
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a :

Xt � Yt =
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))ds

+

Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))dBs:

On utilisant le fait que (x+ y)2 � 2x2 + 2y2 :

jXt � Ytj2 = j
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))ds

+

Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))dBsj2;

� 2[j
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))dsj2

+ j
Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))dBsj2]:

Par passage a l�esperance on obtient :

E(jXt � Ytj2) � 2E(j
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))dsj2)

+ 2E(j
Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))dBsj2):

D�aprés proprétié d�isométrie d�Itô alors :

E(jXt � Ytj2) � 2E[j
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))j2ds]

+ 2E[j
Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))j2ds]:
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Par l�inégalité de cauchy-schawrz on a :

E(jXt � Ytj2) � 2TE(j
Z t

0

(f(s;Xs)� f(s; Ys))j2ds)

+ 2E(j
Z t

0

(g(s;Xs)� g(s; Ys))j2ds):

On a f et g sont lipshitziennes alors :

E(jXt � Ytj2) � 2TE(
Z t

0

K2jXs � Ysj2ds)

+ 2E(
Z t

0

K2jXs � Ysj2ds);

� 2K2(T + 1)

Z t

0

E(jXs � Ysj2)ds:

On applique le lemme de Gronwall 8t 2 [0; T ] :

Avec a = 0; b = 2K2(T + 1) et h = 0 :

Soit h(t) = E(jXt � Ytj2) :

h(t) � b
Z t

0

h(s)ds+ a;

� 2K2(T + 1)

Z t

0

h(s)ds+ 0:

Alors :

h(t) = 0 exp(2K2(T + 1)t) = 0:

Donc :

E(jXt � Ytj2) = 0:

=) Xt = Yt 8t 2 [0; T ]:

Alors l�EDS (2.1) admet un unique solution forte.
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2.4 Les équations di¤érentielles stochastiques linéaires

[11]

Dé�nition 2.4.1 : Soit l�équation di¤érentielle stochastique suivant :

8><>: dXt = f(t;Xt)dt+ g(t;Xt)dBt:

X0 = z:

On dit que l�équation précédente est linéaire si les fonctions f et g sont de forme :

f(t;Xt) = A(t) +B(t)Xt et g(t;Xt) = C(t) +D(t)Xt:

Tq :A;C : [0; T ]! Rn:

B : [0; T ]!Mn�n:

D : [0; T ]! L(Rd;Md�m):

L�ensemble des applications linéaires bornées de Rd à Md�m.

Exemple 2.4.1 : 1. Processus d�Ornstien Uhlenbeck :

8><>: dXt = c(b�Xt)dt+ �dBt:

X0 = z:

Où :c; b > 0 et � 2 R.

2.4.1 La forme de solution pour l�EDSL

Présenter les formules de solution pour l�EDS linéaire.

Proposition 2.4.1 : Si D = 0 c-à-d l�EDS suivant :

8><>: dXt = (A(t) +B(t)Xt)dt+ C(t)dBt:

X0 = z:
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La solution de cette l�EDS sous la forme :

Xt = �(t)[z +

Z t

0

��1(s)A(s)ds+

Z t

0

��1(s)C(s)dBs]:

Tq �(t) est solution de l�EDS suivant :

8><>: d�(t) = B(t)�(t)dt:

�(0) = I:

Proposition 2.4.2 : L�EDS linéaire en général c-à-d :

8><>: dXt = (A(t) +B(t)Xt)dt+ (C(t) +D(t)Xt)dBt:

X0 = z:

La solution de cette EDS sous la forme :

Xt = �(t)[z +

Z t

0

��1(s)(A(s)� C(s)D(s))ds] + �(t)
Z t

0

��1(s)C(s)dBs:

Tq :

�(t) = exp

�Z t

0

(B(s)� D(s)
2

2
)ds

�
+

Z t

0

D(s)dBs:

Remarque 2.4.1 :

1. Si A = C=0 dans ce cas dit que EDS linéaire homogéne.

2. On dit l�EDS linéaire est autonome si tout les coe¢ cients A;B;C et D sont constantes.

3. On dit l�EDS linéaire est au sens étroite (ou un bruit additif )si D = 0, et a un bruit

miltiplicatif si C = 0.
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Chapitre 3

Existence du contrôle optimal pour

l�EDSs linéaires

Un problème de contrôle optimal se décompose en deux parties, pour déterminer une

trajectoire optimal joignant un ensemble initial à une cible, il faut d�abord savoir si cette

cible est atteignable, c�est le problème de contrôlabilité. Ensuite une fois ce problème

résolu, il faut chercher parmi touts ces trajectoires possibles celles qui le font en coût

minimal.

Dans ce chapitre nous donnons une formulation du problème d�existence du contrôle

optimal pour l�équation di¤érentielle stochastique linéaire, c�est le véritable point de notre

travail.

3.1 Préliminaires

[10]

Soit (Bt)t2[0;T ] un mouvement brownien de dimension n dé�nie sur un espace de probabilité

�ltré
�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
, on suppose que (Ft)t�0 = �(Bs 0 � s � t) la �ltration

naturale du mouvement brownien et z un variable aléatoire à valeur dans Rn; F0-mesurable

et independante de (Bt)t2[0;T ] alors .
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On considère l�équation di¤érentielle stochastique linéaire suivant :

8><>: dXt = (A(t) +B(t)Xt)dt+ (C(t) +D(t)Xt)dBt:

X0 = z:

Où :

A;C : [0; T ]! Rn:

B : [0; T ]!Mn�n:

D : [0; T ]! L(Rd;Md�m):

Le contrôle

Dé�nition 3.1.1 : On appellé un contrôle, tout processus u = (ut)t2[0;T ] tq.

(ut)t2N est Ft-adapté et de carré intégrable à valeur dans borélienne.

Le contrôle admissible

Dé�nition 3.1.2 : On appellé contrôle admissible tout processus (ut; t 2 [0; T ])mesurable

et Ft�adapté à valeur dans U :

On note U c�est une ensemble de touts les contrôles admissibles.

Pour tout u 2 U; on considére le problème de contrôlée suivant :

8><>: Xt = z +
R t
0
(AXs +Bus)ds+

R t
0
(CXs +Dus)dBs:

X0 = z:

z un variable aléatoire F0-mesurable à dimension n tq :

E(jzj2) <1(i,e z carré intégrable):
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On dé�ni la fonction de coût :

J(u) = E[l(XT ) +

Z T

0

h(t;Xt; ut)dt]:

Où :

l:Rn �! R h : [0; T ]� Rn � U �! Rn:

l et h sont deux fonctions boreliennes et XT est la solution au temps terminale T:

Problème 3.1.1 : recherche un contrôle admissible �u 2 U qui minimise (ou

maximise) la fonction de coût :

J(�u) = inf
u2U

J(u):

Le contrôle Optimal

Dé�nition 3.1.3 : Soient u; �u 2 U le contrôle optimal consiste à minimiser un fonction

de coût J(u) sur l�ensemble de contrôle admissible U.

On dit que le contrôle �u est optimal si :

J(�u) � J(u);8u 2 U:

Pour résoudre ce problème stochastique ci-dessus, on considére les hypothèses suivants :

�H1 : L�ensemble U est convexe et compact.

�H2 : Les fonctions l et h sont convexe et continue.

3.2 Existence d�un strict contrôle optimal

[11]

Théorème 3.2.1 : Supposons que H1 et H2 satisfaites, alors il existe un processus
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(
_

Xt; �ut) est Ft-adapté tq :

?(
_

Xt; �ut)t�0 est la solution unique pour l�EDS linéaire.

?�ut minimise J .

Supposons d�abord que H1 et H2 sont véri�ées, soit (Xn
t ; u

n
t ) est une suite minimisante

satisfait :

lim
n�!1

J(un) = inf
u2U

J(u)

Comme l�ensemble des contrôlées admissibles U est un ensemble compact, alors la suite

(un) est relativement compact c-à-d qu�il existe une constante k > 0 tq :

E[
Z T

0

junt j2dt] < k 8n � 0:

Donc il existe une sous-suite tq :

un �! �u converge faiblement dans L2([0; T ],Rn).

D�aprés le lemme deMazur, il existe une suite de combinaisons convexes dé�nie par :

~un =
X
j�0

�nju
n+j; �nj � 0 et

X
j�0

�nj = 1:

Tq :

~un �! �u converge fortement dans L2([0; T ];Rn).

Comme l�ensemble U 2 Rn est convexe et compact donc le processus �u 2 U .

Proposition 3.2.1 :

i)-Soit ( eXn
t ; eunt )est la solution unique de l�EDS linéaire suivant :8><>:

eXn
t = z +

R t
0
(A eXn

s +B~u
n
s )ds+

R t
0
(C eXn

s +D~u
n
s )dBs:eXn

0 = z:
:
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Et soit (
_

X t; �ut) est la solution unique de l�EDS linéaire suivant :8><>:
_

X t = z +
R t
0
(A

_

Xs +B�us)ds+
R t
0
(C

_

Xs +D�us)dBs
_

X0 = z
:

Alors : eXn
t �!

_

X t converge fortement dans L2([0; T ],Rn):

Preuve. : (Proposition 3.2.1)

j eXn
t �

_

X tj2 = j
Z t

0

(A eXn
s +B~u

n
s )ds+

Z t

0

(C eXn
s +D~u

n
s )dBs

�
Z t

0

(A
_

Xs +B�us)ds+

Z t

0

(C
_

Xs +D�us)dBsj2;

= j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)ds+

Z t

0

B(~uns � �us)ds

+

Z t

0

C( eXn
s �

_

Xs)dBs +

Z t

0

D(~uns � �us)dBsj2:

On a (x+ y)2 � 2(x2 + y2) :

j eXn
t �

_

X tj2 � 2[j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)ds+

Z t

0

B(~uns � �us)dsj2

+ j
Z t

0

C( eXn
s �

_

Xs)dBs +

Z t

0

D(~uns � �us)dBsj2]:

= 2j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)ds+

Z t

0

B(~uns � �us)dsj2

+ 2j
Z t

0

C( eXn
s �

_

Xs)dBs +

Z t

0

D(~uns � �us)dBsj2:
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j eXn
t �

_

X tj2 � 2[2j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)dsj2 + 2j
Z t

0

B(~uns � �us)dsj2]

+ 2[2j
Z t

0

C( eXn
s �

_

Xs)dBsj2 + 2j
Z t

0

D(~uns � �us)dBsj2];

= 4[j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)dsj2 + j
Z t

0

B(~uns � �us)dsj2]

+ 4[j
Z t

0

C( eXn
s �

_

Xs)dBsj2 + j
Z t

0

D(~uns � �us)dBsj2]:

D�aprés les propriétés de l�intégrable stochastique on a :

j eXn
t �

_

X tj2 � 4[j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)dsj2 + j
Z t

0

B(~uns � �us)dsj2]

+ 4[

Z t

0

jC( eXn
s �

_

Xs)j2ds+
Z t

0

jD(~uns � �us)j2ds]:

Alors :

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) � E( sup
0�t�T

(4[j
Z t

0

A( eXn
s �

_

Xs)dsj2 + j
Z t

0

B(~uns � �us)dsj2]

+ 4[

Z t

0

jC( eXn
s �

_

Xs)j2ds+
Z t

0

jD(~uns � �us)j2ds])):

D�aprés les propriétés de l�intégrale stochastique et passant à l�espérence, il vient :

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) � 4E(j
Z T

0

A( eXn
s �

_

Xs)dsj2 + j
Z T

0

B(~uns � �us)dsj2)

+ 16E(
Z T

0

jC( eXn
s �

_

Xs)j2ds+
Z T

0

jD(~uns � �us)j2ds):

Par l�inégalité de Cauchy-Schwarzy :

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) � 4E[(
Z T

0

jAj2ds)(
Z T

0

j eXn
s �

_

Xsj2ds) + (
Z T

0

jBj2ds)(
Z T

0

j~uns � �usj2ds)]

+ 16E(
Z T

0

jCj2j eXn
s �

_

Xsj2ds) + 16E(
Z T

0

jDj2j~uns � �usj2ds)
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Ce qui implique :

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) � 4�
Z T

0

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2)dt+ 4E(
Z T

0

j~unt � �utj2)dt

+ 16�0
Z T

0

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2)dt+ 160E(
Z T

0

j~unt � �utj2)dt;

� (4� + 16�0)
Z T

0

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2)dt

+ (4 + 160)E(
Z T

0

j~unt � �utj2)dt:

D�aprés le lemme de Gronwall on a :

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) � (4 + 160)E(
Z T

0

j~unt � �utj2dt) exp((4� + 16�0)T ):

Tq :

h(t) = E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2):

a = (4 + 160)E(
Z T

0

j~unt � �utj2dt) et b = (4� + 16�0):

Comme :

~un �! �u quand n �!1:

Dans L2([0; T ],Rn), on obtient :

lim
n�!1

E( sup
0�t�T

j eXn
t �

_

X tj2) = 0:

eXn
t �!

_

X t; fortement dans L2([0; T ];Rn):
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Preuve. (Théorème 3.2.1) : Il reste a prouver que �u minimise la fonction de coût J sur

l�ensemble des contrôles admissibles U :

J(�u) = E[l(
_

XT ) +

Z T

0

h(t;
_

X t; �ut)dt];

= E
�
l( lim
n�!1

eXn
T ) +

Z T

0

h(t; lim
n�!1

eXn
t ; lim
n�!1

~unt )dt

�
:

D�aprés le fait que l et h sont continues.

Il s�ensuit que :

J(�u) = lim
n�!1

J(~unt );

= lim
n�!1

E[l( eXn
T ) +

Z T

0

h(t; eXn
t ; ~u

n
t )dt];

= lim
n�!1

E[l(
X
j�0

�njX
n+j
T ) +

Z T

0

h(t;
X
j�0

�njX
n+j
t ;

X
j�0

�nju
n+j
t )dt]:

Comme l et h sont convexe, on obtient :

J(�u) � lim
n�!1

X
j�0

�njE[l(Xn+j
T ) +

Z T

0

h(t;Xn+j
t ; un+jt )dt];

� lim
n�!1

X
j�0

�njJ(u
n+j);

� lim
n�!1

X
j�0

�nj max
1�j�vn

J(un+j);

� lim
n�!1

max
1�j�vn

J(un+j)
X
j�0

�nj;

� lim
n�!1

J(u�(n)+j);

= inf
u2U

J(u):

On conclusion que �u 2 U est un contrôle optimal
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés aux problème de contrôle optimal stochastique, pour les

EDS.

Nous avons preuvé l�existence du contrôle optimal strict pour les équations di¤érentielles

stochastiques linéaires où l�ensemble des contrôles admissibles est convexe et compact et

aussi la fonction de côut est convexe.

En �n on espérons que cette mémoire sera utile aux étudiants et chercheurs à l�avenir et

une porte vers d�autres études plus précises dans le domaine.
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Annexe A

Théorème 3.2.2 :[7](Inégalitè de Benyamé-Tchêbytchev) Soit X est un variable

aléatoire tq

E(X) il existe alors :

8" > 0 P(jXn � E(Xn)j � ") �
�2

"2
:

Tq :V ar(Xn) = �
2:

Théorème 3.2.3 :[3](Inégalitè de cauchy-schawrz) :8(f; g) 2 L2(
)� L2(
) on a :

Z



jfgj2dt � (
Z



f 2dt)
1
2 (

Z



g2dt)
1
2 :

Où :

kfgkL2(
) � kfkL2(
) kgkL2(
) :

Lemme 3.2.1 : [4](Borel-Cantelli)Soit (
;F ; P ) est un espace de probabilité et (B1; B2; � � � ; Bn)

est une suite des evenements.

1-Si la séquance (Bn) � F et si
P1

n=1 P(Bn) <1 alors :

P( lim
n�!1

supBn) = 0:
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Annexe A

2-Si la séquance (Bn) � F est indépendant et si
P1

n=1 P(Bn) =1 alors :

P ( lim
n�!1

supBn) = 1:

Lemme 3.2.2 : [5](Gronwall-Bellman) :Soit h : [0; T ] �! R est une fonction continu,

on suppose que a et b deux constant positive et pour tout t 2 [0; T ] on a :

8t 2 [0; T ]; h(t) � a+ b
Z t

0

h(s)ds:

Alors :

8t 2 [0; T ],h(t) � a exp(bt):

Dé�nition 3.2.1 : [3](Suite minimisante) Soit E est un espace de Banach (i.e, espace

vectoriel) et soit A est sous-ensemble non vide tq : A � E, et fonction J : E ! R; alors :

Une suite minimisante du critère J sur l�ensemble A est une suite (un)n2N tq :

un 2 A 8n et lim
n�!1

J(un) = inf
u2A

J(u):

Dé�nition 3.2.2 : [6](L�ensemble convexe)Soit une sous-ensemble A � Rn, on dit

que A est convexe si pour tous x et y de A alors :

8x; y 2 A;8� 2 [0; 1] �x+ (1� �)y 2 A:

Dé�nition 3.2.3 : (Fonction convexe) On dit que la fonction f est convexe sur A si :

8x; y 2 A;8� 2 [0; 1] f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):

Dé�nition 3.2.4 :(Combinaison convexe) Soient x1; x2; :::; xn, un nombre �ni de points
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Annexe A

de Rn et �1; �2; ::; �n des réels tq :

8j = 1; :::; n , �j � 0 ,
nX
j=0

�j = 1:

Alors on dit que :

x =

nX
j=0

�jxj.

x est une combinaison convexe des points x1; x2; :::; xn:

Dé�nition 3.2.5 : [2](L�ensemble compact)Soit A est une ensemble de R;C;Rnou Cn,

Alors A est compact si et seulement si A est une ensemble fermée et bornée.

Lemme 3.2.3 :[1]( Lemme de Mazur) Soient E un espace de Banach et (un) est une

suite d�éléments de E qui converge faiblement vers u 2 E alors :

Pour toutn 2 N , il existe une suite dans combinaisons convexes (vn) qui converge vers u

fortement c-à-d :

kvn � uk �! 0 quand n �!1:

.
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Annexe B : Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

�

;F ;F =(Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré.

E(X) l�espérance de variable aléatoire x.


 un ensemble non vide.

c�adl�ag

Bt

Continue à droite admet de limite à gauche.

Mouvement Brownien.

F =(Ft)t�0 une �ltration.

v:a variable aléatoire.

tq telle que.

E(X=B) l�espérance conditionnelle de X sachant B.R T
0
�sdBs intégrale stochastique.

EDS Equations Di¤érentielles stochastiques.

U l�encemble de contrôle admissible.

i:e C�est à dire.
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Annexe B : Abréviations et Notations

1A fonction d�indicatrice de l�ensemble A.

p:s presque surement:

F une tribu sur 
.

BR la tribu borélienne sur R.

k:k la norme associée aux produits scalaires.

L2(Ft) un espace des processus Ft-mesurable et de carré intégrable.
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Résumé 

    Dans ce travail, nous avons étudié l'existence  du contrôle optimal 

strict pour les systèmes gouvernés par des équations différentielles 

stochastiques linéaires (EDSL). Nous avons prouvé sous des hypothèses 

minimales, l'existence d'un contrôle optimal, dans le cas le domaine des 

contrôles admissibles et la fonction de coût sont supposes convexes. 

    Mots Clés : processus stochastique, processus d'itô, formule d'itô, 

l'équation différentielle stochastique, l'existence, contrôle optimal, 

fonction de coût,...etc. 

 

Abstract 

  In this work, we studied the existence of a strict optimal control for 

systems driven by the linear stochastic differential equation (LSDE). We 

have proved under minimal assumptions, the existence of an optimal 

control, in the case the domain of admissible controls and the cost 

function are assumed to be convex. 

Key words: stochastic process, Ito process, Ito formula, stochastic 

differential equation, the existence, optimal control, cost function …etc. 

 

 الملخص

في هذا العمل ، درسنا وجود التحكم الامثل للأنظمة التي تحكمها المعادلات   

التفاضلية العشوائية الخطية ، لقد أثبتنا في ظل الحد الادنى من الافتراضات وجود 

التكلفة  دالةو  محدب الضوابط المقبولة مجال  أنتحكم مثالي ، في حالة افتراض 

 .محدبة

العملية العشوائية، عملية إيتو، صيغة إيتو، المعادلة التفاضلية :  الكلمات المفتاحية

 .لخا... دالة التكلفة  ،تحكم الأمثلال ،العشوائية، الوجود

   


