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Introduction générale

La théorie d�équations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades EDSPR, à

des multi applications importantes on réalité et qui produit de grands e¤ets dans de nom-

breux de domaines, que ce soit automatique industrielle, �nance mathématique et le contrôle

optimal. Et la théorie de la commande optimale permet de déterminer la commande d�un

système qui minimise (ou maximise) un critère de performance.

Dans ce travaill, nous cherchons à donner une étude du principe du maximum de Pontrya-

gin, Ce principe est couramment utilisé dans de nombreux domaines, il y en a des exemples :

Cadenillas ([3]), Peng ([16]) :

Il est naturel d�étudier les problèmes de contrôle pour des systèmes régis par ce genre

d�équations. Nous savons très bien que dans la réalité le contrôle optimal sans contrainte

peuvent ne pas applicable par exemple en �nance mathématique il y�a des risques et des

crises économiques, cela justi�e l�utilisation des contrôles optimaux avec contrainte.

Ce travail a été consacré à l�étude deux formes du principe du maximum stochastique,

pour les systèmes d�EDSPR contrôlée de type suivant :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dXt = k (Xt; �; t) dt+ � (Xt; t) dWt;

X (0) = X0;

dYt = r (Xt; Yt; Zt; �; t) dt+ ZtdWt;

YT = g (X (T )) :

Où k est le dérivé(drift), � est le processus di¤usion et W = (Wt; 0 � t � T ) désigne un

mouvement brownien dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft) ;
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Introduction générale

� = (�t; 0 � t � T ) est un processus mesurable s�appelle contrôle admissible, r est générateur,

le rôle de Z est de rendez Y adapté, la première partie s�appelle EDS, la deuxième partie

s�appelle EDSR.

Plus précisément, nous établissons les conditions nécessaires d�optimalité, ces conditions

sont connue ce le nom de principe de maximum stochastique ce travail consiste à minimiser

(ou maximiser) une certaine fonction de coût J associer au contrôle optimal stochastique

sans contrainte.

Dans notre travail le coût est donnée respectivement par :

J(u(�)) = E((Y0)):

L�objet du contrôle optimal est minimiser la fonction de coût J sur l�ensemble de tous

les contrôles admissibles.

Dans ce mémoire qui se compose de trois chapitre :

Premièr chapitre :

Dans ce chapitre, on représente les outils mathématique qui permet de mieux com-

prendre le problème de notre travail qui est le principe de maximum concernant la théorie

des probabilités quelque notion sur les processus et le calcul stochastiques

Deuxième chapitre :

Dans le deuxième chapitre nous allons traiter l�équation di¤érentielle stochastique, par

la suite nous citons le théorème d�existence et l�unicité de la solution de l�EDS avec la preuve

de cette théorème et le théorème de Pardaux & Peng pour EDSR, et EDSPR de façon

générale.

Troisième chapitre :

Dans le troisième chapitre nous allons traiter le problème du contrôle optimal stochas-

tique sans contrainte pour EDSPR dans le cas où le coe¢ cient � n�est pas contrôlée et

le domaine de contrôle n�est pas nécessairement convexe, nous focalisons sur l�optimisation

2



Introduction générale

d�une fonction de coût donnée précédemment, pour cela on suppose que la fonction de coût

J(u(�)) est di¤érentiable et admet un minimum u� puis on perturbe le contrôle u� en utili-

sant une perturbation forte. L�obtention de ces conditions nécessaires d�optimalité porte sur

la dérivation de J(u�(�)). Le résultat obtenu dans ce chapitre est une inégalité maximale entre

Hamiltoniens.
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Chapitre 1

Calcul stochastique

1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 (Tribu) Fest une tribu (ou �-algebre ) sur 
 c�est à dire F un famille

de parties de 
 véri�er les 3 conditions suivantes :

i) � 2 F :(contient l�ensemble vide).

ii) 8A 2 F () AC 2 F :(Stable par passage au complémentaire).

iii) 8n 2 N� et An 2 F () [1n=1An 2 F et \1n=1An 2 F (Union dénombrable et intersection

dénombrable).

� Le couple (
;F) s�appelle espace mesurable.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu, une réunion de tribus n�est pas

nécessairement une tribu.

Dé�nition 1.1.2 (Sous-tribu) On dit que 	 est une sous-tribu de F telle que 	 � F

() 8A 2 	 =) A 2 F :

Dé�nition 1.1.3 (Tribu engendrée) La tribu engendrée par A est l�intersection de toutes

les tribus contenant A, Elle la plus petit tribu contenant cette famille, on note � (A) telle

que � (A) = f�;
; A;Acg:

4



Chapitre 1. Calcul stochastique

Exemple 1.1.1 Tribu des borélieners de R (on note BR) est la plus petite tribu contenant

tous les intervalles ouverts (où fermées, où ouverts à gauche, fermées à droite).

1.2 Généralité sur la théorie des probabilités

Dé�nition 1.2.1 (Probabilité) On dit que une probabilitée sur (
;F) est une application

P de F dans [0; 1] telle que :

1. P (
) = 1:

2. P ([1i=0Ai) =
P1

i=0 P (Ai) pour des An � F deux à deux disjoints.

Notation 1.2.1 P (A) =
R
A
dP =

R


IAdP telleque IA c�est la fonction indicatrice sur 
,

c-à-d :

IA (�) =

8><>: 1; si � 2 A;

0, sinon:

� L�espace (
;F ;P) s�appelle espace de probabilité.

Dé�nition 1.2.2 (Fonction de répartition) La fonction de répartition de la variable X

est la fonction croissante dé�nie sur R par :

F (t) = P (X � t) :

Dé�nition 1.2.3 (Fonction densité) La densité d�une variable aléatoire X est la dérivée

de la fonction de répartition (si cette dérivée existe). On peut alors écrire P (X 2 A) =R
A
f (x) dx; en particulier :

P (X 2 [a; b]) =
Z b

a

f (x) dx:

� Si deux variables aléatoires (ou même fonction de répartition, ou même densité), Alors les

variables aléatoires sont même loi, On dit qu�elles sont égales en loi.

� Si X et Y deux variables aléatoires telles que P (X � a) = P (Y � a) ;8a 2 R; alors X et

Y ont même loi, ce que l�on notera X loi
= Y:
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Chapitre 1. Calcul stochastique

1.3 Espace mesuré

Dé�nition 1.3.1 (Mesure) Une mesure sur (
;F) est une fonction f : F �! R+ telleque :

i) f (?) = 0:

ii) Si la suite disjointe fAigi2N � F alors f ([1i=0Ai) =
P1

i=0 f (Ai) :

Dé�nition 1.3.2 (Espace mesurable) Soit 
 un ensemble et F une tribu sur 
; le couple

(
;F) est un espace mesurable.

Remarque 1.3.1 Les éléments de 
 sont appelés ensembles mesurables.

Remarque 1.3.2 La condition (i) est appelée la �-additivité de la mesure.

Dé�nition 1.3.3 (Espace mesurée) La triplet (
;F ; �) est appelée un espace mesurée, tel

que (
;F) est un espace mesurable et � est une mesure.

Dé�nition 1.3.4 (Application mesurable) Si (
;F) et (L;L) deux espaces mesurables,

Alors une application f : 
 ! L est dite (F ;L) mesurable si f�1 (A) 2 F ;8A 2 L, mathé-

matiqement :

f�1 (A)
D�efinition
= f� 2 
j f (�) 2 Ag:

1.4 Ensembles négligeables et l�espace complet

Dé�nition 1.4.1 (Ensemble négligeable) Soit (
;F ;P) est espace de probabilité, On dit

que N est un ensemble négligeable, Si la propabilité P (M) = 0 telle que M � F contenant

N:

Remarque 1.4.1 Une propriété est vraie presque sûrement (p:s) si elle est vraie en dehors

d�un ensemble négligeable.

Notation 1.4.1 L�union dénombrable d�ensembles négligeables est négligeable.

Dé�nition 1.4.2 (Espace complet) Si l�espace (
;F ;P) contient tous les ensembles né-

gligeables N , Alors il s�appelle espace complet.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

1.5 Variable aléatoire et espérance et espérance condi-

tionelle

Dé�nition 1.5.1 (Variable aléatoire) Soit (
;F ;P) est espace de probabilité, Une va-

riable aléatoire (en abrégé, v.a.) X est une application mesurable X : 
 ! E; où (E; ") est

un espace mesurable.

Dé�nition 1.5.2 (Loi de probabilité d�une variable aléatoire) Soit X une variable

aléatoire dé�nie sur (
;F ;P) ; La loi de X est la mesure image de P par X:C�est donc la

mesure de probabilité PX sur (E; ") donnée par :

PX (A) = P
�
X�1 (A)

�
= P (f! 2 
jX (!) 2 Ag) ; pour A 2 ":

On dit que X suit la loi � (et on abrège parfois X � �) si la loi de X est �:

Remarque 1.5.1 Deux familles de lois méritent une attention particulière : les lois dites

discrètes et continues. Attention, ce ne sont que des cas particuliers, et de nombreuses lois

ne sont ni discrètes ni continues.

Dé�nition 1.5.3 (Espérance) L�espérance d�une variable aléatoire X est par dé�nition la

quantité
R


XdP que l�on note E (X) ou EP (X) si l�on désire préciser quelle est la probabilité

utilisée sur 
. Cette quantité peut ne pas exister.

Pour calculer cette intégrale, on passe dans "l�espace image" et on obtient, par dé�nition

de la loi de probabilité
R


XdPX =

R
R xdPX (x) :

� Si X admet une densité f , on a E (X) =
R
R xf (x) dx:

Propriété 1.5.1 (Propriétés d�espérance) SoitX et Y deux variables aléatoires construites

sur l�espace de probabilité (
;F ;P) telque Card (
) <1; si a et b représentent des nombres

réels alors :

7



Chapitre 1. Calcul stochastique

� EP [aX + bY ] = aEP [X] + bEP [Y ] :

� Si 8! 2 
; X (!) � Y (!) alors EP [X] � EP [Y ] :

� De façon généle, EP [XY ] 6= EP [X]EP [Y ] :

� Si X et Y sont indépendantes alors EP [XY ] = EP [X]EP [Y ] :

L�espérance d�une variable alétoire est un nombre réel, ce n�est pas une quantité aléatoire.

Dé�nition 1.5.4 (Espérance conditionelle) La variable aléatoire X est construite sur

l�espace de probabilité (
;F ;P), Card (
) < 1; Soit G � F ; une tribu engendrée par la

partition P = fA1; :::Ang telque P (Ai) > 0: L�esérance conditionelle de X étant donnée G

notée EP [Xj G] est :

EP [Xj G] (!) =
nX
i=1

IAi (!)
P (Ai)

X
!�2Ai

X (!�)P (!�) :

L�espérance conditionnelle s�exprime à l�aide des probabilités conditionnelles étant donné

chacun des éléments de la partition qui engendre la tribu puisque :

EP [Xj G] (!) =
nX
i=1

IAi (!)
P (Ai)

X
!�2Ai

X (!�)P (!�) ;

=
nX
i=1

IAi (!)
X

!�2Ai

X (!�)
P (!� \ Ai)
P (Ai)

;

=
nX
i=1

IAi (!)
X

!�2Ai

X (!�)P (!�jAi) :

Propriété 1.5.2 Soit X et Y deux variables aléatoires de l�espace probabilité (
;F ;P) ; les

tribus G;G1 et G2 sont engendrées respectivement par les partitions fnies P = fA1; :::Anget

P1 = fB1; :::Bng et P2 = fC1; :::Cng :

� Si X est G�mesurable alors EP [Xj G] = X:

� Si G1 � G2 sont des tribus alors EP
�
EP [Xj G1]

��G2� = EP [Xj G1] :
� Si G1 � G2 sont des tribus alors EP

�
EP [Xj G2]

��G1� = EP [Xj G1] :
� EP [Xj f?;
g] = EP [X] :

� EP [Xj G] = EP [X] :

8



Chapitre 1. Calcul stochastique

� Si Y est G�mesurable alors EP [XY j G] = Y EP [Xj G] :

� Si X et Y sont indépendantes alors EP [Xj� (Y )] = EP [X] :

� 8a; b 2 R;EP [aX + bY j G] = aEP [Xj G] + bEP [Y j G] :

1.6 Quelque notion sur le processus stochastique

Pour représenter un phénoméne aléatoire dépendant du temps, le modéle mathématique

est donné par :

Un espace de probabilité (
;F ;P);

Une fonctionnelle : 8><>: X : (R+ � 
;B(R+)
F)! (E; �);

(t; !)! X(t; !):

Pour chaque t �xé, l�état du système est une variable c�est-à-dire ! ! X(t; !) est mesurable.

Pour ! 2 
 �xé t! X(t; !) est appellée une trajectoire.

Dé�nition 1.6.1 (Processus stochastique ) On appelle processus stochastique (Xt)t�0 à

valeur dans (E; �) une famille de variable aléatoire indixé par le temps t � 0:

Dé�nition 1.6.2 (Modi�cation d�un processus) On dit que deux processus (Xt)t�0 et

(Yt)t�0 dé�nie sur le même espace de probabilité (
;F ;P) sont modi�cation l�un de l�autre si

8t � 0; Xt = Yt; P� p:s:

Dé�nition 1.6.3 C�est équivalent à dire :

8t � 0; 9Nt;P(Nt) = 0 et 8! =2 Nt; Xt(!) = Yt(!):

Dé�nition 1.6.4 (Processus indistinguables) Deux processus (Xt)t�0 et (Yt)t�0 sont in-

distinguables si P(Xt(!) = Yt(!);8t � 0) = 1:

C�est équivalent à dire : 9N; P(N) = 0; et 8! =2 N; Xt(!) = Yt(!);8t � 0:

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

Dé�nition 1.6.5 (Filtration) On suppose T = R+: Soit (
;F ;P) un espace de probabilité,

On appelle �ltration tout famille croissante fFtgt2R+de sous tribu de F , c�est-à- dire fFtgt2R+

est un �ltration si seulement si :

i) 8t 2 R+; Ft est une sous tribu de F :

ii) 8t; s 2 R+; s � t) Fs � Ft:

Dé�nition 1.6.6 On dit que fFtgt2R+ est continue à droite si seulement si Ft = \
s�t
Fs =

Ft+ :

Remarque 1.6.1 � L�espace (
;F ; fFtgt2R+ ;P) s�appelle espace de probabilité �ltré.

� Les ensembles négligeables sont contenus dans F0:

Dé�nition 1.6.7 (Adaptation d�un processus) Soit (Xt)t�0 un processus dé�nie sur

(
;F ; (Ft)t�0;P), on dit que (Xt)t�0 est (Ft)t�0 adapté si 8t � 0; la variable aléatoire Xt est

Ft�mesurable.

Remarque 1.6.2 Un processus (Xt)t�0 est toujours adapté à sa �ltration canonique Ft =

�(Xs; s � t):

Dé�nition 1.6.8 (Processus mesurable) On dit qu�un processus (Xt)t�0 est mesurable si

l�application (t; !)! Xt(!) de (R+�
;B(R+)
F) dans (E; �) est (�;B(R+)
F)-mesurable.

Dé�nition 1.6.9 (Processus progressivement mesurable) On dit qu�un processus (Xt)t�0

est progressivement mesurable si 8t � 0 l�application :

8><>: X : ([0; t]� 
;B([0; t])
Ft)! (E; �);

(!; s)! Xs(!):

Est (�;B([0; t])
F)-mesurable.

Proposition 1.6.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues à

gauche (où continues à droite), Alors X est mesurable, et X est progressivement mesurable

s�il est de plus adapté.

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

Dé�nition 1.6.10 (Processus Gaussiens) On dit qu�un processus (Xt)t�0 est processus

gaussien si toute combinaison linéaire �nie est une variable aléatoire gaussienne, c�est-�a-

dire :

8n; 8ti; 1 � i � n; 8ai;
nX
i=1

aiXti ; est une variable aléatoire gaussienne.

Dé�nition 1.6.11 (Processus de Markov) On dit que le processus (Xt)t�0 est de Markov

si, pour tout n, pour toute fonction bornée F dé�nie sur Rn pour tous t1 � t2 � ::: � tn:

E (F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; :::; Xs+tn)j Fs) = E (F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; :::; Xs+tn)jXs) :

En particulier que pour toute fonction f borélienne bornée :

E (F (Xt)j Fs) = E (F (Xt)jXs) ; 8t > s:

Dé�nition 1.6.12 (Martingale, sur-martingale et sous-martingale) On dit que un

processus (Xt)t�0 à valeurs réelles est (martingale, sur-martingale et sous-martingale) par

rapport à la �ltration fFtgt�0 si véri�é trois condition :

1. Pour tout t � 0, (Xt)t�0 est Ft�mesurable.

2. Pour tout t � 0, Xt est intégrable.

3. Pour 0 � s � t; E(Xtj Fs) = Xs (martingale), E(Xtj Fs) � Xs (sur-martingale)

,E(Xtj Fs) � Xs (sous-martingale).

Proposition 1.6.2 (Inégalité maximale) On a souvent besoin de majorations d�intégrales

stochastiques. L�inégalité de Doob conduit à :

E

 �
sup
s�T

Z s

0

�udWu

�2!
� 4E

 �Z T

0

�udWu

�2!
= 4

Z T

0

E
�
�2u
�
du:

Dé�nition 1.6.13 (Temp d�arrêt) On dit que � une variable aléatoire à valeurs dans R+

est un fFtgt�0�temps d�arrêt ,Si pour tout t, f� � tg 2 Ft.

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

� On appelle tribu des évènements antérieurs à � la tribu dé�nie par :

Ft = fA 2 F1; A \ f� � tg 2 Ft;8tg:

Proposition 1.6.3 Soit � un temps d�arrêt. Si X est progressivement mesurable,Alors le

processus arrêté X��dé�nie par X�
t = X�^t� est progressivement masurable.

Théorème 1.6.1 (Théorème d�arrêt) Si X est une martingale et si � et � sont deux

temps d�arrêt bornés tels que � � � , alors, E(X� jF�) = X� P� p:s:

Dé�nition 1.6.14 (Mouvement Brownien) Un processus à valeur réelles est dit un mou-

vement brownien standard (issu de 0) par rapport à la �ltration (Ft)t�0 si et seulement si :

i) W0 = 0, P� p:s Wt est (Ft)t�0�adapté à trajectoire continue.

ii) Les accroissement de mouvement brownien sont indépendants de Fs ie : 80 � s � t;

Wt �Ws sont indépendants de Fs:

iii) 80 � s � t; Wt �Ws est de distribution normale centrée de variance t� s:

Dé�nition 1.6.15 On appelleMB standard à valeurs dans Rd, un vecteurW = (W 1; :::;W d)où

les W i sont des MB réels indépendants.

Proposition 1.6.4 Soit W un MB. La �ltrationfFw
t gt�0 véri�e les conditions habituelles

et W est unfFw
t gt�0�MB.

Théorème 1.6.2 (Propriétés des trajectoires) SiW est unMB; alors presque sûrement,

on a :

i) t! Wt(!) n�est à variation �nie sur aucun intervalle.

ii) t! Wt(!) est localement hölderienne d�ordre � pour tout � < 1=2:

iii) t! Wt(!) n�est dérivable en aucun point (ni localement hölderienne d�ordre � � 1=2):

Proposition 1.6.5 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues à

gauche (où continues à droite), Alors X est mesurable, et X est progressivement mesurable

s�il est de plus adapté.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

1.7 Intégrale stochastique et formule d�Itô

L�objectif de ce paragraphe est de dé�nir integrale
R t
0
�sdWs, Ceci n�est pas évident car

comme nous l�avons rappelé précédemment les trajectoires du MB ne sont pas à variation

�nie. Dans cette section, on �xe un réel T strictement positif.

Soit � = (�t); un processus élémentaire. Nous souhaitons donner un sens à la variable

aléatoire Z t

0

�sdWs: (1.1)

Où Wt est un mouvement Brownien.

Pour cela, rappellons que lorsque nous intégrons une fonction g régulaire par rapport à

une fonction dérivable f , alors :

Z t

0

g(s)df(s) =

Z t

0

g(s)f 0(s)ds:

Dans le cas où f n�est pas dérivable, mais en supposant qu�elle est à variation bornée,

alors l�integrale de stieltjes, dé�nie par :

Z t

0

g(s)df(s) = lim
�n!0

i=n�1X
i=0

g(si)[f(si+1)� f(si)]:

Où 0 = s0 < s1 < ::: < sn = t et �n = max0<i<n�1 jsi+1 � sij peut ·etre utilisée.

Malheureusement, puisque le mouvement Brownien n�est pas à variation bornée, la dé-

�nition précédente ne s�applique pas à l�integrale (1:1).

Cependant, puisqueWt est à variation quadratique �nie, car pour tout t > 0 nous avons :

lim
n!+1

hBi(n)t = t p:s:

Donc on peut dé�nir l�integrale par rapport au mouvement Brownien comme une limite

dans l�espace L2 de variable aléatoire dont le moment d�ordre deux existe.

13
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Ainsi, on dé�nit : Z t

0

�sdWs = lim
�n!0

i=n�1X
i=0

�(si)[W (si+1)�W (si)]:

Où le processus �t appartient à l�espace L2 et �t soit F-adapté, de telle sort que �si
soit indépendant de W (si+1)�W (si).

Pour des raisons technique, on supposons des conditions de régularité aux processus

étudiés. En générale, il faut qu-ils soit présque sûrement continue à droite avec une limite à

gauche (càdlag).

Par la suite, on suppose L2F(
; [0; t]) l�ensemble des processus càdlag �t sur [0; t] qui

sont F-adapté et telle que

E

�Z t

0

�2sds

�
< +1:

Processus élémentaire

Un processus (�t)0�t�T est dit élémentaire s�il existe une subdivision 0 = t0 < t1 < ::: <

tn = T et un processus discret (�i)0�i�n�1 2 L2(
) qui est Ft�adapté et tel que :

�t(!) =
i=n�1X
i=0

�i1]ti;ti+1[(t):

L�integrale stochastique entre 0 et t < T d�un processus élémentaire �t est un variable

aléatoire :

Z t

0

�sdWs =

i=n�1X
i=0

�i(Wmin(t;ti+1) �W(min(ti;t)):

De cette manière, nous associons à un processus � élémentaire le processus :

	t =

�Z t

0

�sdWs

�
0�t�T

:

Proposition 1.7.1 Si � est élémentaire, alors :

(i) � �! 	t est linéaire.

14
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(ii) t �! 	t est continue presque sûrement et F-adapté.

(iii) E(	t) = 0 et Var(	t) = E
�R t

0
�2sds

�
:

(iv) 	t est une Ft�martingale.

(v) Le processus 	2t �
R t
0
�2sds est une Ft�martingale.

Cas d�un processus déterministe (Integrale de wiener)

Soit un processus � qui n�est pas aléatoire, mais simplement une fonction de temps t.

Dans ce cas, nous pouvons écrire �t = f(t) pour une certaine fonction f : [0; T ] �! R:

Cette integrale s�appelle l�integrale de wiener.

Proposition 1.7.2 Si le processus � est déterministe, alors :

	t =

Z t

0

f(s)dWs s N(0;
Z t

0

f 2(s)ds):

Dé�nition 1.7.1 (Processus d�Itô) On appelle processus d�itô un processus (Xt)0�t�T à

valeur réelle tel que :

80 � s � t; Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdWs; P� p:s:

Où X0 est F0�mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurable veri�ant les

conditions :

Z T

0

jbsjds < +1 et

Z T

0

jj�sjj2ds < +1; o�u jj�jj = trace(���):

Le coe¢ cient b est le drift ou la derivé, � est le coe¢ cient de di¤usion.
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Chapitre 2

Équations di¤érentielles stochastiques

(EDS) et rétrogrades (EDSR) et

progressives rétrogrades (EDSPR)

2.1 Équation di¤érentielle stochastique

le but d�équation di¤érentielle stochastique est de établir un modéle mathématique pour

une équation di¤érentielle perturbée par un bruit aléatoire, on va présente maintenant une

équation di¤érentielle ordinaire de la forme :

X 0(t) = b(X(t)):

Soit encore sous forme condensée :

dX(t) = b(X(t))dt:

Cette équation est utilisé pour décrire l�évolution d�un systeme dynamique, Si on ajoute

un terme de bruit blanc, qui sera de la forme �dWt, où Wt désigne un mouvement brownien
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progressives rétrogrades (EDSPR)

et � est une constante. On obtient une équation di¤érentielle stochastique de la forme :

dX(t) = b (X(t)) dt+ �dWt:

Où encore sous forme integrale :

Xt = x+

Z t

0

b (X(s)) ds+ �Wt:

Maintenant on prend � à dépendre de l�état à l�instant t :

dX(t) = b (X(t)) dt+ �(X(t))dWt:

Soit encore sous forme integrale :

X(t) = x+

Z t

0

b (X(s)) ds+

Z t

0

�(X(s))dWs:

On continue de généraliser l�équation tout en autorisant b et � dépendent du temps t,

on obtient :

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt; pour 0 � t � T:

2.1.1 Existence et unicité

Notation et dé�nitions

Soient (
;F ;P) un espace probabilisé complet, (Wt)t�0 désigne un mouvement brownien

à valeur dans Rd et X une variable aléatoire à valeur dans Rn indépendant de (Wt)t�0:

Soient aussi b et � deux fonctions de Rn � R+ à valeur dans R donnée par :

b : Rn � R+ ! Rn;

� : Rn � R+ !Mn�m:
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Le probléme donc est de résoudre l�EDS :

dX(t) = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt; pour, 0 � t � T:

Telle que : Le coe¢ cient b s�appelle le drift et � s�appelle la di¤usion.

Soient n et m des entiers positifs, et soient � et b deux fonctions mesurable localement

bornées dé�nies sur Rn�R+ et à valeur respectivement dans Mn�m et Rn, où Mn�m désigne

l�ensemble des matrices n�m :

La solution de l�équation :

8><>: dX(t) = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt;

X(0) = x:
(2.1)

Est un processusX continueFt-adapté telle que les integrale
R t
0
b(s;Xs)ds et

R t
0
�(s;Xs)dWs

ont une sens et l�égalité :

X(t) = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dWs; pour, 0 � t � T:

Est satisfaite pour tout t P:p:s:

Quelle coditions doit on appliquer sur b et � pour obtenir l�existance et l�unicité d�une

solution de l�EDS.Le théoreme suivant donne des conditions su¢ santes sur b et � pour avoir

l�existance et unicité d�une solution de l�EDS.

2.1.2 Théorème d�existence et unicité

Théorème 2.1.1 on suppose :

(H1) Les fonctions b et � sont continues.

(H2) Il existe c > 0 telle que pour tout t 2 [0; T ] x 2 Rn et y 2 Rn:

i) jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � cjx� yj:
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ii) jb(t; x)j2 + jb(t; y)j2 � c(1 + jxj2):

(H3) la condition initiale X0 = x est indépendante de (Wt)t�0 et est de carré intégrable ie :

Ejxj2 < +1:

Alors il existe une unique solution de l�EDS à trajectoire continue pour tout t � T:

De plus cette solution veri�er E(sup0�t�T jXtj2) < +1:

Preuve. 1) L�existence : On construit la solution par la méthode d�approximation de

Picard. En dé�nissant la suite (Xn)n�0 telleque X
0
t = x et (Xn+1)n�0 est la solution du

système de EDS suivantes :

Xn+1 = x+

Z t

0

b(s;Xn
s )ds+

Z t

0

�(s;Xn
s )dWs: (2.2)

Et telles que les integrales stochastique sont bien dé�nies car il est clair par recurrence que

pour chaque n;Xn+1et continu et adapté, donc le processus �(s;Xn
s ) est aussi. On montre

l�existence de solution de EDS (2:1) pour, t 2 [0; T ] ; veri�ant d�abord par récurrence sur n

qu�il existe une constante Cn telle que pour tout t 2 [0; T ] :

E
�
jXn

t j
2� � Cn: (2.3)

Supposons que E
�
jXn

t j
2� � Cn: et montre que E ���Xn+1

t

��� � Cn: On a
��Xn+1

t

��2 = ����x+ Z t

0

b (s;Xn
s ) ds+

Z t

0

� (s;Xn
s ) dWs

����2 :
Comme

(a+ b+ c)2 � 3
�
a2 + b2 + c2

�
:

Donc ��Xn+1
t

��2 � 3 jxj2 + ����Z t

0

b (s;Xn
s ) ds

����2 + ����Z t

0

� (s;Xn
s ) dWs

����2
!
:
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Par passage a l�esperance, on obtient :

E
h��Xn+1

t

��2i � 3 jxj2 + E"�Z t

0

jb (s;Xn
s )j ds

�2#!
+ E

"�����Z t

0

� (s;Xn
s ) dWs

�����2
#
: (2.4)

Par l�isometrie d�Ito, le théorème de croissance lineaire, on a :

E

"�����Z t

0

� (s;Xn
s ) dWs

�����2
#
= E

�Z t

0

j� (s;Xn
s )j

2 ds

�
;

� E
�Z t

0

K2 (1 +Xn
s ) ds

�
;

=

Z t

0

K2
�
1 + E

�
jXn

s j
2�� ds: (2.5)

Et par le théorème de Cauchy-Schwarz :

E

"�Z t

0

b (s;Xn
s ) ds

�2#
� E

��Z t

0

ds

��Z t

0

jb (s;Xn
s )j

2 ds

��
;

� TE
�Z t

0

jb (s;Xn
s )j

2 ds

�
;

� TE
�Z t

0

K2
�
1 + jXn

s j
2� ds� ;

� TK2

�Z t

0

�
1 + E jXn

s j
2� ds� : (2.6)

Remplacant (2:5) et (2:6) dans (2:4) :

E
h��Xn+1

t

��2i � 3�jxj2 + TK2

�Z t

0

�
1 + E jXn

s j
2� ds�+K2

Z t

0

�
1 + E jXn

s j
2� ds� ;

� 3
�
jxj2 +K2 (T + 1)

Z t

0

�
1 + E jXn

s j
2� ds� ;

� 3
�
x+K2 (T + 1)T (1 + Cn)

�
= Cn+1:

Ce qui prouve

E
h��Xn+1

t

��2i � Cn+1 � 1:
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On va majorer par recurrence :

E

"
sup
t2[0;t]

��Xn+1
t �Xn

t

��2# :
On a

Xn+1
t �Xn

t =

Z t

0

�
b (s;Xn

s )� b
�
s;Xn�1

s

��
ds+

Z t

0

�
� (s;Xn

s )� �
�
s;Xn�1

s

��
ds:

En utilisant l�inegalité de Doob, on obtient :

E
�
sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j
2

�
� 2E

��R t
0
jb (s;Xn

s )� b (s;Xn�1
s )j ds

�2�
+2E

hR t
0
� j(s;Xn

s )� � (s;Xn�1
s )j2 ds

i
:

L�inégalité de Hölder donne alors la majoration :

E
�
sup
0�s�t

jXn+1
s �Xn

s j
2

�
� 2TE

hR t
0
jb (s;Xn

s )� b (s;Xn�1
s )j2 ds

i
+2E

hR t
0
j� (s;Xn

s )� � (s;Xn�1
s )j2 ds

i
:

Comme les fonctions b et � sont Lipshitziennes, on obtient pour t 2 [0; t] :

E
�
sup
0�s�t

��Xn+1
s �Xn

s

��2� � 2 (T + 1)K2E
�Z t

0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds� :
Alors

E
�
sup
0�s�t

��Xn+1
s �Xn

s

��2� � 2 (T + 1)K2

Z t

0

E
�
sup
0�r�s

��Xn
r �Xn�1

r

��2� ds;
� C

Z t

0

E
�
sup
0�r�s

��Xn
r �Xn�1

r

��2� ds: (2.7)

Où C = 2 (1 + T )K2.

Nous répétons la même méthodes, en appliquant l�inégalité de Doob, à jXn
r �Xn�1

r j2 pour
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obtenir :

E
�
sup
0�r�s

��Xn
r �Xn�1

r

��2� � C Z s

0

E
�
sup
0�u�r

��Xn�1
u �Xn�2

u

��2� dr: (2.8)

En remplaçent (2:8) à (2:7), on trouve :

E
�
sup
0�s�t

��Xn+1
s �Xn

s

��2� � C Z t

0

E
�
sup
0�r�s

��Xn
r �Xn�1

r

��2� ds;
� C

Z t

0

�
C

Z s

0

E
�
sup
0�u�r

��Xn�1
u �Xn�2

u

��2� dr� ds;
� C2E

�
sup
0�u�r

��Xn�1
u �Xn�2

u

��2� Z t

0

�Z s

0

dr

�
ds;

� C2E
�
sup
0�u�r

��Xn�1
u �Xn�2

u

��2� t2
2
;

� C2T
2

2
E
�
sup
0�u�r

��Xn�1
u �Xn�2

u

��2� :
On répète cette méthode plusieur fois, on trouve :

E
�
sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

��2� � CnT n
n!

sup
0�s�T

h��X1
s �X0

s

��2i ;
� D:CnT

n

n!
:

En appliquant l�ingalité de Tchebychev, on a :

P
�
sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

��2 > 1

2n+1

�
� DC

n

n!
=

�
1

2n+1

�2
= 4D:

(4C)n

n!
:

Il vient donc que :

1X
P

n=0

�
sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

��2 > 1

2n+1

�
� 4D

1X
n=0

(4C)n

n!
= 4D: exp (4C) <1:

Donc

8n 2 N; P
�
sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

�� > 1

2n+1

�
= 0:
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Qui signi�er que :

8n 2 N; P
�
sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

�� � 1

2n+1

�
= 1:

C�est-à-dire :

sup
0�s�T

��Xn+1
s �Xn

s

�� � 1

2n+1
; pour tout n � n0; pour n0 2 N:

Avec probabilité égale à 1. Passons à la somme on trouve :

sup
0�s�T

jXm
s �Xn

s j �
m^nX

k=m^n�1

sup
0�s�T

��Xk+1
s �Xk

s

�� � 1X 1

2k+1
� 1

2m^n
:

Pour m ^ n � n0 (!) ;Alors le processus (Xn)1n=0 est une suite de Cauchy, donc convergente.

Alors il existe un processus continu (Xt)t2[0;T ], tel que :

sup
0�t�T

jXn
t �Xtj �! 0; quand n �!1; avec probabilité.

Donc, P� p:s; Xn converge vers processus continu Xt.

2) L�unicité : Supposons que (Xt)t�0 et (Yt)t�0 deux solution de (2:1) pour tout t 2 [0; T ] :

Xt � Yt =
Z t

0

[b (s;Xs)� b (s; Ys)] ds+
Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] dWs:

Comme

(a+ b)2 � 2a2 + 2b2:

Alors

E
�
jXt � Ytj2

�
� 2E

"����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds
����2
#
+2E

"����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys) dWs)

����2
#
:
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D�aprés inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

E

"����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds
����2
#
� TE

�Z t

0

jb (s;Xs)� b (s; Ys)j2 ds
�
;

� TK2

Z t

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds:

Et par l�isometrie d�Itô, on a :

E

"����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys) dWs)

����2
#
� E

�Z t

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�
;

� K2

Z t

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds:

Donc

E
�
jXt � Ytj2

�
� 2TK2

Z t

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds+ 2K2

Z t

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds;

�
�
2TK2 +K2

� Z t

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds:

Soit � (t) = E
�
jXt � Ytj2

�
; � (t) � C

R t
0
� (s) ds; 8t 2 [0; t] ; utilisant le lemme de

Granwall, avec C0 = 0 implique � = 0; on trouve :

E
�
jXt � Ytj2

�
= 0:

2.2 Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

2.2.1 Présentation du problème

Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace probabilité �ltré et � variable aléatoire mesurable par

rapport à FT : Nous voulons résoudre l�équation di¤érentielle suivante :
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�dYt
dt

= f (Yt) ; t 2 [0; t] ;
Z t

0

ZsdWs:YT = �:

En imposant que, pour tout instant t; Yt ne dépend pas du futur après t c�est à dire que

le processus Y soit adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0:

Prenons l�exemple le plus simple à savoir f � 0. Le candidat naturel est Yt = � qui n�est

pas adapté si � n�est pas déterministe.

La meilleure approximation � disons dans L2 � adaptée est la martingale Yt = E (�=Ft).

Si on travaille avec la �ltration naturelle d�un mouvement brownien, le théorème de représen-

tation des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable

et adapté tel que :

Yt = E (�=Ft) = E [�] +
Z t

0

ZsdWs:

Un calcul élémentaire montre alors que :

Yt = � �
Z t

0

ZsdWs; i:e: � dYt = �ZtdWt; avec, YT = �:

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande gé-

néralité, on permet à f de dépendre du processus Z, l�équation devient donc :

�dYt = f (t; Yt; Zt)� ZtdWt; avec, YT = �:

Notation 2.2.1 Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet etW un MB d�dimensionnel

sur cet espace. On notera fFtgt�0 la �ltration naturelle du MB (W ). On travaillera avec deux

espaces de processus :

�On notera tout d�abord S2
�
Rk
�
l�espace vectoriel fermé des processus Y ,progressivement
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mesurables, à valeurs dans Rk, tels que :

kY k2S2 := E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1:

Et S2
�
Rk
�
le sous-espace fermé par les processus continus. Deux processus indistinguables

seront toujours identi�és et nous garderons les mêmes notations pour les espaces quotients.

� Et ensuiteM2
�
Rk�d

�
celui formé par les processus Z,progressivement mesurables, à valeurs

dans Rk�d;tels que :

kZk2M2 := E
�Z T

0

kZtk2 dt
�
<1:

Où si z 2 Rk�d,kzk2 =trace(zz�) : M2
�
Rk�d

�
désigne l�ensemble des classes d�équivalence

de M2
�
Rk�d

�
:

� Rk et Rk�d seront souvent omis ; les espaces S2; S2c etM
2 sont des espaces de Banach pour

les normes dé�nies précédemment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c
�
Rk
�
�

M2
�
Rk�d

�
:0

�On veut résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR en abrégé) sui-

vante :

�dYt = f (r; Yr; Zr) dt� ZrdWt; 0 � t � T; Yt = �:

Ou, de façon équivalente, sous forme intégrale :

Yt = � +

Z T

0

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

0

ZrdWr; 0 � t � T: (2.9)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale. Sans plus

tarder, précisons ce que l�on entend par solution de l�EDSR(2:9) :

Dé�nition 2.2.1 Une solution de EDSR (2:9) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T

véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk�d;

2. P � p:s:
R T
0
ff (r; Yr; Zr) + kZrk2gdr <1;
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3. P � p:s:;on a :

Yt = � +

Z T

0

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

0

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarque 2.2.1 Il est important de retenir les deux points suivants : tout d�abord, les

intégrales de l�équation (2:9) étant bien dé�nies, Y est une semi-martingale continue ; ensuite,

comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Y0

est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théorème d�existence et d�unicité, nous allons montrer, que

sous une hypothèse relativement faible sur le générateur f , le processus Y appartient à S2:

Proposition 2.2.1 Supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T , positif, appartenant à

M2 (R) et une constante positive � tels que :

8 (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; jf (t; y; z)j � ft + � (jyj+ kzk) :

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR (2:9) telle que Z 2M2 alors Y appartient

à S2c :

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Y0 est

déterministe. En e¤et, on a, pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = Y0 �
Z t

0

f (r; Yr; Zr) dr +

Z t

0

ZrdWr;

Et par suite, utilisant l�hypothèse sur f :

jYtj � jY0j+
Z T

0

(fr + � kZrk) dr + sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

����+ � Z t

0

jYrj dr:

Posons

& = jY0j+
Z T

0

(fr + � kZrk) dr + sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

���� :
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Par hypothèse, Z appartient à M2 et donc, via l�inégalité de Doob, le troisième terme est

de carré intégrable ; il en est de même pour fftg0�t�T ;et Y0 est déterministe donc de carré

intégrable , il s�en suit que & est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu � cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall fournit

l�inégalité sup0�t�T jYtj � & exp (�T ) qui montre que Y appartient à S2:

Remarque 2.2.2 Le résultat est encore valable lorsque kf:k1 est une variable aléatoire de

carré intégrable.

Finissons par un résultat d�intégrabilité qui nous servira à plusieurs reprise.

Lemme 2.2.1 Soient Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2 M2

�
Rk�d

�
: Alors

nR t
0
Ys:ZsdWs; t 2 [0; T ]

o
est

une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent :

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

Yr:ZrdWr

����
#
� CE

"�Z T

0

jYrj2 kZrk2 dr
�1=2#

� CE
"
sup
0�t�T

jYrj
�Z T

0

kZrk2 dr
�1=2#

;

et par suiete, comme ab � a2=2 + b2=2;

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

Yr:ZrdWr

����
#
� C 0

"
E

"
sup
0�t�T

jYrj2
#
+ E

�Z T

0

kZrk2 dr
�#
:

Or cette dernière quantité est �nie par hypothèse : d�où le résultat.

2.2.2 Théorème d�existence et unicité des EDSR

Le cas Lipschitz

Le résultat de Pardoux�Peng
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Nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�unicité qui sera généralisé au

chapitre suivant. Ce résultat est dû à Pardoux et Peng ([15]) : c�est le premier résultat

d�existence et d�unicité pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-linéaire.

Rappelons pour la dernière fois que f est dé�nie sur [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs dans

Rk; telle que, pour tout (y; z) 2 Rk�Rk�d, le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit progressivement

mesurable. On considère également � une variable aléatoire, FT�mesurable, à valeurs dans

Rk:

(L) Il existe une constante � telle que P � p:s:

1. condition de Lipschitz en (y; z) : pour tout t; y; y0; z; z0 :

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0)j � � (jy � y0j � kz � z0k) :

2. condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf (r; 0; 0) drj
�
<1:

Cas où f ne dépend ni de y ni de z

Nous commençons par un cas très simple, celui où f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se

donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T dans M2
�
Rk
�
et on veut trouver une

solution del�EDSR.

Yt = � +

Z T

0

Frdr �
Z T

0

ZrdWr; 0 � t � T: (2.10)

Lemme 2.2.2 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg
0�t�T

2 M2
�
Rk
�
: l�EDSR (2:10) possède une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2:
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Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution véri�ant Z 2M2:

Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft; on a nécessairement,

Yt = E
�
� +

Z T

0

Frdr

����Ft� :
On dé�nit donc Y à l�aide de la formule précédente et il reste à trouver Z: Remarquons

que, d�après le théorème de Fubini, comme F est progressivement mesurable,
R t
0
Frdr est un

processus adapté à la �ltration fFtgt2[0;T ] ; en fait dans S2c puisque F est de carré intégrable.

On a alors, pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = E
�
� +

Z T

0

Frdr

����Ft�� Z t

0

Frdr :=Mt �
Z t

0

Frdr:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martingales brow-

niennes on construit un processus Z appartenant à M2 tel que :

Yt =Mt �
Z t

0

Frdr =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR étudiée

puisque comme YT = � :

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �
�
M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr

�
;

=

Z T

0

Frdr �
Z T

0

ZrdWr:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ant Z 2 M2: Nous montrons à présent le

théorème de Pardoux et Peng.

Cas où f dépend de y et z

Théorème 2.2.1 (Pardoux�Peng 90) ([15]) Sous l�hypothèse (L), l�EDSR (2:9) possède

une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2:
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Preuve. Nous utilisons un argument de point �xe dans l�espace de Banach B2 en construisant

une application 	 de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2 est solution de l�EDSR

(2:9) si et seulement si c�est un point �xe de 	.

Pour (U; V ) élémentde B2, on dé�nit (Y; Z) = 	 (U; V ) comme étant la solution de l�EDSR :

Yt = � +

Z T

0

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

0

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarquons que cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans B2:En e¤et,

Fr = f (r; Ur; Vr) : Ce processus appartient à M2 puisque, f étant Lipschitz :

jFrj � jf (r; 0; 0)j+ � jUrj+ � kVrk :

Et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer

le Lemme 2.2.2 pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M2: (Y; Z) appartient

à B2: L�intégralité de Z est obtenue par construction et, d�après la Proposition 2.2.1, Y

appartient à S2c : L�application 	 de B
2 dans lui-même est donc bien dé�nie.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments deB2 et (Y; Z) = 	 (U; V ) ; (Y 0; Z 0) = 	 (U 0; V 0) :Notons

y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0:On a, yT = 0 et :

dyt = ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t ) dt+ zdWtg :

On applique la formule de Itô à e�t jytj2 pour obtenir :

d
�
e�t jytj2

�
= �e�t jytj2 dt� 2e�tyt:ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )gdt+2e�tyt:ztdWt+ e

�t kztk2 dt:

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtien :

e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr =
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2yr:ff (r; Ur; Vr)� f (r; U 0r; V 0r )g

�
dr

� 2
Z T

t

e�ryr:zrdWr:
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Et comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U � U 0 et V � V 0 respectivement :

e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr �
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2� jyrj jurj+ 2� jyrj kvrk

�
dr

�
Z T

t

2e�ryr:zrdWr:

Pour tout " > 0 on a 2ab � a2="+ "b2: et donc, l�inégalité précédente donne :

e�t jytj2 +
R T
t
e�r kzrk2 dr �

R T
t
e�r (��+ 2�2=") jyrj2 dr �

R T
t
2e�ryr:zrdWr;

+"
R T
t
e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr:

Et prenant � = 2�2=" on a, notant R" =
R T
t
e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr :

8t 2 [0; T ] ; e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr � R" � 2
Z T

t

e�ryr:zrdWr: (2.11)

D�après le Lemme 2.2.1, la martingale locale
nR t

0
e�ryr:zrdWr

o
t2[0;T ]

est en réalité une mar-

tingale nulle en 0 puisque Y , Y 0 appartiennent à S2 et Z;Z 0 appartiennent à M2.

En particulier, prenant l�espérance ce qui fait partir l�intégrale stochastique via la remarque

précédente, on obtient facilement, pour t = 0 :

E
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
� E [R"] : (2.12)

Revenant à l�inégalité (2:11), les inégalités BDG fournissent� avec C universelle :

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R"] + CE

"�Z T

0

e�r
�
jytj2 + kzrk2

�
dr

�1=2#
;

� E [R"] + CE
"
sup
0�t�T

e�t=2 jytj
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�1=2#

:

Puis, comme ab � a2=2 + b2=2 :

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R"] +

1

2
E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
+
C2

2
E
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
:
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Prenant en considération l�inégalité (2:12), on obtient �nalement :

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2 +
Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
�
�
3 + C2

�
E [R"] :

Et par suite, revenant à la dé�nition de R";

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2 +
Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
� "

�
3 + C2

�
(1 _ T )E

�
sup
0�t�T

e�t jutj2 +
Z T

0

e�r kvrk2 dr
�
:

Prenons " tel que " (3 + C2) (1 _ T ) = 1=2; de sorte que l�application 	 est alors une contrac-

tion stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme :

k(U; V )k� = E
�
sup
0�t�T

e�t jUtj2 +
Z T

0

e�r kVrk2 dr
�1=2

:

Qui en fait un espace de Banach, cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas � = 0:

Alors 	 possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence et l�unicité d�une solution

de l�EDSR (2:9) dans B2:

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2M2 puisque la Proposition 2.2.1 implique

qu�un telle solution appartient à B2:

Remarque 2.2.3 À partir de maintenant et sans plus insister, l�expression « la solution de

l�EDSR » signi�era la solution de l�EDSR véri�ant Z 2M2:

2.3 Équation di¤èrentielle stochastique progressive rè-

trograde

L�objectif de cette section, basé à coupler faiblement une équation di¤èrentielle stochas-

tique de type Itô, à une équation di¤èrentielle stochastique rètrograde (c�est à dire la solution

d�EDS ne dépend pas de la solution de l�EDSR, par ce type de couplage le système s�écrit
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donc sous la forme : 8>>>>>>><>>>>>>>:

dX(t) = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X(0) = x;

dYt = g(t;Xt; Yt; Zt)dt+ ZtdBt;

YT = h(XT ):

(2.13)

Où

b : Rn � R+ ! Rn: et g : R+ � Rn � Rm � Rn�m �! Rm:

� : Rn � R+ !Mn�m: et h : Rn �! Rm:

Remarque 2.3.1 Le couple (EDS, EDSR) est appelè équation di¤èrentielle stochastique

progressive rètrograde.

Dé�nition 2.3.1 (Solution d�EDSPR) On appele solution de l�EDSPR tout triplet Ft

progressivement mesurable (X(�);Y (�);Z(�)) a valeurs dans Rn � Rm � Rm�d tel que :

1. E
�
sup0�t�T (jXtj2 + jYtj2) +

R T
0
jZtj2dt

�
<1:

2. P_p:s l�équation est veri�ée.(2:13).

34



Chapitre 3

Contrôle optimal stochastique de

Pontryagin

Dans ce chapitre, on va étudier un problème de contrôle optimal stochastique qui consiste

à minimiser une fonction de coût J(u(�)), dans le cas où le système dynamique est gouverné

par des équations di¤érentielles stochastique progressives rétrogrades. Notre but est d�établir

des conditions nécessaires d�optimalité (principe de maximum stochastique) pour minimiser

une fonction de coût J(u); Ce principe consiste à introduire systéme d�équations di¤érentielle

stochastique progressives et retrogrades s�appelle l�équations adjointes.

3.1 Formulation de problème

Soit (
;F ; (F t)0�t�T ;P) un espace probabilisè �ltrè avec la �ltration (F t)0�t�T qui sa-

tisfaite les conditions usuelles, W = fWt; 0 � t � Tg un mouvement Brownien dans Rd,

dè�nie sur (
;F ; (F t)0�t�T ;P):

On considéré le problème de contrôle stochastique dans le cas où le domaine de contrôle

n�est pas nécessairement convexe et le système dynamique est gouverné par une équation
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di¤érentielle stochastique progressive rétrograde contrôlée de type suivant :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dXt = k (Xt; �; t) dt+ � (Xt; t) dWt;

X (0) = X0;

dYt = r (Xt; Yt; Zt; �; t) dt+ ZtdWt;

YT = g (X (T )) :

(3.1)

k : Rn � Rk � [0; T ] �! Rn;

� : Rn � [0; T ] �! L
�
Rd;Rn

�
;

r : Rn � Rm � L
�
Rd;Rm

�
� Rk � [0; T ] �! Rm;

g : Rn ! Rm:

A�n de bien dé�nir notre problème, on donne des hypothèses nécessaires suivantes :

(H1) k; r; �; g sont continuellement di¤érentiables par rapport à (x; y; z) ;

(H2) Les dérivées de k; � et r en x; y; z sont bornées, i.e : jfxj � C pour

fx � C; pour kx = kx; �x; rx; ry; rz:

Et

gx � C (1 + jxj) :

Contrôle stochastique

La théorie du contrôle stochastique à des multi applications en commande des systèmes

dynamiques par exemple en automatique et économie...ect.

Dé�nition 3.1.1 Un contrôle est un processus (ut)t>0 adaptè par rapport à une �ltration,

de carré integrable et prend ses valeurs dans un borèlien A de Rn.
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Contrôle admissible

Un contrôle admissible est un processus ut où t 2 [0;T ] mesurable Ft-adapté à valeurs

dans un borèlien A de Rn. Notant par Uad l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

Uad = fu : [0; T ]� 
 �! A; tel que u soit mesurable et Ft � adaptég:

Dé�nition 3.1.2 Sous les hypothèses précédent d�EDSPR (3:1) admet une solution unique

pour tout contrôle u 2 Uad.

Contrôle optimal

On dit qu�un contrôle u� est optimal si :

J(u�) = inffJ(u);8u 2 Uadg;

avec J est la fonction de coût donnée sous la forme :

J(u(�)) = E((Y0));

où  est une fonction : Rm �! Rm de classe C1,

j(Y )j � C(1 + jyj); et à dérivée bornée. (3.2)

L�objectif de notre travail est de minimiser cette fonction de coût.

Remarque 3.1.1 La fonction de coût est bien dé�nie. En e¤et : On a :

jJ(u)j � E(j(Y0)j);

et par l�hypothèse (3:2) on obtient :

jJ(u)j � C(1 + EjY0j) < +1:
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Car Y est la solution de EDSR qui est alors intégrable, donc la fonction de coût est

bien dé�nie.

Remarque 3.1.2 En général la fonctionnelle J donnée par :

J(u(�)) = E

24 TZ
0

l(t;Xt; Yt; Zt; ut)dt+ h(XT ) + (Y0)

35 ;
sur l�ensemble de tout les contrôles admissibles.

La fonction l s�appelle le coût intègrale, h est le coût terminal,  est le coût initiale.

Remarque 3.1.3 Le problème se traite de la même manière si la fonction coût contient un

terme intègral et le coût terminale.

3.2 Le contrôle perturbé

Pour obtenir des conditions nécessaires d�optimalités on suppose que la fonction coût

J(u) est di¤érentiable et admet un minimum noté u� qui véri�e :

J(u�) = inffJ(u);8u 2 Uadg:

Maintenant on compare le contrôle optimal u� à des autres contrôles qui lui sont di¤érents

sauf sur un intervalle de longueur assez petit �:

Soit (X�; Y �; Z�) la solution de système correspondante à u� "trajectoire optimale", on dé�nit

la perturbation suivante :

u�t =

8><>: u si t 2 [�; � + �];

u�t si non;

avec u 2 A; � 2 [0; T ]; � assez petit.

Par dé�nition le processus u� est un processus admissible et les deux processus u� et u

sont égaux que sur l�intervalle de langeur �
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Remarque 3.2.1 Si on prend � = 0 on obtient u� = u�:

Dé�nition 3.2.1 On appelle u� la perturbation de u�:

3.3 Équation variationnelle et inégalité variationnelle

Le but de cette section est d�introduire les équations variationnelles du premier ordre et

de dériver l�inégalité variationnelle. Soit (u� (�) ; X� (�) ; Y � (�) ; Z� (�)) une solution du problème

(3:1). Nous introduisons les èquations variationnelles suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dX1 (t) = [kxX1 (t) + k (u
�)� k (u�)] dt+ �xX1 (t) dWt;

X1 (0) = 0;

dY1 (t) = [rxX1 (t) + ryY1 (t) + rzZ1 (t) + r (u
�)� r (u�)] dt+ Z1 (t) dWt;

Y1 (T ) = gx (X (T ))X1 (T ) :

(3.3)

Plus de commodité, Nous utilisons la notation suivante dans ce travail :

kx
M
= kx (t;X (t) ; u

� (t)) ; rx
M
= rx (t;X (t) ; Y (t) ; Z (t) ; u

� (t)) ;

k (u�)
M
= k (t;X (t) ; u� (t)) ; k (t)

M
= k(t;X (t) ; u� (t)); :::etc.

Remarque 3.3.1 D�après le dé�nition 2.3.1 on peut trouver un unique solution (X1; Y 1; Z1)

tel que (X1; Y 1; Z1) 2M2 �M2 �M2 est-elle résoudre (3:3), les équations (3:3) sont appelés

équations variationelle.

L�inègalitè variationnelle peut étre obtenue à partir de J(u�)� J(u�) � 0:
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Lemme 3.3.1 Supposons que (H1) et (H2) soient véri�és. Pour les variations de premier

ordre X1; Y1; Z1; nous avons les estimations suivantes :

sup
0�t�T

EjX1 (t) j2 � C�2; (3.4)

sup
0�t�T

EjX1 (t) j4 � C�4; (3.5)

sup
0�t�T

EjY1 (t) j2 � C�2; (3.6)

sup
0�t�T

EjY1 (t) j4 � C�4; (3.7)

E
Z T

0

(Z1 (s))
2 ds � C�2; (3.8)

E
�Z T

0

(Z1 (s))
2 ds

�2
� C�4: (3.9)

Preuve. Nous prouvons d�abord (3:4) et (3:5) : La première équation de (3:3) donne :

EjX1 (t) j2 = E
�Z t

0

[kxX1 (s) + k (u
�)� k (u�)] ds+

Z t

0

�xX1 (s) dWs

�2
;

d�aprés l�inégalité (a+ b+ c)2 � 3(a2 + b2 + c2) on obtient :

EjX1 (t) j2 � 3
 
E
�Z t

0

kxX1 (s) ds

�2
+ E

�Z t

0

jk (u")� k (u�)j ds
�
+ E

�Z t

0

(�xX1 (s)) dWs

�2!
:

(3.10)

En utilisant la propriété d�isométrie pour les intégrales stochastiques et l�inégalité de Cauchy

Schwartz et l�hypothèse (H2), on obtient :

E
�Z t

0

(�xX1 (s)) dWs

�2
= E

�Z t

0

(�xX1 (s))
2 ds

�
� TC2E

�Z t

0

jX1 (s) j2ds
�
: (3.11)
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Et

E

"�Z t

0

kxX1 (s) ds

�2#
� E

��Z t

0

ds

��Z t

0

jkxX1 (s) j2ds
��
;

� TE
�Z t

0

jkxX1 (s) j2ds
�
; (3.12)

� TC2E
�Z t

0

jX1 (s) j2ds
�
:

Remplacez (3:11) et (3:12) dans (3:10), on obtient :

EjX1 (t) j2 � 3TC2E
�Z t

0

jX1 (s) j2ds
�
+3E

�Z t

0

jk (u")� k (u�)j ds
�2
+3TC2E

�Z t

0

jX1 (s) j2ds
�
;

par la dé�nition de u�, on obtient :

EjX1 (t) j2 � 6C2TE
Z t

0

(X1 (s))
2 ds+ 3�E

Z �+�

�

jk (u")� k (u�)j2 ds;

� 6C2TE
Z t

0

(X1 (s))
2 ds+ C�2;

maintenant on applique lemme de fubini et l�inégalité de Gronwall, on obtient :

sup
0�t�T

EjX1 (t) j2 � C�2
Z t

0

exp
�
6C2T

�
ds � C�2:

De la même manière nous prouvons (3:6) et (3:8) ; on a que :

Y1 (T )� Y1 (t) =
Z T

t

[rxX1 (s) + ryY1 (s) + rzZ1 (s) + r(u
�)� r(u�)]ds+

Z T

t

Z1 (s) dWs;

gx (X (T ))X1 (T )� Y1 (t) =
Z T

t

[rxX1 (s) + ryY1 (s) + rzZ1 (s) + r(u
�)� r(u�)]ds+

Z T

t

Z1 (s) dWs;

ceci équivalent à :

E
�
�Y1 (t)�

Z T

t

Z1 (s) dWs

�2
= E

�Z T

t

[rxX1 (s) + ryY1 (s) + rzZ1 (s) + r(u
�)� r(u�)] ds� gx (X (T ))X1 (T )

�2
:
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D�une part on a d�après l�inégalité (a+ b+ c+ d+ e)2 � 5 (a2 + b2 + c2 + d2 + e2) ; l�inégalité

de Cauchy Schwartz et l�hypothèse (H2) on obtient :

E
�Z T

t

[rxX1 (s) + ryY1 (s) + rzZ1 (s) + r(u
�)� r(u�)] ds� gx (X (T ))X1 (T )

�2
� 5C2 (T � t)E

Z T

t

(X1 (s))
2 ds+ 5C2 (T � t)E

Z T

t

(Y1 (s))
2 ds+ 5C2 (T � t)E

Z T

t

(Z1 (s))
2 ds

(3.13)

+ 5E
�Z T

t

[r(u�)� r(u�)] ds
�2
+ 5C2E

�
(X1 (T ))

2� ;
et d�autre part en utilisant l�égalité (a+ b)2 = a2+b2+2ab et le fait que E

�
Y1 (t)

R T
t
Z1 (s) dWs

�
=

0: on a :

E
�
�Y1 (t)�

Z T

t

Z1 (s) dWs

�2
= E (Y1 (t))2 + 2E

�
Y1 (t)

Z T

t

Z1 (s) dBs

�
+ E

�Z T

t

Z1 (s) dWs

�2
= E (Y1 (t))2 + E

�Z T

t

Z1 (s) dWs

�2
: (3.14)

D�aprés (3:13) et (3:14) on obtient :

E (Y1 (t))2 + E
�Z T

t

(Z1 (s))
2 ds

�
� 5C2 (T � t)E

Z T

t

(X1 (s))
2 ds+ 5C2 (T � t)E

Z T

t

(Y1 (s))
2 ds+ 5C2 (T � t)E

Z T

t

(Z1 (s))
2 ds

+ 5E
�Z T

t

[r(u�)� r(u�)] ds
�2
+ 5C2E

�
(X1 (T ))

2� ;
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si en prenant T � t = �, et en choisissant � = 1
20C2

, on obtient :

E (Y1 (t))2 +
3

4
E
�Z T

t

(Z1 (s))
2 ds

�
� 1

4
E
Z T

t

(X1 (s))
2 ds+

1

4
E
Z T

t

(Y1 (s))
2 ds+ 5C2E

�
(X1 (T ))

2�
+ 5E

�Z T

t

[r(u�)� r(u�)] ds
�2
+ 5C2E

�
(X1 (T ))

2� ;
on applique lemme de fubini l�inégalité de Gronwall, on obtient :

E (Y1 (t))2 � C�2; t 2 [T � �; T ];

E
Z T

t

(Z1 (s))
2 ds � C�2; t 2 [T � �; T ]:

De même manière on obtient :

E (Y1 (t))2 � C�2; t 2 [T � 2�; T ];

E
Z T��

t

(Z1 (s))
2 ds � C�2; t 2 [T � 2�; T ];

après un nombre �nie d�itération on obtient (3:6) et (3:8) ; (3:7) et (3:9) peuvent être prouves

en utilisant une méthode similaire et l�inégalité :

E
�Z T

t

Z1 (s) dWs

�4
� �E

�Z T

t

(Z1 (s))
2 ds

�2
; avec � > 0:

Lemme 3.3.2 Soient (X;Y; Z) et (X�; Y �; Z�) deux solution de système correspondant res-
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pectivement u� et u� alors on a l�estimation suivante :

sup
0�t�T

�
E jX" (t)�X (t)�X1 (t)j2

�
� C""2; C" ! 0: (3.15)

sup
0�t�T

�
E jY " (t)� Y (t)� Y1 (t)j2

�
� C""2; C" ! 0: (3.16)

E
�Z T

t

jZ" (t)� Z (t)� Z1 (t)j2 ds
�
� C""2; C" ! 0: (3.17)

Preuve. Pour prouver (3:15) ; on observe que :

k (X (t) +X1(t); u
�(t)) dt+ � (X� (t) +X1(t)) dWt

= [k (X (t) ; u�(t))� k (X (t) ; u�(t)) + k (X (t) +X1(t); u
�(t))] dt

+ [� (X (t))� � (X (t)) + � (X (t) +X1(t))] dWt:

En utilisant le développement de Taylor avec reste intégrale, on obtient :

k (X (t) +X1(t); u
�(t)) dt+ � (X (t) +X1(t)) dWt

=

�
k (X (t) ; u�(t)) +

Z 1

0

kx (X (t) + �X1(t); u
�(t))X1(t)d�

�
dt

+

�
� (X (t)) +

Z 1

0

�x (X(t) + �X1(t))X1(t)d�

�
dWt;

= [k (X (t) ; u(t)) dt+ � (X (t)) dWt] + [kx (X1 (t) ; u(t))X1(t) + k (X (t) ; u
�(t))� k (X (t) ; u�(t))] dt

+ �x (X(t))X1(t)dWt +

�Z 1

0

[kx (X (t) + �X1(t); u
�(t))� kx (X1 (t) ; u(t))]X1(t)d�

�
dt

+

�Z 1

0

[�x (X(t) + �X1(t))� �x (X(t))]X1(t)d�

�
dWt;

= dX(t) + dX1(t) + A
�(t)dt+B�(t)dWt:

Ou sous forme integrale :

Z t

0

k (X (s) +X1(s); u
�(s)) ds+

Z t

0

� (X (s) +X1(s)) dWs

= X(t)�X(0) +X1(t) +

Z t

0

A�(s)ds+

Z t

0

B�(s)dWs;
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avec

A�(t) =

Z 1

0

[kx (X (t) + �X1(t); u
�(t))� kx (X1 (t) ; u(t))]X1(t)d�;

B�(t) =

Z 1

0

[�x (X(t) + �X1(t))� �x (X(t))]X1(t)d�:

Il enseuit facilement que :

sup
0�t�T

E

"�Z t

0

A�(s)ds

�2
+

�Z t

0

B�(s)dWs

�2#
= o(�2): (3.18)

Par dé�nition, et on ajouter et désajouter à la fois, on trouver :

X" (t)�X (t)�X1 (t)

=

Z t

0

k (X� (s) ; u�(s)) ds+

Z t

0

� (X� (s)) dWs

�
Z t

0

k (X (s) ; u�(s)) ds�
Z t

0

� (X (s)) dWs

�
Z t

0

[kx (X (s) ; u(s))X1(s) + k (X
� (s) ; u�(s))� k (X (s) ; u�(s))]ds�

Z t

0

�x (X (s))X1(s)dWs

+

Z t

0

k (X (s) +X1(s); u
�(s)) ds�

Z t

0

k (X (s) +X1(s); u
�(s)) ds

+

Z t

0

� (X (s) +X1(s)) dWs �
Z t

0

� (X (s) +X1(s)) dWs;
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alors

X" (t)�X (t)�X1 (t) =

Z t

0

k (X� (s) ; u�(s)) ds�
Z t

0

k (X (s) +X1(s); u
�(s)) ds

+

Z t

0

� (X� (s)) dWs �
Z t

0

� (X (s) +X1(s)) dWs

+

Z t

0

k (X (s) +X1(s); u
�(s)) ds

�
Z t

0

[kx (X (s) ; u(s))X1(s) + k (X (s) ; u
�(s))� k (X (s) ; u�(s))]ds

+

Z t

0

� (X (s) +X1(s)) dWs �
Z t

0

� (X (s)) dWs

�
Z t

0

k (X (s) ; u�(s)) ds�
Z t

0

�x (X (s))X1(s)dWs:

En utilisant le développement de Taylor avec reste intégrale, on obtient :

X" (t)�X (t)�X1 (t)

=

Z t

0

�Z 1

0

kx (X (s) +X1(s) + �(X
� (s)�X (s)�X1(s)); u

�(s)) (X� (s)�X (s)�X1(s))d�

�
ds

+

Z t

0

�Z 1

0

�x (X (s) +X1(s) + �(X
� (s)�X (s)�X1(s)))(X

� (s)�X (s)�X1(s))d�

�
dWs

+

Z t

0

�Z 1

0

[kx (X (s) + �X1(s); u
�(s))� kx (X (s) ; u(s))]X1(s)d�

�
ds

+

Z t

0

�Z 1

0

[�x (X(s) + �X1(s))� �x (X (s))]X1(s)d�

�
dWs:

X" (t)�X (t)�X1 (t)

=

Z t

0

A�� (s)(X
" (s)�X (s)�X1 (s))ds+

Z t

0

B�� (s)(X
" (s)�X (s)�X1 (s))dWs

+

Z t

0

C�� (s)ds+

Z t

0

D�
� (s)dWs:
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Où

A�� (s) =

Z 1

0

kx (X (s) +X1(s) + �(X
� (s)�X (s)�X1(s)); u

�(s)) d�;

B�� (s) =

Z 1

0

�x (X (s) +X1(s) + �(X
� (s)�X (s)�X1(s)))d�;

C�� (s) =

Z 1

0

Z 1

0

[kx (X (s) + �X1(s); u
�(s))� kx (X (s) ; u(s))]X1(s)d�;

D�
� (s) =

Z 1

0

[�x (X(s) + �X1(s))� �x (X (s))]X1(s)d�:

En utilisant lemme de Gronwall, estimation (3:15) s�obtient facilement de la relation

ce dessus et de (3:18). On passe maintenant à prouver l�estimation (3:16) et (3:17) on peut

facilement véri�er que :

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds+

Z T

t

Z(s) + Z1(s)dWs

=

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds+

Z T

t

Z(s) + Z1(s)dWs

+

�Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s)) ds+

Z T

t

r(u�)ds�
Z T

t

r(u�)ds

�
�
�Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s)) ds+

Z T

t

r(u�)ds�
Z T

t

r(u�)ds

�
;

donc, on obtient :

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds+

Z T

t

Z(s) + Z1(s)dWs

=

�Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds�

Z T

t

r(u�)ds

�
+

�Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s)) ds+

Z T

t

r(u�)ds�
Z T

t

r(u�)ds

�
�
Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s)) ds+

Z T

t

r(u�)ds+

Z T

t

(Z(s) + Z1(s)) dWs:
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D�après le développement de Taylor avec reste intégrale, on a :

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds+

Z T

t

Z(s) + Z1(s)dWs

=

�Z T

t

�Z 1

0

(rx (X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� rx)X1(s)d�

�
ds

�
+

�Z T

t

�Z 1

0

ry ((X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� ry)X1(s)d�

�
ds

�
+

�Z T

t

�Z 1

0

rz ((X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� rz)X1(s)d�

�
ds

�
+

Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s)) ds+

Z T

t

r(u�)ds�
Z T

t

r(u�)ds+

Z T

t

Z1(s)dWs

+

�Z T

t

r(u�)ds+

Z T

t

Z(s)dWs

�
;

=

Z T

t

��(s)ds+ gx (X (T ))X1 (T )� Y1(T ) + g (X (T ))� Y (t):

Où

��(s) =

Z 1

0

(rx (X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� rx)X1(s)d�

+

Z 1

0

ry ((X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� ry)X1(s)d�

+

Z 1

0

rz ((X(s) + �X1(s); Y (s) + �Y1(s); Z(s) + �Z1(s); u
� (s))� rz)X1(s)d�:

Nous avons donc,

Y �(t)� Y (t)� Y1(t)

= g (X� (T ))�
Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds+

Z T

t

Z�(s)dWs

� g (X (T )) +
Z T

t

(r(s;X(s); Y (s); Z(s); u� (s))ds� Z(s)dWs)

� gx (X (T ))X1 (T ) +

Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s) + k(u
�)� k(u�)) ds�

Z T

t

Z1(s)dWs

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

�
Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds;
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Y �(t)� Y (t)� Y1(t)

= g (X� (T ))� g (X (T ))� gx (X (T ))X1 (T )�
Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s); Y (s); Z(s); u� (s))ds+

Z T

t

(rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s) + k(u
�)� k(u�)) ds

�
Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

+

Z T

t

(Z�(s)� Z(s)� Z1(s)) dWs;

Y �(t)� Y (t)� Y1(t)

= g (X� (T ))� g (X (T ))� gx (X (T ))X1 (T )�
Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

+

Z T

t

��(s)ds+

Z T

t

(Z�(s)� Z(s)� Z1(s)) dWs:

Où

��(s) = r(s;X(s); Y (s); Z(s); u
� (s)) + (rxX1(s) + ryY1(s) + rzZ1(s) + k(u

�)� k(u�))

� r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s)):

Ainsi il s�ensuit que,

E
�
Y �(t)� Y (t)� Y1(t)�

Z T

t

(Z�(s)� Z(s)� Z1(s)) dWs

�2
= E[g (X� (T ))� g (X (T ))� gx (X (T ))X1 (T )�

Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds+

Z T

t

��(s)ds]
2;
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il vient alors,

EjY �(t)� Y (t)� Y1(t)j2 + E
Z T

t

jZ�(s)� Z(s)� Z1(s)j2dWs

= E[g (X� (T ))� g (X(T ) +X1(T )) +

Z T

t

��(s)ds

�
Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

+ [g (X(T ) +X1(T ))� g (X (T ))]� gx (X (T ))X1 (T )]
2;

par le développement de Taylor avec reste intégrale, on trouver :

EjY �(t)� Y (t)� Y1(t)j2 + E
Z T

t

jZ�(s)� Z(s)� Z1(s)j2dWs

= E[g (X� (T ))� g (X(T ) +X1(T )) +

Z T

t

��(s)ds

�
Z T

t

r(s;X�(s); Y �(s); Z�(s); u� (s))ds

+

Z T

t

r(s;X(s) +X1(s); Y (s) + Y1(s); Z(s) + Z1(s); u
� (s))ds

�
Z 1

0

[gx(X(T ) + �X1(T ))X1(T )� g(X�(T ))]X�(T )d�]
2:

D�après l�inégalité (3:15) et Lemme 3.3.1 il vient,

E
�Z T

t

��(s)ds

�2
= o

�
�2
�
;

E[g (X� (T ))� g (X(T ) +X1(T ))]
2 = o

�
�2
�
:

Nous obtenons (3:16) et (3:17) en appliquant la méthode itérative utilisé dans le Lemme

3.3.1 à la relation ci-dessus. On va voir comment la perturbation de u� se traduit sur la

variation du coût.

Inègalitè variationnelle

On sait que la fonction de coût J admet une valeur optimale pour le contrôle u�; on
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obtient :

J(u�) � J(u�);

d�après l�inégalité précédente l�étude de la dérivation J(u�) en � = 0 est donnée par le

lemme suivant :

Lemme 3.3.3 Sous les conditions (H1) et (H2), on a l�inégalité variationnelle suivante :

Ey (Y � (0))Y1 (0) � o
�
"2
�
: (3.19)

Preuve. À partir l�inégalité J(u�) � J(u�) on a :

0 � E [(Y � (0))� (Y � (0))]

= E [(Y � (0))� (Y � (0) + Y1 (0)) + (Y � (0) + Y1 (0))� (Y � (0))] ;

= E [(Y � (0))� (Y � (0) + Y1 (0))] + E (y(Y � (0))Y1 (0)) ;

d�aprés le Lemme 3.3.2 nous avons :

E ((Y � (0))� (Y � (0) + Y1 (0))) � CE [Y � (0)� Y � (0)� Y1 (0)] ;

� CE
�
(Y � (0)� Y � (0)� Y1 (0))2

� 1
2 ;

� C sup
t2[0;T ]

E
�
[Y � (t)� Y � (t)� Y1 (t)]2

� 1
2 ;

� C
p
C��2;

� C�� = o(�):

Alors

o(�) + E (y(Y � (0))Y1 (0)) � 0:

Finalement on obtient :

o(�) � E (y(Y � (0))Y1 (0)) :
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3.4 Le principe du maximum stochastique

Maintenant on peut annoncer le résultat principal de ce chapitre qui est le principe du

maximum stochastique. Nous introduisons les équations adjointes pour notre problème :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�dpt = (ktxpt + rtxqt + �txmt) dt�mtdWt;

pT = �gtx (X (T )) qT ;

�dqt = rtyqtdt+ rtzqtdWt;

q0 = �y (Y (0)) ;

(3.20)

on note par f
t
la transposèe de f:

Théorème 3.4.1 Si les hypothéses (H1) et (H2) sont veri�er, alors il existe une unique

triplet (pt; qt;mt) 2M2(Rn)�M2(Rd�n)�M2(Rn) qui résoudre les équations adjoints (3:20).

Preuve. Le système (3:20) se compose en une équation di¤érentielle stochastique et une

équation di¤érentielle stochastique rétrograde qui sont faiblement couplé, donc l�existence et

l�unicité est assure par les deux théorèmes (Théorème 2.1.1 et Théorème 2.2.1).

Notation 3.4.1 Maintenant en dé�nit la fonction hamiltonien H par :

H(t;X;Y ;Z;u; p; q;m) = hk(t;X;u); pti+ hr(t;X;Y ;Z;u); qti+ h�(t;X);mti;

où

H : R+ � Rn � Rm � Rm�d � Rk � Rn � Rm � Rn�d �! Rn:
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On utilise cette notation pour écrire (3:20) comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�dpt = Hxdt�mtdWt;

pT = �gtx (X (T )) qT ;

�dqt = Hydt+HzdWt;

q0 = �y (Y (0)) :

(3.21)

Théorème 3.4.2 Soient (X�
t ; Y

�
t ; Z

�
t ; u

�) une solution optimale de (3:1) et (pt; qt;mt) la so-

lution correspondant à (3:21), sous les hypothèses (H1) et (H2), alors on a :

H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m) = minH(t;X�;Y �;Z�;u; p; q;m); 8u 2 Uad; P� p:s:

Preuve. Nous appliquons la formule d�itô aux ptX1 (t) et qtY1 (t) ; nous obtenons :

E
�Z T

0

d (ptX1 (t))

�
= E

�Z T

0

pt (k(u
�)� k(u�)) dt

�
� E

�Z T

0

X1 (t) r
t
xqtdt

�
;

d�autre part nous utilisons le fait que pT = �gtx (x (T )) qT ; nous obtenons :

E
�Z T

0

d (ptX1 (t))

�
= E [pTX1 (T )]� E [p0X1 (0)] = E

�
�gtx (X (T )) qTX1 (T )

�
;

donc on trouve :

E
�
�qTgtx (X (T ))X1 (T )

�
= E

�Z T

0

pt (k(u
�)� k(u�)) dt

�
� E

�Z T

0

X1 (t) r
t
xqtdt

�
: (3.22)

D�aprés la formule d�itô applique au qtY1 (t) on a :

E
�Z T

0

d(qtY1 (t))

�
= E

�Z T

0

qtrxX1 (t) dt

�
+ E

�Z T

0

qt[r(u
�)� r(u�)]dt

�
;

et d�autre part nous utilisons aussi le fait que q0 = �y (y (0)) et Y1 (T ) = gx (X (T ))X1 (T )
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on obtient :

E
�Z T

0

d(qtY
1
t )

�
= E(qTY1 (T ))� E(q0Y1 (0));

= E [qTgx (X (T ))X1 (T )] + E [y (y (0))Y1 (0)] ;

donc il vient,

E [qTgx (X (T ))X1 (T )]+E [y (y (0))Y1 (0)] = E
�Z T

0

qtrxX1 (t) dt

�
+E

�Z T

0

qt[r(u
�)� r(u�)]dt

�
:

(3.23)

En utilisant (3:22) et (3:23), on obtient :

E [y (y (0))Y1 (0)] = E
Z T

0

pt (k(u
�)� k(u�)) dt+ E

Z T

0

qt[r(u
�)� r(u�)]dt:

En utilisant l�inégalité (3:19), nous obtenous :

E
Z T

0

pt (k(u
�)� k(u�)) dt+ E

Z T

0

qt[r(u
�)� r(u�)]dt � o(�);

par passage à la limite et la dé�nition du contrôle perturbé on trouve :

lim
�!0

1

�
E
�Z �+�

�

pt (k(u
�)� k(u�)) dt+ E

Z �+�

�

qt[r(u
�)� r(u�)]dt

�
� lim

�!0

o(�)

�
;

il vient alors,

E [p�k(u�) + q�r(u�)]� E [p�k(u�) + q�r(u�)] � 0;

ceci equivalent à dire :

E (H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)) � 0:
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Pour éliminé espérance, on pose pour quel que soit A 2 F t, wt = u�1A + u�1Ac ;

E (H(t;X�;Y �;Z�;w; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m))

= E ((H(t;X�;Y �;Z�;w; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)) 1A)

+ E ((H(t;X�;Y �;Z�;w; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)) 1Ac) ;

= E ((H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)) 1A) ;

= 1AE (H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)�Ft) ;

= H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m)�H(t;X�;Y �;Z�;u�; p; q;m):

ce qui achève la démonstration.
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Conclusion

L�étude présentée dans ce travail a permis de montrer les conditions nécessaires d�op-

timalité. Dans ce travail, nous avons traité un problème de contrôle stochastique pour un

système représenter par un système d�équations di¤érentielles stochastiques progressives ré-

trogrades en abrégé EDSPR faiblement couplées dans le cas où le domaine du contrôle

n�est pas nécessairement convexe et les coe¢ cients de ce système sont assez réguliers avec le

coe¢ cient de di¤usion ne contient pas la variable du contrôle.

Nous établirons des conditions nécessaires d�optimalité, satisfaites par tous les contrôles

optimaux. Ces conditions sont obtenir à partir de deux processus adjointes correspondant aux

composantes d�EDSPR et une inégalité maximale entre hamiltonien. La preuve du résultat

principal est basée sur certaines estimations sur l�état et les équations adjoints.
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Annexe A1 : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :�

;F ; ;F =(Ft)t�0 P

�
Un espace de probabilité �ltré.

L2 L�espace des fonctions de carré intégrable.

Cn+1

8><>: Ensemble des fonctions (n+ 1) fois dérivable et dont la dérivée

d�order (n+ 1) éme est continue

p:s Presque surement.

�� Transposée de la matrice �.

c�adl�ag Continue à droite admet de limite à gauche.

P� p:s Presque surement pour la mesure de probabilité P:

dt� dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0;T ] avec la mesure dP:

trace (M) La trace de la matrice.M:

tq Telle que.

Mn�d(R)

8><>: L�espace formé par les processus Z progressivement mesurable

à valeur dans R.

S2(Rk)

8><>:
L�espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesurable

à valeur dansRk telleque kY kS2 = E
�
sup
0�t�T

jYtj 2
�
<1g
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M2
n�d(Rk�d)

8>>>>><>>>>>:
L�espace formé par lesprocessus Z progressivemen tmesurable

à valeur dans Rk�d telleque :

kZkM2 = E
�Z T

0

j jZtjj 2dt
�
<1g; o�u : si Z 2 Rk�d; kZk2M2 = trace(Z:Z�):

S2c Le sous-espace de S2(Rk) par les processus continu.

M2(Rk�d) Désigne l�ensemble des classes équivalente de M2(Rk�d):

i:e C�est à dire.
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Annexe A2 : Quelques outils

mathématique

L�inégalité de Young

L�inégalité de Young n�est pas une inégalité intégrale, mais elle sera nécessaire dans la

preuve de l�inégalité de Hölder.

Dé�nition 3.4.1 On dit que deux nombres p; q > 1 sont conjugués au sens de Young, si :

1

p
+
1

q
= 1:

De manière équivalente :

1

p
+
1

q
= 1 () p =

q

1� q () pq = p+ q () q

p
= 1� q:

L�inégalité de Young dit que si p et q sont conjugués et si a; b � 0; alors :

ab � ap

p
+
bq

q
:

avec égalité si et seulement si ap = bq:

Par exemple, si p = q = 2; on retrouve l�inégalité 2ab � a2 + b2:

L�inégalité de Hölder
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L�inégalité de Hölder dit que si p; q > 1 sont conjugués au sens de Young, alors :

Z
D

(f (x) g (x)) d� (x) �
�Z

D

jf (x)jp d� (x)
�1=p

:

�Z
D

jg (x)jq d� (x)
�1=q

:

Il est commode de noter :

kfkLP :=
�Z

D

jf (x)jp d� (x)
�1=p

:

en sorte que l�inégalité de Hölder peut s�écrire :

kfgkL1 � kfkLP kgkLq :

On note aussi kfkp = kfkLP :

Inégalité de Cauchy-Schwartz

C�est un cas particuli de l�inégalité de Hölder pour p = q = 2; on a :

kfgk1 � kfk2 kgk2 :

Théorème 3.4.3 (I�négalités B-D-G) Soit p > 0 un réel. Il existe deux constantes cp et

Cp telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle en zéro :

cpE[hX;Xip=21 ] � E
�
sup
t�0
jXtjp

�
� CpE

�
hX;Xip=21

�
:

En particulier, si T > 0

cpE[hX;Xip=2T ] � E
�
sup
0�t�T

jXtjp
�
� CpE

h
hX;Xip=2T

i
:

Lemme 3.4.1 (Lemme de Gronwall) Soient T > 0 et � une fonction positive bornée sur

[0; T ], On suppose qu�il existe des constantes a > 0; b > 0;telles que pour tout t 2 [0; T ] on
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a :

� (t) � a+ b
Z t

0

� (s) ds:

Alors

8t 2 [0; T ] � (t) � a
Z t

0

exp (bs) ds:

Dévelopment de Taylor-Young

Soient f : I ! R une fonction (n� 1) fois dérivable,(n 2 N) et a; x 2 I, alors :

f (x) = f (a) + f 0 (a) (x� a) + f
00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n + � (jx� ajn) :

Dévelopment de Taylor avec reste intégral

Soient f : I ! R une fonction de classe Cn+1; (n 2 N) et a; x 2 I, alors :

f (x+ a) = f (x) + f 0 (x) (a) +
f 00 (x)

2!
(a)2 + :::+

f (n) (x)

n!
(a)n

+ 0 (jajn) +
Z x

a

f (n+1) (x)

(n+ 1)
(a)n+1 dt: (3.24)

Théorème 3.4.4 (Théorème de Fubini) On suppose que f 2 L1 (
1 � 
2) ; alors,pour

presque tout x1 2 
1

f (x1; x2) 2 L1x2 (
2) et
Z

2

f (x1; x2) dx2 2 L1x1 (
1) :

De même, pour presque tout x2 2 
2 :

f (x1; x2) 2 L1x1 (
1) et
Z

1

f (x1; x2) dx1 2 L1x2 (
2) :

De plus on a :

Z

1

dx1

Z

2

f (x1; x2) dx2 =

Z

2

dx2

Z

1

f (x1; x2) dx1 =

Z Z

1�
2

f (x1; x2) dx1dx2:
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Dé�nition 3.4.2 (L�ensemble convexe) Une partie C est dit convexe si et seulement si :

8x; y 2 C;8� 2 [0; 1] ; �x+ (1� �) y 2 C:

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire. Pour tout a > 0,

P (jX � E (X)j � a) � V ar (X)

a2
:

Dé�nition 3.4.3 (Espace de Banach) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que

(xn)n2N est une suite de Cauchy si :

8" > 0;9n" : n;m � n" =) kxn � xmk < ":

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c�est-à-dire, toute suite de

Cauchy dans E est convergente (par rapport à la topologie dé�nie par la distance associée à

la norme).

Théorème 3.4.5 (Théorème du point �xe) Soit A une application de v dans V . On dit

que A est une contractante s�il existe un réel � > 0 strictement inférieur à 1 tel que :

8u; v 2 V; kA (u)� A (v)kV � � ku� vkV ;

et

8u; v 2 V; u 6= v; kA (u)� A (v)kV � ku� vkV :
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Abstract 

 We consider control problems for optimal control governed by forward and 

backward stochastic differential equations. 

 The objective of the study presented in this work concerns the stochastic 

maximum principle for the optimal control of dynamic systems FBSDEs is obtained 

under the hypothesis that the diffusion coefficients does not contain the control 

variable, and the control domain does not necessarily convex. 

Keywords: SDEs, BSDEs, FBSDEs, adjoint process, admissible control. 

 

 ملخص

 المعادلات التفاضلية العشوائية المتدرجة و التراجعية.التي تحكمها لأنظمة لنعتبر مشاكل التحكم الأمثل  

الدراسة يرتكز على مبدأ العشوائية الأعظمي من اجل التحكم الأمثل للأنظمة الحركية  ذهن هالهدف م 

نتحصل على هذا المبدأ تحت فرضيات أن معامل  المكتوب بالمعادلات التفاضلية العشوائية المتدرجة والتراجعية،

 ومجال التحكم ليس بالضرورة مقعر. ,التشتت لا يتعلق بمتغير التحكم

 

Résumé 

 Nous considérons les problèmes de contrôle optimal pour les systèmes régis par 

des équations différentielles stochastiques progressivement rétrograde. 

 L’objective de l’étude présentée dans ce mémoire concerne le principe du 

maximum stochastique pour le contrôle optimal des systèmes dynamiques d’écrites par 

EDSPR, il est obtenue sous l'hypothèse que la diffusion de coefficients ne contient pas 

le variable de contrôle, et le demain le contrôle n'a pas nécessairement convexe. 

Mots-clés : EDS, EDSR, EDSPR, processus adjoint, contrôle admissible. 
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