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Introduction

Dans ce travail, on s�intéresse à un type speicial des (EDSs), appelées les équations di¤é-

rentielles stochastiques (EDS) de McKean-Vlasov ou encore de type mean �eld. Les (EDSs)

de type mean �eld, également appelées EDS au champ moyen, ont d�abord été étudiées en

physique statistique, ces EDSs représentent en quelque sorte le comportement moyen d�un

nombre in�ni de particules. Ces équations ont joué un rôle important dans la théorie des jeux,

cette théorie a été inventée par P.L. Lions et J.M. Lasry en 2006, pour résoudre le problème

de l�existence d�un équilibre de Nash approximatif pour les jeux di¤érentiels, avec un grand

nombre de joueurs. D�autre part, ce type d�équations a trouvé des applications dans d�autres

domaines tels que la �nance mathématique, les réseaux de communication et la gestion des

ressources pétrolières.

Pour un paire de fonctions b : Rd �M(Rd) ! Rd et � : Rd �M(Rd) ! Rd�d, l�équation

di¤érentielle stochastique de McKean Vlasov est dé�ni par :

dXt = b(Xt;PXt)dt+ �(Xt;PXt)dWt t 2 [0; T ] (1)

Ici M(Rd) désigne l�espace de toutes les distributions de probabilités sur Rd doté de la

topologie faible et PXt est la distribution deXt est un membre deM(Rd): Wt est un processus

de Wiener de dimension d, nous utiliserons M(E) pour désigner l�ensemble de toutes les

mesures de probabilité sur un espace polonais E avec la topologie faible et C [0; T ] l�espace

des fonctions continues sur [0; T ] à valeur dans Rd.

Cette étude est motivée par le comportement de grandes populations en interaction, d�ou
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Introduction

le processus (1) est intéressant car il décrit le comportement individuel asymptotique d�un

grand système de di¤usions,

8><>:
dXN;i

t = b(XN;i
t ; 1

N

NP
j=1

�XN;j
t
)dt+ �(XN;i

t ; 1
N

NP
j=1

�XN;j
t
)dW i

t

XN;i
0 = x0 2 Rd i = 1; :::; N

(2)

où �x 2 M(Rd) est la mesure de probabilité se concentrant sur x et W 1;W 2; :::;WN sont

N� processus de Wiener indépendants.Dans la suite, on note UN pour la variable aléa-

toire 1
N

PN
i=1 �XN;i avec des valeurs dans M(C [0; T ]); et �N pour sa distribution �N 2

M(M(C [0; T ])) Pour tout u 2 M(C [0; T ]) et � 2 M(M(C [0; T ])); ut et �t dénoteront

leurs distributions marginales au temps t:Ainsi ut 2 M
�
Rd
�
et �t 2 M(M(Rd).En e¤et s�il

y a deux fonctions bornés et Lipschitziennes f : Rd � Rd ! Rd et g :Rd � Rd ! Rd�d telles

que pour x 2 Rd et m 2M(Rd)

b(x;m) =

Z
f(x; y)dm(y) et �(x;m) =

Z
g(x; y)dm(y); (3)

alors la distribution �N de XN = (XN;1
: ; ::::; XN;N

: ) dans (2) est ��chaotique où � est la

distribution de X au sens suivant : pour toute k fonction f1; ::; fk 2 Cb(C [0; T ] nous avons :

lim
N!1

Z
C[0;T ]

f1 (x1) ::::fk (xk) d�N(x1; :::; xk) =
k

�
i=1

Z
C[0;T ]

fi(x)d� (x) (4)

Notez que �N 2M(C [0; T ])N) et � 2M(C [0; T ]) dans l�équation (2). L�équation (4) dite le

premier k �composants de (2) deviennent asymptotiquement indépendants et ont asympto-

tiquement la même distribution � .Cela explique le terme �chaotique�. équivalent à UN ! �

en distribution
�
�N

w! ��

�
dansM(M(C [0; T ])):

L�exigence que b et � satisfont (3) avec f et g lipschitzienne bornées donne l�avantage que l�on

considère comme des fonctions dé�nis sur Rd �M
�
Rd
�
; b et � sont tous les deux continus.

Ce fait est essentiel en prouvant l�existence et l�unicité de la solution de (1.2) dans [8], où un
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Introduction

théorème de point �xe basé sur la continuité de b et � a été utilisé.

Dans ce mémoire on s�intérèsse à une classe encore plus naturelle et générale où les coe¢ cients

de dérive et de di¤usion b et � ne peuvent être dé�nis que presque partout et ils peuvent

avoir une croissance linéaire bornée dans les deux variables, qui est le contenu de l�article [1],

la ré¤érence de base de ce mémoire qui est s�articule autour de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne les notions de base du calcul stochastique, on fait rappel

aux équations di¤érentielles stochastiques (EDS), on donne leurs propriétés générales ainsi

que le théorème d�existence et d�unicité, ainsi un rappel sur le problème de martingale.

Dans le Deuxième chapitre, Nous montrons d�abord que �N est tendue, et montrons que

tout point limite de �N dansM(M(C [0; T ])) est supporté sur les solutions de problème de

martingale posées par (1) Ceci implique l�existence d�une solution faible pour (1).

Dans le dernier chapitre, nous prouvons l�unicité trajectorielle de la solution en comparant

la solution de (1) avec ses di¤usions en interaction correspondantes.Il semble di¢ cile de

considérer directement la di¤érence de deux solutions et de prouver qu�elles sont identiques

car b et � peuvent ne pas avoir de domaine de dé�nition commun dans notre cas qui est plus

générale.

3



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons les notions basique de théorie de calcul stochas-

tique qui seront utilisées dans la suite. Nous commençons par défnir le processus stochastique,

mouvement Brownien, l�intégrale stochastique, l�équations di¤érentielles stochastiques, ainsi

un rappel sur le problème de martingale.. Dans la suite (
;F ; P ) un espace de probabilité.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Pour représenter un phénomène aléatoire dépendant du temps, le modèle mathématique est

donné par :

1. Un espace de probabilité (
; F ; P );

2. une fonction

X : (R+ � 
;B(R+)
F) 7�! (E; �)

(t; !) 7�! X (t; !):

Pour chaque t �xé, l�état du système est une variable aléatoire c�est à dire ! 7�! X (t; !)

est mesurable.

Pour ! 2 
 �xé, ty X (t; !) est appelée une trajectoire.

Dé�nition 1.1.1 (processus) soit T un ensemble d�indices (R;R+;N) on appelle processus

4



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

stochastique dé�ni sur T à valeur dans (E; �) ;une famille (X (t))t2T d�applications mesu-

rables de (T � 
;B(T )
F) dans (E; �) ; pur tout t 2 T; X(t) est une variable aléatoire.

Dé�nition 1.1.2 (Modi�cation d�un processus) On dit que deux processus (X(t))t2T et (Y (t))t2T

dé�nis sur le même espace de probabilité (
;F ; P ) sont modi�cations l�un de l�autre si

8t 2 T; X(t) = Y (t)P:p:s

C�est équivalent à dire

8t 2 T;9Nt p(Nt) = 0 et 8w 2 Nt; X(t; w) = Y (t; w):

Dé�nition 1.1.3 (Processus indistinguables) Deux processus (X(t))t2T et (Y (t))t2T sont in-

distinguables si

P (X(t) = Y (t);8t 2 T ) = 1

C�est équivalent à dire

9N;P (N) = 0;8w =2 N;X(t; w) = Y (t; w):

Remarque 1.1.1 Il est clair que si (X(t))t2T et (Y (t))t2T sont indistinguables alors ils sont

modi�cations l�un de l�autre. La réciproque est généralement fausse.

Dé�nition 1.1.4 (Filtration) soient (
;F ; P )un espace de probabilité et (Ft)t2R+une fa-

mille croissante de sous tribus de F au sens où, 8s � t; Fs � Ft � F : (Ft)t2R+ est appelée

�ltration de (
;F ; P ).

On dit que
�

;F ; (F)t2R+ ; P

�
est un espace de probabilité �ltré.

A un processus stochastique X on associe sa �ltration naturelle FX
t , c�est à dire la famille

croissante de tribus FX
t = �fXs; s � tg:

Dé�nition 1.1.5 (Processus mesurable ) On dit qu�un processus (X(t))t2R+ est mesurable

5



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

si l�application

(R+ � 
;B(R+)
F) 7! (E; �)

(t; w) 7! X(t; w)

(�;B (R+)
F) mesurable.

Dé�nition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) On dit qu�un processus (X(t))t2R+

est progressivement mesurable si l�application

([0; t]� 
;B([0; t])
F) 7! (E; �)

(s; w) 7! X(s; w)

(�; B([0; t])
F) mesurable.

Dé�nition 1.1.7 (Processus adapté) Soit (X(t))t un processus dé�ni sur
�

;F ; (Ft)t2R+ ; P

�
on

dit que (X(t)) t 2 R+ est Ft�adapté si 8t 2 R+, la variable aléatoire X(t)est Ft mesurable.

Remarque 1.1.2 Un processus (X(t))t2R+est toujour adapté à sa �ltration naturelle Ft =

�(X(s); s � t).

Dé�nition 1.1.8 On dit que le processus est à trajectoires continues (ou est continu) si

les applications t! Xt(w) sont continues pour presque tout w. Un processus est dit càdlàg

(continu à droite, pourvu de limites à gauche) si ses trajectoires sont continues à droite,

pourvues de limites à gauche. Meme dé�nition pour càglàd.

Dé�nition 1.1.9 (Martingale continue ) Un processus (M(t))t2R+ est dit Ft �martingale

continue si

1. (M(t))t2R+ est Ft�adapté,

2. 8t � 0, M(t) est intégrable, c�est à dire E(jM(t)j) <1,

6



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

3. 80 � s � t; E(M(t)=Fs) =M(s):

De la même manière, on dé�nit une sous martingale si (3) est remplacé par

80 � s � t;E(M(t)=Fs) �M(s) ,

et une sur martingale si (3) est remplacé par

80 � s � t;E(M(t)=Fs) �M(s)

Dé�nition 1.1.10 (Mouvement Brownien) le processus (W (t); t � 0) est un mouvement

Brownien (standard) par rappport à la �ltration(F)t2R+ si et seulement si :

1. P (W0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l�origine).

2. 8s � t;W (t)�W (s) est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance (t� s)

c� �a� d W (t)�W (s) N(0; t� s)

"accroissements stationnaires".

3. 8n; 8ti; 0 � t0 � t1 � t2::::: � tn, les variable aléatoire (W (tn) �W (tn�1); :::::;Wt1 �

Wt0 ;Wt0 sont indépendantes"accroissements indépendantes".

4. P:p:s t 7! Wt (w) est continue.

Théorème 1.1.1 ( Paul Levy ) Soit Xt (w) un processus continue, alors Xt (w) est un mou-

vement brownien si et seulement si

1. Xt est une martingale

2. (X2
t � t) est une martingale.

L�idèe est d�utiliser l�indépendance des accroissements pour calculer les espérances condition-

nelles, et d�utiliser la propriété E(X=G) = E(X) quand X et G sont indépendantes. Soit

s � t:

E(Wt=Fs) = E(Wt �Ws=Fs) + E(Ws=Fs) = 0 +Ws

7



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

De même

E((Wt �Ws)
2=Fs) = t� s

et

E((Wt�Ws)
2=Fs) = E(W 2

t +W
2
s�2WtWs=Fs) = E(W 2

t =Fs)+W 2
s�2WsE(Wt=Fs) = E(W 2

t =Fs)�W 2
s

On obtient alors

E(W 2
t � t=Fs) =W 2

s � s

1.2 L�intégrale stochastique

On se donne un espace (
;F ; P ) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On désigne

par Ft = �(Ws; s � t) la �ltration naturelle du mouvement Brownien.

On cherche maintenant à dé�nir l�intégrale stochastiques

Z t

0

�sdWs (1.1)

Cas des processus étagés les processus étagés sont du type

�n (t) =

pnX
i=1

�i1ht(n)i ;t
(n)
i+1

i (t)

où, pn 2 N,
n
t
(n)
i

o
une suite croissante de [0;T ], et �i 2 L2 (
;Fti ; P ), pour tout i = 0; ::; pn :

On dé�ni I (�n) par

I (�n) =

pnX
i=1

�i(Wti+1 �Wti):

On peut véri�er que

8



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

E(I(�n)) = 0; et V ar(I(�n)) = E
Z T

0

(�n (s))2 ds

Cas général

Soit � l�espace des processus � càglàd (c�est à dire, continue à gauche limité à droite), Ft-

adapté tel que

k�k2 = E(
Z T

0

j� (s)j2 ds) <1:

Les processus étagés sont dans � : On dit que �n ! � dans L2(
� [0; T ]) si k�n � �k22 ! 0.

On peut dé�nir I(�) pour tout � 2 �, on approche � par une suite de processus étagés donnée

par (1.1), la limite étant dans L2(
� [0;T ]). L�intégrale I(�) est alors limI(�n) avec :

E (I (�)) = 0; et var (I (�)) = E
�Z T

0

�2 (s) ds

�
:

On note � l�ensemble L2loc (
� R+) des processus � adaptés càglàd véri�ant

E(

Z t

0

�2s (w) ds <1;8t:

L�intégrale stochastique possède les propriétés suivantes :

� Linéarité.

Soit a et b des constantes et (�i, i = 1; 2) deux processus de �. On a

Z t

0

�
a�1s + b�

2
s

�
dWs = a

Z t

0

�1sdWs +

Z t

0

�2s dWs

� Propriétés de martingale

soit

Mt =

Z t

0

�sdWs ou � 2 �

9



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

le processue M est un martingale

E

�Z t

s

�udWu=Fs
�
= 0

et implique en particulier que

E[

Z t

s

�udWu] = 0:

E

�
(

Z t

s

�udWu)
2=Fs

�
= E

�Z t

0

�2udu=Fs
�

Dé�nition 1.2.1 (processue d0Itô) On appelle un processus d�Itô un processus ((X))0�t�T

à valeurs réelles tel que P:p:s

80 � s � t; X(t) = X(0) +
Z t

0

b(s)ds+

Z t

0

�(s)dWs

avec X(0) est F0� mesurable, b et � sont deux processus progressivement messurable véri�ant

les condition Z T

0

jb(s)j ds <1 et
Z T

0

k� (s)k2 ds <1

Le coe¢ cient b est un drift ou la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion.

1.2.1 Formule d�Itô

Théorème 1.2.1 (Première formule d�Itô) Soit (X(t))0�t�T un processus d�Itô, soit f :

R 7! R de classe C2. Alors

f (X (t)) = f (X (0)) +

Z t

0

f
0
(X (s)) dX (s) +

1

2

Z t

0

f
00
(X (s))�2 (s) ds

Théorème 1.2.2 (Deuxième formule d�Itô) Soit (X(t))0�t�T un processus d�Itô, soit f

une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport à x.

10



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

On a

f(t;X(t)) = f(0; X0) +

Z t

0

f 0t(s;X(s))ds+
Z t

0

f
0

x(s;X(s))dX(s) +
1

2

Z t

0

f
00
(X (s))�2(s)ds:

Théorème 1.2.3 (Troisième formule d�Itô) Soit (X1(t))0�t�T ; (X2(t))0�t�T deux proces-

sus d�Itô, de coe¤cient de drift b1(resp:b2), et de coe¤cient de di¤usion �1(resp. �2), eportés

respectivement par deux Browniens (W 1
t )0�t�T et (W

2
t )0�t�T corrélés avec coe¢ cient �: On

suppose que bi,�i sont FW i

t �adapté. Soit f une fonction de R2 dans R de classe C2à dérivées

bornées. On a

f(X1 (t) ; X2(t)) = f(X1 (0) ; X2 (0)) +
R t
0
f 01(X1 (s) ; X2(s))dX1 (s) +

R t
0
f
0
2(X

1 (s) ; X2(s))dX2(s)

+1
2

R t
0
f
00
11(X

1(s); X2 (s))(�1(s))2ds+ 2�f
00
12(X

1(s); X2 (s))�1 (s)�2 (s)

+f
00
22 (X

1 (s) ; X2 (s)) (�2 (s))
2
)ds:

où f
0
i désigne la dérivée par rapport à xi, et f

00
ij la dérivée seconde par rapport à xj puis xi,

i; j = 1; 2:

Proposition 1.2.1 (Formule d�intégration par parties) (X(t))0�t�T ; (Y (t))0�t�T deux

processus d�Itô, on a

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

Z t

0

X(s)dY (s) +

Z t

0

Y (s)dX(s)+ < X;Y >t :

1.3 Èquations di¤érentielles stochastiques

Dé�nition 1.3.1 Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dWs t 2 [0; T ]

ou sous forme 8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt

X0 = x
(1.2)

11



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

b et � deux fonctions de R+�Rn à valeurs réelles données. On se donne également un espace

(
;F ; P ) muni d�une �ltration (Ft)et un (Ft) mouvement Brownien W sur cet espace. Une

solution de 1.2 est un processus X continu (Ft)�adapté tel que les intégrales
R t
0
b(s;Xs) ds

et
R t
0
�(s;Xs)dWs ont un sens et l�égalité

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+ �(s;Xs)dWs

est satisfaite pour tout t, P:p:s:

1.3.1 Solution forte et solution faible d�une EDS

Ils existe deux types de solutions à l�équation di¤érentielle stochastique (1.2) : les solutions

fortes et les solutions faibles.

Dé�nition 1.3.2 (solution forte)

� Xt est mesurable et adapté à Ft = � (Ws; s � t) la �ltration naturale du W .

� X est continue et

P

�Z T

0

�2(s;Xs)ds <1
�
= 1; P

�Z T

0

j f(s;Xs) j ds <1
�
= 1

� X véri�e l�EDS (1.2) c�est à dire :

8t 2 [0; T ] Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z
�(s;Xs)dWs P:p:s

On dira qu�il y a unicité forte pour l�équation si pour toutes solutions Xt et X 0
t on a :

P (Xt = X
0
t;8t 2 [0; T ]) = 1

Dé�nition 1.3.3 (solution faible)

une solution faible de l�EDS (1.2) est un triple

� (
;F ; (F)t�0; P ) un espace de probabilité �ltré,

12



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

�W un -mouvement Brownien adapté à Ft;

� X un processus.

les processus X et W sont dé�nis sur le même espace donné et véri�ent

P

�Z T

0

�2 (s;Xs) ds <1
�
= P

�Z T

0

b (s;Xs) ds <1
�
= 1

et (W;X) veri�e l�EDS (1.2).

Remarque 1.3.1 Par la dé�nition, une solution forte est aussi une solution faible.

1.3.2 Théorème d�existence

Théorème 1.3.1 (Existence et unicité) On suppose qu�il existe une constante K > 0 telle

que pour tout t 2 [0; T ] ; x; y dans Rn

a Les fonctions b et � sont continues.

b Il existe K > 0 tel que pour tout t 2 [0; T ] ; x 2 R; y 2 R

1. j b(t; x)� b(t; y) j + j �(t; x)� �(t; y) j� K j x� y j

2. j b(t; x) j2 + j �(t; x) j2� K2(1+ j x j2)

c la condition initiale x est indépendante de (W (t); t � 0) et elle est de carré intégrable.

Alors, il existe une unique solution de (1.2) à trajectoires continues pour t � T . De

plus cette solution véri�e :

E( sup
0�t�T

j Xt j2) <1

1.3.3 EDS et problème de martingale

Dé�nition 1.3.4 (problème de martingales)Une probabilitè P sur(
;F) sous laquelle M f

dé�nie par

M
f

t = f(Xt)� f(X0)�
Z t

0

Lf(s;X)ds

13



Chapitre 1.Rappels sur le calcul stochastique

ou Lf(t; x) =
dP
i=1

ai(t; x)
@f
@xi
(x) + 1

2

dP
i;j=1

bi;j (t; x)
@f

@xi@xj
(x);

est martingale(resp.martingale locale) pourtout f 2 C2c
�
R+;Rd

�
(res.f 2 C2

�
R+;Rd

�
).

est appelée solution du problème de martingale (resp .martingale locale).

Corollaire 1.3.1 considérons les assertions suivantes :

(A) Il existe une solution faible de l�EDS (1.2):

(B) Il existe une solution au problème de martingal locale.

(C) Il existe une solution au problème de martingal.

Alors (C)) f(A), (B)g :
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Chapitre 2

L�existence d�une solution de

l�équation de McKean-Vlasov

2.1 Formulation du problème

D�abord pour avoir un sens pour (2), les conditions suivantes sont nécessaires .(Nous utilisons

la notation � pour indiquer que Les conditions sont imposées à la combinaison linéaire des

mesures de Dirac � pour b(:;m) et � (:;m) :

(C1) ��mesurabilité : les fonctions bN;i : Rd�N ! Rd et �N;i : Rd�N ! Rd�d dé�ni par

bN;i(x1; :::; xN) = b(xi;
1

N

NX
j=1

�xj)

�N;i (x1; ::::::; xN) = �

 
xi;

1

N

NX
j=1

�xj

!

sont mesurables.

(C2) ��continuité : �N;i est continue pour chaque N et i = 1; 2::::; N:
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Chapitre 2. L�existence d�une solution faible de l�équation de Mc Kean-Vlasov

(C3) croissance linéaire

jb(x;m)j+ j�(x;m)j � K j1 + jxj+ Em jyjj

pour tout m 2M
�
Rd
�
et presque tous les x�m (dx) ; et la constante K est indépendante

de N .

L�existence d�une solution faible peut être obtenue avec une condition suplémentaire (E) :

Soit

bKR (x;m) =

8><>: bk(x;m) si jb(x;m)j � K(1 +R);

K(1 +R) sinon
k = 1; ::::; d

oùK est la constante en (C3) et (b1(x;m); :::::; bd(x;m)) = b(x;m): Les coe¤cients de di¤usion

�k;l (x;m) seront dé�nis de la même manière.

(E) : Soit '(x) 2 Cb(Rd); g(y) 2 Cb(Rd0) et m(dx; dy) 2 M(Rd � Rd0); où d est un entier

positif. Soit mx la première distribution marginale de d-dimension de m .Puis les fonctions

m!
Z
' (x) g (y) bkR(x;mX)dm(x; y)

et

m!
Z
'(x)g(y)�k;lk (x;mX)dm(x; y)

sont continus.

Pour l�unicité trajectorielle de la solution de (1) nous avons besoin ces hypothèses :

(U1) : ��condition de Lipschitz :
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�����b(x1; 1N
NX
i=1

�xi)� b(y1;
1

N

NX
j=1

�yi)

�����+
������(x1; 1N

NX
i=1

�xi)� �(y1;
1

N

NX
j=1

�yi)

�����
� Kjx1 � y1j+

1

N

NX
i=1

jxi � yij

(U2) : Soit X1; ::::; XN sont des variables aléatoires ont la mème distribution (i:i:d); m 2

M
�
Rd
�
.donc

lim
N!1

E(

�����b(X1;
1

N

NX
i=1

�Xi)� b(X1;m)

�����+
������
 
X1;

1

N

NX
i=1

�Xi � �(X1;m)

!����� = 0
si b(x;m) et �(x;m) <1 x�m(dx).

2.2 Estimations préliminaires

Dans cette section, on donne les estimations de moment de l�interaction de di¤usions. Dans

le reste, les (C1) � (C3) sont toujours supposés tenir et jxj désignera le L6�norme pour x

dans tout espace euclidien, jx6j =
P

i x
6
i si x = (x1; :::xi; ::) soit XN

t = (XN;1
t ; :::; XN;N

t )

être le di¤usions d�interaction correspondant à (1) :

8><>: dXN
t = b

N(XN
t )dt+ �

N(XN
t )dWt

(N)

XN
0 = (x0; :::::::; xn)

(2.1)

ou sous forme de composant,

8>>>>><>>>>>:
dXN;i

t = bN(XN;i
t ; 1

N

NP
j=1

�XN;i
t
)dt+ �(XN;i

t ; 1
N

NP
j=1

�XN;i
t
)dW i

t

= bN;i(XN;1
t ; ::::; XN;N

t )dt+ �(XN;1
t ; :::::XN;N

t )dW i
t

XN;i
0 = x0 i = 1; 2; :::::; N

(2.2)

Dans ce qui précède, W (N) =
�
W 1; ::::;WN

�
est un processus de Wiener à N d-dimensions
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puisque les coe¤fcients de di¤usion �N;i (x1; ::::; xN) sont supposés continus et bN;i et �N;i ont

une croissance linéaire

��bN;i(x1; ::::; xN)��+ ���N;i(x1; :::; xN)�� � K(1 + jxij+ 1

N

NX
j=1

jxjj) (2.3)

Il existe donc une solution faible qui est également unique.Soit
�

;FN

t ; p
N
�
est un espace de

probabilité qui prend en charge à la fois le Wiener processusW 1
t ; :::::; W

N
t et XN

t :l�estimation

du moment suivant à un rôle important dans cette section.

Théorème 2.2.1 Soit XN
t = (X

N;1
t ; ::::; XN;N

t ) les di¤usions en interaction dans (2.1) alors

EPN supt2T jXN
t j6 � NK

EpN
��XN

t �XN
s

�� � NK jt� sj3
où K est une constante indépendante de N:

Preuve. Nous supposons d = 1 dans la preuve pour des raisons de simplicité. Soit

f(x) = jxj6; x 2 (Rd)N : Par la formule d�Ito,on obtient

f(XN
t ) =

NP
i=1

XN;i6

t

= XN;i6

0 +

Z t

0

6
NP
i=1

XN;i5

s bN;i(XN
s )ds+

R t
0
15

NP
i=1

XN;i4

s �N;i
2
(XN

s )ds

+
R t
0
6
NP
i=1

XN;i5

s �N;i(xNs )dw
i
s

Puisque
��XN

t

�� ont des moments �nis de n�importe quel ordre par un argument de troncature
standard nous avons :

E
��XN

t

��6 � ��XN
0

��6 + E Z t

0

6

�����
NX
i=1

XN;i5

s :bN;i(XN
s )

����� ds+ E
Z t

0

15

�����
NX
i=1

XN;i4

s :�N;i
2

(XN
s )

����� ds
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par la croissance linéaire

E
��XN

t

��6 � ��XN
0

��6 +KE R t
0

NP
i=1

��XN;i
s

��5 (1 + ��XN;i
s

��+ 1
N

NP
j=1

��XN;j
s

��)
+

NP
i=1

��XN;i
s

��4 1 + ��XN;i
s

��2 + 1
N

NP
j=1

��XN;j
s

��2! ds
� jXN

0 j6 +KE
R t
0

NP
i=1

(jXN;i
s j5 + jXN;i

s j6

+ 1
N

NP
j=1

jXN;i
s j5jXN;j

s j+ 1
N

NP
j=1

jXN;i
s j4jXN;j

s j2)ds

Puisque
1

N

NX
i;j=1

���XN;i
j

���5 ��XN;j
s

�� � NX
i=1

��XN;i
s

��6
et

1

N

NX
i;j=1

��XN;i
s

��4 ��XN;j
s

��2 � NX
i=1

��XN;i
s

��6
et

EjXN
t j6 � jXN

0 j6 +KE
Z t

0

NX
i=1

(jXN;i
s j5 + jXN;i

s j6 +
NX
i=1

jXN;ij
s j6 +

NX
i=1

jXN;i
s j6)ds

on a

EjXN
t j6 � jXN

0 j6 +KE
Z t

0

(N +
��XN

s

��6)ds
EjXN

t j6 � jXN
0 j6 +KNE

Z t

0

ds+KNE

Z t

0

jXN
s j6ds

Par l�inégalité de Gronwall, on a

EjXN
t j � (jXN

0 j6 +KN
R t
0
ds) +K

R t
0
jXN

s jds

EjXN
t j6 +N � (jxN0 j+N) expKt = (N jx0j6 +N) expKt

Ainsi par la symétrie

E
��XN

t

�� � N(1 + jX0j6) expKt
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et

EjXN
t j6 �

1

N
EjXN

t j6 �
�
jx0j6 + 1

�
expKt (2.4)

Pour la deuxième inégalité, on a

��XN
t �XN

0

��6 = NX
i=1

���XN;i
t �XN;i

0

���6

comme (a+ b)n � 2n(an + bn)

��XN
t �XN

0

��6 � 32 NX
i=1

 ����Z t

0

bN;i(XN
s )ds

����6 + ����Z t

0

�N;i(XN
s )dW

i(s)

����6
!

Par conséquent,

E sup
0�t��

��XN
0 �XN

0

��6 � K NX
i=1

(�5
Z �

0

��bN;i(XN
s )
��6 ds+ �2 Z �

0

j�N;i(xNs )j6ds

en appliquant la condition de croissance linéaire on obtient

E sup
0�t��

��XN
0 �XN

0

��6 � K�2 NP
i=1

R �
0
E(1 +

��XN;i
s

��6 + 1
N

NP
j=1

��XN;j
s

��6)ds
� K�2

R �
0
(N +N(jx0j6 + 1) expK�)ds

K�2 (N�) = KN�3

Il s�ensuit que

E sup
jt�sj��

��XN
t �XN

s

��6 � KN�3
et

Esup
t�T

��XN
t

��6 � KN
pour certains K indépendants de N:

Corollaire 2.2.1 La distribution de XN;1surM(C [0; T ])est tendue.
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Preuve. par le théorème 2.2.1 et la symétrie de XN;1; ::::; XN;N nous avons :

E
���XN;1

t �XN;1
s

��� = 1

N
jXN

t �XN
s j6 � K jt� sj

3

2.3 L�existence de la solution

Dans cette section, nous considérons l�existence d�une solution faible de l�équation de McKean

Vlasov :

8><>: dXt = b((Xt);P(Xt))dt+ � ((Xt);P(Xt)) dWt

X0 = x0 2 Rd
(2.5)

où b : Rd � M
�
Rd
�
! Rdet � : Rd�M(Rd) ! Rd�d peuvent être dé�nis pour chaque

m 2M
�
Rd
�
, seulement presque tous les x� m(dx) et satisfont les conditions (C1)� (C3) et

E:

Soit XN
t = (X

N
t ; ::::; X

N;N
t ) les di¤usions en interaction correspondant à (2.1) dé�nir sur un

espace de probabilités
�

N ;FN

t ; P
N
�
:

8><>: dXN;i
t = bN;i(XN

t )dt+ �
N;i(XN

t )dW
i
t

XN;i
0 = x0

(2.6)

oùW 1
t ; :::::;W

N
t sont des processus deWiener indépendants et b

N;i(x1; ::::; xN) = b(xi;
1
N

NP
j=1

�xj)

et �N;i(x1; ::::; xN) = b(xi; 1N
NP
j=1

�xj):

Soit la variable aléatoire UN = 1
N

NP
j=1

�XN;i 2M(C[0; T ]) et �N son distribution.

Dé�nition 2.3.1 une famille �de mesures de probabilité dans P (S) est dite tendue s�il existe

" > 0 un ensemble compact K = K" de S tel que :P (K) > 1� "; pour tous P dans �:
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Lemme 2.3.1
�
�N
	
est tendue.

Preuve. Il su¢ t de prouver que
�
XN;1

	
forme une famille tendue dans C[0; T ]; Mais c�est

tout simplement le corollaire 2.2.1.

Soit � une limite faible de �N Nous montrerons ensuite que � est supporté sur les solutions

de (2.5) Pour tout u 2M(C [0:T ]). Soit l�opérateur Lu;r tel que

(Lu;r')(x) =

dX
k=1

bk(x; ur)
@'

@xk
(x) +

1

2

dX
k;l=1

ak;l(x; ur)
@'

@xk@xl
(x)

où ak;l = (�:�t)k;l et ' 2 C10 (Rd).

Soit

LRu;r(x) =
dX
k=1

bkR(x; ur)
@'

@xk
(x)

d

+
X
k;l=1

ak;lR (x; u)
@'

@xk@xl
(x)

Pour tout ' 2 C10 ; g1;:::::::::;gn 2 Cb(Rd) et 0 � s1 � ::::: � sn � s posons

F = F s;t';g1:::::;gn :M(C[0; T ])! R

dé�ni comme suit :

F (u) =

Z
C[0;T ]

'(xt)� ' (xs)�
Z t

s

(Lu;r'(xr)dr)g1(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)

Evidemment, un élément u 2M(C[0; T ]) est une solution martingale de (2.5) si et seulement

si F (u) = 0 pour tout '; g1;::::::;gn et s � t.

Pour un élément u 2M(C[0; T ]),
�
m 2M(Rd

�
); soit

��uk�� = Z
C[0;T ]

sup
0�t�T

jxtjk du(x)(
��mk

�� = Z
Rd
jxjk dm(x))

Nous avons d�abord :
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Lemme 2.3.2 Soit �N la distribution de UN :alors sup
N
E�N ju6j � k <1: De plus pour toute

limite faible � de �N : on a E� ju6j � K:

Preuve.
E�N ju6j = EpN (

��� 1N PN
i=1 �XN;i)6

��� = EpN ( 1N Pi sup
0�t�T

���XN;i
t

���6)
EpN (

1
N
sup jXN

t j6) = 1
N
EpN (sup jXN

t j6)

� 1
N
NK = K

par le théorème 2.2.1; si �N w! � par le lemme de Fatou on obtient :

Z ��u6�� d� (u) � lim
N!1

inf

Z ��u6�� d�(u) � K:

Lemme 2.3.3 jF (u)j � K(1 + ju2j) pour tout u 2M(C[0; T ]):

Preuve.

jF (u)j =
���RC[0;T ] '(xt)� '(xs)� R ts (Lu;r')(xr)dr)g1(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)���

� K(1 +
R
C[0;T ]

R t
s
jLu;r'(xr)j drdu(x))

� K(1 +
R t
s

R
C[0;T ]

jb(xr; ur)j+ ja(xr; urjdurdr)

� 1 +
R t
s

R
C[0;T ]

(jxrj2 + Eur jxj2dudr par (C3)

� K(1 +
R t
s
Eur jxj2dr)

� K(1 + ju2j)

Il est important de constater que F n�est pas nécessairement continue sous notre hypothèses

(C1) (C3) et (E). Néanmoins, le lemme suivant est important.

Lemme 2.3.4 limNk!1

R
M(C[0;T ])

F 2(u)d�Nk(u) =
R
M(C[0;T ])

F 2(u)d�(u) où � est la limite

faible de la sous-suite �Nk :
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Preuve. Soit FR de la même manière que F sauf que l�on remplace Lu;r par LRu;r; ainsi :

FR(u) =
R
C[0;T ]

'(xt)� '(xs)�
R t
s
(LRu;r'(xr)dr)g1(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)

=
R
C[0;T ]

(' (xt)� '(xs))g1(xs1):::::gn(xsn)du(x)^4

�
R t
s
(
R P

k

bkR(xr; ur)
@'
@xk
(x) + 1

2

P
k;l

ak;lR (xr; ur)
@'

@xk@xl
(xr))

�g1(xs1)::::::gn(xsn)du(xr; xs1 ; :::; xsn)dr

La condition E implique que FR est continue. Maintenant,

jF 2(u)� F 2R(u)j = jF (u) + FR(u)jjF (u)� FR(u)j

� jF (u) + FR(u)j
���RC[0;T ] '(xt)� '(xs)� R ts (Lu;r')(xr)dr)g(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)

�
R
C[0;T ]

'(xt)� '(xs)�
R t
s
(LRu;r'(xr)dr)g(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)

���
� jF (u) + FR(u)jj

R t
s
(LRu;r'(xr)dr)g(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)

�
R t
s
(Lu;r'(xr)dr)g(xs1); ::::; gn(xsn)du(x)j

� jF (u) + FR(u)jj
R t
s

P
bkR(x; ur)

@'
@xk

+ 1
2

P
k;l=1

ak;lR (x; ur)
@'

@xk@xl
(x)

�
R t
s

P
k=1

bk(x; ur)
@'
@xk

+ 1
2

P
k;l=1

ak(x; ur)
@'

@xk@xl
(x) jdrdu(X)

� jF (u) + FR(u)j �K �
R R t

s

P
k=1

jbk(xr; ur)� bkR(xr; ur)j

+1
2

P
k;l=1

jak;l(xr; ur)� ak;lR (xr; ur)jdrdu(X)

et

E�N jF 2 � F 2Rj

= E�N (jF 2 � F
2

Rj; juj � R
2
) + E�N (jF 2 � F

2

Rj; u > R
2
)

� E�N (jF � FRj �K �
R R t

s

P
k

jbk(xr; ur)� bkR(xr; ur)jdrdu; juj � R
2
)

+E�N (jF � FRj �K �
R R t

s

P
k

jbk(xr; ur)� bkR(xr; ur)jdrdu; juj > R
2

+E�N (jF � FRj �K �
R R P

k;l

jak;l(xr; ur)� ak;lR (xr; ur)jdrdu; juj � R
2

+E�N (jF � FRj �K �
R R P

k;l

jak;l(xr; ur)� ak;lR (xr; ur)jdrdu; juj > R
2

= I1 + I2 + I3 + I4

24



Chapitre 2. L�existence d�une solution faible de l�équation de Mc Kean-Vlasov

Par la même preuve du lemme 2.3.3, jFR(u)j � K(1 + ju2j): De plus si jxj � R
2
etjmj � R

2
;

nous avonsbk(x;m) = bkR(x;m) car
��bk(x;m)�� � K(1 + jxj+ jmj) � K(1 +R):

Puisque jurj � juj ; nous avons donc :

I1 + I3 � E�N (K(1 + ju2j)
R t
s

R
jxrj>R

2
(1 + jxrj2 + ju2rj)durdr; juj � R

2
)

� E�N (K(1 + ju2j)(
R t
s
(1 + ju2rj)ur(jxj > R

2
) + Eur(jxj

2 ; jxj > R
2
dr); juj � R

2
)

� E�N(K(1 + ju2j)(1 + ju2j)u(sup
s�r�t

jxrj > R
2

+Eu( sup
s�r�t

jxrj2; sup
s�r�t

jxrj > R
2
)); juj � R

2
)

� E�N (K(1 + ju2j)(1 + ju2jR2 + ju
4j 4
R2
))

� K
R2
E�N (1 + ju6j) � K

R2

où K est une constante indépendante de N et R. Par le théorème 2.2.1

I2 + I4 � E�N (K(1 + ju2j)
R R t

s
(1 + jxrj2 + ju2rj)drdu; juj > R

2
)

� E�N (K(1 + ju2j) ju2j ; juj > R
2
)

� E�N (K(1 + ju6j)) 4R2 �
K
R2
:

Ainsi : E�N jF 2 � F 2Rj � K
R2
:

De même, nous avons E�jF 2 � F 2Rj � K
R2
: Par conséquent,

lim
Nk!1

��E�Nk (F 2)� E�(F 2)��
� lim

Nk!1

��E�Nk (F 2)� E�Nk (F 2R)��+ ��E�Nk (F 2R)� E�(F 2R)��+ jE�(F 2R)� E�(F 2)j
� K

R2
+ lim
Nk!1

��E�Nk (F 2R)� E�(F 2R)�� = K
R2

puisque FR est borné et continu, mais R est arbitraire, alors limNK!1 E�Nk (F
2) = E�(F

2):

Le lemme suivant montre que � est supporté sur les solutions martingales de (2.5).

Lemme 2.3.5 Soit � la limite faible de
�
�N
	
; alors

R
F 2d� = 0:
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Chapitre 2. L�existence d�une solution faible de l�équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose �N w! �: Puisque

F (u) =

Z
C[0;T ]

('(xt)� '(xs)�
Z t

s

(Lr;u')(xr)dr)g1(xs1)::::gn(xsn)du(x);

on a

E�NF
2 = EPNF

2( 1
N

NP
i=1

�Xi
:
)

= EPN (
1
N

NP
i=1

('(X i
t)� '(X i

s)�
R t
s
(Lr;UN' (X

i
r)dr)g1(X

i
1):::::gn(X

i
n))

2

= 1
N2

NP
i;j=1

E['(X i
t)� '(X i

s)�
R t
s
(Lr;UN' )(X

i
r)dr)g1(X

i
1):::gn(X

i
n)]

�['(X i
t)� '(X i

s)�
R t
s
(Lr;UN' )(X

i
r)dr)g1(X

i
1)::::gn(X

i
n)]

= 1
N

NP
i;j=1

E(H(X i
: )H(X

j
: ))

où

H(X:) = ('(Xt)� '(Xs)�
Z t

s

(Lr;UN' )(Xr)dr)g1(Xs1)::::gn(Xsn)

pour X: 2 C[0; T ]; puisque EpNH(X i
: )(H

j
: )) = 0 si i 6= j;alors

lim
N!1

E�NF
2 = lim

N!1

1

N2

NX
i=1

EpNH(X
i
: )
2

Mais
1
N2

PN
i=1EpNH(X

i
: )
2

� 1
N2

NP
i=1

EPNM(1 +
R t
s

�����b(X i
r;

1
N

NP
�Xi

r
)

j=1

�����+
�����a(X i

r;
1
N

NP
j=1

�Xj
r
)

����� dr)2
� 1

N2

NP
i=1

EpNM(1 +
R t
s
jX i

rj
2
+ 1

N

NP
j=1

jXj
r j
2
dr)2

� 1
N2NEPN (M(1 + kX1k4)) � 1

N2NK = K
N

d�où limN!1
R
F 2d�N =

R
Fd� = 0:

Nous arrivons maintenant au théorème principal de cette section.

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (C1)� (C3) et (E1). L�équation de McKean Vlasov a

une solution faible.
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Chapitre 2. L�existence d�une solution faible de l�équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. par le lemme 2.3.4 et le lemme 2.3.5, toute limite faible de �N est supportée sur les

solutions du problème de martingale posé par (2.5). Puisque
�
�N
	
est tendue par le lemme

2.3.1, donc (2.5) une solution marginale et donc une solution faible.
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Chapitre 3

Unicité de solution et propagation du

chaos

3.1 Unicité et propagation du chaos

Dans cette section, nous prouverons l�unicité trajectorielle de la solution de l�équation de

McKean Vlasov et la propagation du chaos sous les conditions (C3) ; (U1) et (U2) :

On suppose que les conditions (C3) ; (U1) et (U2) sont satisfaites tout au long de cette

section. Soit x = (x1; ::::; xN) et y = (y1; :::; yN) des éléments dans Rd�N . Puisque bN(x) =

(bN;1(x); ::::; bN;N(x)) et �N(x) = (�N;1(x); :::; �N;N (x)) satisfaire les conditions de Lipschitz,

��bN(x)� bN(y)�� � KPN
i=1 jxi � yij � KN

5
6 jx� yj���N(x)� �N(y)�� � KN 5

6 jx� yj ;

on peut introduire le théoréme suivant :

Théorème 3.1.1 Soit (
;Ft;Wt; P ) un espace de probabilité avec un Ft� processus de wie-

ner Wt sur lequel on peut dé�nir un processus stochastique Xt, (c à d (
;Ft;Wt; Xt; P ) est

une solution faible de(2.2) .Soit
�

N ;FN

t ; P
N
�
l�espace produit de N� fois de (
;Ft; P ) et

soit
�
W 1
t ; :::::;W

N
t

�
de Rd�N -processus de Wiener sur 
N : Alors il existe une solution forte
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

XN
t = (X

N;1
t ; :::; XN;N

t ) de (2.2) sur
�

N ;FN

t ; P
N
�
par rapport à

�
W 1
t ; ::::;W

N
t

�
:

Le prochain théorème est tout ce que nous avons besoin.pour démontrer l�unicité de la solution

de 2.1.

Théorème 3.1.2 Soit X i
t ; i = 1; ::::; N des copies indépendantes de Xt sur

�

N ;FN

t ; P
N
�

et XN;i
t ; i = 1; ::N la solution de (2.2) sur

�

N ;FN

t ; P
N
�
:Puis

EPN sup
��XN;i(t)�X i(t)

��
0�t�T

2 ! 0; N !1

Preuve.

��XN;i(t)�X i(t)
��2 = ���R t0 bN;i(XN;1

t ; ::::; XN;N
t )� b(X i

t ;P(Xt))dt

+
R t
0
�N;i(XN;1

t ; :::; XN;N
t )� �(X i

t ;P(X i
t))dW

i
t

���2
� K

R t
0

���bN;i(XN;i
t ; ::::; XN;N

t )� bN;i(X1
t ; :::::; X

N
t )
���2 dt

+K
���R t0 bN;i(X1

t ; :::; X
N
t )� b(X1

t ;P(X i
t))
���2 dt

+Kj
R t
0
�N;i(XN;1

t ; ::; XN;N
t )� �N;i(X1

t ; :::; X
N
t )dW

i
t j2

+Kj
R t
0
�N;i(XN;1

t ; ::; XN
t )� �N;i(X i

t ;P(X i
t); dW

i
t j2

Ainsi

EpN sup
t�T

���XN;i
t �X i

t

���2
� K

R T
0
EpN (

���XN;i
t �X i

t

���2 + 1
N

NP
j=1

���XN;j
t �X i

t

���2)dt
+K

R T
0
EpN

�����b(X i
t ;

1
N

NP
j=1

�Xj
t
)� b(X i

t ;P(X i
t))

�����
2

+ EpN

������(X i
t ;

1
N

NP
j=1

�Xj
t
)� �(X i

t ;P(X i
t)

�����
2

dt

par (U1) on obtient

NEpN sup
t�T

���XN;i
t �X i

t

���2 = NP
j=1

EPN sup
t�T

���XN;j
t �Xj

t

���2
� K

R T
0

NP
j=1

EpN
���XN;j

t �Xj
t

���2 dt+KNCN
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

où

CN =

Z T

0

EPN

�����b(X i
t ;

NX
j=1

�Xj
t
)� b(X i

t ;P(X i
t)

�����
2

+ EpN

������(X i
t ;
1

N

NX
j=1

�Xj
t
)� �(X i

t ;P(X i
t)

�����
2

dt

Puisque

EPN sup
t�T
jXN;i

t �X i
t j2 = EPN sup

t�T
jXN;j

t �Xj
t j2

pour tout i; j par symétrie, il s�ensuit que

EPN sup
t�T

���XN;i
t �X1

t

���2 � KEpN Z T

0

sup
s�t

��XN;1
s �X1

s

��2 dt+KCN
on utilise l�inégalité de Gronwall, on a :

EPN sup
t�T
jXN;i

t �X i
t j2 � KCN expKT :

Maintenant, nous voulons montrer que CN ! 0 comme N !1: En e¤et, nous avons :

EPN jb(X i
t ;

1
N

NP
j=1

�Xj
t
)� b(X i

t ;P(X i
t))j2

� EpN (K(1 + 2 jX i
t j
2
+ 1

N

NP
j=1

��Xj
t

��2 + jP(X i
t)j

2
))

� K(1 + j�2j) <1

où � est la distribution de X i, par la condition de croissance linéaire (C3) et (U2) on trouve

EPN

�����b(X i
t ;
1

N

NX
j=1

�Xj
t
)� b(X i

t ;P(X i
t))

�����
2

! 0; N !1

et elle est aussi borné par une constante K(1+ j�2j) indépendante de t, donc par le théorème

de convergence dominée

Z T

0

EPN

�����b(X i
t ;
1

N

NX
j=1

�Xj
t
)� b(X i

t ;P(X i
t))

�����
2

dt! 0 ; N !1
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

De même, on peut traiter le terme avec � Ainsi CN ! 0 lorsque N !1:

Maintenant, Il est désormais simple de prouver l�unicité de solution de (2.1)

Théorème 3.1.3 Sous (C3), (U1) et (U2) la solution de (2.1) est trajectoriellement unique.

Preuve. Supposons qu�il existe deux solutions Xt et Yt de (2.1) sur un espace de probabilité

(
;Ft; P ) avec la même valeur initiale. puis par le théorème 3.1.2,

Esup
t�T

jXt � Ytj2 � 2(Esup
t�T

���Xt �XN;1
t

���2 + Esup
t�T

���Yt �XN;1
t

���! 0

lorsque N !1:Evidemment Xt = Yt, p:p. pour tout t:

Nous prouvons maintenant le théorème principal de cet partie

Théorème 3.1.4 Supposons que les conditions (C3) ,(E) ; (U1) et (U2) sont véri�ées. En-

suite, l�équation McKean Vlasov a une solution forte unique. De plus la propagation du chaos

est véri�ée
�
UN ! �

�
:

Preuve. A partir de l�existence et l�unicité trajectorielle de la solution de (2.1), il suit par une

technique maintenant bien connue dans [3] que l�équation de McKean Vlasov a une solution

forte unique. Il y a donc une limite faible unique �� de �N et �N
w! ��:
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l�existence et l�unicité de la solution de équations di¤é-

rentielles stochastiques de McKean-Vlasov

dXt = b(t;Xt;PXt)ds+ �(t;Xt;PXt)dWs

ou PXt est la distribution de Xt:

La méthodologie que nous employons est comme suit : d�abord on a prouvé qu�une suite

de mesures est tendue et montré que tout point limite est supporté sur une solution d�un

problème de martingale, Cela implique l�existence d�une solution faible, et aussi l�unicité

trajectorielle de la solution,

Finalement, il suit par une technique maintenant bien connue dans [3] que l�équation de

McKean Vlasov a une solution forte unique.
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Annexe A : Rappels d�analyse

Lemme 3.1.1 (de Gronwall) Si f est une fonction réelle non négative dé�nie sur un

intervalle I = [a; b], pour lequel l�inégalité

f(t) � A+B
Z t

a

f(s)ds

Alors, pour tout t 2 I,avec A � 0; B � 0 ; alors l�estimation

f(t) � Aexp(B(t� a))

est vrai pour tout t 2 I:

Lemme 3.1.2 (lemme de Fatou) Soit fn � 0 une suite.AlorsR
X

�
lim inf
n!1

fn

�
d� � lim inf

n�!1

R
X
fnd�

Théorème 3.1.5 (inégalité de cauchy schwarz)

Une conséquence de l�inégalité de Cauchy-Schwarz est que le produit scalaire est une fonction

continue.Dans le cas de l�espace euclidien muni du produit scalaire canonique, l�inégalité de

Cauchy-Schwarz s�écrit

�����
nX
xiyi

i=1

����� �
 

nX
i=1

x2i

!1=2
:

 
nX
i=1

y2i

!1=2

Théorème 3.1.6 ( Théoréme de convergence dominée)
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Annexe A : Rappels d�analyse

soit ffng une suite de fonction mesurables telle que

lim
n!1

fn(x) = f(x); jfn (x)j � g(x) pour tout x 2 X;où g est une fonction intégrable.Alors

f est intégrable et lim
n!1

R
X
fnd� =

R
X
fd�:
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace de probabilité �ltré

(
;F ; P ) Espace de probabilité

Wt Mouvement Brownien

(Xn)n2N et (Yn)n2N des processus stochastiques

M(Rd) désigne l0espace de toutes les distributions de probabilités sur Rd

c�adl�ag Continue à droite admet de limite à gauche.

P� p:s presque surement pour la mesure de probabilité P
w! la convergence faible

Rd Ensemble des vecteurs réels de dimension d

� Coe¢ cient de di¤usion:

b coe¢ cient de drift
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Resumé 

Nous considérons les équations différentielles stochastiques (MVEDS) de 

McKean Vlasov, qui sont des EDSs où les coefficients de dérive et de 

diffusion ne dépendent pas seulement de l’état du processus inconnu mais 

aussi de sa distribution de probabilité. Ces EDSs  appelés aussi  EDSs  de 

type champ moyen.                                                                                         

Nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution de ce type 

d’équations où les coefficients sont supposés avoir une croissance linéaire 

et ne peuvent être définis que pour chaque ,presque  partout par rapport 

à . Une propagation du chaos est également prouvée. 

 ملخص  

 McKean Vlasovنعتبر المعادلات التفاضلية العشوائية لـ  

(MVEDS)،رتبط تحيث لا ةيتفاضلية عشوائمعادلات  وهي عبارة عن 

بتوزيعها  وإنما أيضا العشوائية المجهولةالعملية بفقط  ملاتهامعا

 الاحتمالي.

هذا النوع من المعادلات  من أجل للحوحدانية اوثبت وجود ن   

عريفها سوى من يكون لها نمو خطي ولا يمكن ت المعاملاتأن  فتراضاب

 نثبت النتيجة المتعلقةكما  x .ل بالنسبة شبه كليا ،u أجل كل

 .chaosربإنتشا

 

 
 

Abstract 

We consider McKean Vlasov stochastic differential equations (MVSDEs), 

which are SDEs where the drift and diffusion coefficients not depend only 

on the state of the unknown process but also on its probability distribution. 

These SDEs called also mean- field SDEs. 

We prove the existence and uniqueness of the solution of this type of 

equations where the cofficients are assumed to have linear growth and can 

be defined only for each almost every where  with respect to .A 

propagation of chaos result is also proved. 
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