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Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse & un type speicial des (EDSs), appelées les équations diffé-
rentielles stochastiques (EDS) de McKean-Vlasov ou encore de type mean field. Les (EDSs)
de type mean field, également appelées EDS au champ moyen, ont d’abord été étudiées en
physique statistique, ces EDSs représentent en quelque sorte le comportement moyen d’un
nombre infini de particules. Ces équations ont joué un role important dans la théorie des jeux,
cette théorie a été inventée par P.L. Lions et J.M. Lasry en 2006, pour résoudre le probleme
de T'existence d’un équilibre de Nash approximatif pour les jeux différentiels, avec un grand
nombre de joueurs. D’autre part, ce type d’équations a trouvé des applications dans d’autres
domaines tels que la finance mathématique, les réseaux de communication et la gestion des
ressources pétroliéres.

Pour un paire de fonctions b : RY x M(RY) — R? et 0 : R? x M(RY) — R4 Péquation

différentielle stochastique de McKean Vlasov est défini par :
dXt = b(Xt,PXt)dt+U(Xt,PXt)th t e [O,T] (1)

Ici M(R?) désigne l'espace de toutes les distributions de probabilités sur R? doté de la
topologie faible et Py, est la distribution de X; est un membre de M(Rd). W} est un processus
de Wiener de dimension d, nous utiliserons M (F) pour désigner I’ensemble de toutes les
mesures de probabilité sur un espace polonais E avec la topologie faible et C'[0, T| 1'espace

des fonctions continues sur [0, 7] & valeur dans R¢.

Cette étude est motivée par le comportement de grandes populations en interaction, d’ou



Introduction

le processus est intéressant car il décrit le comportement individuel asymptotique d’un

grand systéme de diffusions,

. N N ‘
dXM =X £306 wv)dt + o (X LS v ) AW
=1 =1 (2)
X' =z € R i=1,..N

ol 6, € M(R?) est la mesure de probabilité se concentrant sur z et W W2 ... W sont
N — processus de Wiener indépendants.Dans la suite, on note Uy pour la variable aléa-
toire %Zi\il dxni avec des valeurs dans M(C[0,T]), et ¥ pour sa distribution n"¥ €
M(M(C'[0,T])) Pour tout u € M(C[0,T]) et n € M(M(C[0,T))), u; et n; dénoteront
leurs distributions marginales au temps t.Ainsi v, € M (R?) et ' € M(M(R?).En effet il

y a deux fonctions bornés et Lipschitziennes f : R¢ x R? — R? et g :R? x R? — R4 telles

que pour = € R? et m € M(R?)

b(ar, m) = / £, y)dm(y) et o(z,m) = / o(z, y)dm(y), (3)

alors la distribution py de XV = (XM . XN dans est p—chaotique ot u est la

distribution de X au sens suivant : pour toute k fonction fi, .., fr € Cp(C [0, 7] nous avons :

Jm [ i) i @) du(osm) = 1 [ @) @) (4)
—% J o, 1] =JcpT]

Notez que ny € M(C'[0,T)") et u € M(C'[0,T]) dans I'équation (2). L'équation () dite le
premier k —composants de deviennent asymptotiquement indépendants et ont asympto-
tiquement la méme distribution j .Cela explique le terme ”chaotique”. équivalent & UY — p
en distribution (nN = 5u> dans M(M(C'[0,T7)).

L’exigence que b et o satisfont avec f et g lipschitzienne bornées donne I’avantage que I’'on
considére comme des fonctions définis sur R? x M (]Rd) , b et o sont tous les deux continus.

Ce fait est essentiel en prouvant 'existence et 1'unicité de la solution de (1.2)) dans [§], ot un
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théoréme de point fixe basé sur la continuité de b et o a été utilisé.

Dans ce mémoire on s’intérésse & une classe encore plus naturelle et générale ot les coefficients
de dérive et de diffusion b et ¢ ne peuvent étre définis que presque partout et ils peuvent
avoir une croissance linéaire bornée dans les deux variables, qui est le contenu de 1article [T,

la réftérence de base de ce mémoire qui est s’articule autour de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne les notions de base du calcul stochastique, on fait rappel
aux équations différentielles stochastiques (EDS), on donne leurs propriétés générales ainsi

que le théoréeme d’existence et d’unicité, ainsi un rappel sur le probleme de martingale.

Dans le Deuxiéme chapitre, Nous montrons d’abord que p” est tendue, et montrons que
tout point limite de ¥ dans M(M(C[0,T])) est supporté sur les solutions de probléme de

martingale posées par Ceci implique l'existence d’une solution faible pour ().

Dans le dernier chapitre, nous prouvons 1'unicité trajectorielle de la solution en comparant
la solution de avec ses diffusions en interaction correspondantes.Il semble difficile de
considérer directement la différence de deux solutions et de prouver qu’elles sont identiques
car b et o peuvent ne pas avoir de domaine de définition commun dans notre cas qui est plus

générale.



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons les notions basique de théorie de calcul stochas-
tique qui seront utilisées dans la suite. Nous commencons par défnir le processus stochastique,
mouvement Brownien, I'intégrale stochastique, I’équations différentielles stochastiques, ainsi

un rappel sur le probléme de martingale.. Dans la suite (£2, F, P) un espace de probabilité.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Pour représenter un phénomene aléatoire dépendant du temps, le modéle mathématique est

donné par :

1. Un espace de probabilité (2, F, P),

2. une fonction

X : (R, x Q,B(R)®F) — (E,€)

(t,w) — X (t,w).

Pour chaque ¢ fixé, 'état du systéme est une variable aléatoire c’est & dire w —— X (t,w)

est mesurable.

Pour w € Q fixé, t ~ X (t,w) est appelée une trajectoire.

Définition 1.1.1 (processus) soit T un ensemble d’indices (R, R, N) on appelle processus
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stochastique défini sur T & valeur dans (E,() ,une famille (X (t)),o, d’applications mesu-

rables de (T'x Q,B(T) @ F) dans (E,(); pur tout t € T, X(t) est une variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (Modification d’un processus) On dit que deux processus (X (t))ier €t (Y (t))ier

définis sur le méme espace de probabilité (Q, F, P) sont modifications ['un de l'autre si
VieT, X(t) =Y (t)P,.s
C’est équivalent a dire
Vt € T,AN, p(Ny) =0 et Vw € N, X(t,w) =Y (t,w).

Définition 1.1.3 (Processus indistinguables) Deux processus (X (t))ieret (Y (t))ier sont in-
distinguables st

P(X()=Y({#),VteT) =1

C’est équivalent a dire
AN, P(N) =0,Yw ¢ N, X(t,w) = Y(t,w).

Remarque 1.1.1 1] est clair que si (X (t))er et (Y (t))ier sont indistinguables alors ils sont

modifications l'un de 'autre. La réciproque est généralement fausse.

Définition 1.1.4 (Fillration) soient (Q,F, P)un espace de probabilité et (Fi),cp, une fa-
mille croissante de sous tribus de F au sens ou, Vs < t, F, C F; C F. (.7-})teR+ est appelée
filtration de (Q, F, P).

On dit que (Q, F, (]:)teR+ ,P) est un espace de probabilité filtré.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F:X, c’est a dire la famille

croissante de tribus F;¥ = 0{X;,s < t}.

Définition 1.1.5 (Processus mesurable ) On dit qu'un processus (X (t))icr, est mesurable
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st l’application

(Ry x Q,B(Ry) @ F) — (E,()

(t, U}) — X(t’ w)
((,B(Ry) ® F) mesurable.

Définition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) On dit qu’un processus (X (t))icr,

est progressivement mesurable si l’application

([0,8] x €, B([0,1]) ® F) — (E,()

(s,w) — X(s,w)
(¢, B([0,t]) ® F) mesurable.

Définition 1.1.7 (Processus adapté) Soit (X (t)): un processus défini sur (Q, F,(Fr) P) on

teRy

dit que (X (t)) t € Ry est Fy—adapté si ¥Vt € R, la variable aléatoire X (t)est F; mesurable.

Remarque 1.1.2 Un processus (X (t))icr, est toujour adapté & sa filtration naturelle F;, =

o(X(s),s <t).

Définition 1.1.8 On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si
les applications t — X (w) sont continues pour presque tout w. Un processus est dit cadlag
(continu o droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires sont continues a droite,

pourvues de limites & gauche. Meme définition pour caglad.

Définition 1.1.9 (Martingale continue ) Un processus (M(t))icr, est dit F, —martingale

continue st

1. (M(t))icr, est F,—adapté,

2. YVt >0, M(t) est intégrable, c’est & dire E(|M(t)|) < oo,
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3. Y0 < s < t, E(M(t)/F,) = M(s).

De la

méme maniére, on définit une sous martingale si (3) est remplacé par

VO<s<t;E(M(t)/Fs) > M(s)

et une sur martingale si (3) est remplacé par

V0 < s < t; B(M(t)/F,) < M(s)

Définition 1.1.10 (Mouvement Brownien) le processus (W (t),t > 0) est un mouvement

Brownien (standard) par rappport a la filtration(F )teR+ si et seulement si :

4.

P(Wy =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de 'origine).

. Vs < t; W (t) — W(s) est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance (¢ — s)

c—a—dW(t)—W(s)~ N(0;t — s)
"accroissements stationnaires".

Vn,Vt;, 0 < tg < t; < ta..... < t,, les variable aléatoire (W (t,) — W (t,_1),....., Wy, —

Wi, , We, sont indépendantes"accroissements indépendantes".

P.p.s t — W, (w) est continue.

Théoréme 1.1.1 ( Paul Levy ) Soit X; (w) un processus continue, alors X; (w) est un mou-

vement brownien si et seulement si

1.

2.

X, est une martingale

(X2 —t) est une martingale.

L’ideée est d’utiliser I'indépendance des accroissements pour calculer les espérances condition-

nelles

s <t.

, et d’utiliser la propriété E(X/G) = E(X) quand X et G sont indépendantes. Soit

E(Wt/fs) :E(Wt_Ws/fs)+E(Ws/fs> :O+Ws
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De méme

E(We = Wo)?/F) =t —s

et
E(W—W)?/F,) = EWEWE2W,W,/F,) = E(W2|F)+W22W,E(W,/F,) = EW?F,)-W?

On obtient alors

EW?—t/F)=W2—s

1.2 L’intégrale stochastique

On se donne un espace (€2, F, P) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On désigne

par F; = o(Ws, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

On cherche maintenant a définir l'intégrale stochastiques
t
/ OsdWs (1.1)
0

Cas des processus étagés les processus étagés sont du type

Pn

0" (t) = Zeil[é"),tﬁﬂ] ®)
i=1
ou, p, € N,{tz(.n)} une suite croissante de [0; 7], et 0; € L? (Q, F;,, P), pour tout i = 0, .., p,, :
On défini I (6™) par

Pn

(6" = Z@(Wml - Wi,).

=1

On peut vérifier que
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E(1(0")) =0, et Var(I(0")) = E/o (0™ (s5))* ds

Cas général
Soit T 'espace des processus 6 caglad (c’est a dire, continue a gauche limité a droite), F-

adapté tel que

16]2 = E(/O 6.(s)2 ds) < oo.

Les processus étagés sont dans T : On dit que 6" — 6 dans L*(Q x [0,T]) si [|§" — 6]|3 — 0.
On peut définir 1(0) pour tout § € T, on approche 6 par une suite de processus étagés donnée

par (1.1)), la limite étant dans L?*(Q x [0; T]). L’intégrale 1(6) est alors limI(6™) avec :

E(1(8)) =0, et var (I(6)) = E (/0T92 () ds) |

On note A 'ensemble L7 (€2 x RT) des processus 6 adaptés caglad vérifiant
t
E(/ 02 (w) ds < oo, Vt.
0

L’intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :
— Linéariteé.

Soit a et b des constantes et (6, i = 1,2) deux processus de A. On a

t t t
/ (a6 + b62) AW, = a / oL, + / 02 aw,
0 0 0

— Propriétés de martingale
soit

t
Mt:/ﬁdeS ouf e
0
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le processue M est un martingale

E [ / teudwu/fs] =0

et implique en particulier que

t
E| / 0, dW,] = 0.

E {( / teuqu)Q/fs} =F { /0 teidu/}"g}

Définition 1.2.1 (processue drlto) — On appelle un processus d’Ité un processus ((X))o<i<r

a valeurs réelles tel que P.p.s
t t
VO <s<t X(t)=X(0)+ / b(s)ds —I—/ o(s)dWs
0 0

avec X (0) est Fo— mesurable, b et o sont deux processus progressivement messurable vérifiant

les condition

T T
/ |b(s)| ds < oo et/ o (s)|]” ds < oo
0 0

Le coefficient b est un drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

1.2.1 Formule d’Ito6

Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d’I1t6) Soit (X (t))o<i<r un processus d’Ito, soit f :

R — R de classe C?. Alors

@) = FXO)+ [ (X)X )+ [ 1 (KX)o (s

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’It6) Soit (X (t))o<i<r un processus d’Ito, soit f

une fonction définie sur Ry x R de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport o .

10
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On a

£ X (1)) = £(0, Xo) + /f/t(s X(s) ds+/f (5, X (5))dX (s /f 2(5)ds.

Théoréme 1.2.3 (Troisiéme formule d’It6) Soit (X1(t))o<i<7, (X?(t))o<i<r deux proces-
sus d’Ito, de coeffcient de drift b1(resp.b2), et de coeffcient de diffusion o (resp. 02), eportés
respectivement par deuz Browniens (W})o<i<r et (W2 )o<i<r corrélés avec coefficient p. On
suppose que b',o" sont FV' —adapté. Soit f une fonction de R? dans R de classe C2a dérivées

bornées. On a

FEXH (1), X2(1) = F(XT(0), X2 (0)) + Jy fr(XT (), X2(s)dX" (s) + [g Fo(X" (s), XP(s))dX?(s)
3 Jo SL(X (), X2 (9)) (0 (9))%ds + 20 15(X " (5), X2 (s))o (5) 0 (s)
+fr (X1 (5). X2 () (02 (5))°)ds.

\ / 2z . 2z N z \ " z N 7z \ .
ou f; désigne la dérivée par rapport a x;, et f;; la dérivée seconde par rapport & x; puis x;,

ij=12

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) (X(t))o<t<7, (Y (t))o<t<r deux

processus d’Ito, on a

XY (t) = X(0)Y(0) + /tX(s)dY(s) + /tY(s)dX(s)—l— <X;Y >,

1.3 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme
t t
Xy =ux +/ b(s, X)ds +/ o(s, Xs)dW, te0,7]
0 0

ou sous forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
(1.2)
XO =X

11
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b et o deux fonctions de RT x R™ a valeurs réelles données. On se donne également un espace
(Q, F, P) muni d’une filtration (F;)et un (F;) mouvement Brownien W sur cet espace. Une
solution de est un processus X continu (F;)—adapté tel que les intégrales fot b(s, X,) ds

et fg o(s, Xs)dWy ont un sens et l’égalité
t
Xy =x+ / b(s, Xs)ds + o (s, Xs)dWj
0

est satisfaite pour tout t, P.p.s.

1.3.1 Solution forte et solution faible d’une EDS

Ils existe deux types de solutions a I’équation différentielle stochastique (1.2)) : les solutions

fortes et les solutions faibles.

Définition 1.3.2 (solution forte)

— X, est mesurable et adapté o Fy = 0 (Ws, s <t) la filtration naturale du W.

— X est continue et

P(/OTUQ(S,Xs)dS<OO> —1, P(/OT | f(s,Xs)|d5<oo) -

- X vérifie 'EDS c’est a dire :
t
Vi e [0,T] Xy =x+ / b(s, Xs)ds + /J(S,XS)dWS Pp.s
0
On dira qu’il y a unicité forte pour l’équation si pour toutes solutions X; et X; on a :
P(X, =X, Vte[0,T]) =1

Définition 1.3.3 (solution faible)
une solution faible de ’EDS est un triple
- (Q,F, (F)i>0, P) un espace de probabilité filtre,

12
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- W un -mouvement Brownien adapté a JF,
— X un processus.

les processus X et W sont définis sur le méme espace donné et vérifient

P(/OTUQ(S,XS)ds<oo> :P(/OTb(s,Xs)ds<oo> =1

et (W, X) verifie 'EDS (1.9).

Remarque 1.3.1 Par la définition, une solution forte est aussi une solution faible.

1.3.2 Théoréme d’existence

Théoréme 1.3.1 (Existence et unicité) On suppose qu’il existe une constante K > 0 telle

que pour tout t € [0,T],z,y dans R™

a Les fonctions b et o sont continues.

b Il existe K > 0 tel que pour tout t € [0,T], x € R,y € R
Lo]b(t,x) = bt,y) [+ | o(t,z) —o(ty) IS K [z —y|
2.1 b(t,x) |? + | o(t,x) ?’< K2(1+ | 2 |?)

¢ la condition initiale x est indépendante de (W (t),t > 0) et elle est de carré intégrable.
Alors, 1l existe une unique solution de a trajectoires continues pour t < T . De
plus cette solution vérifie :

E(sup | X; ]2)<oo

0<t<T

1.3.3 EDS et probléme de martingale

Définition 1.3.4 (probléme de martingales)Une probabilite P sur(Q, F) sous laquelle M’

définie par

Ml = 706 = 100 = [ 1765, X0

13
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d d
ou Lf(t,z) = 2%@, )5 (x) + gzlbi,j (t, ) gde (),
1= Z’J:
est martingale(resp.martingale locale) pourtout f € C? (Ry,R?) (res.f € C? (Ry,RY) ).

est appelée solution du probléme de martingale (resp .martingale locale).

Corollaire 1.3.1 considérons les assertions suivantes :

(A) Il existe une solution faible de ’EDS (1.9).
(B) 11 existe une solution au probléme de martingal locale.

(C) II existe une solution au probléme de martingal.

Alors (C) = {(A) & (B)}.

14



Chapitre 2

L’existence d’une solution de

I’équation de McKean-Vlasov

2.1 Formulation du probléme

D’abord pour avoir un sens pour , les conditions suivantes sont nécessaires .(Nous utilisons
la notation ¢ pour indiquer que Les conditions sont imposées & la combinaison linéaire des

mesures de Dirac ¢ pour b(.,m) et o (.,m) :

(C1) §—mesurabilité : les fonctions bV : RN — R et oM : RN — R4 défini par

1
bN’L(xlv ,l’N) — b(xm N]Zléxj)
1 N
UNl(.’El, ...... ,{L’N) =0 (I'“NZI&CE])
j:

sont mesurables.

(C2) 6—continuité : o™ est continue pour chaque N et i = 1,2...., N.

15



Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

(C3) croissance linéaire

[b(z, m)| + |o(z,m)| < K1+ || + En[y|

pour tout m € M (Rd) et presque tous les x — m (dx) , et la constante K est indépendante

de N.

L’existence d’une solution faible peut étre obtenue avec une condition suplémentaire (£).

Soit
b (xz,m si|b(z,m)] < K(1+ R),
b (z,m) = (z,m) oz, m) ( ) k=1,..,d
K(1+R) sinon
ot K est la constante en (C3) et (b (z,m), ....., b%(x, m)) = b(x, m). Les coeffcients de diffusion

o®! (z,m) seront définis de la méme maniére.

(E) : Soit o(z) € Cy(RY), g(y) € Co(RY) et m(dz,dy) € M(R? x RY), oil d est un entier

positif. Soit m, la premiere distribution marginale de d-dimension de m .Puis les fonctions

m— / o () g (4) b, mx)dm(z, )

et

e /90(@9(.@)05’1(% mx)dm(z, y)

sont continus.
Pour I'unicité trajectorielle de la solution de nous avons besoin ces hypothéses :

(U1) : §—condition de Lipschitz :

16



Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

1 & - 1 & -
b<x17 N;éﬂcz) - b(ylv N;@&) + 0'(1’1, N;éwz) - a(yla N;éyz)
| X

< Koy —yi| + N;m — Yil
(U2) : Soit X1,....,Xn sont des variables aléatoires ont la méme distribution (i.i.d), m €
M (R?) .donc

1« 1
dim B([b(X, < ;5&.) —b(Xy,m)| + |o (Xl, ~ 2 dx, — J(Xl,m)) ‘ —0

si b(xz,m) et o(x,m) < oo x —m(dz).

2.2 Estimations préliminaires

Dans cette section, on donne les estimations de moment de I'interaction de diffusions. Dans
le reste, les (C'1) — (C3) sont toujours supposés tenir et |x| désignera le Lg—norme pour z
dans tout espace euclidien, 25| = 32,20  si x = (xy,..25,..) soit XN = (X', .., X}V

étre le diffusions d’interaction correspondant a (|1f) :

dX}) =N (XN)dt + oV (XN )dW D)

(2.1)
X = (g, ene.. , Tp,)
ou sous forme de composant,
( N N N N N
dX;"" =V (X", %ZUXtN,i)dt +o(X, 7 & S oyna ) dW
i=1 j=1
= pNi(X XN (XN XN aw (2.2)
kXé\“—xo i=1,2,.... N
Dans ce qui précéde, W0 = (Wl, e, WH ) est un processus de Wiener a N d-dimensions

17



Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

puisque les coefffcients de diffusion o™ (21, ...., zy) sont supposés continus et b et o™ ont

une croissance linéaire

. . 1Y
0% (@1, oy | + [0 (@, on) | S K1+ || + NZ%‘D (2.3)

j=1
Il existe donc une solution faible qui est également unique.Soit (Q, FN pN ) est un espace de

probabilité qui prend en charge a la fois le Wiener processus W}, ....., W et X} .l’estimation

du moment suivant a un réle important dans cette section.
Théoréme 2.2.1 Soit XY = (X', ..., X'N) les diffusions en interaction dans alors

Epnsup;er | XNS < NK

Epn | XN - XN < NK|t - s

ou K est une constante indépendante de V.
Preuve. Nous supposons d = 1 dans la preuve pour des raisons de simplicité. Soit

f(x) = |z[% 2 € (R?)N. Par la formule d’Ito,on obtient

N N N,i8
f(Xt ) = ;Xt ’
N’iﬁ a t N .5 . t N -4 -2
= XD / 63 XN BNA(XN)ds + [L 155 XN NP (X V) ds
0 =1 i=1

N
+ f; 63 XN N (2N) dw!
i=1

Puisque }XtN ‘ ont des moments finis de n’importe quel ordre par un argument de troncature

standard nous avons :

N
D> XN pNAXD) ds

=1

t t
E\X{V|6§}X5V16+E/6 ds+E/15
0 0

N
§ XN N (XN
=1

18



Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

par la croissance linéaire
6 6 t X 15 - N -
EIXN] <X+ KE [{ 3| XM (1+ | XM+ £ |xM)
i=1 i—1

N 4 .12 N 212 ]
XN T+ | XN+ 2 | XN | ds

i=1 j=1
< IXN S+ KB [ S (XN | x0

i=1
N

ST IXNPXN] 4 LS XN XV 2)ds

Jj=1 Jj=1

Puisque
L s ' N i,
37 | ) < 3
ij=1 i=1
et
1 & 14 2 al ;16
& 2 XE R < x|
ij=1 i=1
et

;N N N
BIXNP < PP+ KE [ SN 4 X0+ SO0+ 3 X ds
0 =1 i=1 i=1
on a

t
E|XN° < |XéV|6+KE/ (N + | XN ds
0

t t
E|IXN|5 < |Xév|6+KNE/ ds+KNE/ | XN|%ds
0 0

Par I'inégalité de Gronwall, on a

BIXN| < (IXY°+ KN [y ds)+ K [; |XN|ds

E|XNS+ N < (|| + N) exp®™ = (N|x|® + N) exp™?

Ainsi par la symétrie

E|X}N| < N(1+[Xo|%) exp™!
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

et

1
EIXN® < NE|XtN|6 < (Jwo|® + 1) exp™!

Pour la deuxiéme inégalité, on a

| XN‘ Z’XNZ Nji

comme (a + b)" < 2™(a™ + b")

6

t
bV (X Y)ds| + / oMU X ) AW (s)
0

)

XY - x| < 322 (

Par conséquent,

N ) 0
Esup | X} — Xév‘6 < KZ(55/ }bN’i(Xiv)‘fids +52/ lo™N (2N)|ds
i= 0 0

0<t<6

en appliquant la condition de croissance linéaire on obtient

N N |6 2xn (6 Nil6 | 1S (N6
Esup | XY — XV" < K&y [T E(L+ | XN+ 250 [ XM )ds
i=1 j=1

0<t<s
< K§? fOJ(N + N(|z0]® + 1) exp™?)ds
K62 (N§) = KN

Il s’ensuit que

E sup | XN - X¥° < KN§

jt—s|<6

et

Esup | X" < KN
t<T

pour certains K indépendants de N. m

Corollaire 2.2.1 La distribution de X sur M(C[0,T))est tendue.

20
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. par le théoréme et la symétrie de X1, ... XMV nous avons :

1
B ‘XtN’l = XM = SIXY - XV < Kt - s

2.3 L’existence de la solution

Dans cette section, nous considérons I’existence d’une solution faible de I’équation de McKean

Vlasov :

dX, = b((Xe), P(X0))dt + o ((Xe), P(X,)) dW, (2.5)

onxoeRd

ou b : R x M (R?) — Rt o : R“M(R?Y) — R peuvent étre définis pour chaque
m € M (R?), seulement presque tous les z— m(dz) et satisfont les conditions (Cy) — (C3) et

E.

Soit XN = (X}, ..., X}"") les diffusions en interaction correspondant a (2.1)) définir sur un

espace de probabilités (QY, FN, PV)

dX" = bV XN dt + oM (XN ) AW

| 2.6)
)((J)V7Z = Xy
‘ N
ou W2, ..., W} sont des processus de Wiener indépendants et bV (zy, ..., zy) = b(z;, % Zléxj)
J:
‘ N
et oM (xy, ., xy) = b2, % D 0a,)-
j=1

N
Soit la variable aléatoire UN = + %" dy~i € M(C[0,T7]) et n* son distribution.
j=1

Définition 2.3.1 une famille I de mesures de probabilité dans P(S) est dite tendue s’il existe

e > 0 un ensemble compact K = K. de S tel que :P(K) > 1 — ¢, pour tous P dans T
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Lemme 2.3.1 {n"} est tendue.

Preuve. Il suffit de prouver que {X N ’1} forme une famille tendue dans C|0, 7], Mais c’est

tout simplement le corollaire

Soit 7 une limite faible de 7" Nous montrerons ensuite que 71 est supporté sur les solutions

de (2.5) Pour tout u € M(C'[0.71]). Soit 'opérateur L, tel que

J d
Op 1 dp
B . 1 kil
(Lurg)@) = 30w ) (o) 5 3 St (o)
ou ! = (0.0"), et o € CF°(RY).
Soit
d O — Iy
R _ k _ ,
LE (z) = ; bk (x, ur)axk (x)+klzl ag (x,u) 92,02, (x)

gn € Cp(RY) et 0 < 51 < ... < s, < s posons

...........

F=Fs : M(C[0,T)) — R

91+, 9n

défini comme suit :

Flu) = /C FEOROR / Ly p(20)A) g1 () s g (3, )l ()

Evidemment, un élément v € M(C[0,T]) est une solution martingale de ([2.5) si et seulement

si F(u) = 0 pour tout ¢, g1 g, et s <t.

--------

Pour un élément u € M(C[0,T]), (m € M(R?)), soit

= [ s e dute(m] = [ ol dm)

0,7] 0<t<T

Nous avons d’abord :
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Lemme 2.3.2 Soit nY la distribution de UY .alors supEn” |[u8| < k < oco. De plus pour toute
N

limite faible n de n™. on a E, |u®| < K.

Preuve.

.16
By [u8] = B (|2 52N 6xwi)8| = Epn (L, sup ‘X;W )
0<t<T
Epn (7 sup [ XY [%) = v (sup | XV]%)
< INK =K

1
N

par le théoreme , si nN 2 7 par le lemme de Fatou on obtient :

/‘uﬂdn( ) < hm 1nf/|u6|d77

Lemme 2.3.3 |F(u)| < K(1+ [u?|) pour tout u € M(CI0,T)).

Preuve.

F ()] = | fogoum 90 = 9(22) = [ (L) @)dr)ga(wa,) s g (s, )
< KU+ fopor Jo [ Lupp(a)] drdu(z))
<K+ [ fogouzy 10(e, )] + la(z,, w,|dudr)
<1+ fst fC[o,T](’$T|2 + By, |z[*dudr par (C3)
(1+ [ Eu |z|dr)
< K(1+[u?))

Il est important de constater que F' n’est pas nécessairement continue sous notre hypotheéses

(C1) (C3) et (F). Néanmoins, le lemme suivant est important.

Lemme 2.3.4 limy, . [y o) F2(u)dn™r(u) = S F2(wdn(uw) o n est la limite

faible de la sous-suite n™*
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. Soit Fr de la méme maniére que F sauf que 1'on remplace L, par L s ainsi

FR fC [0, 1] 4 xt) (10(‘7:8) - fst(Lvirgo(xr)dr)gl<x51)7 ey gTL(xsn)du(a:)
= fCOT] xt) - 90(1'5»91(3751) """ gn(l'sn)du(xy4
f fzbk xﬁur) ( )+ Za (:ET,UT)%(ZL’T))

La condition F implique que Fr est continue. Maintenant,

I[F2(u) — F3(u)| = [F(u) + Fa(u)||F(u) — Fa(u)
< VP () + Fr()] | [ 11 (@) = 9(2) = [ (L) @)dr)g(20), oy g, ) ()
—hwwawwm>fu&wmmu%»w%mymm

< [F(u) + Fa()l| [ (L2, o(w,)dr)g(2s), oo g2, )du(z)

— [{(Luyo(z,)dr)g(zs,), ----,gn(a:sn)dU(fv)!

< [F(u) + Fr@)|| [I 3 (e, u) 22 + 3 z%uwm%@>

_fst;bk(x,ur)g—;+§ z_; a* (2, up) 5:25— () |drdu(X)
< |F( )+FR K- ff Z'bk IL’T,UT) bllc%(wryurﬂ

+3 2 la"H (2, up) — a%l(xr,urﬂdrdu()()
k=1

et
B~ |F? — F3)
= Ex(|F? = Fyl.ul < §) + B (|F? = Fglu > §)
E~(F — Fg|- K - ff;;wk(xr,ur) — Uy, u,)|drdu, [u] < &)

FE(|F = Fel - K - [ [ S0 (2, ur) — by ) drdu, Ju] > &
k

Sy

+EN(F = Fp|- K- [ [ Y]a* (2, u,) — af (2, u,)|drdu, [u] <
ol

=y

En(|F —Fgl- K- [ [Y]d* (2., u,) — a5 (2, u,)|drdu, [u] >
k,l

=L+L+13+14
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Par la méme preuve du lemme |Fr(u)| < K(1+ [u?]). De plus si [z] < & et|m| < £,
nous avonsb®(z, m) = by (x,m) car|tf(z,m)| < K(1+ |z|+|m|) < K(1+ R).

Puisque |u,| < |u|, nous avons donc :

L+ I < B (K(1+ ) [ fWg(l + |+ [u2))du,dr, [u] < )
< B (K14 [a2) ([0 + [u2))u, (2] > B) + B, (

< EnN(K (1 + |[u?|)(1 + |u?])u(sup |z,| > g

s<r<t

2 2| > Zdr), |u| <

0|z

+E,(sup [a[?, sup |z,| > ), [ul < §)
s<r<t s<r<t

< By (K14 [u?) (1 + [0 + [u']52))

< HEN(1+ W) < £
ou K est une constante indépendante de N et R. Par le théoreme

I+ Iy < Byv (K (1 + [@?)) [ [21+ |2+ [u2])drdu, [u] > £)
< By (K1 + [@?)) [ [ul > §)

< En(K(1+ |uf)g < &

Ainsi : Eyv |[F2 — F3| < 5.

De méme, nous avons F,|F? — F3| < £;. Par conséquent,

=

Jim |, (F?) — E,(F?)|

k—oo

< lim | By (F2) — By (FR)| + | By (F2) — B,(F3)| + |E,(F3) — E,(F?)|

Nk—»oo

< % + ]\}iinm |EnNk (FI%!) - En(FJ%z)‘ = %

puisque F est borné et continu, mais R est arbitraire, alors limy,__ F,~, (F?) = E,(F?). m

n

Le lemme suivant montre que 7 est supporté sur les solutions martingales de ([2.5]).

Lemme 2.3.5 Soit n la limite faible de {nN}, alors [ F2dn = 0.
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose ¥ = 1. Puisque

P = [ () oo~ [ (L)oo ) on(rn)iute),

o En~F? = EPNFQ(%ﬁ:ldX;)
= Epn (22 (60X = 0X1) = [ (Lo ()51 (XD 0 (K1)
= 3 32 El060) = X0 = [ (Lo ) (X)) n (X))
x[go()ib (XD [ (L) (X)) (XD (D)
= % X B (X (X))

H(X) = ((p(Xt> - (p(Xs) - / (LT,UN“;)(Xr>d7n)gl(Xs1)""gn(Xsn)

pour X. € C[0, T}, puisque E,~vH(X")(H?)) =0 si i # j,alors

i, By P2 = i 5 ZE Y
Mais
#Zz]\il EPNH(X.Z'P

N
<k a(X), £ 306y)

Zu ]{[Zstl)
7=1
1 N tyi|? 1 N 712 2
< mzlEpNM(l + [, 1X]" + N21|XT| dr)
1= Jj=
< s NEpy(M(1+ || XY*) € )=NK =%
dou limy_oo [ F2dn™ = [Fdnp=0. m

Nous arrivons maintenant au théoréme principal de cette section.

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (C1) — (C3) et (E1). L’équation de McKean Vlasov a

une solution faible.
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Chapitre 2. L’existence d’une solution faible de I’équation de Mc Kean-Vlasov

Preuve. par le lemme et le lemme toute limite faible de ¥ est supportée sur les
solutions du probléme de martingale posé par |) Puisque {77N } est tendue par le lemme
2.3.1} donc (2.5)) une solution marginale et donc une solution faible. m
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Chapitre 3

Unicité de solution et propagation du

chaos

3.1 Unicité et propagation du chaos

Dans cette section, nous prouverons l'unicité trajectorielle de la solution de I’équation de

McKean Vlasov et la propagation du chaos sous les conditions (C3), (U1) et (U2).

On suppose que les conditions (C3),(U1) et (U2) sont satisfaites tout au long de cette
section. Soit = (z1,....,xn) et ¥y = (y1,...,yn) des éléments dans RN, Puisque bV (z) =

(BNY(z), ..., bNN(2)) et oV (z) = (o1 (2), ...,V (x)) satisfaire les conditions de Lipschitz,

DV (2) =0V (y)| < KN | — i) < KNS |z —y)|
oV (x) — N (y)| < KNG |z —y],

on peut introduire le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit (2, F, Wy, P) un espace de probabilité avec un Fy— processus de wie-
ner Wy sur lequel on peut définir un processus stochastique Xy, (¢ a d (2, Fy, Wy, Xy, P) est
une solution faible de Soit (N, FN, PN) Uespace produit de N— fois de (Q, Fy, P) et

soit (th, ..... ,WN ) de RN _processus de Wiener sur QY. Alors il existe une solution forte
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

XN =(xM LX) de sur (N, FN, PN par rapport a (W}, ..., WN).

Le prochain théoréme est tout ce que nous avons besoin.pour démontrer I'unicité de la solution

de 211

Théoréme 3.1.2 Soit X} ,i = 1,....., N des copies indépendantes de X; sur (QN,FtN,PN)
et XtN’i .0 =1,..N la solution de sur (QN,]:tN, PN) .Puis

Preuve.
XN — X0 = | XY b Bt
2
+ Jo oMU XY — o (X (X)) AW
S Kfo "<XtJV’Z7...'7X£N7N> _bN’Z(Xg’ """ 7thv)’ dt
2
| oM OeE LX) — LBt
FE] [ oM XYY oV X)W
] LSO XY — oM (X B, AP
Ainsi

N 12
Envsup | X, — X}

t<T
N 02 NN |2
<K Jy By (X0 = X+ 53 [xM - x| an
N "~ 2 N 2
T X i i i i i
+Kfo By |b(X5, %Z ')_b(XtvP(Xt)) + Epv |0 (X7, %Zléxg)_U(Xm]P(Xt) dt
: ]:

par (U1) on obtient

12
IDPNSllp /KNJ }<'7
t

t<T

dt+KNCN

NE,wsup | X" — X;’

t<T

T - J J
<K [} LBy ‘Xt X
]:
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

ol
T N ’ 1 i
Cy = /0 Epn b(XZa;(ng)—b(XZ,P(XZ) + Epn U(XZ’N;(SXz)—"(Xf’P(XZ) dat
Puisque

Epwsup| X;"" = X{|* = Epnsup| X" — X]|”
t<T t<T

pour tout ¢, 7 par symétrie, il s’ensuit que

N
Epvsup | X, — X}
t<T

2 T
< KEPN/ sup | XV — X dt + KCy
0

s<t

on utilise 'inégalité de Gronwall, on a :
Epvsup| X" — Xi|? < KCy exp®T.
t<T

Maintenant, nous voulons montrer que Cy — 0 comme N — oo. En effet, nous avons :

Epw[b(Xi, 5 220xy) = bXE PP
]:
21N 2 i\ |2
< Epv(K(1+2]X]] +N21|Xt\ +P(X))[))
J:

< K(1+ |p?]) < o0

ou p est la distribution de X', par la condition de croissance linéaire (C3) et (U2) on trouve

N 2

b(X, %Z@cz ) — b(X}, P(X}))

J=1

Epn —0; N — o0

et elle est aussi borné par une constante K (1+ |n?|) indépendante de ¢, donc par le théoréme
de convergence dominée

T
/ EPN
0

2
dt - 0; N —

N

Y 0xs) — b(X], P(X)))

Jj=1

1
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Chapitre 3.Unicité de solution et propagation du chaos

De méme, on peut traiter le terme avec ¢ Ainsi C'y — 0 lorsque N — occ. =

Maintenant, Il est désormais simple de prouver I'unicité de solution de (2.1))
Théoréme 3.1.3 Sous (C3), (U1) et (U2) la solution de est trajectoriellement unique.

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions X; et Y; de (2.1)) sur un espace de probabilité

(Q, F;, P) avec la méme valeur initiale. puis par le théoréme m,

2
Esup | X; — Yt]2 < 2(Esup | X; — XtN’1 + Esup |Y; — XtN’l

t<T t<T t<T

— 0

lorsque N — oco.Evidemment X; =Y, p.p. pour tout . m

Nous prouvons maintenant le théoréme principal de cet partie

Théoréme 3.1.4 Supposons que les conditions (C3) ,(E),(U1) et (U2) sont vérifiées. En-
suite, I’équation McKean Viasov a une solution forte unique. De plus la propagation du chaos

est vérifiée (UN — ,u) :

Preuve. A partir de I'existence et 'unicité trajectorielle de la solution de (2.1)), il suit par une
technique maintenant bien connue dans [3] que I’équation de McKean Vlasov a une solution

forte unique. Il y a donc une limite faible unique 6, de n™ et n™ = ,. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et 'unicité de la solution de équations diffé-

rentielles stochastiques de McKean-Vlasov
dX; = b(t, X;,Px,)ds + o(t, X3, Px, )dW;

ou Py, est la distribution de Xj.

La méthodologie que nous employons est comme suit : d’abord on a prouvé qu’une suite
de mesures est tendue et montré que tout point limite est supporté sur une solution d’un
probléme de martingale, Cela implique l'existence d’une solution faible, et aussi I'unicité

trajectorielle de la solution,

Finalement, il suit par une technique maintenant bien connue dans [3] que I’équation de

McKean Vlasov a une solution forte unique.
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Annexe A : Rappels d’analyse

Lemme 3.1.1 (de Gronwall) Si f est une fonction réelle non négative définie sur un

intervalle I = [a, b], pour lequel 'inégalité

<A [ ' f(s)ds

Alors, pour tout t € I,avec A > 0, B > 0; alors I'estimation
f(t) < Aexp(B(t — a))

est vrai pour tout t € I.

Lemme 3.1.2 (lemme de Fatou) Soit f, > 0 une suite. Alors

I« (hm inf fn) dp < liminf [ fudu

Théoréme 3.1.5 (inégalité de cauchy schwarz)

Une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz est que le produit scalaire est une fonction

continue.Dans le cas de l’espace euclidien muni du produit scalaire canonique, l’inégalité de

" 1/2 n 1/2
)" (59
=1 =1

Théoréme 3.1.6 ( Théoréme de convergence dominée)

Cauchy-Schwarz s’écrit

n
E TiYi
i=1
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Annexe A : Rappels d’analyse

soit { fn} une suite de fonction mesurables telle que

lim f,(x) = f(z), |fu(x)] <g(z) pour tout z € X,ou g est une fonction intégrable. Alors

n—oo

[ est intégrable et lim [ fodp = [, fdp.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

(% F, (F)izo P)
(Q,F,P)

Wi

(Xn)nen €t (Yn)pen
M(R?)

cadlag

P—p.s

w
—

Rd

un espace de probabilité filtré

Espace de probabilité

Mouvement Brownien

des processus stochastiques

désigne l/espace de toutes les distributions de probabilités sur R¢
Continue & droite admet de limite a gauche.

presque surement pour la mesure de probabilité P

la convergence faible

Ensemble des vecteurs réels de dimension d

Coefficient de diffusion.

coefficient de drift
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Abstract

We consider McKean Vlasov stochastic differential equations (MVSDESs),
which are SDEs where the drift and diffusion coefficients not depend only
on the state of the unknown process but also on its probability distribution.
These SDEs called also mean- field SDEs.

We prove the existence and uniqueness of the solution of this type of
equations where the cofficients are assumed to have linear growth and can
be defined only for each v almost every where & with respect to v. A
propagation of chaos result is also proved.

Resumé

Nous considérons les équations différentielles stochastiques (MVEDS) de
McKean Vlasov, qui sont des EDSs ou les coefficients de dérive et de
diffusion ne dépendent pas seulement de I’état du processus inconnu mais
aussi de sa distribution de probabilité. Ces EDSs appelés aussi EDSs de
type champ moyen.

Nous prouvons I’existence et ’unicité de la solution de ce type
d’équations ou les coefficients sont supposés avoir une croissance linéaire

et ne peuvent étre définis que pour chaque v,presque partout & par rapport
a v. Une propagation du chaos est également prouvée.

asedo

McKean Vlasov __J i 51 ¢i= ]l ddolaill oYolaadl jaiss
b5y 5 Y dusdu sl ghe Ll lis o¥olraege bylae ag¢ (MVEDS)
Lero)sio Lanl Lasly Ldsgrall a5l edadl dulartly hid Lgidlalzs
o LSy |

Yo lradl oo gosdl Tda Jol g Jxdl Sl uasgy de>g cudio

O Gew Leinpal 0Say Yy b3 el Led s odalaaldl ol ol 4asly
Lt dal)l ands LaS X J Sl LS 4ud cu JS Jol

.chaos , Lisis Lo



	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	blue Rappels sur le calcul stochastique
	Généralités sur les processus stochastiques
	L'intégrale stochastique
	Formule d'Itô

	Èquations différentielles stochastiques
	Solution forte et solution faible d'une EDS
	Théorème d'existence
	EDS et problème de martingale


	blue L'existence d'une solution de l'équation de McKean-Vlasov
	Formulation du problème
	Estimations préliminaires
	L'existence de la solution

	blueUnicité de solution et propagation du chaos
	Unicité et propagation du chaos

	Conclusion
	Annexe A: Rappels d'analyse
	Annexe B: Abréviations et Notations

