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Introduction

Le mouvement Brownien fractionnaire (MBF) B# = (BH);5y avec un paramétre
de Hurst H €]0, 1] est un processus stochastique qui a été introduit par Kolomogrov
en 1940, puis généralisé par Mandelbrot et Van Ness en 1968. Grace a ces proprié-
tés particuliéres il a attiré 'attention d’une grande masse de chercheurs dans le do-
maine des probabilités. C’est un processus gaussien avec une fonction de covariance

Kyt s) = =([t|* + [s]* — |t — s]*!) qui offre & ces trajectoires une propriété Hol-

1
2
dérienne d’ordre « (tq : @ < H ) . Dans [5] les auteurs ont montré que le MBF est
une généralisation du mouvement brownien standard qui n’est pas un processus de
Markov, n’est pas une semi-martingale sauf dans le cas % et posséde des incréments
non indépendants. Une vaste gamme des processus réels qui représentent le phénomeéne
de la mémoire longue et courte sont modélisé par le MBF (longue mémoire si H > 1/2
et courte mémoire si H <= 1/2 ). Beaucoup de processus qui se produisent dans des
dispositifs de communications cellulaires, dans des systémes physiques et biologiques
et de méme pour la finance et 'assurance peut étre modélisés par le MBF [5] . Dans
ce contexte, ce mémoire est focalisé sur les axes suivants :propriétés principales concer-
nant un MBF, technique de simulation d'un MBF et estimation du parameétre de Hurst
par ondelettes. Le présent manuscrit et structuré de la maniére suivante :

Chapitre 01 : Donne d’'une maniére détaillée des rappels concernant le calcul stochas-
tique et le mouvement Brownien standard.

Chapitre 02 : Présente les grandes lignes a propos du mouvement brownien fraction-

naire

Chapitre03 : Comporte les parties suivantes :

— Simulation d’un mouvement brownien fractionnaire sous Matlab avec la tech-



Introduction

nique de Sellan, Meyer et Abry [I] qui est basée sur la transformée en ondelettes

avec différentes ondes méres.

— Estimation du paramétre de Hurst par la méthode temps-échelle (décomposition
en ondelettes).

A la fin, une conclusion générale est rédigée pour résumer le travail.



Chapitre 1

Généralité sur les calcules
stochastiques

1.1 Processus stochastique

Définition 1 soit T un ensemble d’indices (R, R+, N, ...) on appelle processus stochas-
tique définie sur T a valeurs dans (E,X) tout famille X = (X})ier de variable aléatoire

X, indexée par un ensemble T

Remarque 1 un processus dépend de deux paramétres t et w tq :en général t le temps

et 'aléatoire w € )
1. pourt fizé l'élat du processus est une v.a Xy(w) sur (Q, F, P)

2. pour w fizé t — Xy (w) est appelé trajectoire du processus

Théoréme 1 soit(X,;)er est un processus stochastique sur(Q2, F, P) définie par : X :

(Q, F, P) — (RT, B(RT)) est une application mésurable

Définition 2 un processus (X;) est appelé un processus a trajectoire continues si :

Plw € Q:t— Xy(w) est continue) = 1

Définition 3 Le processus A est a variation finie si : P-presque toutes les trajectoires

t — Ai(w) sont & variation finie
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1.1.1 wvariation totale et variation quadratique

Définition 4 soit [0,T] un intervalle de R, S,, = {0 = t§ < t§ < ... <t =T} une
subdivision de [0,T] de pas h® = maxo<, [t — t5_,|

on définit la variation infénitisimale d’ordre p d’un processus (X;)i>o sur [0,T] associée
a S, par : VE(S,) =0 | X, — X, P

VE(S,) a une limite (dans L? p.s) lors que h® — 0 est on appelée :
1. sip =1 la limite est un variation totale de (X;)>osur|0, T

2. si p = 1 la limite est un variation quadratique de (X;);>o sur [0,T] notée

par (X, X)r ou (X)r

1.1.2 Processus Gaussien

Définition 5 un processus X = (X;)i>0 est appelé processus Gaussien si tout combi-
naison linéaire finie de X, une v.a gaussienne < Vn € N, Vt,.....,t, > 0,Vaq,....,a, €
R on a:> " a; Xy, une variable aléatoire Gaussienne.

Un processus Gaussien est caractérisé par deux fonction : sa fonction espérance
t — m(t) = E[X}] et sa fonction de covariance(s,t) — T'(s,t) = E[(X) —m(t))(Xs—
m(s))]. La fonction T'(s,t) est de type positif au sens ou¥Vn € N,Vty,.....,t, > 0;a4, ..., a,
Rona:> " _ aal(t,t;) >0

i,j=1
1.1.3 Processus de Markov

Définition 6 soit (X;);>0 est un processus stochastique posons F;* = o(X,/s < t) on

dit que (Xi)i>0 est un processus de Markov ssi Vf est un fonction borélienne on a :

E(f(X:)/FY) = E(f(Xe)/Xs) = B(f(Xe)/0(Xs))

Définition 7 soit (2, F, P) et (X;)ier un processus stochastique a valeurs dans un
espace (X, B) . on dit que (X;) est un Markov si, pour tout t , les tribus B((Xs, s < t))

et B((Xs,s > 1)) sont conditionnellement indépendantes, X; étant donnée.
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1.1.4 Processus Autosimilaires

Définition 8 soit (Xi)ier un processus défini sur (2, F, P) a valeurs dans (E,€), et
H e R. (Xy)er est dit autosimilaire de paramétre H si :

VA€ R, (X(At))ter fad )‘H(Xt)tET

vocabulaire. le paramétre H est appelé paramétre de Hurst

1.1.5 Martingale

Définition 9 [7]] soit (2, X, (F})i>0, P) est un espace de proba filtré et X = (Xy)i>0
un processus stochastique on dit que X = (Xy)i>o est un F,—martingale ssi :

1. B(|X,|) < +00 ¥t € R*

2. (Xi)i>0 est Fy—adapté

3. BE(X,/F,) = X, Vs <t
une sur-martingale si pour s <t E(X;/F,) < X

une sous—martingale si pour s <t E(X;/Fy) > X;.

Remarque 2 si on a : (2, X, (Fi)i>0,p) un espace filtré et (Xi)i>o0 un processus sto-

chastique posons FX = o(X,/s < t) alors :

si (Xy)iso est Fy—martingale = (X);>0 est F;X—martingale

Définition 10 (martingale locale) un processus X = (Xi)i>o est appel martingale
locale s7il s’écrit My = My + N;

— My est un variable aléatoire Fy—mésurable.

— (Ni)i>o est un processus adapté o trajectoires continues avec Ny = 0

lorsque My = 0,0n parle de martingale locale issue de 0

1.1.6 Semimartingale

Définition 11 un processus X = (Xi)i>0 est une semimartingale continue s’il s’écrit

sous la fourme :
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Xt:X()‘i‘Mt"_At

ot My est un martingale locale (issue de 0) et Ay est un processus a variation finie.

1.2 Mouvement Brownien

Définition 12 [10] on appelle mouvement brownien standard un processus stochastique

(Bt)i>0 @ valeurs réelles tel que :
1. By =0 p.s (processus issu de 0)

2. sity <ty <..<ty, les accroissements (B, — By,_,) sont indépendants (avecO <
i<n)
3. pour s,t >0, tel que : s <t,(B; — Bs) ~ N(0,t — s)

4. t — Bi(w) est continue P.p.s

Remarque 3 de cette définition il suit que pour 0 < s <t on a:
1. E(By— Bs) =0

2. E((B;— By)*) =t —s

1.2.1 pont brownien

soit T' = [0, 1], le pont brownien (B;)cjo1] est le processus gaussien centré défini

par la fonction de covariance K (s,t) = min(s,t) — st

proposition 1 on peut définit directement un pont brownien B a partir d’un mouve-

ment brownien B par : By = By —tBy,t > 0

preuve 1 [I1] en effet, d’abord (By — tBy)cp) est gaussien centré, puis pour s,t €

[0,1] on a :

cov(By —tBy, B — sB1) = cov(By, Bs) — tcov(By, Bs) — tcov(Bs, By) + tscov(By, By)
= min(t,s) —ts — st + ts

= min(¢,s) — ts
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puis le processus (By — tBi)icpo,1) est gaussien centré avec la bonne covariance, il s’agit

d’un pont brouwnien.
réciproquement, on peut construire le mouvement brownien B sur T = [0,1] & partir du

pont brownien B° et d’une loi normale N ~ (0, 1) indépendant de B* par :By = By +tN

1.2.2 propriété du mouvement brownien

propriété 1 de Gaussien
so0it (Bt)i>0 un processus stochastique issu de 0 on a :
(Bt)i>0 un m.b&
1. (Bt)t>0 un processus gaussien centrée 4 trajectoires continues

2. T'(s,t) = min(s,t) =sAt, (T'(s,t) = cov(By, By))
preuve 2 voir [10]

propriété 2 ( de martingale) :

st (Bt)i>o est un m.b standard alors :
1. (By)i>o est un martingale (par rapport a la filtration FP = o(Bs, s <t))
2. B? —t est un FP —martingale

t
3. exp(6B; — 925) est une FP —martingale
preuve 3 voir [8]

propriété 3 (de markov)

soit (Bi)i>o est un mouvement brownien. pour toute fonction f borélienne bornée et

pour tout s <t on a :

E(f(B)/F’) = E(f(B)

/Bs)
1 _<-’B - Bs)2
27 (t — 5) /%f(f”)eXp( 2 —s)

preuve 4 voir [§]
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1.2.3 transformations du mouvement brownien standard

soit (B;,t € RT) un mouvement brownien standard. alors les cinq processus ci”

dessous sont également des mouvements browniens standard :
1. By = —By,t € R(propriété de symétrie du mouvement brownien)
2. soit t € R+ fixé : B, = Br — Br_,t € [0, T] (renversement du temps)

1
3. soit @ > 0 fixé : B = —= By, t € R (loi d’échelle (autosimilarité) )

e

4. By =tBi,t > 0etBy :=0 (inversion du temps)

1.2.4 variation quadratiques du mouvement brownien :

soit (Bi)i>o un mouvement brownien et 0 = ¢y < t; < ... < t, = t est une
subdivision de [0, ¢] avec le pas h = max;—y__,(t; — t;—1) donc :

(Bi)t = lim S (By, — By,_,)* =t (la converge dans L? p.s)

t N
Théoréme 2 soitt >0 et t; = Z% tqi=0,2" (est un subdivision de [0,t] )

posson - Z =S (B, — By, ,)?

=1

T _ 2
alors : nlim =1t (la convergence danslL® p.s)

preuve 5 [I1] on va montrer que : E((Z]" — )*),— Q400

1. E(Zp) = E(C7(By, — BiL,)”) = X0 B(By, — BiL,)”) = 20 (t — timn) =

(B —Bi; 4 )sont indipendant

2. UGT(Z?) = Uar(Z?il(Bti_Btiﬂ)Q) - Z?il UCLT(Bti_BtiA)Q)
Rap : six ~ N(0,0) donc var(X?) = 20
t° t?

= var(Z}) = anl ( ) 227, 1(22n )= 92n—1 2= on—1
2
= var(Z}') = oni =n lig%o var(Zy') =0




Chapitre 2

Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 13 [18/ on a (2, F, P)un espace de probabilité, le mouvement brownien
fractionnaire de parametre H €]0,1] est un processus gaussien réel centré noté B =
(B0 qui vérifiant :

1. B =0 P-p.s

2. E[(BH)?] = |t|*Hvt > 0

3. B g des accroissements stationnaires

proposition 2 [e mouvement brownien fractionnaire admet la fonction de covariance
définie par :
1
BB B = S(P7 + 571 |t — 5")

preuve 6 [15] on a :
E((B' - BJ)’] = ElB")]+E[(B;)’] - 2E[B;' B/']

et comme

B! - BI' £ B!,

10
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finalement, on a :

E[BIBI] = S(E(B{Y]+ BB - BB - BY)
= (BB + EIBIY) - BI(BL)Y)
= LB + 2 — |t )

1
— §(t2H—|—82H . ’t—5|2H)

proposition 3 soit BY est un mouvement brownien fractionnaire de indice Hurst H €

10,1]
. 1 : ,
1. st H= 3 alors mbf est un mouvement brownien classique

2. st H=1 alors BtH = tBH presque surement pour tout t > 0

preuve 7 [15/

1. on wvoit tout de suit que la covariance de B2 réduit a (s,t) — s At donc B2

est un mouvement brownien classique

2. lorsque H =1 on a pour toutt >0 :

E(Bf' —tB{")’] = E[(B{")? +¢*B(B{")] - 2tE[(B/ B{")]
= P+t +1-(1-1)?)

= 0
donc BE = tBI presque surement

proposition 4 BY est un mouvement brownien fractionnaire de indice Hurst H €)0, 1]

alors :

1. pour tout a > 0,(a ¥ BH),5 L (B)>o (est un autosimilarité)
2. (IPHBH) 20 £ (BH) 50 (est un inversion de temps)

3. ¥ h>0,(BE, — B0 L (Bi)>o (est un stationnarité de incréments)

preuve 8 [15, p 12/

11
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1.
1
E(BEBH) = §(at2H + as?® — |at — as|*?)

1

—_ §CL2H(t2H i S2H o ‘t o S’QH)

donc
1
E(a?B2qg " B1) = §a—2HE(B§§Bg)

1

—_ _a72Ha2H(t2H 4 SQH . ’t . S|2H)
1

_ 5(752H —|—82H _ |t _ S|2H)

2.
1
E(*? BY s B = §t2Hs2HE(B’fo)
t s t s

Lon on 12 L 1oy

= SIS o o= )
2 t t s
1

— 5(82H+t2H . ’t— S|2H)

3. E((B/, — BB, — Bi)) = EWB,BIL,) —EBL,B) —E(BL,B) +E(B)?)
= Sl BP 4 (s RP )
—((t 4 h)*™ 4+ (R — |t
—((s +h)* + (R)*H — |s]*) + 20
1 2H 2H 2H
= S )

= E(BB/)

2.1 propriété de mouvement brownien fractionnaire

2.1.1 propriété de variation quadratique

Théoréme 3 soit (B)icr un mouvement brownien fractionnaire de paramétré H et
0=ty <ty <.. <t,=1 estune subdivision de [0,t] avec le pas h = max;—; __,(t; —
tio1) donc : lim 37, (B =B )?=(B"); ona:

n—>—+00

12
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(B, =0, Vte R pour H >

NN NOR S

(BHY, =t, Vt e R pour H =

1
(Bf), = 400, Vt € R*  pour H < 3

preuve 9 voir [15, p 22/

2.1.2 Propriété de Semimartingale

Théoréme 4 e mouvement brownien fractionnaire n’est pas une semimartingale pour

1
H # 2 relativement a sa filtration naturelle

preuve 10 (15, p 23] supposons que B = M +V est un semimartingale
1

H > 3

on a (M), = (BT, =0Vt eR

donc en vertu de la décomposition de Doob—Meyer, M?* — (M), est une martingale lo-
cale continue nulle en 0 c’est a dire qu’il existe une suit T : n € N croissante de tempe

d’arrét telle que

lim 7, = 4oc0 P'p.s

n—>-+o0o

et

vn7Vt7E[Mt2/\Tn] - E[MgATn] =0

vn,Vt, M3 =0 P p.s
comme T, tend croissant vers +oo P-p.s, on a :
Vt, M? =0 P"p.s

Donec M? est indistinguable du processus nul.

VtBE =V, P-p.s. et donc BY est P-p.s. & variation quadratique finie
t

1
H < -
2

la variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit ’hypothése de

continuité

13
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2.1.3 Propriété de Markov

Théoréme 5 X, un processus gaussien centré. X est un processus de markov si :
Vs <t <uavec I'(t,t) <0 [(s,u)l'(¢t,t) =T(s,t)I(t,u)

I' est la fonction de covariance de X

1
corolaire 1 soit H €]0,1] et H # 3

le mouvement brownien fractionnaire (BE) n’est pas markov

preuve 11 [6, p 81] s’il était markov, sa fonction de covariance vérifierait et en par-

ticulier, comme 1 < 2 < 3, on auraitl :

[(1,3)0(2,2) = D(1,2)(2,3)

1 1 1

343 _3(2*) =

2.1.4 Propriété de continuité Holder

Définition 14 f est Holder continu de paramétré p € [0,1] s’il existec >0 et f: 1 —

R tel que :
lf(t) = f(s)] <clt—s|"s,tel

Théoréme 6 le mouvement brownien fractionnaire admet une modification dont les

trajectoires ont une continuité de Hélder d’ordre v < H c’est :
E(|Bi" = B/'|*) < Calt — s|*"

preuve 12 [15, p 17] on montrer que, Yo > 0 il existe une constante C, tell que,

Vs, t € [0,p]? :

E(|B{" — BI|*) < Calt — s[* ()

14
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la condition () par la théoréme de régularité de Kolmogorov que (B[ )ieo,) admet une
af —1

modification dont les trajectoires sont Hoder continues d’ordre v € [0, [,Va > 0

ce que montre la résultat. La condition (x) découle de la stationnarité des accroissement

et de autosimilarité :

E(1B" - BJ|") = E(B.]%)

= |t —s[*"E(|B{'|")
d’ot le résultat avec C, = E(|B|*) < 400

Théoréme 7 les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire n’ont P—p.s.pas de

continuité de Holder d’ordre supérieur a H sur tout intervalle borné.

2.1.5 propriété Non—différentiabilité
les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire(B/?);>q avec H €]0,1] sont

P—p.s non—différentiables en ¢ si :

—to t— 1o

B — B
Vtp € R, P (tlim sup ’u = +oo> =1

preuve 13 [15, p 18] cas to = 0 grice a la stationnarité, on va donc étudier le com-

H
t

portement de quand t tend vers tg

H
on va démontrer la non—différentiables a droite : on pose Ap(t) = (sup0<s<t Tt > M>
avec M > 0
By’
N(Am(t)) > P sup [—|>M
0<s<t
o
> P 7]31 | > M

> P(B| = ME),_, — P(B] > 0)

t—0

donc on a pour tout M, N(Ap(t)); o+ 1

lim sup = 400 Pp.s

t—07F

By’
t

15
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2.2 représentation de mouvement brownien fraction-
naire

2.2.1 moyenne mobile

Théoréme 8 soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire gaussienne de mesure de
contréle la mesure Lebesgue et B; un mouvement brownien ordinaire.

les processus définis pas :

{01<1H) Jo (= 9) )% = (=) )H%] M(ds) s € R+}

{Cl(lH) fi’o [(t — )2 - (_S)H_%] dB, + fi)oo(t —s)i 2t e R+}

1 1 2
ovee » €y (H) =\ 12 (6= 51074 — (=914 ds
sont des mouvement brownien fractionnaire d’indice H.

Bien que formellement équivalents (en considérant M(ds) = dB;) ces deutr processus

ne sont pas définis de la méme facon.

preuve 14 [/|] soit (s,t) € (R")? on a :

—_

—
N|=
— 1
S
—~
U
£

e R OB (T

BY = Bl = oo 3 [ = w0 = (s = ) )
2] _

E[(B/" - BY)

on effectue le changement de variable u = |t — s|v + s on obtient :

N 2
BUBE ~ B = g [ (= s = )0 = (= o)) 4] e = s
= |t—3’2H

2.2.2 harmonisable

Théoréme 9 soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire gaussienne complexe de mesure

A
de controle o Le processus défini par :
s

16



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

—_ 1 +oo€i<t——1 - ' .
{Xt - Go(H) | iClc|H-2 M(d¢) :teR }

['(2 — 2H)cos(mH)
mH(1—-2H)
est un mouvement brownien fractionnaire d’indice H.

avec co(H) =

Mesure aléatoire gaussienne complexe

Définition 15 on appelle M= My + iMy est une mesure aléatoire complexe, par M
et My deur mesures gaussiennes réelles indépendantes définies sur RT, de mesure de

A
controle 5 et telles que :

Ml(A) = Ml(_A)
M2<A) = —M2<_A)

pour tout ensemble borélien A

Mesure aléatoire gaussienne réelle

Définition 16 soitcg = {A € B(R) : A(A) < 0o} ot A désigne la mesure de Lebesgue.
une mesure aléatoire gaussienne de mesure de controle A est une fonction o—additive :
M ey — L3(Q)

telle que :

1. M(A) ~ N (0, A(A))

2. pourtout k € N*, si Ay, ..., Ay sont des boréliens disjoints ey alors M(Ay), ..., M (Ag)

sont indépendantes.

preuve 15 voire []|
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Chapitre 3

Simulation et identification d’un
mouvement Brownien fractionnaire
par ondelette

3.1 Simulation d’un mouvement Brownien fraction-
naire par ondelette

Dans cette partie du chapitre 3, nous exposons une technique de simulation d’un
mouvement brownien fractionnaire basée sur la décomposition par ondelettes proposée

par Sellan, Meyer et Abry dans|I]

3.1.1 Meéthode de Sellan, Meyer et Abry : synthése d’ondelettes

L’idée de cette méthode est basée sur la décomposition d’un bruit blanc gaussien
(bbg) sur une base d’ondelettes qui engendre une analyse multirésolution (AMR) et
le[7] résultat de I’article [9], qui montre que le mbf est obtenu par 'intégration frac-
tionnaire d'un bbg.
En commengant par une base d’ondelettes {®q(t—k)\k € Z} et {\I/jk(t) = Wo(25(j — k)/j. k € Z)}
alors on a :

w(t) =Y ARt — k) + > Y (k) Us(t) (3.1)

18



Simulation et identification d’un mouvement
Chapitre 3 Brownien fractionnaire par ondelette

avec :
w(t) et un bbg

)
A(k)et ~;(k) sont des v.a gaussiennes standard indépendantes

() la fonction échelle
Uy (t) 'onde mére

Par l'intégration fractionnaire de (3.1) on obtient :

() = 2opez ME)D™*Po)(t — k) + 3150 2onez 1 (R)(D™*T) (t)

tq:s=H+ 5 et D™* est 'opérateur d’intégration fractionnaire défini par :

D=f(t) fo )* 7 f (u)du

Le théoréme suivant présente explicitement la technique d’intégrer fractionnairement
une base d’ondelettes pour obtenir ce que on appelle ondelettes fractionnaires
Théoréme 3.1 :
soit @y une fonction d’échelle d’'une AMR, dans L?*(R), de régularité r € N* et Uy
I’onde meére associée a ®.
Supposons que s € [%, g], alors :

L) = U,(®y) pour et ®) = U_,(®,) définissent deux fonctions échelles qui
engendrent deux (AMR) biorthogonales dans L?(R) respectivement tq : la fonction

g = Us(f) posséde une transformation de Fourier définie par :
g(w)(i2mw) = (1 — exp(i2mw))? f (w)
et les ondelettes mére associées respectivement sont :
U = 4°D5(Wg), et WS =47°Ds(Wy)

Conséquence 3.1 :
Sous les conditions du théoréme ci-dessu, les auteurs dans [9] ont montré qu’ils existent

un bruit blanc gaussien de variance qui d%qui permettre de construire un processus
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Simulation et identification d’un mouvement
Chapitre 3 Brownien fractionnaire par ondelette

ARIMA(0, s,0) noté par by , et pour chaque j € Z* un bruit blanc discret de variance
2762 noté par (v;(k))kez tq :

V€0, T] BY(t) =) bu(k)@5(t — k) + > > 47°277;(k) W5 4 (1) (3.2)

kEZ §>0 kezZ

Remarque 4 : (Implémentation numérique)
Concernant implémentation numérique de la méthode de Sellan, Meyer et Abry pour
la syntheése d’un mouvement brownien fractionnaire est détaillé dans [13]. La fonction

wfbm intégrée dans le toolbox matlab génére un mbf a laide de cette technique.

3.1.2 Quelques résultats de simulation d’un mbf avec la mé-
thode de Sellan et Abry

Simulation d’un mouvement brownien fractionnaire a 1’aide de la trans-

formée en ondelettes avec différentes ondes meéres

simulation d'un MBF par ondelettes db1 et H=0.3
‘ID T T T T T T T T T

Lo

iI"a Wy Wu |
f “)'l M 'H.h !Jr I ﬂ,l M
Il "\‘ My i |

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.1 —
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Chapitre 3

Simulation et identification d’un mouvement
Brownien fractionnaire par ondelette

12

10

10

simulation d'un MBF par ondelettes db1 et H=0.5

Iy w '

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
FIGURE 3.2 —
simulation d'un MBF par ondelettes db1 et H=0.7
A
/
Py _
III I'u' r’
)
| \
ﬁ'u v I ) Il.
o \ // ]
b

st / '\l | ]

B Lﬂ A wﬁ W

e ] IJ.I‘1 DT.’Z IJ.I3 Df4 IJ.IE D.IEL DT 7 IJ.IE- DTB 1
FIGURE 3.3 —
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Chapitre 3 Brownien fractionnaire par ondelette

simulation d'un MBF par ondelettes db4 et H=0.3

15

Mﬂ,

=
=

10 . . . . . . 1 . .
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.4 —

simulation d'un MBF par ondelettes db4 et H=0.5
10 . . : : . : . . .

f

_ e
. , M'hnw "
y »N‘I h\;‘l .JW"

i

i

-15

FIGURE 3.5 —
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Chapitre 3 Brownien fractionnaire par ondelette

simulation d'un MBF par ondelettes db4 et H=0.7

=
=
2,
=,
=
|

30+ -ll."HL.J | 1 N “\ LT

a5 V A T4 el i

40 | | 1 | | 1 | | 1

FIGURE 3.6 —

23



Simulation et identification d’un mouvement
Chapitre 3 Brownien fractionnaire par ondelette

3.2 Identification d’un mouvement Brownien frac-
tionnaire par ondelette

Dans cette deuxiéme partie du chapitre, nous exposons la méthode d’estimation du
paramétre de Hurst d’un mouvement brownien fractionnaire par ondelettes proposée

par [I3]

3.2.1 Meéthode de tempe—échelle : (décomposition en ondelette)

soit {1 (t) = Q%wo(Q_jt — k), j, k € Z}est une base d’ondelettes dans L?(R). La
technique de décomposition en ondelettes est basée sur les propriétés des coefficients

de la transformée en ondelettes qu’ils sont définis par :

< B vult) >= [ Bllusaoe 33
R

Propriétés des coefficients ondelettes :

1. L’autosimilarité du mbf implique que :

1 . .
E(< B ¢ >?) = 527(2]{“) fR2 lu — v po(u) o (v)dudv = Cp27CH+D)

2. Flandrin et al dans [2] ont montré que :

Si|j—j'| — +oo alors :
B(< BI,ya(t) >< B by 0 (t) >= O(127k — 2/ 201-)

tq : M est le nombre de moments nuls de 'ondelette mére.

Donc d’aprés la propriété 1. on obtient

logy(E(< B, ¢x(t) >*)) = j(2H + 1) + log, |Cl (3.4)

En estimant le terme E(< B, ;,(t) >?) par le moment empirique d’ordre 2

suivant :
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py =270 b < B u(t) >?
(3.4)= logy(p;) = j(2H + 1) + log, |Cy|

Donc lestimateur de H est déduit par la régression linéaire de{log,(1t;)},<i<js

sur {7}, <j<jo-
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Conclusion

Conclusion

Durant I’élaboration de ce modeste travail que nous nous sommes fixés, nous avons
essayé de présenter d’'une maniére détaillée les rappels concernant le calcul stochas-
tique et le mouvement Brownien standard dans la premiére partie, puis nous avons
donné d’une maniére globale la majorité des définitions et les propriétés concernant
le mouvement Brownien fractionnaire (MBF). A la fin de ce mémoire nous avons dé-
taillé la technique de simulation d’un mouvement brownien fractionnaire et la méthode
d’estimation du paramétre de hurst qui sont basées sur la transformée en ondelettes.
Finalement nous espérons avoir la capacité de continuer a explorer le vaste domaine

du calcul stochastique fractionnaire.
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Résumé

Résumé

Notre objectif dans ce mémoire est de concentrer sur les caractéristiques d’un
mouvement Brownien fractionnaire (MBF) avec un exposant de Hurst H €]0, 1]
,effectuer des simulations sous Matlab concernant les trajectoires d'un (MBF) a
I’aide de la méthode de Sellan, Meyer et Abry qui est basée sur la transformée
en ondelettes et ’estimation du parameétre de Hurst.

Mots-clés : Mouvement brownien fractionnaire, Paramétre de Hurst, Transformée
en ondelettes, ondelettes.

Abstract

Our aim in this dissertation is to focus on the general characteristics of a frac-
tional Brownian motion (FBM) with a Hurst parameter H €]0, 1] , perform si-
mulations in Matlab concerning the trajectories of an FBM using Sellan, Meyer
and Abry method which is based on the wavelet transform and the estimation
of Hurst parameter.

Key words : Fractional Brownian motion, Hurst parameter, Wavelet transform,
Wavelets.
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