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Notations

Ω un ensemble.
(Ω, F, P ) un espace de probabilité.
p.s presque sûre.
P�p.s probabilité presque sûre.
〈, 〉 produit scalaire.
E(X) l'espérance de variable aléatoire X.
E(./.) l'espérance conditionnelle.
fdd
= égalité de processus en loi (�nie dimensionnelle)
N(.,.) loi Normal.
L
= égalité en loi.
mb mouvement Brownien
mbf mouvement Brownien fractionnaire
v.a variable aléatoire.
ssi si salement si
bb bruit blanc
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Introduction

Le mouvement Brownien fractionnaire (MBF) BH = (BH
t )t≥0 avec un paramètre

de Hurst H ∈]0, 1] est un processus stochastique qui a été introduit par Kolomogrov

en 1940, puis généralisé par Mandelbrot et Van Ness en 1968. Grace à ces proprié-

tés particulières il a attiré l'attention d'une grande masse de chercheurs dans le do-

maine des probabilités. C'est un processus gaussien avec une fonction de covariance

KH(t, s) =
1

2
(|t|2H + |s|2H − |t − s|2H) qui o�re à ces trajectoires une propriété Höl-

dérienne d'ordre α (tq : α < H ) . Dans [5] les auteurs ont montré que le MBF est

une généralisation du mouvement brownien standard qui n'est pas un processus de

Markov, n'est pas une semi-martingale sauf dans le cas
1

2
et possède des incréments

non indépendants. Une vaste gamme des processus réels qui représentent le phénomène

de la mémoire longue et courte sont modélisé par le MBF (longue mémoire si H > 1/2

et courte mémoire si H <= 1/2 ). Beaucoup de processus qui se produisent dans des

dispositifs de communications cellulaires, dans des systèmes physiques et biologiques

et de même pour la �nance et l'assurance peut être modélisés par le MBF [5] . Dans

ce contexte, ce mémoire est focalisé sur les axes suivants :propriétés principales concer-

nant un MBF, technique de simulation d'un MBF et estimation du paramètre de Hurst

par ondelettes. Le présent manuscrit et structuré de la manière suivante :

Chapitre 01 : Donne d'une manière détaillée des rappels concernant le calcul stochas-

tique et le mouvement Brownien standard.

Chapitre 02 : Présente les grandes lignes à propos du mouvement brownien fraction-

naire

Chapitre03 : Comporte les parties suivantes :

� Simulation d'un mouvement brownien fractionnaire sous Matlab avec la tech-
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Introduction

nique de Sellan, Meyer et Abry [1] qui est basée sur la transformée en ondelettes

avec di�érentes ondes mères.

� Estimation du paramètre de Hurst par la méthode temps-échelle (décomposition

en ondelettes).

A la �n, une conclusion générale est rédigée pour résumer le travail.
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Chapitre 1

Généralité sur les calcules

stochastiques

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1 soit T un ensemble d'indices (R,R+,N, ...) on appelle processus stochas-

tique dé�nie sur T à valeurs dans (E,Σ) tout famille X = (Xt)t∈T de variable aléatoire

Xt indexée par un ensemble T

Remarque 1 un processus dépend de deux paramètres t et w tq :en général t le temps

et l'aléatoire w ∈ Ω

1. pour t �xé l'état du processus est une v.a Xt(w) sur (Ω, F, P )

2. pour w �xé t −→ Xt(w) est appelé trajectoire du processus

Théoréme 1 soit(Xt)t∈T est un processus stochastique sur(Ω, F, P ) dé�nie par : X :

(Ω, F, P ) −→ (RT , B(RT )) est une application mésurable

Dé�nition 2 un processus (Xt) est appelé un processus à trajectoire continues si :

P (ω ∈ Ω : t 7−→ Xt(ω) est continue) = 1

Dé�nition 3 Le processus A est à variation �nie si : P-presque toutes les trajectoires

t 7−→ At(ω) sont à variation �nie
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Chapitre 1 Généralité sur les calcules stochastiques

1.1.1 variation totale et variation quadratique

Dé�nition 4 soit [0, T ] un intervalle de R, Sn = {0 = ts0 < ts1 < ... < tsn = T} une

subdivision de [0, T ] de pas hs = max0≤n |tsi − tsi−1|

on dé�nit la variation infénitisimale d'ordre p d'un processus (Xt)t≥0 sur [0, T ] associée

à Sn par : V p
T (Sn) =

∑n
i=1 |Xti −Xti−1

|p

V p
T (Sn) a une limite (dans L2 p.s) lors que hs −→ 0 est on appelée :

1. si p = 1 la limite est un variation totale de (Xt)t≥0sur[0, T ]

2. si p = 1 la limite est un variation quadratique de (Xt)t≥0 sur [0, T ] notée

par :〈X,X〉T ou 〈X〉T

1.1.2 Processus Gaussien

Dé�nition 5 un processus X = (Xt)t≥0 est appelé processus Gaussien si tout combi-

naison linéaire �nie de Xt une v.a gaussienne ⇔ ∀n ∈ N, ∀t1, ...., tn ≥ 0,∀a1, ...., an ∈

R on a :
∑n

i=1 aiXti une variable aléatoire Gaussienne.

Un processus Gaussien est caractérisé par deux fonction : sa fonction espérance

t 7−→ m(t) = E[Xt] et sa fonction de covariance(s, t) 7−→ Γ(s, t) = E[(Xt)−m(t))(Xs−

m(s))]. La fonction Γ(s, t) est de type positif au sens où ∀n ∈ N, ∀t1, ...., tn ≥ 0; a1, ..., an ∈

R on a :
∑n

i,j=1 aiajΓ(ti, tj) ≥ 0

1.1.3 Processus de Markov

Dé�nition 6 soit (Xt)t≥0 est un processus stochastique posons FX
t = σ(Xs/s ≤ t) on

dit que (Xt)t≥0 est un processus de Markov ssi ∀f est un fonction borélienne on a :

E(f(Xt)/F
X
s ) = E(f(Xt)/Xs) = E(f(Xt)/σ(Xs))

Dé�nition 7 soit (Ω, F, P ) et (Xt)t∈τ un processus stochastique a valeurs dans un

espace (X,B) . on dit que (Xt) est un Markov si, pour tout t , les tribus B((Xs, s ≤ t))

et B((Xs, s ≥ t)) sont conditionnellement indépendantes, Xt étant donnée.
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Chapitre 1 Généralité sur les calcules stochastiques

1.1.4 Processus Autosimilaires

Dé�nition 8 soit (Xt)t∈T un processus dé�ni sur (Ω, F, P ) à valeurs dans (E, ε), et

H ∈ R. (Xt)t∈T est dit autosimilaire de paramètre H si :

∀λ ∈ R, (X(λt))t∈T
fdd
= λH(Xt)t∈T

vocabulaire. le paramètre H est appelé paramètre de Hurst

1.1.5 Martingale

Dé�nition 9 [14] soit (Ω, Σ, (Ft)t≥0, P ) est un espace de proba �ltré et X = (Xt)t≥0

un processus stochastique on dit que X = (Xt)t≥0 est un Ft�martingale ssi :

1. E(|Xt|) < +∞ ∀t ∈ R+

2. (Xt)t≥0 est Ft�adapté

3. E(Xt/Fs) = Xs ∀s ≤ t

une sur�martingale si pour s ≤ t E(Xt/Fs) ≤ Xs

une sous�martingale si pour s ≤ t E(Xt/Fs) ≥ Xs.

Remarque 2 si on a : (Ω, Σ, (Ft)t≥0, p) un espace �ltré et (Xt)t≥0 un processus sto-

chastique posons FX
t = σ(Xs/s ≤ t) alors :

si (Xt)t≥0 est Ft�martingale ⇒ (Xt)t≥0 est FX
t �martingale

Dé�nition 10 (martingale locale) un processus X = (Xt)t≥0 est appel martingale

locale s'il s'écrit Mt = M0 +Nt

� M0 est un variable aléatoire F0�mésurable.

� (Nt)t≥0 est un processus adapté à trajectoires continues avec N0 = 0

lorsque M0 = 0,on parle de martingale locale issue de 0

1.1.6 Semimartingale

Dé�nition 11 un processus X = (Xt)t≥0 est une semimartingale continue s'il s'écrit

sous la fourme :
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Chapitre 1 Généralité sur les calcules stochastiques

Xt = X0 +Mt + At

où Mt est un martingale locale (issue de 0) et At est un processus à variation �nie.

1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 12 [10] on appelle mouvement brownien standard un processus stochastique

(Bt)t≥0 à valeurs réelles tel que :

1. B0 = 0 p.s (processus issu de 0)

2. si t0 < t1 < ... < tn, les accroissements (Bti−Bti−1
) sont indépendants (avec0 ≤

i ≤ n)

3. pour s, t ≥ 0, tel que : s ≤ t, (Bt −Bs) ∼ N(0, t− s)

4. t 7−→ Bt(ω) est continue P.p.s

Remarque 3 de cette dé�nition il suit que pour 0 ≤ s ≤ t on a :

1. E(Bt −Bs) = 0

2. E((Bt −Bs)
2) = t− s

1.2.1 pont brownien

soit T = [0, 1], le pont brownien (Bt)t∈[0,1] est le processus gaussien centré dé�ni

par la fonction de covariance K(s, t) = min(s, t)− st

proposition 1 on peut dé�nit directement un pont brownien B à partir d'un mouve-

ment brownien B par : Bt = Bt − tB1, t ≥ 0

preuve 1 [11] en e�et, d'abord (Bt − tB1)t∈[0,1] est gaussien centré, puis pour s, t ∈

[0, 1] on a :

cov(Bt − tB1, Bs − sB1) = cov(Bt, Bs)− tcov(B1, Bs)− tcov(Bs, B1) + tscov(B1, B1)

= min(t, s)− ts− st+ ts

= min(t, s)− ts

7



Chapitre 1 Généralité sur les calcules stochastiques

puis le processus (Bt − tB1)t∈[0,1] est gaussien centré avec la bonne covariance, il s'agit

d'un pont brownien.

réciproquement, on peut construire le mouvement brownien B sur T = [0, 1] à partir du

pont brownien B° et d'une loi normale N ∼ (0, 1) indépendant de B° par :Bt = Bt+ tN

1.2.2 propriété du mouvement brownien

propriété 1 de Gaussien

soit (Bt)t≥0 un processus stochastique issu de 0 on a :

(Bt)t≥0 un m.b⇔

1. (Bt)t≥0 un processus gaussien centrée à trajectoires continues

2. Γ(s, t) = min(s, t) = s ∧ t, (Γ(s, t) = cov(Bt, Bs))

preuve 2 voir [16]

propriété 2 ( de martingale) :

si (Bt)t≥0 est un m.b standard alors :

1. (Bt)t≥0 est un martingale (par rapport à la �ltration FB
t = σ(Bs, s ≤ t))

2. B2
t − t est un FB

t �martingale

3. exp(θBt − θ2
t

2
) est une FB

t �martingale

preuve 3 voir [8]

propriété 3 (de markov)

soit (Bt)t≥0 est un mouvement brownien. pour toute fonction f borélienne bornée et

pour tout s < t on a :

E(f(Bt)/F
B
s ) = E(f(Bt)/Bs)

=
1

2π(t− s)

∫
<
f(x) exp(

−(x−Bs)
2

2(t− s)
)dx

preuve 4 voir [8]
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Chapitre 1 Généralité sur les calcules stochastiques

1.2.3 transformations du mouvement brownien standard

soit (Bt, t ∈ R+) un mouvement brownien standard. alors les cinq processus ci˘

dessous sont également des mouvements browniens standard :

1. Bt = −Bt, t ∈ R(propriété de symétrie du mouvement brownien)

2. soit t ∈ R+ �xé : Bt = BT −BT−t, t ∈ [0, T ] (renversement du temps)

3. soit a > 0 �xé : Bt =
1√
a
Bat, t ∈ R (loi d'échelle (autosimilarité) )

4. Bt = tB 1
t
, t > 0etB0 := 0 (inversion du temps)

1.2.4 variation quadratiques du mouvement brownien :

soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien et 0 = t0 < t1 < .... < tn = t est une

subdivision de [0, t] avec le pas h = maxi=1,...,n(ti − ti−1) donc :

〈Bt〉t =h lim−→0

∑
(Bti −Bti−1

)2 = t (la converge dans L2 p.s)

Théoréme 2 soit t > 0 et ti = i
t

2n
tq i = 0, 2n (est un subdivision de [0, t] )

posson : Zn
t =

∑2n

i=1(Bti −Bti−1
)2

alors : n lim−→+∞ = t (la convergence dansL2 p.s)

preuve 5 [11] on va montrer que : E((Zn
t − t)2)n−→ 0−−−→+∞

1. E(Zn
t ) = E(

∑2n

i=1(Bti −Bti−1
)2) =

∑2n

i=1E(Bti −Bti−1
)2) =

∑2n

i=1(ti − ti−1) = t

2. var(Zn
t ) = var(

∑2n

i=1(Bti−Bti−1
)2)

(Bti−Bti−1 )sont indipendant
=

∑2n

i=1 var(Bti−Bti−1
)2)

Rap : si x ∼ N(0, σ) donc var(X2) = 2σ4

⇒ var(Zn
t ) =

∑2n

i=1 2(
t

2n
)2 = t2

∑2n

i=1(
1

22n−1 ) =
t2

22n−12n =
t2

2n−1

⇒ var(Zn
t ) =

t2

2n−1
⇒n lim−→+∞ var(Z

n
t ) = 0

9



Chapitre 2

Mouvement Brownien Fractionnaire

Dé�nition 13 [18] on a (Ω, F, P )un espace de probabilité, le mouvement brownien

fractionnaire de paramètre H ∈]0, 1] est un processus gaussien réel centré noté BH =

(BH
t )t≥0 qui véri�ant :

1. BH
0 = 0 P�p.s

2. E[(BH
t )2] = |t|2H∀t ≥ 0

3. BH a des accroissements stationnaires

proposition 2 le mouvement brownien fractionnaire admet la fonction de covariance

dé�nie par :

E[BH
t B

H
s ] =

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H)

preuve 6 [15] on a :

E[(BH
t −BH

s )2] = E[(BH
t )2] + E[(BH

s )2]− 2E[BH
t B

H
s ]

et comme

BH
t −BH

s
L
= BH

t−s

10



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

�nalement, on a :

E[BH
t B

H
s ] =

1

2
(E[(BH

t )2] + E[(BH
s )2]− E[(BH

t −BH
s )2])

=
1

2
(E[(BH

t )2] + E[(BH
s )2]− E[(BH

t−s)
2])

=
1

2
E[(BH

1 )2](t2H + s2H − |t− s|2H)

=
1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H)

proposition 3 soit BH est un mouvement brownien fractionnaire de indice Hurst H ∈

]0, 1]

1. si H =
1

2
alors mbf est un mouvement brownien classique

2. si H = 1 alors BH
t = tBH

1 presque surement pour tout t ≥ 0

preuve 7 [15]

1. on voit tout de suit que la covariance de B
1
2 réduit à (s, t) 7−→ s ∧ t donc B 1

2

est un mouvement brownien classique

2. lorsque H = 1 on a pour tout t ≥ 0 :

E[(BH
t − tBH

1 )2] = E[(BH
t )2] + t2E[(BH

1 )2]− 2tE[(BH
t B

H
1 )]

= t2 + t2 − t(t2 + 1− (1− t)2)

= 0

donc BH
t = tBH

1 presque surement

proposition 4 BH est un mouvement brownien fractionnaire de indice Hurst H ∈]0, 1]

alors :

1. pour tout a > 0,(a−HBH
at)t≥0

L
= (BH

t )t≥0 (est un autosimilarité)

2. (t2HBH
1
t

)t≥0
L
= (BH

t )t≥0 (est un inversion de temps)

3. ∀ h > 0, (BH
t+h −BH

h )t≥0
L
= (BH

t )t≥0 (est un stationnarité de incréments)

preuve 8 [15, p 12]
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Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

1.

E(BH
atB

H
as) =

1

2
(at2H + as2H − |at− as|2H)

=
1

2
a2H(t2H + S2H − |t− s|2H)

donc

E(a−HBH
ata
−HBH

as) =
1

2
a−2HE(BH

atB
H
as)

=
1

2
a−2Ha2H(t2H + S2H − |t− s|2H)

=
1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H)

2.

E(t2HBH
1
t
s2HBH

1
s

) =
1

2
t2Hs2HE(BH

1
t
BH

1
s

)

=
1

2
t2Hs2H(

1

t

2H

+
1

s

2H

− |1
t
− 1

s
|2H)

=
1

2
(s2H + t2H − |t− s|2H)

3. E((BH
t+h −BH

h )(BH
s+h −BH

h )) = E(BH
t+hB

H
s+h)− E(BH

t+hB
H
h )− E(BH

s+hB
H
h ) + E((BH

h )2)

=
1

2
[((t+ h)2H + (s+ h)2H − |t− s|2H)

−((t+ h)2H + (h)2H − |t|2H)

−((s+ h)2H + (h)2H − |s|2H) + 2h2H ]

=
1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H)

= E(BH
t B

H
s )

2.1 propriété de mouvement brownien fractionnaire

2.1.1 propriété de variation quadratique

Théoréme 3 soit (BH
t )t∈R un mouvement brownien fractionnaire de paramétré H et

0 = t0 < t1 < .... < tn = t est une subdivision de [0, t] avec le pas h = maxi=1,...,n(ti −

ti−1) donc : lim
n−→+∞

∑
(ti−1,tt)∈h(B

H
ti
−BH

ti−1
)2 = 〈BH〉t on a :

12



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

〈BH〉t = 0, ∀t ∈ R pour H >
1

2

〈BH〉t = t, ∀t ∈ R pour H =
1

2

〈BH〉t = +∞, ∀t ∈ R∗ pour H <
1

2

preuve 9 voir [15, p 22]

2.1.2 Propriété de Semimartingale

Théoréme 4 le mouvement brownien fractionnaire n'est pas une semimartingale pour

H 6= 1

2
relativement à sa �ltration naturelle

preuve 10 [15, p 23] supposons que BH = M + V est un semimartingale

H >
1

2
on a 〈M〉t = 〈BH〉t = 0 ∀t ∈ R

donc en vertu de la décomposition de Doob�Meyer, M2 − 〈M〉t est une martingale lo-

cale continue nulle en 0 c'est à dire qu'il existe une suit TN : n ∈ N croissante de tempe

d'arrêt telle que

lim
n−→+∞

Tn = +∞ P˘p.s

et

∀n,∀t,E[M2
t∧Tn ] = E[M2

0∧Tn ] = 0

∀n,∀t,M2
t∧Tn = 0 P˘p.s

comme Tn tend croissant vers +∞ P�p.s, on a :

∀t,M2
t = 0 P˘p.s

Donc M2 est indistinguable du processus nul.

∀tBH
t = Vt P�p.s. et donc BH est P�p.s. à variation quadratique �nie

H <
1

2
la variation quadratique de M ne serait dé�nie qu'en 0 ce qui contredit l'hypothése de

continuité

13
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2.1.3 Propriété de Markov

Théoréme 5 Xt un processus gaussien centré. X est un processus de markov si :

∀s < t < u avec Γ(t, t) < 0 Γ(s, u)Γ(t, t) = Γ(s, t)Γ(t, u)

Γ est la fonction de covariance de X

corolaire 1 soit H ∈]0, 1] et H 6= 1

2
le mouvement brownien fractionnaire (BH

t ) n'est pas markov

preuve 11 [6, p 81] s'il était markov, sa fonction de covariance véri�erait et en par-

ticulier, comme 1 < 2 < 3, on aurait :

Γ(1, 3)Γ(2, 2) = Γ(1, 2)Γ(2, 3)

1

2
(1 + 32H − 22H) =

1

2
(1 + 22H − 1)

1

2
(22H + 32H − 1)

3 + 32H − 3(22H) = 0

2.1.4 Propriété de continuité Hölder

Dé�nition 14 f est Hölder continu de paramétré µ ∈ [0, 1] s'il existe c > 0 et f : I −→

R tel que :

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|µ, s, t ∈ I

Théoréme 6 le mouvement brownien fractionnaire admet une modi�cation dont les

trajectoires ont une continuité de Hölder d'ordre γ < H c'est :

E(|BH
t −BH

s |α) ≤ Cα|t− s|αH

preuve 12 [15, p 17] on montrer que, ∀α > 0 il existe une constante Cα tell que,

∀s, t ∈ [0, p]2 :

E(|BH
t −BH

s |α) ≤ Cα|t− s|αH (∗)

14
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la condition (∗) par la théorème de régularité de Kolmogorov que (BH
t )t∈[0,p] admet une

modi�cation dont les trajectoires sont Höder continues d'ordre γ ∈ [0,
αH − 1

α
[,∀α > 0

ce que montre la résultat. La condition (∗) découle de la stationnarité des accroissement

et de l'autosimilarité :

E(|BH
t −BH

s |α) = E(|BH
t−s|α)

= |t− s|αHE(|BH
1 |α)

d'où le résultat avec Cα = E(|BH
1 |α) < +∞

Théoréme 7 les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire n'ont P�p.s.pas de

continuité de Hölder d'ordre supérieur à H sur tout intervalle borné.

2.1.5 propriété Non�di�érentiabilité

les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire(BH
t )t≥0 avec H ∈]0, 1] sont

P�p.s non�di�érentiables en t0 si :

∀t0 ∈ R+,P
(

lim
t−→t0

sup

∣∣∣∣BH
t −BH

t0

t− t0

∣∣∣∣ = +∞
)

= 1

preuve 13 [15, p 18] cas t0 = 0 grâce à la stationnarité, on va donc étudier le com-

portement de

∣∣∣∣BH
t

t

∣∣∣∣ quand t tend vers t0

on va démontrer la non�di�érentiables à droite : on pose AM(t) =

(
sup0≤s≤t

∣∣∣∣BH
t

t

∣∣∣∣ ≥M

)
avec M > 0

N(AM(t)) ≥ P
(

sup
0≤s≤t

∣∣∣∣BH
t

t

∣∣∣∣ ≥M

)
≥ P

(
tH

t
|BH

1 | ≥M

)
≥ P

(
|BH

1 | ≥M(t1−H)
)
t−→0

−→ P
(
|BH

1 | ≥ 0
)

donc on a pour tout M, N(AM(t))t ⇒0+ 1

lim
t−→0+

sup

∣∣∣∣BH
t

t

∣∣∣∣ = +∞ P�p.s
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Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

2.2 représentation de mouvement brownien fraction-

naire

2.2.1 moyenne mobile

Théoréme 8 soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire gaussienne de mesure de

contrôle la mesure Lebesgue et Bt un mouvement brownien ordinaire.

les processus dé�nis pas :{
1

C1(H)

∫ +∞
−∞

[
((t− s)+)H−

1
2 − ((−s)+)H−

1
2

]
M(ds) : t ∈ R+

}
{

1

C1(H)

∫ 0

−∞

[
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2

]
dBs +

∫ 0

−∞(t− s)H− 1
2 : t ∈ R+

}

avec : C1(H) =

√∫ +∞
−∞

[
((t− s)+)H−

1
2 − ((−s)+)H−

1
2

]2
ds

sont des mouvement brownien fractionnaire d'indice H.

Bien que formellement équivalents (en considérant M(ds) = dBs) ces deux processus

ne sont pas dé�nis de la même façon.

preuve 14 [4] soit (s, t) ∈ (R+)2, on a :

BH
t −BH

s =
1

C1(H)

∫ +∞
−∞

[
((t− u)+)H−

1
2 − ((s− u)+)H−

1
2

]
M(du)

E[(BH
t −BH

s )2] =
1

C2
1(H)

∫ +∞
−∞

[
((t− u)+)H−

1
2 − ((s− u)+)H−

1
2

]2
du

on e�ectue le changement de variable u = |t− s|v + s on obtient :

E[(BH
t −BH

s )2] =
1

C2
1(H)

∫ +∞

−∞

[
((|t− s|(1− v))+)H−

1
2 − ((−|t− s|v)+)H−

1
2

]2
|t− s|dv

=
1

C2
1(H)

|t− s|2H
∫ +∞

−∞

[
((1− v)+)H−

1
2 − ((−v)+)H−

1
2

]2
dv

= |t− s|2H

2.2.2 harmonisable

Théoréme 9 soit 0 < H < 1, M̃ une mesure aléatoire gaussienne complexe de mesure

de contrôle
λ

2π
. Le processus dé�ni par :

16



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

{
Xt =

1

C2(H)

∫ +∞
−∞

eiζt − 1

iζ|ζ|H− 1
2

M̃(dζ) : t ∈ R+

}

avec c2(H) =

√
Γ(2− 2H)cos(πH)

πH(1− 2H)

est un mouvement brownien fractionnaire d'indice H.

Mesure aléatoire gaussienne complexe

Dé�nition 15 on appelle M̃ = M1 + iM2 est une mesure aléatoire complexe, par M1

et M2 deux mesures gaussiennes réelles indépendantes dé�nies sur R+, de mesure de

contrôle
λ

2
, et telles que :

M1(A) = M1(−A)

M2(A) = −M2(−A)

pour tout ensemble borélien A

Mesure aléatoire gaussienne réelle

Dé�nition 16 soit ε0 = {A ∈ B(R) : λ(A) <∞} où λ désigne la mesure de Lebesgue.

une mesure aléatoire gaussienne de mesure de contrôle λ est une fonction σ�additive :

M : ε0 −→ L2(Ω)

telle que :

1. M(A) ∼ N(0, λ(A))

2. pour tout k ∈ N∗, si A1, ...., Ak sont des boréliens disjoints ε0 alorsM(A1), ....,M(Ak)

sont indépendantes.

preuve 15 voire [4]
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Chapitre 3

Simulation et identi�cation d'un

mouvement Brownien fractionnaire

par ondelette

3.1 Simulation d'un mouvement Brownien fraction-

naire par ondelette

Dans cette partie du chapitre 3, nous exposons une technique de simulation d'un

mouvement brownien fractionnaire basée sur la décomposition par ondelettes proposée

par Sellan, Meyer et Abry dans[1]

3.1.1 Méthode de Sellan, Meyer et Abry : synthèse d'ondelettes

L'idée de cette méthode est basée sur la décomposition d'un bruit blanc gaussien

(bbg) sur une base d'ondelettes qui engendre une analyse multirésolution (AMR) et

le[7] résultat de l'article [9], qui montre que le mbf est obtenu par l'intégration frac-

tionnaire d'un bbg.

En commençant par une base d'ondelettes {Φ0(t−k)\k ∈ Z} et
{

Ψjk(t) = Ψ0(2
j
2 (j − k)/j, k ∈ Z)

}
alors on a :

w(t) =
∑
k∈Z

λ(k)Φ0(t− k) +
∑
j≥0

∑
k∈Z

γj(k)Ψj,k(t) (3.1)
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avec :

w(t) et un bbg

λ(k)et γj(k) sont des v.a gaussiennes standard indépendantes

Φ0(t) la fonction échelle

Ψ0(t) l'onde mère

Par l'intégration fractionnaire de (3.1) on obtient :

BH(t) =
∑

k∈Z λ(k)(D−sΦ0)(t− k) +
∑

j≥0
∑

k∈Z γj(k)(D−sΨj,k)(t)

tq : s = H +
1

2
et D−s est l'opérateur d'intégration fractionnaire dé�ni par :

D−sf(t) =
1

Γ (s)

∫ t
0
(t− u)s−1f(u)du

Le théorème suivant présente explicitement la technique d'intégrer fractionnairement

une base d'ondelettes pour obtenir ce que on appelle ondelettes fractionnaires

Théorème 3.1 :

soit Φ0 une fonction d'échelle d'une AMR dans L2(R), de régularité r ∈ N∗, et Ψ0

l'onde mère associée à Φ0.

Supposons que s ∈ [
1

2
,
3

2
], alors :

Φ
(s)
0 = Us(Φ0) pour et Φ

((−s))
0 = Ū−s(Φ0) dé�nissent deux fonctions échelles qui

engendrent deux (AMR) biorthogonales dans L2(R) respectivement tq : la fonction

g = Us(f) possède une transformation de Fourier dé�nie par :

ĝ(w)(i2πw)(−s)(1− exp(i2πw))2f̂(w)

et les ondelettes mère associées respectivement sont :

Ψ
(s)
0 = 4sD−s(Ψ0), et Ψ

(−s)
0 = 4−sD̄s(Ψ0)

Conséquence 3.1 :

Sous les conditions du théorème ci-dessu, les auteurs dans [9] ont montré qu'ils existent

un bruit blanc gaussien de variance qui δ2qui permettre de construire un processus
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ARIMA(0, s,0) noté par bH , et pour chaque j ∈ Z+ un bruit blanc discret de variance

2jδ2 noté par (γj(k))k∈Z tq :

∀t ∈]0, T ] BH(t) =
∑
k∈Z

bH(k)Φs
0(t− k) +

∑
j≥0

∑
k∈Z

4−s2−jsγj(k)Ψs
j,k(t). (3.2)

Remarque 4 : (Implémentation numérique)

Concernant l'implémentation numérique de la méthode de Sellan, Meyer et Abry pour

la synthèse d'un mouvement brownien fractionnaire est détaillé dans [13]. La fonction

wfbm intégrée dans le toolbox matlab génère un mbf à l'aide de cette technique.

3.1.2 Quelques résultats de simulation d'un mbf avec la mé-
thode de Sellan et Abry

Simulation d'un mouvement brownien fractionnaire à l'aide de la trans-

formée en ondelettes avec di�érentes ondes mères

Figure 3.1 �
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Figure 3.2 �

Figure 3.3 �
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Figure 3.4 �

Figure 3.5 �
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Figure 3.6 �
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3.2 Identi�cation d'un mouvement Brownien frac-

tionnaire par ondelette

Dans cette deuxième partie du chapitre, nous exposons la méthode d'estimation du

paramètre de Hurst d'un mouvement brownien fractionnaire par ondelettes proposée

par [13]

3.2.1 Méthode de tempe�échelle : (décomposition en ondelette)

soit {ψj,k(t) = 2
−j
2 ψ0(2

−jt − k), j, k ∈ Z}est une base d'ondelettes dans L2(R). La

technique de décomposition en ondelettes est basée sur les propriétés des coe�cients

de la transformée en ondelettes qu'ils sont dé�nis par :

< BH
t , ψj,k(t) >=

∫
R
BH
t ψj,k(t)dt (3.3)

Propriétés des coe�cients ondelettes :

1. L'autosimilarité du mbf implique que :

E(< BH
t , ψj,k >

2) =
1

2
2j(2H+1)

∫
R2 |u− v|2Hψ0(u)ψ0(v)dudv = CH2j(2H+1)

2. Flandrin et al dans [2] ont montré que :

Si |j − j′| −→ +∞ alors :

E(< BH
t , ψj,k(t) >< BH

t , ψj′ ,k′ (t) >= O(|2jk − 2j
′
k′|2(H−M))

tq : M est le nombre de moments nuls de l'ondelette mère.

Donc d'après la propriété 1. on obtient

log2(E(< BH
t , ψj,k(t) >

2)) = j(2H + 1) + log2 |CH | (3.4)

En estimant le terme E(< BH
t , ψj,k(t) >

2) par le moment empirique d'ordre 2

suivant :
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µj = 2−j
∑2j−1

k=0 < BH
t , ψj,k(t) >

2

(3.4)⇒ log2(µj) = j(2H + 1) + log2 |CH |

Donc l'estimateur de H est déduit par la régression linéaire de{log2(µj)}j1≤j≤j2
sur {j}j1≤j≤j2 .
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Conclusion

Durant l'élaboration de ce modeste travail que nous nous sommes �xés, nous avons

essayé de présenter d'une manière détaillée les rappels concernant le calcul stochas-

tique et le mouvement Brownien standard dans la première partie, puis nous avons

donné d'une manière globale la majorité des dé�nitions et les propriétés concernant

le mouvement Brownien fractionnaire (MBF). A la �n de ce mémoire nous avons dé-

taillé la technique de simulation d'un mouvement brownien fractionnaire et la méthode

d'estimation du paramètre de hurst qui sont basées sur la transformée en ondelettes.

Finalement nous espérons avoir la capacité de continuer à explorer le vaste domaine

du calcul stochastique fractionnaire.
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Résumé

Résumé

Notre objectif dans ce mémoire est de concentrer sur les caractéristiques d'un
mouvement Brownien fractionnaire (MBF) avec un exposant de Hurst H ∈]0, 1[
,e�ectuer des simulations sous Matlab concernant les trajectoires d'un (MBF) à
l'aide de la méthode de Sellan, Meyer et Abry qui est basée sur la transformée
en ondelettes et l'estimation du paramètre de Hurst.
Mots-clés : Mouvement brownien fractionnaire, Paramètre de Hurst, Transformée
en ondelettes, ondelettes.

Abstract

Our aim in this dissertation is to focus on the general characteristics of a frac-
tional Brownian motion (FBM) with a Hurst parameter H ∈]0, 1[ , perform si-
mulations in Matlab concerning the trajectories of an FBM using Sellan, Meyer
and Abry method which is based on the wavelet transform and the estimation
of Hurst parameter.
Key words : Fractional Brownian motion, Hurst parameter, Wavelet transform,
Wavelets.
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