Républigue Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE KASDI MERBAH, OUARGLA

Faculté des Mathématiques et des Sciences de la Matiére

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire présenté en vue de I'obtention du Diplome :
MASTER en Mathématiques
Option : Probabilités et Statistique
Par :
Dahmri Iméne

Titre :

Calcul d'It6 et I'Equations Différentielles Stochastiques

Rétrogrades.

Membres du Comité de Juré :

Dr. SAOQOULI Mostapha Abdelouahab UKM, OUARGLA Encadreur
Dr. Benbrahim radhia UKM, OUARGLA Président

Dr. Mansoul brahim UKM, OUARGLA Examinateur

Juin 2021




République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA
FACULTE DES MATHEMATIQUES ET SCIENCES DE LA MATIERE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
MEMOIRE PRESENTE EN VUE DE L’OTENTION DU DIPLOME :

MASTER en Mathématiques
Option : Probabilités Et Statistique

Par :

Dahmri Iméne

Titre :

Calcul d’Ito et ’équations différentielles
stochastiques rétrogrades.

Membres du Comité d’Examen :

Dr. Ben brahim radia UKMO Président
Dr. Saouli mostapha abdelouahab UKMO Encadreur

Dr. Mansoul Brahim UKMO Examinateur

Juin 2021



DEDICACE

Je dédie ce modeste travail :
A T'ame de ma grand mére "fatna" que Dieu ait pitié d’elle.
A mes trés chérs parents, mon pére "Mekki" et ma mére "Fadjra"
A mon mari "Moussa" et mes deux fils "Mahdi" et "Adam"
A ma tante "oumi" qui est dans la position de ma grand-mére
A ma belle mére "haja" et au mon beau pére "amour"

A ma tante "sabrina" et son mari, le "Dr hima abd elhamid"

nn nn

A mes fréres "Zineb" "Anoir" "Oussama" "nina" "Fatna" "Hachmi" "amani"
A mes niéces "Chahinaz" et "Nourin"
A mes tantes, oncles et tous leurs enfants
A touts la famille,"Dahmri" et "Hima" que Dieu les protége,grand et petit
A mes amis,

Et a la promotion de mathématique 2021,

A tous ceux que m’ont en couragé a prousuivre mes etudes



REMERCIEMENTS

Je tiens premiérement a me prosterner, remerciant « Allah» le tout
puissant de m’avoir donné le force et la volonté
pour terminer ce travail.

J’ adresse mes remerciements Monsieur Dr. Mensoul Brahim madam Dr.Ben Brahim

Radia d’avoir accepté la charge de président de jury.

Je tiens a remercier tout particulierement mon encadreur Dr Saouli mostapha

abdelouahab
pour sa grande disponibilité, ses conseils, ses idées et ses intuitions.

je tiens a mes remerciement "Ma Mére" et "Mon pére" pour tous leurs sarices, leurs

amour, leur tendresse, leur
soutien et leur priéres tant au long de mes études.
Mes remerciements vont aussi a tous les enseignants du département de Mathématiques qui

ont contribué & ma formation.

il



Table des matiéres

(Introduction|

[1 Quelques outils préliminaires sur I"analyse stochastique|

1.1 Quelques notions sur la théorie de mesurel . . . . . . ..
(.2  Vecteur Gaussienl . . . . . . . . . . . . ... ... ..
(1.3 Espérance conditionnellel . . . . . . . . .. ... .. ...

(1.3.1  Espérance conditione par un évenement|. . . . . .

[1.3.2  Espérance conditionnée par une variablel . . . . .

[1.3.3 Espérance conditionnelle par rapport a une tribul

(1.4 Propriétes de ['espérance conditionnelle| . . . . . . . . ..
(1.5 Espace de probabilité filtre . . . . . . ... ... ... ..

Il‘s[i‘l 1- 2"‘ 1:1 !]‘1&2"“211‘] ----------------------
(1.6  Temps d’arrét| . . . . . . . . . . .. ... .
(1.7 Martingales| . . . . . . . ... L

(1.7.1  Martingale locale| . . . . . . ... ... ... ...

(1.7.2° Semi martingale| . . . . . . .. ... ... ...

iii

ii

iii

10

11

13

14

16

16



Table des matiéres

[2  Calcul d’Ité6 et Pequation diftférentielle stochastique] 17
[2.1 Mouvement Brownien et ses propriétés| . . . . . . ... ..o 17
2.1.1 Processus Gaussien et mouvement Brownienl . . ... ... .. 17

[2.1.2  Propriété de Markov] . . . . . . . . . ... Lo 19

[2.1.3  Brownien géométriquel . . . . . . . ..o Lo 20

2.1.4 Brownien multidimensionnell . . . . . . ... ... o000 21

[2.1.5 Variation totale et quadratique| . . . . . . .. ... o000 23

22 Caleulditdl . .. .. o 24
[2.3  Equation Diftérentielle Stochastiquel . . . . . . . .. . ... oL 27
2.3.1  Existence et unicité de solutionl . . . . . .. ... ... ... 28

2.3.2 Modele de Black-Sholesl. . . . . ... ... ... o000 33

[3 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrdes| 36
3.1 Vocabulaire et notations . . . . . . . . . ... L Lo 0oL 36
[3.2  Adaptation d’solution dans le cas lipschitzf . . . . . ... ... ... ... .. 40
[3.2.1 Le résultat de Bi. Pardoux 19901 . . . . . . .. ... ... ... .. .. 40

[3.2.2  La version simplifier de l’équation (3.4) . . . . . .. . .. ... ... 41

[3.2.3 Equation (3.4). . . . . . . . .. 50|

[3.2.4 Lecasgénérall . . . . . . . ... 55

B3 Conclusion ] . . . . . . . 57
(Bibliographie| 57
Annexe 1 : Resultats utiles 59
A B Abrévian N ons 62

v



Introduction

Dans ce mémoire de master, nous intéressons & 1’étude des équations différetielles sto-
chastique rétrogrades (EDSR en abrégé) ou en anglais BSDEs (backward stochastic dif-
ferential équations).Les équations différentielles stochastique rétrogrades (EDSR) est sont
une nouvelle classe d’équations différentielles stochastiques, leur valeur est donnée en temps
terminale T. Les EDSR ont recevé une attention considérable dans la recherche en probabi-
lité car les EDSR fournissent une représentation probabiliste pour les solutions de certaine
classe d’équations aux dérivées partielles quasilinéaires parabolique de second ordre, et ont
une relation avec les solutions de viscosité des EDP. La théorie des EDSR a trouvé beaucoup
d’applications telles que la théorie du controle stochastique, économie, et & des probléemes de
mathématiques financiéres. La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades
a connu un formidable dévelloppement a partir des années1990. Ces equations sont appa-
ruesen 1973, dans un article de J.M.Bismut dans le cas linéaire lorsqu’il étudie I’equation
adjointe associée au principe du maximum stochastique en contrdl optimal, et en 1978, Bis-
mut prolonge sa théorie et montrer I'existence d’une solution unique bornée de 'EDSR de
Riccati. Pour tant le premiére résultat géneral concernant les EDSR ne date que le 1990

et est di & E.Pardoux et S-Peng.

Maintenant, la question qui se pose est quelle est la signification d’une équation différentielle
stochastique rétrograde ? si £ est une variable aléatiore, Fp-mesurable et de carré intégrable

et f = f(t,w,y,z) est une fonction progressivement mesurable donnée, 'EDSR :

1 1
Vime+ [ Jeuezd— [ zaw.  tep
t t



Introduction

avec W est un mouvement Brownien définie sur un espace de probabilité (2, F, P), admet-elle

une solution finie sur [0, 1] Et si une telle solution existe, est-elle unique ?

Résoudre cette EDSR c’est déterminer un couple de processus noté (v, Zt)tzo qui vérifie
I’équation et qui F—adapte c’est-a-dire ne dépend que de 'information connue jusqu’a l'ins-
tant ¢. On peut dire que les EDSR sont des équations différentielles stochastiques ou 1’on se
donne une condition terminale (c’est pour quoi on dit rétrograde). Dans le cas déterministe,
par exemple les équations différentielles ordinaires(EDO en abrégé) il y’a équivalence entre
la donnée d’une condition terminale et la donnée d’une condition initial par inversion du

temps, finalement ou résoudre le méme probléme.

Dans le cas aléatoire, les choses sont totalement différentes lorsqu’on cherche des solutions
qui reste adapté par rapport une filtration donnée. Par exemple, si on inverse le temps pour
se ramener au probléme avec condition initiale et donc a revenir a la théorie des équations
differentielles stochastiques "EDS en abrégé”, on trouve une solution qui anticipe, c’est

exactement la ou se présente la diffculté.
Dans ce mémoire qui ce compose a trois chapitre :

Premiér chapitre : Ce chapitre est essentiellement une sorte d’introduction, ayant pour
but de mettre en relief les outils de notre étude, on va présenter une foule de définitions, pro-
position, théoréme...ect.On donne quelques rappels de base concernant le vecteur Gaussien,

esperience conditionnelle, martingale, martingale local, semi martingal, temps darrét.

Deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous aurons parlé sur la signification des calcul
d’Tto et des équations différentielles stochastiques et montrer ’existence et I'unicité de la

solution et quelques exemples de ces equations différentielles stochastiques.

Troisiéme chapitre : L’objectif de ce chapitre est de montrer un premier résultat d’existence
et d’unicité de la solution d’'une EDSR, ce résultat est dii & E.Pardoux et S.Peng et c’est

le premier résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques

rétrogrades(EDSR).



Chapitre 1

Quelques outils préliminaires sur

I’analyse stochastique

Ce chapitre est essentiellement une sorte d’introduction, ayant pour but de mettre en
relief les outils de notre étude, on donne quelques rappels de base concernant le vecteur

Gaussien, esperience conditionnelle, martingale, martingale local, semi martingal.

1.1 Quelques notions sur la théorie de mesure

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit X un ensemble, On appelle tribu (ou o—algebre) sur X, un
ensemble A de partie de X qui verifie :

1. A contient ().

2.VBe A= B° e A.

3. SiVne N,B, € A alors U,enB,, € A.

1. Le couple (X, A) est appele espace mesurable ou espace propabilisable en fonction du
contexte sur les espaces mesurable on definit des mesures sur les espaces probabilisables
on s’interesse specifiquement aux probabilites

2. Les parties de X qui appartiennent a la tribu A sont appelées ensemble mesurables

dans un contexte probiliste on les appelle événements.

3



Chapitre 1. Analys stochastique

1. la tribu dite grossiere : A = {(), X'}

2. la tribu dite discrete A = P (X) ou P (X) represente I’ensemble de toutes les parties
de X

3. si X ={a,b,c,d} alors A ={0,{a},{a,b,c}, X} est un tribu sur X c’est la plus petite

tribu contenant ’ensemble {a}
4. pour tout X, {A € P(X) /A ou A¢ affini ou denombrable} est une tribu sur X

5. En revanche si X est infini {A € P(X) / A ou A¢nfini} n’est pas un tribu sur X, bien

que ce soit une algebre de Boole de parties de X

Définition 1.1.2 (Tribu borelienne) On appelle tribu borelienne de R", note B (R") la

tribu engendree par les ouverts (pour la topologie usuelle) de R™. on a
B(R") =0 ({|]-00,a] :a € R}) =0 ({[a,b] : a € Rb € R}).

Définition 1.1.3 (Variable aléatiore) Soit X : Q — R™ une application, on dit que X est

une variable aléatiore si :
VBEB([R"), X '(B)={weQ: X (w)eBYE{XeB e F.

Définition 1.1.4 Soient X une variable aleatoire et G une sous tribu de F, on dit que X
est G-mesurable si :

VBeB(R"),{X € B} € G.

Définition 1.1.5 (Tribu engendre par une variable aléatoire) Soit X une variable
aleatoire, on appelle tribu engendree par X, note o (X) la plus petite tribu pour linclusion

qut rend X mesurable.

Définition 1.1.6 (Indépendance) Deux variable aleatoire X et Y sont independantes si
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les tribu o (X) et o (Y) le sont c’est a dire si :

VBeB (R"),Ve € B(R™),
P{XeBin{yech) =P{X eB}HP({ycc}).

Définition 1.1.7 (Mesure) fonction mathématique qui associe une grandeur numérique

comparable a certains sous-ensembles d’un ensemble donné

Définition 1.1.8 (Espace mesuré) On appelle espace mesuré Un triple (X, A, 1) ou X est
un ensemble, A une tribu sur Xet p une mesure sur A le couple (X, A) est alors appele un

espace mesurable.

Définition 1.1.9 (Ensemble négligeable) Dans un espace mesuré, un ensemble négligeable

est un ensemble de mesure nulle ou une partie d’un tel ensemble.

L’ensemples des partis negligeables d’un espace mesure (X, A, 1) a les propriété suivantes :

1. Tout sous ensemble mesurable d'une partie negligeable & une mesure nulle, conséquence

de la monotonie des mesures.
2. Tout sous ensemble d'une partie négligeable est négligeable.

3. Toute union dénombrable (d’ensemble mesurables) de mesure nulle est mesurable et de

mesure nulle conséquence de la sous-additivité des mesures.

4. Toute union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

1.2 Vecteur Gaussien

On considere (€2, A, P) un espace probabilisé.

Définition 1.2.1 Une variable aleatoire reele Z est dit gaussienne centre reduite si elle admet

pour densité par rapport a la mesure lebegue sur R la fonction :

flz)= \/12_7Texp (_%2> ,on note Z ~+ (0,1) .
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Une variable aleatoire reel X est dit gaussienne §'il existe (u,0) € R*x R et Z — (0,1) tel

que X = pu+ o7, la densite de X est alors

N2
f(z)= —21%0 exp (—%) ,on note X ~- (u,az) )

quand o = 0 on dite que X est une variable gaussienne degeneree.

Une variable gaussienne est caracteristique par sa fonction caracteristique, donnee par le

théoreme suivante :

Théoréme 1.2.1 La fonction caractirestique de X — N (u,0?) est donnee par :
ot?

Vte R Q (t) = exp (itu—T).

Définition 1.2.2 On dit que le vecteur X = (X7, ...Xy4) est un vecteur gaussien si pour tout
d-uplet (ay....aq) de reels, la variable aleatoire a1 X1+ .....aq Xy est gaussienne ,On definit son

vecteur moyenne E (X) par :
E(X)=(B(X1),...E(Xy)),
est sa matrice de variance-covariance VAR (X)par :
VAR (X) =E (X —E (X)) (X —E(X))).
Notons que VAR (X)) est symetrique et Yi,j5 =1, ...d
VAR (X), ; = COV (X;, X;) .

Théoréme 1.2.2 Soit X = (Xy,..X,) un vecteur gaussien on note m = E(X) et ¥ =

VAR (X), on a que X ademt pour fonction caracteristique la fonction :

Ve R,Q(u)=E [exp (i'uX)] = exp (iu'm — p'Sp)

6



Chapitre 1. Analys stochastique

la loi de X est donc entierement déterminee par m et 3 on note X — (m,X).

Proposition 1.2.1 (L’ndependance) Soit X =' (Xi,...X,) un vecteur gaussien pour
tout (i,j) € {1,....d}2 tel que i # j, X; est X, sont independantes si et seulement si
COV (X;,X;) =0

soient X1, ...Xy des vecteur aleatoires de R? admettant un moment d’ordre2 On note m leur

esperance et I' leur matrice de variance-covariance alors,
Vi (X, —m) b N (0,T)
Preuve. On calcule pour tout n la fonction caractirestique de Z,, = \/n (X_n — m)
Vi e RY, Qz, =E [exp (ituZn)] )

On a par le le theoreme Centre Limite que ‘u2, — N (0,! uI'p) donc

1t
Y € R, Qz, (1) — exp (—5 uFu> -

1.3 FEspérance conditionnelle

1.3.1 Espérance conditione par un événement

Soit B un evenement de probabilite non nulle, on sait défini la probabilité conditionelle

P(./B) ou P pour tout evenement A : P(A/B) = PEP’?EJ)B)

Si X est une variable aleatoire discréte d’esperance fini, on définit ’esperance de X sachant
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B notée E (X/B) par :
E(X/B) = ZPB ﬁ inp({x = 1;} N B)

Si X est une variable aléatoire continue, d’esperance finie et de densité f, I’ésperance de X

sachant B est définie par : E(X/B) = P(B) fX zf (z)dx.

De maniere plus génerale si X est une variable aléatoire possédant une espérance, l’esperance

de X conditionnée par B est :
E(X/B) = / Xdp = 5B Y 15,

ou 1p est la fonction indicatrice de B qui est nulle sauf sur B ou elle est constamment egal

1.

La formule des esperance totale si(B;) est une partition de I'univers formée d’événements de

probabilité non nulle alors :E [X] =Y. P(B;,) E[X/B,].
1.3.2 Espérance conditionnée par une variable

Cas discret

Soit X' une variable aléatoire réelle dont 1’espérance est définie, et Y une variable aléatoire
discréte pour tout y; tel que 'évenement{Y = y;} soit de probabilité non nulle, on peut

définir :

E[X/Y =y = mﬁf [(X/ 1 y—y]

On définit P — p.p une fonction dite de régression @ (y) = E[X/Y =y| et une variable

aleatoire @) (y) appelée esperance de X conditionnée par Y et notee E[X/Y].
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Cas absolument continu

Si X et Y sont deux variables aléatiores absoluiment continues de densités conjointes
fx v, et de densite marginales fx et fy on peut définir la densite conditionnelle de X condi-
tionnée par {Y =y}

o (X/7) = P (),

On appelle espérance conditionnelle de X sachant {Y = y} la valeur :
BUCY =)= [ sy (X/Y)dr = Q).
R

1.3.3 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Définition 1.3.1 Soit X est une variable aléatoire définie sur espace de probabilite (2, F,P)
est soit G une sous tribu de F, on appelle l’esperence conditionnelle de la variable aleatoire

X sachant G l'unique variable aleatoire et on la note B(X/G) tel que :

1. E(X/G) estG-mesurable.
2. [,E(X/G)dP = [, XdPVA € G.

c’est 'unique variable G-mesurable telle que :E(E(X\G)Y) = E(XY) pour toute variable Y,

(G—mésurable bornée.

1.4 Propriétes de l’espérance conditionnelle

Soit (2, %, P) est un espace de probabilete, et soit G sous tribu de 3 soient de plus X, Y
deux v.a itégrable sur (2, X, P) alors :

1. Va,b e R ,E(aX +bY/G) = aEB(X/G) + bE(X/G) P — p.s.

2. Ya € RE(X +a/G)=E(X/G)+cP—p.s.

3. Si X <Y p.salors BE(X/G) <E(Y/G).
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4. Si@Q : R — Rest est convexe est Q(X) intégrable, on a I'inegalite de jeusen :Q(E(X/G)) <
E (Q(X) /G) en particulier :

[E(X/G)| <E(]X]/G),
[E(X/G)I” <E(X*/G).

5. Si H est une sous tribu de G alors E (E (X/G) /H) =E (X/H).
6. E(E(X/G))=E(X).
7. Si G est independant avec o (X) alors E (X/G) =E(X) P —p.s.

8. Si Y est G -mesurable et X, Y integrable alors E(XY/G) = YE (X/G).

1.5 Espace de probabilité filtré

Définition 1.5.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille X =
{Xi}er de Variable aléatoire definit sur un espace de probabilité (2, F,P), (X;) indexé par

un ensemble .

Remarque 1.5.1 v =R ou R le processus est indexé par le temps t est dit continu.

v = Z le processus est dit discret.

Un processus depend de deux paramétres : £t et w € (2

X [0,T) xw—R
(tw) — X (w) =X (t,w).

Sit est fixé : X; (w) est une variable aléatoire.

Si w est fixé : Xy (w) est une trajectoire.

Définition 1.5.2 (Processus mesurable) :X est un processus mesurable si : pour tout t € ~y
Uapplication (t,w) — X; (w) de Ry xQ dans R™ est mesurable par rapport aux tribu B (Ry)QF
et B(R").

10



Chapitre 1. Analys stochastique

A présent, nous donnons trois critéres pour comparer deux processus stochastiques

Définition 1.5.3 Soit X = (X;),.p un processus stochastique les lois de dimension finie du

processus X sont les lois des vecteurs du type (X, Xiyy ooy Xy, ) oun =1 et ty,ta, ... 1, € T.

On dit que deux processus (X;),.p et (Y;),o, ont méme loi s’ils ont les mémes loi de dimension

finie.

Définition 1.5.4 Soient X = (X;),.1,Y = (Y3),er deux processus stochastiques.

teT”

1. On dit que Y est une modification de X si pour tout ¢t > 0, les variables aléatoires X;

et Y; sont egales P—p.s: Vi > 0,P(X; =Y;) = 1.

2. On dit que les processus X et Y sont indistinguables si P—p.s, les trajectoires de X et

Y sont les memes c’est a dire : P (V¢ > 0,(X; =Y;)) = 1, on note X =Y.

Proposition 1.5.1 Soient T un intervalle de R, X = (X;),op et Y = (Y}),cp deux processus

stochastiques continue alors :

X et'Y indistinguables < X est un modification de 'Y

Proposition 1.5.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On
peut egalement noter que si X est un processus mesurable et adapté alors il posséde une

modification progressivement mesurable.

Proposition 1.5.3 St X est un processus stochastique dant les trajectoires sont continues
a droite, (ou continue a gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable,

s’il est de plus adapté.

1.5.1 Filtration

Dans ce partie, les processus sont indexes par R, .

11



Chapitre 1. Analys stochastique

Définition 1.5.5 Soit (2, F,P) un espace de probabilite, une filtration sur cet espace est
une famille croissante (F;)o<t<ooindexee par [0, 00|, de sous-tribus de F on a alors, pour tous
0<s<t

Fo<Fs <F<Fu < F.

On définit : Foo = 0 {UF} ainsi que pour tout t,

ft‘* = n€>-0ft+6'

Définition 1.5.6 On dit qu’une filtration {Fi},., est continue a droite si Fy = Fi+ pour
tout t.
On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fy contient

tous les ensemble P négligeables de F.

Définition 1.5.7 (Espace de probabilite filtre) Soit (2, F,P) est un espace de probabilite

et (Fi) une filtration sur 2 on appelle (2, F, P, (F;)) espace de probabilite filtre discret.

Définition 1.5.8 (Processus adapté) Soit (X;) un processus et (F;) une filtration de
(Q2,F,P) on dit que X = (Xi),., est adapté a la filtration (F),5o si YVt > 0, X; est

Fi—mesurable.

Remarque 1.5.2 (F?),en est une filtration appelee filtration canonique du processus aléa-

toires (X, )nen-

Définition 1.5.9 (Processus progressivement mesurable) Un processus X est progres-
sivement mesurable par rapport a {F;},~, si, pour tout t > 0 Uapplication (s,w) — Xg (w)

de [0,¢] * Q dans R? est mesurable par rapport a B ([0,1]) @ F; et B (R?).

Définition 1.5.10 (Processus continu) Soit X = (X;),, un processus stochastique, le
processus X est dit continu si pour presque tout w € ), la fontion t — X (w) est continue

(i.e les trajectoires sont continues).

12
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1.6 Temps d’arrét

Soit (Q, A (Fn)pen ,IP’) est un espace probabilise filtré on pose :

JTOO = U(UnZOFn)-

Définition 1.6.1 (Temps d’arrét) Un (F,)-temps d’arrét est une variable aléatoire Q@ —

[0, 4+00], (resp dans N U {oo} si T = N) telle que Vt € T{r <t} € F,.

Proposition 1.6.1 Pour T =R* ouT =[0,T], on a 7 est un temps d’arrét si et seulement

sivVt e T,{r <t} € F,.
Preuve. il suffit d’ecrite et d’utiliser la continuité a droit de la filtration

{T{t}:Un21{T§t—%},
et

{r<t}=n {T<t+1i}.

Proposition 1.6.2 Soit S et T deux temps d’arret alors S AT et SV 'T sont des temps

d’arrets. En particulier, pour K € N, T'A\ K est un temps d’arret bornée

Preuve. Pour t > 0

{SAT <t} ={S<t}u{T <t}eF,

et

(SVT <ty ={S<tin{T <t}eF,

puisue S, T sont de (F;) —temps d’arrét et la tribu F; est stable par interection et réunion.

Définition 1.6.2 Si T est un temps d’arret on appelle tribu des evenements anterieurs a T

13



Chapitre 1. Analys stochastique

la tribu suivant :

Fo={A€Fo:Vne NJAU{T =n} e F,}.
Elle vérifie que si T' = n alors Fr = Fy.

Proposition 1.6.3 Soit S et T sont deux temps d’arrét alors :
S<T= FsC Fr.
Preuve. Soit A € F; alors on a :
AU{T =n} =N {AU{S=K}U{T =n}} et AU{S =K} € Fx C F,.

D’ou par passage a la reunion AU{T =n} € F,. m

1.7 Martingales

Définition 1.7.1 Soit (2, A, P) un espace probabilise et (F;,t > 0) une filtration definie sur
Uespace (2, A,P) une suit (My,t > 0) est variables aleatoire reelles est une F;-martingale si

les condition suivantes sont verifiee :

1. {M;,t > 0} est un F; adapte, Vt > 0.
2. E(|My)) < 0.

3. Vs < t, E(M,/F,) = M,.
Proposition 1.7.1 Toute martingale M wverifies E (M) = E(My) pour tout t € [0,T].
Preuve. On a E (M) = E(E(M;/Fo)) = E (M) pour tout t € [0,7]. m

Définition 1.7.2 (Sur-martingale) Une suite {X;,t > 0} de variable aleatoires reelles est

une sur martingale si :

14
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1. X, est un F; mesurable, Vt > 0.
2. B(|Xy]) € 0

3. Vs < t,E(M,/F,) < M..

Définition 1.7.3 (Sous-martingale) Une suite {X;,t > 0} de variable aleatoires reelles

est une sous martingale st :

1. X, est un F; mesurable, Vt > 0.
2. E(|Xy]) < .

3. Vs <t, B(M/F,) > M,.

Remarque 1.7.1 X est une sous martingale lorsque —X est une surmartingale ; X est une

martingale si X est a la fois une surmartingale est une sous-martingale.

Théoréme 1.7.1 (Inégalités maximales) Soit X est une martingale (ou une sous-martingale

positive) continue a droite..Alors

1. Vp > 1,Va = 0,aP (sup, | X;| > a) < sup, BE[| X;|"];

2. Vp = 1,E [sup, | X;|"] < ¢?sup, E[|Xi["] oug=1p(p— 1)71.

Théoréme 1.7.2 Théoreme d’arrét Si X est une martingale et si o et T sont deux temps

d’arret bornes tel que o < 7, alors

E(X\F,) = X, P.p.s.

On a aussi qu’'un processus X adapté et intégrable est une martingale si et seulement si, pour
tout temps d’arret bornné 7, E [X,] = E[X,] pour le derniére résultat nous supposons que la

filtration {F;},5, vérifie les conditions habituelles.

Théoréme 1.7.3 Soit X une {]:t}tzo —martingale. X posséde une modification cadlag i.e

dont les trajectoires sont continues a droite et possédent des limites a gauche.

15
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1.7.1 Martingale locale

Définition 1.7.4 Un processus X = (Xy),o; est appelle une martingale locale, si (Xy),cp
est un processus adapté a trajectoires continue tel qu’il existe wune suite croissante (Un)nto
de temps d’arrét tendant vers oo et pour tout m, le processus arrét XU» est une martingale

uniformement integrable.

Théoréme 1.7.4 Soit X une martingale locale continue .1l existe un unique processus crois-

sante et continue, (X,Y) nul en 0, tel que X* — (X, X) soit une martingale locale.

Proposition 1.7.2 Soit X une martingale locale continue. Il ya équivalence entre :

1. XpeL? et E|[(X, X)_| < o0;

2. X est une martingale bornée dans 2.

Théoréme 1.7.5 (Inégalities Burkholder-Davis-Gundy) Soit p = 0 un réel. Il existe

deuz constantes c, et C, telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle en zéro,

e, {(X,Xﬂ <E [sup \Xﬂ <C,E [<X,X>§o] .

oo
t>0

En particulier, st T > 0

0<t<T

oB[(X.x)}] <E [ sup |Xt|f’] <cExxi].

1.7.2 Semi martingale

Définition 1.7.5 Une processus (Xy),. est une semi martingale si X est adapte et ademet-
tant la décomposition de la forme X = Xo+ M + A ou M est une martingale locale et nule

en 0 et A un processus adapte est nul en 0.
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Chapitre 2

Calcul d’It6 et 'equation différentielle

stochastique

Dans ce chapitre, nous aurons présenté quelques propriétés des mouvemen Brownien,
calcul stochastique et etudier aussi existence et unicité solution pour I’équations différentielle

stochastique.

2.1 Mouvement Brownien et ses propriétés

2.1.1 Processus Gaussien et mouvement Brownien
Définition 2.1.1 (Processus Gaussien) Un processus X = (X;),., est un prossus gaus-
sien si toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e

Vn > 1Vt <ty <. <t, €T, (X, Xpy, ..., Xt,) est un vecteur gaussien.
Définition 2.1.2 On dit que le processus X = (X;),5, est a accroissements independants
st :Vn > 1Vt <ty < ... <t, €T alors Xy, Xy, — X4y, .oy Xp,, — Xy, _, Sont indépendantes.

Définition 2.1.3 (Mouvement Brownien) Le processus(W;,t > 0) est un mouvement brow-

nien (standard) si :
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1. P(Wp =0) =1 ( le mouvement Brounien est issue de 'origine).

2. Vs <'t, Wy — W est une variable aléatoire réelle de loi gaussienne centré et de variance
(t—s)ie W, =W, ~N(0,t—5s).

3. Vn, V0 <ty <t; <..<t,, les variables aléatoire (th Wi, e Wy — Wh, WO) sont
independantes.

4. Les trajectoires sont continues

Remarque 2.1.1 On dit que W est un mouvement Brownien issue a x si Wy = x.

Pour tout t > 0, la variable aleatoire W, suit la loi gaussienne centrée de variance t donc de

densité
1 x?
fw (x) = (27t) Zexp< —— ¢.
2t
On dit que W est un {F,},-, mouvement Brownien si W est un processus continu, adapté a

la filtration {Fi},5, verifiant :

VueR, V0<s<t E (em(Wt—WS)

Proposition 2.1.1 (Propriétés mouvement Brownien) Soit W un MB standard, alors

1. pour tout s = 0, {Wyys — Wi}, est un MB indépendant de o {W,,,u < s}.
2. —W est aussi un MB.
3. pour tout ¢ = 0 {cW, 2}, est un MB.

4. le processus défini par Xo =0 et X; = tW% est un MB.

Définition 2.1.4 Une fonction f a valeurs réelles et définie sur R, est localement hélde-

rienne d’ordre a st : pour tout a > 0, il existe une constante c tel que :

o,y € [0,a)", |f (2) = f ()| < clo—yl"

Théoréme 2.1.1 (Propriétés des trajectoires) Si W est un MB, alors presque surement,

on a :
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1. t — W, (w) n’est a variation finie sur aucun intervalle.
2. t — W, (w) est localement holderienne d’ordre a pour tout a < %

3. t — W, (w) n’est dérivable en aucun points ni localement holderienne d’ordre a > %

Preuve. (Voir [4]). =

Proposition 2.1.2 Si W est un MB, alors {W? —t},., est {exp (‘TWtT_"zt>} sont des
= 0

martingales.

Preuve. (Voir [4]). m

2.1.2 Propriété de Markov

Définition 2.1.5 (Processus de Markov) Un processus est de Markov si son comporte-

ment dans le futur ne dépend du passé qua travers le présent.

Définition 2.1.6 Soit X un processus et (F;) sa filtration canonique. On dit que le processus

est Markov si, pour tout s et la fonction bornée F définie sur RT, pour tous t; <ty < ... <1,

E (‘F (X8+t17XS+t27 ey XS-I—tn) \FS) =LK (‘;E (X5+t17 Xs+t2a ceeey XS"rtn) \XS)

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée
E(f (X)\F) =E(f (X)\Xs),  Vt=s

Le processus et dit de Markov fort si la propriéte précedente est vraie pour tout couple de

temps d’arrét finie 7', S avec T > S.

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisé sous la forme (un peu plus fort
que la propriété de Markov), pour tout s, les processus(W;, t > 0) définit par W, = By s— By

est un mouvement Brownien indépendant de F.
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Théoréme 2.1.2 Pour f application borélienne bornée ,E (f (B,)\F ) =E (f (B,)\0o (By))

pour u = t.

Preuve. (Voir [4] page 28). m

2.1.3 Brownien géométrique

Définition 2.1.7 Soit W un mouvement Brownien, b et o deux constantes le processus

1
X, = Xy exp { (b — 502) t+ th}

est appellé Brownien géomtrique.
Remarque 2.1.2 Ce processus est aussi appellé processus "log normal”.

En effet, dans ce cas

1
InX; = {(b — 502> t—l—aWt} + In X,

et la variable qui est a droit suit une loi normal on a immédiatement.

t

Proposition 2.1.3 Le processus X.e~ % est une martingale. En ecrivant

Xt:XseXp{<b—%02) (t—s)+a(Wt—Ws)}.

On établit que X est Markovien, le caractére Markovien de X et les propriétés du MB

permettent de calculer less espérance conditionnelles :

B(x|7) = X8 (e { (- 30°) -9 +a oW} 7)

~ X,exp(b(t— s)) B (exp { (—502) (t—s)+o (W, — Ws)}' Fs) ,

20
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donc

B(X|7) = Ko b - Do { (30 ) (- 5) + oW,
= X,e!t=9)

=B (Xi|o (X))

Ou nous avons utilisé la propriéte de martingale de ’exponentielle du MB et nous avons
utilisé que X;_, independant de X; et de méme loi que X;_;.

De la méme facon, en notant G une v.a de loi N (0, 1)

B0/ (01 7) = BO 01X = B (f (wesn { (- 5o ) 0= o= W} ) )

r=Xg

-5 (s (ren{ (1= ) 0000 =)

= /_+oof <Xs exp { <b - %02) (t—s)+ UyM}) q(1,0,y) dy.

oo
Ce processus est appéllé le modéle Black et scholes.Il est utilisé pour modéliser le prix d’un
actif financier. le rendement de 'arctif entre deux dates est mesuré par la diffirence des

logarithmes des cours et est donné par la variable gaussienne

{b—%aQ}(t—s)Jra(Wt—Ws).

2.1.4 Brownien multidimensionnel

Définition 2.1.8 (Mouvement Brownien multidimensionnel) On appelle MB stan-
dard a valeur dans R?, un vecteur W = (W(l), ...,W(d)) ou les W sont des MB réels

indépendants.

1. C’est un processus a accroissements indépendants.
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2. Pour chaque (a,b), le processus aBt(l) + bBt(z) est un processus gaussien.
3. Si W est un Brownien d-dimensionnel, on a E (W W,) =d- (s At).

4. Le processus d—dimensionnel W est un mouvement Brownien si et seulement si les
processus W@ et WOWU) — 6, ; sont des martingales avec &;; = 0 pour i # j et
0;; = 1.

5. Si Wy et W5 sont deux mouvement Brownien a valeurs réeles indépendantes, le produit

Wi W5 est une martingale.

Définition 2.1.9 On dira que le mouvements Browniens a valeurs reélles Wi et Wy sont

corréles de cofficient de corrélation p si Wi (t) Wa (t) — pt est une martingale.

Pour décorrele les MB en introduisant le processus Bz défini par :

Wa (1) = %p (Wa (1) — oW1 (1))

ce processus est une martingale, en écrivent

(W (0)° =1 = = [ (0)° + 2 (W (0)° =205 (W2 (1) =1 (1 = 7]

=1 _1p2 (W (1)) =t + p* [(W1 (1) — t]] — 2p [Wa (t) Wi (t) + 2tp%] .

On montre que (Wj (t))* —t est indépendend de W est un MB. On peut montrer que Wi est
indépendant de Wy, le produit W; W3 est une martingale. Dans ce cas, il existe un Brownien

WO, indépendant de W@ tel que

wd — pW(Q) +4/1— P2 W 3)

def 1 (1) @)
et pour tout (a,b) le processus W; = e (a W&+ bW ) est un Mouvement Brow-
a2+b2+2pab

nien.
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2.1.5 Variation totale et quadratique

Définition 2.1.10 La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X; défini sur [0,T]

associée a une subdivision 11, = (t7,...,t1") est définie par :

p

VE(IL) = 3 [ X = X
=1

S1 Lp Hn a une limite dans un certain sens (convergence presque stre, convergence LLP
T )
lOT‘SQU@

M = T, = ma [y — 1] = 0.

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons alors la variation

d’ordre p de Xp sur [0,T]. En particulier,

— Si p =1, la limite s’appelle la variation totale de X; sur [0,7].

— Si p = 2, la limite s’appelle la variation quadratique de X; sur [0,7] et est notée(X ), .

Proposition 2.1.4 Presque sirement, les trajectoires du mouvement Brownien sont a va-

riation non bornées.

Théoréme 2.1.3 Soit n fixé et t; = ;—;t pour j variant en 0 a 2". Alors

Z (W (t;) = W (t;21)] — t, n — oo, P—p.s.

=1

Preuve. Soit Z = 32" [W (t;) — W (t;-1)]” ,0n E (Z!") = t, on doit montrer que

j=1

E((Z7 —t)%) — 0 s0it Var (Z) — 0 ce qui se déduit de
2n on P\2 P
) = 2 _ __ on+l1
VAR (Z7) = Y VarlW () = W () = 2 (2—) —nl

Nous avons utilisé que W est de loi N (0,0?), la variance de W2 est 20, =
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On en déduit que

E(OO (Zf—t)Q) :izin«xa,

n=1

D’ou

et le terme générale converge p.s vers 0.

Proposition 2.1.5 Soit ¢ une subdivision de l’intervalle [0,t] caractérisée par 0 = to <
t1.... < t, =t, Soit V; la variation de la trajectoire du mouvement Brownien sur [0,t] définit

par

‘/t (w) = Slalpz (Bti+1 (w) - Bti (w)) ’

Alors V; (w) = oo, P — p.s.

2.2 Calcul d’ito6

On se donne une espace de probabilité (2, F,P) et un mouvement Brownien W sur cet

espace. On désigne par F;, = o (W, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien

Définition 2.2.1 (Processus d’ité) On appelle processus d’ité un processus X a wvaleurs
réelles telque :

t t
P—ps, VO<t<T, X;==x +/ bsds +/ o, dWs.
0 0

ou = est Fy—mesurable,b et ¢ sont deux processus progressivement vérifiant les conditions

P—p.s:

T T
/ |bs| ds < o0 et / o] ds < oo.
0 0

On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + O'tth,
XO =X,
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le coefficient b est le drift ou la dérive,o est le coefficient de diffusion.
Remarque 2.2.1 La décomposition d’un processus d’Ito est unique.

Théoréme 2.2.1 (Les formules d’Itd)

1. Premiére formule d’It6 : Soient X un processus d’'It6 et f : R — R une fonction de

classe C? a dérivées bornée, alors :
t 1 t
PO =)+ [P aXe g [P ) olds
0 0

2. Deuxiéme formule d’It6 : Soient (t,z) — f (¢, ) une fonction réelle deux fois differen-

tiable en = et une fois différentiable en ¢ et X un processus d’Ito :

f(t,Xt):f(O,XOH—/O f;(s,Xs)dXS+/0 f;(s,XS)dXS+%/Of”m(s,Xs)d(X,X>S.

Notation 2.2.1 57 X etY sont deux processus d’Ito

t t
Xt—X0+/ bsds+/ osdWs,
0 0
et
t t
Yt:X(’,Jr/ b;ds+/ aldWs,
0 0

on pose (X,Y), = fg osolds et dX; = bydt + o, dW; on a alors la proposition suivant :

Proposition 2.2.1 (Intégration par parties) Si X etY sont deux processus d’Ité alors :

t t
XY, = XOYOJF/ X,dY, +/ YdX, + (X,Y), .
0 0

Dans le cas d'un mouvement Brownien d—dimensionnelle et d’un processus d’It6 n—dimensionnel

on a :
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Théoréme 2.2.2 Soit X un processus d’Ité a valeurs dans R™ pouri=1,..,n

t 6 ¢
X=X+ / bids + Z/ okdWwk,
0 v J0

si f est deux fois différentiable en x et une fois ent on a :

F(0X0) = £(0,X0) + /0 0f (5, X.) ds + 3 /0 0u. f (5, X,) dX:
=1

L n t % %
+§Z/O 07, . J (s, Xo)d (X', X") _,

1,j=1

avec
d d
dX!=bidt + > othdwt et d(X' X7) =" obholtds.
k=1 k=1

Le résultat est plus simple a retenir sous forme vectorielle.pour cela, on note X le vecteur

colonne de R"™ de coordonnées X, b le vecteur de R™ de corrdonnées b et W le vecteur de

0TI ) >

ces notations on a :

t t
Xy =Xo+ / bsds + / osdWs,
0 0

ou o,dW; est un produit matrice-vecteur collonne la formule d’It6 s’ecrit sous la forme,notant

x.y le produit scalaire dans R" et o* la transposée de o.

f (X)) = (0, Xo)+ /0 0, f (s, X,) ds+ /0 v/ <s,Xs>dXs+% /0 trace (D (s, X,) 0,07) ds,

soit encore
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FeX) = £0.%0)+ [ O (5. X, ds + O F (5, X.)) ds

1 t t
+ 3 / trace (D2f (s, Xs) 080:) ds + / Df (s, X;) osdws,
0 0

2.3 Equation Différentielle Stochastique

Notation 2.3.1 On notera S* l’espace de Banach consrtitué X ,progressivement mesurable,

1
tels que B [supg<,<r \Xtﬂ < 0o menu de la norme || X|| := B [supy<;<p ]Xtﬂ 2, et 8? le sous

espace de S? forme des processus continus. Notez que deux processus indistinguables sont

identifiés et par abus d’ériture l’espace quotient est noté de la meme facon.

Définition 2.3.1 (Equation différentielles stochastiques) Une equation différentielle

stochastique (EDS) est une equation de la forme :

dXt =b (t, Xt) dt +0o (t, Xt> th,
(2.1)
XO =Xx.

ou sous forme intégrale :
t t
Xt:x—i—/ b(s,XS)ds—I—/ o (s, Xs) dWs,
0 0

ou
— Soient n,d € N, x € R"(conditioninitiale), et (;),., est un mouvement Brownien d-

dimensionnel.

— les fonctions b : [0,7] x R" — R" et ¢ : [0,7] * R" — R" sont mesurables et bornées.

Définition 2.3.2 (Solution de EDS) Une solution de I’EDS , est un processus conti-

nue X tel que :

1. X est progressivement mesurable.

27



Chapitre 2. Calcul d’Ito6 et I'equation différentielle stochastique

2. On a :E [f(f {16 (s, Xs)| + ||lo <S7Xs)||2} ds} < +oo ot ||o||? = trace (oo*) .

3. P-psona:X;,=x+ fotb(s,Xs) ds + fga(s,Xs)dWs, 0<t<T.

2.3.1 Existence et unicité de solution

Soient b et ¢ deux fonction boréliennes. On suppose qu’il existe une constante A\ > 0

telle que pour tout t € [0,7], x,y € R™,

— Condition de Lipshitz en espace, uniforme en temps :
b(t, ) = b(t,y)|+ o (t,z) —o Lyl < Az =y,
— Croissance linéaire :
b, 2)] + llo (&, 2)]] < AL+ [z]),
et de plus, la condition initiale Xy = z est indépendante de (W) 1>0 €t est de carré intégrable

ie E [|x|2] < 00.

Théoréme 2.3.1 Sous I’hypothese précedents, il existe une unique solution de ’EDS a

trajectoire continues pour tout t. Cette solution appartient a S* et donc a SC2 .

Preuve. La preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard comme dans le cas

déterministe de point fixe est également possible. Pour X € S, posons, pour tout ¢ € [0, T

qS(X)t::c—l—/o b(s,Xs)ds—l—/O o (s, Xs) dWs.

Le processus ¢ (X), est bien défini et continue si X € S2.Si X et Y sont deux éléments de
S?, comme (a — b)* < 2a2 + 2b%, on a pour tout 0 <t < p < T,

2

+2sup
0<t<p

[6(X), =& (Y),[” < 2sup

0<t<p

/0 (b (s, X.) — b(s,Y) ds / (0/(5,X.) — 0 (s, Y2)) dV,
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utilisant les propriétés de l'intégrale stochastique, il vient :

([ es.x - b(s,m\ds)Q

L’inégalité de Holder donne alors la majoration suivante :

B | sup [6(X), — 01, <28

0<t<p

+58| ["lo (5.0~ o (5.0l

E [ sup |6 (X), - ¢<Y>t|ﬂ < 9TE [ / (s, X,) - b(s,mfds] +SE [ / o (5, X,) - a(s,mrfds} .

0<t<p

Comme les fonction b et o sont Lipschitz en espace, on obtient, pour tout p € [0,7],

B sup 000, o)t <2 48| [ s Xyl @2

0<t<pu 0<t<r

De plus, notant 0 le processus null, on a, comme (a + b+ ¢)* < 3 (a? + b + ¢2),

/Otb(r,o)dr

d’ou l'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o

2

+ 3 sup
0<t<T

2

)

¢ (0),]* <322 4 3 sup

0<t<T

¢
/ o (r,0) dW,
0

E { sup | (O)ﬂ <3(E[Z°] + K*T? + AK°T). (2.3)

0<t<p

Les estimations (2.2)) et (2.3) montrent alors que le processus ¢ (X) apprtient & S? dés que
X apprtient S2.

On définit alors par récurrence une suite de processus de S? en posant :
Xo=0, et, X" =¢(X"), pour n >0

On obtient trés facilement a 1'aide de la formule (2.2]) pour tout n > 0, notant C' 4 la place

de 2K (T +4),

E | sup |X]*!— XZL‘Q] < CanE l sup |XH2] )

0<t<T n! 0<t<T
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soit encore, notant D la majorant de 'inégalité (2.3))

crrm

n!

Y

E [ sup | X[+ —X{‘}Q] <D

0<t<T

il résulte de cette derniére inégalité que,

< \/EZ(CT)Z < 00

2 NI

n>0

sup | X[ — X}
0<t<T

<D

Lt n>0

sup | X[t — X'
0<t<T

Ainsi, la SérieZSltlp ‘Xt”H — th| converge P—p.s et donc, P—p.s, X™ converge uniformément
sur [0, 7] versnun processus X continue. De plus X € S? puisque la convergence a lieu dans
S2-voir 'inégalité précédente.On vérifie trés facilement que X est solution de I'EDS en
passante 4 la limite dans la définition X" = ¢ (X™).

Si X et Y sont deux solution de 'EDS dans S? alors X = ¢ (X) et Y = p(Y).
L’inégalité donne alors, pour tout u € [0,77],

m
E[sup |Xt_yt’2} §2K2(T—i—4)/ E[sup \Xt_ytﬂ dr,
0

0<t<pu 0<t<r

et le lemme Gronwall montre que [E [ sup |X; — Yt|2} = 0, ce qui prouve que X et Y sont
0<t<T

indistinguables.

Pour montre 1'unicité des solution de (2.1]), nous devons montrer que tout solution appartient

a S?, c’est a dire, comme toute solution est continue par définition, appartient a 5%, pour ce la,

considérons le temps d’arréte 7, = inf {t € [0,7T],|X;| > n} avec la convention inf {}} = +oo,
2)

tATh
4B [/ ||a(r,Xr)||2dT]) ,
0

si p€0,t], on a

2

+ sup
0<p<t

| XM/\T'VL

<3 (‘ZQ} + sup

0<u<t

MNATn HATR
/ b(r, X,)dr / o (r, X,)dW,
0 0

Il vient alors,

2

E[ sup |XM|2} <3 <E (2] +E

0<p<tATh

( /0 X)) dr)
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et utilisant la croissance linéaire de b et o, on obtient :

t
E{ sup |Xy\2} §3(E[Z]2+2K2T2+8K2T+(2K2T+8K2)/ E{ sup |Xu]2D.
0

0<u<tAT, 0<u<tAT,

On obtient, en appliquant le lemme de Gronwall, & la fonction

E { sup |X#|2} <3(E[|Z]°] +2K?T? + 8K*T) exp {3 (2K*T + 8K*) T},

0<pu<tATn

et le lemme de Fatou donne

E { sup |X#|2] <3 (B[|Z]°] +2K°T? + 8K*T) exp {3 (2K*T + 2K*) T’} .

0<p<T

Ceci implique 'unicité des solutions de 'EDS (2.1). =

Processus Ornstein-Uhlenbeck

Equation a (t,z) = —az, (a > 0) et o (z) = o. Il s’agit de I’équation de Langevin :

dXt = —CLXtdt + O'th, (24)
c’est a dire avec a (t,x) = —ax, (a = 0), et 0 (z) = 0, la solution donnée par
t
X = Xoe ™ + a/ e~ =) quy,. (2.5)
0
Sans le terme odW;, ’équation dX; = —aX,dt se résout immédiatement en X, = Ce~*. Pour

tenir compte du terme odW;,on fait "Varier la constante C'"

dX; =dC -e % — aCe dt

= —aX,dt + odB,

On a dC = ce®dW,, alors C = Xy + fg oe®*dWs, avec la definition de X; , I'expression
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(2.5) est obtenue. On peut observer directement que (2.5 est satisfaite en dirivant X; =

Xoe % + ge™9® fot e®dW, avec la formule d’ito

t
dX; = Xy (—ae_at) +o (—ae‘“t) (/ e“SdW5> dt + e ™ (e“tth)
0

t
= —a (Xoeat + eat/ eades> dt + odW,
0

11 s’agit du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Ce cas se généralise au cadre vectoriel.

Equation a(t, z) = a;z et o (z) = oyx. On suppose les processus(a;),- et (0),5, vérifient la
condition d’intégrabilité fOT la¢| dt < +o0, fOT lo| dt < +oo (par exemple en étant bornés).

L’EDS

dXt = Xt (atdt + O'tth) y (2 6)

XOZxa

admet pour solution

t t 1 t
X; = xexp (/ asds —|—/ o, dW, — —/ afds) , (2.7)
0 0 2 /o

pour le voir,on suppose X positivement bornée sur [0, 7] (minorée par % et majorée par n);
sinon, on introduit le temps d’arrét 7 = inf (t : Xy < % ou X; >~ n) et on arrét les processus

A ces dates.

On applique la formule d’it6 & X;,,, et a la fonction In (qui est C? sur [%, n] . De I'équation

(2.6), ou déduit d (X, X), = X2o?dt. Le processus Y; = In (X, ) vérifie alors

1 1d(X, X o2t
dY;g = ZdXt — 5% = (atdt + Utth) - Tdt

1
= (Clt — 50'152) dt + O'tth’

ce qui prouve U'expression (2.7)).
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2.3.2 Modéle de Black-Sholes

Le probléme traité par Block et Sholes (1973) est I’évaluation et la couverture d’une
option de type europpéen (call au put) sur une action ne distribuant pas dividendes. La
méthode utilisé, qui repose sur idées analogues a celles déja présentées dans le cadre des
modéles discrets, conduit a des formules eplicites couramment utilisées par les particiens,

malgré le caractére simplificateur du modéle.

On suppose avoire un marché financier ou il y a :

1. Un actif sans risque dont le prix Sy vérifie

dSO (t) = So (t) Tdt,

ou r est une constante.

2. Un actif risque dont le prix S (t) vérifie

ds (t) = S (t) (bt + odWV,),

ou W est un mouvement Brownien,et b, o des constantes.

On étudie un actif contingent de payoff h (St). Les cas d’un call Europpéen correspond a
h(z) = (x — k)" . Le prix d’un call de maturité T et de prix d’exercice K est une fonction
C(t,S(t)).

On se constitue un portefeuille composé d’un call et de W, parts de P'actif risqué. La valeur

de ce porteffeuille est V; = C(t, S;) + W,.S;. On soppose que

d‘/;g - dOt + WtdSt

(Cette condition est une condition d’autofinancement et ne doit étre en aucun cas confondus

avec une formule d’'Ito).
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En utilisant la formule d’Ito, on a

oC oCc 10%°C

O'2St2> dt + Wtbstdt + (g—iUSt + WtO'St) th

Le portefeuille est sans risque si

8—CvO'St + WtO'St = 0,
ox

soit W, = —g—g et de rendement r si dV, = rVdt, soit dC; + W;dS, = r (C; + W,.S;) dt d’on,

en remplacant W par sa valeur

oC oC . 21820 -
Sy o7 (t,S:) + BT + 0°S; 5 922 (t,S;) —rC (b, S;) =0

avec C (T, St) = h (St). Soit, en notant que S; est un v.a qui admet une densité strictement

positive sur R™ (et qui prend toutes les valeurs de R™ )

1 2
m’% (t, 1‘)—1—% (t, x)—|—02:1:2—a ¢

oy - = > > T z) = .
oz 572, (L3)=rC (62) =0,Y2 > 0,¥t >0 avec O(T,x) = h(z)

L’equation aux dérivées partielles peut étre résolue des méthode classique d’EDP.

Exemple 2.3.1 Soit S; un processus continu adapté défini par I’équation différentielle sto-

chastique suivant :

dSt = bStdt + O'Stth,

So = s, avec s > 0.

On a

d

B _ bt + odw,.

St
d’ot

t
d
SS = bt + O'Wt. (28)
o S

Pour résouder cette équation, on définiée le processus Zy = In (S;) , et appliquons la formule
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d’It6 au processus Z;

1 1
dZt = gtdSt — (2_81‘/2> d<St7 St>t7

1 1
-3 (bS,dt + S, dW,) — (2—&2) (02S7) dt,
1
= bdt + odW, — 502dt,

1
= (b — 502) dt + odW;.
Alors, de on conclut :
L,
Zt:ZO+ b—§O' t‘i‘O’Wm

1
h’lSt :ln50+ <b— 50'2> t+UWt.

Pour S; = exp (Z:) ,on trouve la solution suivante :

1
S; = Spexp <(,u — 502> t+aWt> .
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Chapitre 3

Equations Différentielles

Stochastiques Rétrogrdes

L’objectif de ce chapitre est de présenter briévement le résultat d’existence et d’unicité de
la solution d’une EDSR dont les coefficients sont Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par

Pardoux en 1990 avec le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

3.1 Vocabulaire et notations

Soit (Q, F, <‘7:t>t20 ,lP’) un espace probabilisé filtré et variable aléatoire £ mesurable par

rapport & F;. On voudrait résoudre I’equation différentielle suivant :

E:f(yt)’ t€1[0.7], avec Y; = ¢,

en imposant que, pour tout instant t, Y; ne dépende pas du futur aprés t c’est a dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F;),5 -

Le candidat natural est Y; = £ qui n’est pas adapté si £ n’est pas déterministe. La meilleure
approximation-disons dans L2?-adapté est la martingale Y; = E (£| F;). Si on travaille avec la

filtration naturelle d’un mouvement brownien, le théoréme de représentation des martingales

36



Chapitre 3. Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrdes

browiennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t
Yi—B({ 7) =Bl + [ ZdW.
0

Un calcul élémentaire montre alors que :

T
Y, =¢-— / ZdW, r.e. dY, = Z,dW;, avec Yp = &.
t

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une sconde inconnue qui est le processus

Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une second variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité,

on permet & f de dépendre du processus Z ; ’equation devient donc :

—dY, = f(t,Y,, Z,) dt — Z,dW,,  avec,Yp = €.

Notations : Soit (€2, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB d-dimensionnel
sur cet espace. On notera {F;},, la filtration naturelle de MB W.On travaillera avec deux
espaces de processus :

— On note S? (Rk) I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, a

valeurs dans R*, tels que :
||Y||72 =E { sup |YT|2] ~< 00,
0<t<T

et S? (Rk) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indistinguables
seront toujours indentifiés et nous garderons les mémes notations pour les espaces quotients.
— Et ensuit M? (Rk*d) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs

dans R**?, tels que :

T
nmmFEUWmWﬂ<m,
0

ousi z € R™ || Z||* = trace (z2*) .M? (R**4) désigne l'ensemble des classes d’équivalence
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de M? (RM) .

R* et R**¢ seront souvent omis; les espace S2, S et M? sont des espace de banach pour les

normes définies précédement. Nous désignerons B? I'espace de Banach S? x M, (Rk*d) :

Dans le suivant, nous nous donnons une application aléatoire f définie [0, T x Q x R¥ x Rk*d
a valeurs dans R tels que, pour tout (y,z) € R* x R¥?le processus {f (t,y, 2)}gcicq SOt

progressivement mesurable.

On considére également une variable aléatoire £, mesurable par rapport a Fr et a valeurs

dans R”.

Dans ce contexte, on veut résoudre I’équation différentielle stochastique rétrogrde (EDSR en

abrégé) suivante :

_dYt = f (t7}/;57 Zt) dt — thWt7 0 S 14 S T

Yy = €.

ou, de facon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Y}zé%—/ f(r,YT,Z,,)dr—/ Z.dW, 0<t<T.
t t

La fonction f s’appele le génerateur de 'EDSR et ¢ la condition terminale.Sans plus tar-

der,précisons ce que I'on entend par solution de 'EDSR (3.1]).

Définition 3.1.1 Une solution de I’EDSR (3.1) est un couple de processus {(Yz, Zt) }oci<r

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurable & valeurs respectivement dans R* et R¥*?;
T
2. P—p.s [y {If (Y0 Z)| + 12|} dr < oo;

3. P—ps,ona:

T T
Yt=§+/ f(r,YT,Zr)dr—/ Z.dW, 0<t<T.
t t
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Remarque 3.1.1 Les intégrales de [’équation étand bien définies, Y est une semi-
martingale continue, ensuite comme le processus Y est progressivement mesurable, il est

adapté et donc en particulier Yy est une quantité déterministe.

Proposition 3.1.1 Supposons qu’il existe un processus {fi}qc,cr, pOSitif, appartenant a

M2 (R) et une constante positive \ tel que
V(ty,2) € [0,T] x R x R™ | f (t,y,2)] < fi + Alyl + [12[])-

Si {(Ys, Zt) focycq €5t une solution de IEDSR(3.1)) telle que Z € M? alors Y appartient a
S2.

Lemme 3.1.1 Soient Y € S? (R¥) et Z € M?* (R™?). Alors {fJY;.ZSdWS,t € [O,T]}est

une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

t [ T 3
/Yr.Zrdwr} < CE (/ |E|2||Zr||2dr) ]
0 0

E{sup

0<t<T

T 3
< CF | sup Y| (/ !|Zr||2dr> ]
0<t<T 0

N 2 2
et par suit, comme ab < “3 + %,

T
| <o (&) s wr] +5| [ 1zPa]).
0<t<T 0

On cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. m

t
E [ sup / Y, Z.dW,
0

0<t<T
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3.2 Adaptation d’solution dans le cas lipschitz

3.2.1 Le résultat de E. Pardoux 1990

Nous allons montrer le résultat de E.Pardoux qui sera généralisé plus tard, ou il est le
premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR. L’équation du processus adjoint en

controle stochastique optimal est une version linéaire de ’équation suivante :

+ /t f(s,X(s),Y(s))ds+ /t [g(s, X (8))+Y (s)]dW, =X (3.2)

— {W(t),t €[0,1]} est un processus de Wiener k—dimensionnel sur (Q2, F, P),
— {F,t €]0,1]} est une filtration naturelle (F, = o (W (s),0 < s < 1)),
— X est un vecteur aléatoire d—dimensionnel JF;-mesurable donné, et f : Q x [0,1] x R? x
Rixk _, R

On suppose que f est lipschitziene par rapport de = et y. Nous regardons pour une paire
{X ()Y (D) }eoq) & valeurs dans R? x R?** dont nous arons boesoin pour étre {Fitico
adapté. Note qu'il est la liberté de choisée le processus {Y (¢)} ce qui permettra de trouver
une solution adaptée.
Dans le cas Y = 0 et X est déterministe, I’équation ci-dessus aurait une solution unique
Fi-adaptée, avec F' = o (W (s) — W (t);t < s < 1).
On note aussi que il existe une relation entre X (), Y (¢) et W (¢), la relation est

Y (t)=4(X,W),—g(t,X(t) ps. On a

:X—/ f(S,X(S),Y@))dS—/t [9(5. X () + Y (s)] dW,
/f (5, X (s (”d”/t [9(5, X (8)) + Y ()] dIV,

dX (t) = f(s, X (t),Y (t)dt + [g (t, X (t)) + Y (t)] dW;
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et
dX (£) AW, = [g (t, X (1) + Y ()] dt
9 X W) = g0 X @) +Y ()
donc
Y (1) = 5 0w, — g6, X (1)

avec (X, W), la variation quadratique de X et W.

Montre principal resultat sera une existence et unicité de resultat pour une paire { X (¢),Y (¢t); ¢ € [0,1]}
adapté resoudre (3.2)) . Nous attendons & ce que notre resultat se révélera utile dans le controle

optimal stochostique, nous allons aussi envisager ’équation plus genérale

X(t)+/t f(s,X(s),Y(s))der/t 0 (5, X () 1Y () dW, = X (3.3)

ot g: Q x [0,1] x R? x Rk — RdxF

3.2.2 La version simplifier de I’équation :

Lemme 3.2.1 Donné X € L*(Q,F, P;RY), f € M?(0,1;R?) et g € M?(0,1;R™F), il

existe une paire unique (X,Y) € M? (0, 1,Rd) x M? (0, 1,Rka) tel que
1
t

X(t)—i—/tlf(s)ds—l—/ [g(s) +Y ()] dW, = X, 0<t<I1. (3.4)

Preuve. X (t) = E (X — ftl f(s)ds

]—}), F; la filtration naturelle engendre par W;, Vi €
[0,1].
En utilisant théoréme de representation martingale Brownien, alors il existe un processus

Y e M?(0,1,R™F) t.q

E(X—/tlf(s)ds

7—}) :x(0)+/0t}7(s)dW5,
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avec <X — ftl f(s)ds

ft> est une martingale

)

Finallement il suffit de prendre Y () =Y (t) —g(t) 0 <t <1

E<X—/01f(s)ds

‘v’tZsE(X(t)|ft):E(E (X— 1f(s)ds

t

£)=XO)+ [ )+ a,

donc

en deduire que
X (t) —/tf(s)ds—X(O)—i—/t(Y(s)—l—g(s))dWs pour 0 <t < 1.
0 0
En va remplace t =1 et 0 = ¢ on obtient
X = [ F@is=X0+ [ Ve +a]ar.

donc

X:X(t)+/t f(s)ds—l—/t Y (s)+ g (s)] dWs.

Nous considérons maintenant I’équation

X () + /t f(s,Y (s))ds+ /t lg(s) +Y (s)]dW (s) = X (3.5)
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Avec la propriéte

f(-,0) € M?(0,1;R?), (3.6)

et il existe ¢ > 0 telque |f (t,y1) — f(t,y2)| < ¢|y1 — yal - (3.7)

On noter que et impliquerait que f (-, y (-)) € M? (0, 1; R?) lorsque y € M? (0, 1; R?F) .

Proposition 3.2.1 Soit X € L2 (Q,F, P;RY),g € M?(0,;R>*) et f: Q x (0,1) x
R>* — R? une application satisfente & lexigence ci dessus en particulier (@ et que

il existe une unique solution (z,y) € M? (0,1;R?) x M? (0, 1;R>*) satisfate (3.5)

Preuve. Unicite : On suppose (X,,Y]) et (X,,Y,) deux solutions. En suite on veut applique

la formule d’Ité pour | X; (t) — X5 (t)]> de s =t a s = 1, alors

X0 (1) = X2 (D" = X0 (1) = X2 ()] + Q/t [ X1 (s) = X2 (s)] d (X1 (s) — X2 (s))

1
+ [ - X - x),
t
ceci équivalent a

X0 (1) = Xe (1)]° = X1 (1) = X2 (1) — 2/t [ X1 (s) = Xa (s)[d (X1 (s) = Xz (s5))  (3.8)

1
i/w&—&xrxm,
t

puisque on a

1

Xi(t) =X (t) = [ (=f(s,Y1(s)) +JC(<97Y2(S)))058—/t1 (9 (s) + Y1 (s)) AW,

1

(9 (s) + Yz (s)) W

1

+

(f (5, Ya (s)) — f (5, Y: (s))) ds + / (Ya (5) = Vi (s)) dIV..
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Donc

d(Xy = X) (1) = = (f(t, Y2 (1) = f(£, Y1 (2)) dt — (Y2 (£) — Y3 (£)) W, (3.9)

= [f(&, Y1 (t) = f(£, Ya(t)] db + [Ya (t) = Y2 (£)] WV,

d’aprés et en trouve

X, () — X (D) = —2 / (X1 (1) = Xa (8)) (f(5, Y () — f(s, Yals)) ds

Par passage a espérance on obtient :

E|X; (t) — X (t)|2+E/t V1 (s) — Ya (s)*ds
= —2E/t (X1 (s) — X2 () (f (s, Y1 (s) = f(s,Ya(s)) ds

< 9B / V21X (5) — Xa (5)] — (F(5. Y3 () — F(s, Ya(s)))ds

E
<8 ([ 4P e -xeps)ve( [ 212 7 (5.2 6) = Flss Vo) s

—2C2E(/ X1 (s) — Xa (s |ds>1+ E(/ Y1 (s (s)|2d5),

par conséquence on trouver

E|X, () — X () + %E/t Y4 (s) — Ya (s)|2 ds < 26 (/t X, (5) — Xo ()] ds> ,
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en déduire que

1
E|X; () — Xs (1)|? < 2B (/ X1 () = X (s)|2ds) .
t
Alors par utilisation de la lemme de Gronwall on a que
X (1) — X (£)* < Oexp (2¢°) (1 - 1),

alors

Xi(t)=X1(t), P—p.s.

Existence : Avec 'aide de Lemme (3.2.1), on définit une suite approximative avec type de
Picard itérative. Soit Yy (t) = 0 et {X,, (¢), Y, (£);0 <t < 1}, ., une suite dans M? (0, 1; R?) x
M? (0, 1; R*) deéfinie par :

1
/ (5, Yo () ds + / 9 (s) + Y (s)] IV, = X. (3.10)
Par définition on a

X (1 /st ds—/st ds+/[ (5) + Y, ()] IV,
—/ 9(5) + Yara (5)] AW,
= [ £ h @) = £ (D ds— [ W) vl aw

maintenant on va appliquée la formule d’ité pour | X, (t) — X, ()|

[ X (1) = X0 (D = [ X (1) = X (1) + 2/t (Xng1 (s) = X (5)) d (Xnpa (5) = X (5))

+ /t d <Xn+1 (s) - X, (S) , X1 (5) - X, (S)>s
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donc

Xt () = X (OF = =2 [ [ () = X0 ()06 ) = X0 5)
-/ (X — X Xr — X,
/ w1 (8) = X ()] [f (5. Yo (5)) = f (5, Yas (5))] ds
v / s (5) = X (9] Wi (5) — Ya ()] W,

Vo1 (5) = Yo (5)[" ds.

t

Par passage a l’espérance mathématique, l'utilisation de la propriété de martingale pour

Iintegrale stochastique et I'inégalité de Young, on obtient

B | X, (£) — |+E( / Yiar (s n<s>|2ds>
) / (Kr (8) — X (5)) (F (5. Y (8)) — f (5, Yar (5))) dis

< (ﬂc)QE/tl | Xi1 () — X ()" ds + $)) = f (s, Y1 (s)]*ds

<28 [ X () = X ()P ds + 38 ([ )~ Vors (9 ds).

pour k = 2¢, on trouve

E| Xt (1) — Xo (O] + E ( [ Was (9= Ya () s

1 1 1
< kE/ X1 (5) — Xo (5) ds + 51@/ 1Y, (5) — Yo s ()| ds. (3.11)
t t
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on note Uy, (t) = E (ftl X, (5) — Xy ()] ds), V,(t) = E (ftl 1Y, (s) — Yo (5)]2 ds) Vn >

Let Xo(t) =0, Xo(t) =0. L'inegalité (3.11)) implique que

E|Xns1 (6) — X (1) — kE (/tl | Xpg1 (5) — X ()] ds> +E (/tl Vi1 () = Y, (5))? ds)

1 1
< JE / Y (5) = Vi1 ()] ds,
t

on va multipliée par e** > 0, on obtient

B X, 1 (1) — X, ()] — ke ( /t X (5) - X () ds) M ( /t Yo (5) — Y (5)? ds>
< %ektE ( /t Y () — Yo (5) ds> |

comme U, (t) = E (ftl | Xi1 (8) — X ()] ds), il est claire de trouve

U ()= Ui (0= U (0 = B ([ X001 (9) = X, 0" s
c’est & dire ftl dUpys1(8) = Vor (1) — K <ftl | Xns1 (8) — X ()] ds) , donc
dUp1 (t) =-E ‘XnJrl (t) - Xy (t)’2 dt,

alors

_oht dUn 1 (1)

1
i kef Uy () + Vi (1) < §€ktVn QF

ceci equivalent a

1
E (Un+1 (t) ekt) + €ktvn+1 (t) S ieksVn (t) s (312)
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intégrant de ¢ & 1 on obtient

1 1 1
—/ di (Ups1 () ™) ds +/ eV, 41 (s)ds < 1/ eV, (s) ds,
t as t 2

t

—

1 1
Upyr (t) €M — eF U1 (1) + / eV, 41 (s)ds < 5/ eV, (s) ds,
¢

¢
et comme U, (1) =E <f11 | Xi1 (8) — X ()] ds) =0, alors on a

1 ek;s 1 1 ek;s
Ups1 () —i—/t EVTLH (s)ds < §/t %Vn (s)ds

—

| =

1 1
Upt1(t) + / ek(s_t)vnﬂ (s)ds < 5 / eIV, (s)ds,
t t

en particulier pour ¢t = 0
1 1 1
Un+1 (0) +/ eV, 11 (s)ds < 5/ eV, (s) ds,
0 0
utilisant le fait que U,.; (0) = E (fol | X i1 (s) — X, ()| ds), donc

1 1 1 /1
E (/ | X g1 (5) — X ()] ds) +/ V41 (8)ds < 5/ eV, (s)ds,
0 0 0

ceci implique que

1 1
/ eV, 41 (s)ds < —/ eV, (s) ds,
0 2 Jo

par recurrence on a

(3.13)
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On utilisant le fait que si s < 1 alors ona ks < k et e¥* < ¥ "par la croissance d’exponetielle",

on obtient

1 1
/ eV, 41 (s)ds < 27" sup V; (1) e’“/ ds < 27".¢.ek,
0 0

0<t<1

avec ¢ = sup Vj (t), ou bien
0<t<1

! 1 ! 1
/ eV, 11 (s)ds < —ek/ Vi (s)ds < —é"e,
0 2" Jo 2n
avec ¢ = fol Vi (s) ds. D’autre part on a d’aprés 1}
1 1
U 0 =B ([ o (6= X 0 ts) < 5 [ 0 (9)as,
0 0

car " = 0 et V,;1 (s) = 0, alors

kol
Un+1(0)§%/ Vo(s)dscar 0 < s <1
0

= 2—n€ké = 2_n66

k

d’aprés (3.12) et4V,,.; (t) < 0 on déduire que Uyy41 (0) < kU,41 (0) + 2V, (0). On a d’aprés
B12)

1
—eMdUp 1 (1) — ke* Uy (t) + €MV, (1) < §ektVn (t),

pour £ = 0 en obtient

—dUp 41 (0) — kUp41 (0) + Vi1 (0) < 2V, (0),

N| —

et comme dU, 1 (t) = =B |zn41 (t) — 2, (t)]* dt < 0, donc
1
Vn+1 (0) S kUn+1 (0) + §Vn (0) )

et comme

Ups1 (0) < 277",
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alors

_ 1 _
Va1 (0) <277k + §Vn (0) avec k = kePe.

Immédaitement

Vi1 (0) <27 (K +2"'V, (0)),

comme k < nk A zl%n

Vi1 (0) <277 [nk +2"7'V, (0)] .

3.2.3 Equation (/3.2

Maintenant en peut étudier I’équation

x(t)+/t f(S,fE(S),y(S))dSJr/t g (5,2 (s)) +y (s)] dW, = X, (3.14)

— avec
g:0Qx(0,1) x RT — Rk, (3.15)
f:2x(0,1) x R x Réxk — R4 '
— et avec la propriétés que :
£(:,0,0) € M? (0, 1,RY), (316)
g<>070) € M? (Oal;Rka)7 .
— et il existe ¢ > 0 tel que :
{|f (tvzlayl) - f (t>332792>| S C(|CE’1 - l'2| + |y1 - y2|) ) (3 17)
|g (taxl) - g(t,$2)| S C|l’1 - :L‘2| .

On note que ([3.15)),(3.16) et (3.17) implique que f (-, X (-),Y () € M*(0,1;RY) et g (-, X (), Y (-)) €
M? (0, 1; R*>*) n’import quand X € M? (0,1;R?), Y € M? (0, 1;RF) .

Théoréme 3.2.1 Etant donné X € L? (Q,ft, P, Rd), f et g satisfait 43.15|),43.161) et (f?.]?V,
il existe un paire unique (X,Y) € M? (0, 1; Rd) x M? (0, 1; Rka) résoudre équatz’on.
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Preuve. Unicité : Supposons (Xi,Ys) et (X»,Y>) deux solutions dans M2 (0,1;R?) x

M2 (0,1;R™*), on a, alors

donc en déduire que

d(Xy(t) = X (1) = [f (&, X2 (8), Y1 (1) = f (&, X2 (2), Y2 (£))] di
— g, X1 (1)) — g (8, Xy (£)] AWy — [Y1 (2) — Yz ()] dW.

Puis on va applique la formule d’it6 pour | X (£) — X (¢)]?

X () = X (O = 1% (1) = X () =2 | (X ()~ X () d (X3 (1) — X (1)
—/tld(Xl—Xg,Xl—X2>s,
- —2/1 (X2 () = X2 (9] [f (5 X1 (), YA () = f (5, X (5) i (s))] ds
+2/ X (s 9(5, X1 () — g (5, X2 ()] AW,
+/m<> Y (5)] dW, — / (5. X1 ()) — 9 (5, X2 ()" ds
/ Vi)~ oo ds—2 [ (Y (5) = Ya (5)) (9 (5, %2 (5)) — 9 (5 X () ds.

o1
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Maintenent par passage a espérence mathématique et 1'utilisation le fait que I'integrale sto-

chastique est un martingale de moyenne zéro, on obtient

E[X, (t) = X2 (1)]” < —2B (/t (X1 (s) = X2 (5)) (f (5, X1 (), Y1 (s5)) = [ (5, X2 (5) , Y2 (8)))) ds

ceci implique 'inégalité suivante

Emuo—&@W+E[nu@—n@Ww
§4E<Z(XMQ—XJQMH&XM@Yﬂﬁ%aﬂsXM@36®D)%
—m([&uwdaw@m&<» 9 (5, Xz (s )w—u/msx g (5, Xz () ds,

On va appliquée inégalite de Young 2ab < a? + b%, on obtient

BIX: (1) - <>|+E/|m<> @st

/ ‘Xl X2 ’ d3+

lg (5,21 (s g (s, x5 (s)[>ds + E
/ 2 \/52

—fEZLM() X (5)ds,
<428 [ 160 - P+ B ( [ (X6 - %P i) - P d)

+ogB (/ln() (o) ds).
<20 + 3¢ + ) /|X1 — X, (s)|Pds + E(/ 1 (s yg(s)|2ds>
+ o ([ e -ners).
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on prend ¢ = /2 on obtient

BIX: (1) - X, (t)|2+%E/t Yi(s) = Ya(s)ds < [ [Xi(5) = Xa (o) ds,

t

avec ¢ = 2c* + 3c% + %1, par utilisation de la lemme de Growall on trouve unicité.

Existence : On va construsie une suite approximative, et on va utilisé I'itération de Picad
avec l'aide de Proposition 3.2.1. Soit X, (t) = 0, et (X, (-),Y,(-)) € M?(0,1;R?) x

M? (0, 1; R*) deéfini récursivement par :
1 1
X, (1) + / (5, X0 1 (5),Ya () ds + / (s, X1 () + Yo ()] AWV, = X, (3.18)
t t
On a que

X () — X (1) —/t (f (8, X0 (5), Y1 (5)) = f (8, X1 (5) , Ya (5))) ds

T / (9(5. X0 (3)) — g(s, Xy () AW, + / Yo (5) = Y (3)] dVV,

Ceci implique que

d (X1 (1) = Xo (1) = =(f (6, Xo (1), Yoy (1)) = f (£, X (1), Y (1)) )dl (3.19)

= (9(s, X (5)) = 9(8, Xo-1 (8))) dW: = (Yoya () = Yo, (1)) AW
Maintenant on va appliqué la formule d’it6 pour |X,.1 (£) — X, (¢)[?

(X1 (1) = X (8)]° = [ X1 (T) = X (T)] — 2/t [ Xng1 (s) = X (8)]d (Xnpa () = Xo (s))

1
- / d<Xn+l - XnaXn-i-l - Xn>s ’
t
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D’aprés (3.19)), on obtient

Xt () = X (O =2 [ (s 5) = X () (5 X Yorr) = (5, Ko Vi) s
#2 [ X1 (9) = X 9] (06, 2) = 95, Xo1 ()
+2[wauﬁ—XM@unﬂ<>—Y<»dW
[0t X ) = gl Ko GO s = [ ()= Va 9P
—2[7xwm@—YM@MM&XM@)—M&XWu@nw

Par passage a espérence on obtient

B X (¢ |+E/|mH I ds

—E/MﬂM)X()U@&Km)f@&%mMS

—E/Wgsx sxam>Wm%aE[<nﬂwr4a@xmaxmm—g@xam@»@
<%m/Nxm<> m|w+fﬁlkﬂsXJao—ﬂanqmm%s
/|X X (s)Pds + E/ Yiet (s) — (s)|2ds+4E/t X, () — X1 (s)ds
E|Xn+1 | +E/ |Yn+1 | ds

<48E(/|Xa1<> <>|@) (——c) ([ 1t = o (o )
+ E( / Yir (s yds> (3.20)
< cE ( /t Xt (s) 5)[2 ds) ( / Yoir (5 5)[2 ds)

Comme U, ( ( ft | X ( 1 (s))? ds), il est claire de trouve

d
(Uit (8)) = Uiy (1) < Uy (1), avee U (1) =0,
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par la méme méthode utilisé dans la Proposition 3.2.1, on obtient

Ceci, avec 1) implique que (X,,) est une suite de Cauchy dans M? (0, 1; Rd) et (Y},) une
suite de Cauchy M? (0, 1; R™**). Alors, d’aprés (3.18)), (X,,) converge aussi dans L2 (2, C (0, 1; RY)).
Il s’ensuit alors de (3.18) que

X=IlmX,etY = limY,,

n—oo n—~oo

resoudre l'equation ((3.4). m

3.2.4 Le cas général

Maintenant en peut étudier I’équation

X (¢) +/t f(s,X(s),Y (s))ds +/t g(s,X (s),Y (s))dW, = X, (3.21)

—avec g: Q2 x (0,1) x R x Rk — RIE - £:0Q x (0,1) x RE x R*F — R?, et la propriétés
que :

{ f(-,0,0) € M2(0,1;RY) (3.22)

g ('7 07 0) € M2 (Oa ]-a Rka) )

— et il existe ¢ > 0 tel que :

|f (tvxlayl) - f <t71’2,y2)| + |g (twrlayl) -9 (tax27y2)| < C(’xl - ZL’2| + |y1 - y2|>7 (323)

pour tous z1, Ty € R?, y1,y2 € R¥¥F et il existe 5 = 0 tel que

lg (t,z,91) — g (t,z,92)] = Blyr — vo| (3.24a)
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On note que (3.23)+(3.24a)) implique que pour tous € R? et y — ¢ (¢, z,y) est une appli-

cation bijection de R** sur lui-méme.

Théoréme 3.2.2 Dans les condition ci-dessus sur X, [ et g satisfait (3.22) et (3.25),
, il existe un paire unique (X,Y) € M? (0, 1; Rd) x M? (0, 1; ]Rka) résoudre équation(3.21).

Preuve. La preuve est une adaptation avec des changements essentiellement évidents, des
preuves des résultats précédents. Nous indiquons simplement les étapes et expliquons le
nouvel argument qui est nécessaire dans la premiére étape. La premiére consiste a étudier
I’équation
1 1
X =X(t) —{—/ f(s) ds+/ g (s,Y (s)) dWs. (3.25)
t t

ou ¢ satisfait la version simplifiée de (3.22)) et (3.23), (3.24a) obtenue en supprimant la

dépendance en z. La deuxiéme étape résoudre I’équation
1 1
X=X+ [ FeY@E)ds+ [ oY (©)aw,
t t

ou f et g satisfont la version simplifiée de (3.22)) et (3.23]), (3.24al) obtenue en supprimant

la dépendance en z, et la troisiéme étape résoudre 1’équation (3.21]) . Considérons seulement

I’équation (3.25). Du Lemme 3.2.1, il existe une paire unique (X , Y) tel que

X:X(t)+/tlf(s)ds+/tlY(s)dWS,

il reste & montrer que étant donné Y € M? (0, 1; ]Rdx’“) il existe un unique Y € M? (0, 1; ]Rka)

tel que g (t,Y (1)) =Y (t) P—p.s.
Il résulte des propriétés de g que pour tout (t,w,y) € [0,1] x Q x R¥** il existe un élément

unique ®; (w,Y) de R™* tel que g (t,w, ®; (w,Y)) =Y.

Il reste qu’a montrer que ® est P x B (Rka) mesurable.
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On peut, sans perte de généralité, supposer que 2 = C ([O, 1] ;Rka), Wi (w) = w(t) et Fy est

une tribu de Borel. Notez que 1’ application

G(t,w,y) = (t,w,g(t,w,y))

est une bijection de [0,1] x Q x R™* en lui-méme. Puisque [0,1] x Q x R* est un espace
métrique complet et séparable, il découle du théoréme 10.5, page 506 dans Ethier et Kurtz

[3] que G! est Borel mesurable, c’est-a-dire B ([0,1]) x F; x B (R***) mesurable.

En considérant pour chaque ¢ la restriction de la méme application a [0, ¢] x C ([0, 1] ; R¥*) x
R?* on obtient que G™' est P x B (R***) mesurable, ce qui prouve ce qui précéde assertion

pour ¢. m

3.3 Conclusion :

Dans ce mémoire, on a donné la premiére esquisse de la notion Calcul d’It6 et d’équation
différentielle stochastique. On a démontré la théoreme fondamentale d’existence et d’unicité
et quelques exemples ont été cité dont le modéle de Black et Scholes qui est une application
a la finance. On a essayé d’éxposer une résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une
EDSR qui établi par E.Pardoux en 1990 qui étudier le cas ot le générateur f est globalement

Lipschitzien avec une condition terminale &, Fr—mesurable et de carré intégrable.
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Annexe : Resultats utiles

Lemme 3.3.1 (Lemme de Gronwall) : Soit T >~ 0 et soit g une fonction positive mesu-
rable bornée sur lintegralle [0,T]. Supposons qu’il existe deuzx constantes a > 0,b > 0 telle
que pour tout t€ [0,T] :

g(t) < a+b/0tg(s)ds....(1)

Alors, on a pour tout ¢ € [0, 7] :

g(t) < aexp(bt).

Preuve. En itérant la condition (1) sur g, on a pour tout n > 1 :

bt)? bt)" ¢ 51 o
g(t)<a+a(bt)+ a% + ...+ a% + b”“/ dsl/ dsz.../ 9 (Snt1) dspi1-
! 0 0 0

A(bt)7z+1
(n+1)!

Si g est majorée par A, le dernier terme se majore par et il tend vers 0 quand n — +o0,

ce prouve le lemme car le dévelopement & droite tend vers a exp (bt). =

Théoréme 3.3.1 (Théoreme de representation des martingales Browniennes) Soit
(Ft)o<i<r la filtration naturelle de MB (Wy)oc < - Soit M une martingale continue de carré

intégrable par rapport a (F;)gc,eq- Alors il existe un unique processus prévisible H vérifiant :

E (fOT Hfds) < oo tel que ¥Vt € [0,T] ;
t
M, = M, +/ H.dW.P — p.s
0

Lemme 3.3.2 (Inégalité de Holder) Soient p,q € [1,400] des exposants conjugués.ie.% +
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%1 =1. 8i f, g sont des applications mesurables,alors :

1Fglly < A1, gl

En particulier, l'inégalite de Holder(dans le cas p = 2) donne linégalité de Cauchy-Schwarz :|| fg||, <
1F112 gl

Lemme 3.3.3 (Lemme de Fatou) Soit (X,), -, une suite de v.a réeles, alors
/ lim inf X,,dY < lim inf/XndY
Théoréme 3.3.2 (Inégalité de Doob) Si (X,),~, est une martingale continue, alors

E [ sup |Xn\} <4sup E UXT\Q] .

0<t<T 0<t<T

Théoréme 3.3.3 (Théoreme du point fixze) Soit (E,d) un espace métrique complet et
Q : E — FE une application contractante, i.e.Lipschitizienne de rapport K < 1. Alors, Q

admet un unique point fize a € E telque :Q (a) .

Proposition 3.3.1 (Suite de Cauchy) On dit qu'un suite de réels est de Cauchy si elle

vérifie la propriété suivante :
Ve - 0,IN e NyVnm e N(n > N etm > N) = (|U, — Uy| <¢).
Cette proposition peut se comprendre comme

lim |U, — Up| = 0.

n,1M— 00

Définition 3.3.1 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou

complexe muni d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Remarque 3.3.1
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1. Tout suit convergent=-suit de Cauchy.

2. Une suite de Cauchy dans espace de Hilbert =-suite convergent.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
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Annexe2 : Abréviations et Notations

(Q,F,,F= (Ft)i0 P) un espace de probabilité filtré

L2

Cn+1

DS
p-p

o*
cadlag
P—p.s
dt x dP

trace (M)

lq

M, <qa(R)

S2(R)

Mznxd(RkXd)

Se

M2 (RF*d)
i.e

RF

RFkxd
resp

Id
EDSR
EDS

MB

I’espace des fonctions de carré intégrable
Ensemble des fonctions (n + 1) fois dérivable et dont la dérivée
(n+1) éme est continue
Presque stirement
Presque partout.
Transposée de lamatrice o.
Continue & droite admet de limite a gauche.
presque surement pour la mesure de probabilité P
Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0; 7] avec la mesure dP
La trace de la matrice. M.
Telle que
L’espace formé par les processus Z progressivement mesurable
a valeur dans R ..
I’espace vectoriel formé par les processus Y progressivement

mesurable a valeur dansR*telleque ||Y||s. = E ( sup |Yi| 2) < oo}
0<t<T

I’espace formé par lesprocessus Z progressivemen tmesurable & valeur
T
dansR**%telleque | Z ||y = B (/ |1 Z4]| 2dt) < oo}, on: siZ € R || Z|2,
0

le sous-espace par les processus continue}

désigne I’ensemble des classes équivalente deM?(R¥*9)
C’est a dire

Espace réel euclidien de dimension k.

Ensemble des matrice réelles k x d

Respectivement

Matrice identité

Equation Différentielle Stochastique Rétrograde
Equation Différentielle Stochastique

Produit Scalaire

Mouvement Browniens
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/ Résumé \

L’objectif principal de ce travail est de démontrer le
résultat d’existence et d’unicité de la solution d’équations
différentielles stochastique rétrogrades ‘(EDSR en

abrégé) ; ce résultat est une étude de base, qui traité le
cas lipchitzien établi en 1990 par E. pardoux et S.peng.
Mots clés : Equations différentielles stochastiques

&étrogrades, cas Lipchitzien, I'existence et |'unicité. /
/ Abstract \

The main objective of this work is to demonstrate and
study the result of existence and uniqueness of backward
stochastic differential equations (BSDE in short) ; this
result is a basic study , which deals with the Lipchitz case
established in 1990 by E.Pardoux and S.peng.

Key words: Backward stochastic differential equations,

\Lipchitz case, existence and uniqueness. /




