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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(Q, F,P) Espace de probabilité.
(Q, (Ft)i>0, F, P) Espace de probabilité filtré.

EDS FEquation différentielle stochastique.

R? FEspace réel ecludienne de dimension d.

E Espérance par rapport a la probabilité P.

B; Mouvement brownien

(MVSDE) Mec-kean vlasov stochastic differential equation
J(.) La fonction de cotit

U Ensemble des controles admissible.

u Controle optimale.

P—p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous considérons une classe spéciale d’équations différentielles sto-
chastiques, nous ajoutons un troisiéme parameétre aux coefficients appelé parametre de
distribution, ce qui permet de rendre les coefficients dépendants de la loi de processus
inconnu non seulement de son état. Cette classe d’équations différentielles est appelée "les
équations différentielles stochastiques de McKean-Viasov”, notées (MVSDE) ou encore
de type Mean field (MFSDE).

Les équations stochastiques de type Mean Field ont été étudiées en physique statistique,
ces EDSs représentent en quelque sorte le comportement moyen d’un nombre infini de
particules. Ces équations ont joué un réle important dans la théorie des jeux, cette théorie
a été inventée par P.L. Lions et J.M. Lasry en 2006, pour résoudre le probleme de I’éxistence
d’un équilibre de Nash approximatif pour les jeux différentiels, avec un grand nombre
de joueurs. D’autre part, ce type d’équations a trouvé des applications dans plusieurs
domaines tels que la finance mathématique, les réseaux de communication et la gestion des
ressources pétroliéres. On examine les propriétés générales de ces équations stochastiques,
telles que I'existence et 1'unicité de la solution ainsi que la stabilité. En théorie de controle,
notre attention s’est portée sur la controlabilité des systémes gouvernés par des EDSs de
type McKean-Vlasov. Cette étude est motivée par le comportement de grandes populations
en interaction.

On donne un aspect général sur ce mémoire :

Dans le premier chapitre, on commenge par donner quelques préliminaires nécessaires pour



Introduction

aboutir aux principaux résultats. On fait rappel aux notions de base du calcul stochastique,

les équations différentielles stochastiques (EDSs) et leurs propriétés générales et la mesure

de martingale. On introduit également la métrique de Wasserstein, qui est une métrique
dans 'espace des mesures de probabilité.

en deuxiéme chapitre,on présente le théoréme d’éxistence et d’unicité pour une classe

de MVSDE sous une condition de type Osgood sur les coefficients, améliorant le cas

Lipschitzien, nous introduisons aussi une méthode itérative pour I'approximation d’une

solution (I’approximation de Picard), et nous prouvons que sous certaines conditions une

suite de processus itérés converge vers la solution unique de [2.1}

Le troisieme chapitre est consacré a ’essentiel de ce travail, on considére les trois différents

résultats de stabilité.

— Stabilité par rapport a la condition initiale : L’application qui associe une valeur initiale
a la solution de [2.1] est une application continue en considérant certaines conditions de
régularité.

— Stabilité par rapport aux coefficients : C’est une facon d’approximer la solution a travers
la définition des suites de fonctions qui convergent vers les coefficients.

Sous certaines hypothéses, nous prouvons que les solutions obtenues convergent vers la
solution unique.

— Stabilité par rapport a des processus directeurs : Nous pouvons approximer la solution
en approchant le processus directeur par des martingales continues.

On termine par I’étude du probléme de controle relaxé de ce type des EDSs en se basant

sur une suite de problémes de controle.



Chapitre 1

Préliminaires

On note (€2, F,P) est un espace de probabilité complet tout au long de ce travail.

1.1 Processus stochastiques

Dans cette section, nous concentrons sur les processus stochastiques, qui sont une com-
posante nécessaire de la théorie des équations différentielles stochastiques. Nous donnons
les définitions de base et les résultats les plus essentiels dont nous aurons besoin plus tard

dans cet mémoire.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit (2, F,P) un espace de probabilité , T
un ensemble d’indices non vide. On appelle processus stochastique sur un espace de pro-
babilité (Q, F,P) a valeurs dans R tout famille X = (X;)ier de variables aléatoires X,

mdexée par un ensemble T dépend de deux paramétres t et w telle que :

pour w € () fixé : Pétat du processus est une variable aléatoire X;(w) sur (Q, F,P).

pour t € T' fixé : I’état du processus est une fonction a des valeurs réelles appelée

trajectoire .

Définition 1.1.2 (Indistinguabilité) Soient X et Y deux processus stochastiques. On
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dit que X = (X (t))ier et Y = (Y(t))ier sont indistinguables si :

P(X,=Y, WVt €T) = 1.

t

Définition 1.1.3 (Modification des processus) Soient X etY deux processus. X est
une modification de Y si, pour tout t > 0 , les variables aléatoires X; et Y; sont égales
P—p.s.

vt > 0, P(X;=Y,) =1

— La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modification.
— Notons que si X est une modification de Y et si X et Y sont a trajectoires continues a

droite (ou & gauche) alors X et Y sont indistinguables.

Définition 1.1.4 (Filtration) Soit (Q0,F ,P) un espace mésurable. Une filtration est une

famille croissante des sous tribus emboités de F tel que :
Vs <t ,FsCF CF

L’espace (Q,F, (Fi)iwcr, ,P) sera appelé un espace de probabilité filtré.

la filtration naturelle d’un processus (X, t € RY) est donnée par (FX,t € RY) telle que :

F=0{X;0<i<t}

Définition 1.1.5 (Processus adapté) un processus (X;,t € R") est adapté a une fil-

tration (Fi,t € RT) si X, est F,—mesurable.

Définition 1.1.6 (Processus progressivement mésurable) On dit que X(t) est pro-

gressivement mésurable par rapport a une filtration (Fy)i>o, si l'application :

X (w,t) — X; (w) deQ2 x [0, s] dansR
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est mésurable par rapport & F, @ B ([0, s]) et B(R).

Définition 1.1.7 (Processus continu) un processus est dit a trajectoires continues (pro-

cessus continu) i :

P({w € Q,t — Xy(w)}) =1

Définition 1.1.8 (Processus de Markov) un processus X = (X;)icp+est dit de Mar-

kov si pour tout 0 < s < t, et toute filtration borélienne et borné f: R — R,On a
Blf(X)|F] = E[f(X)|X5]  P—ps,

avec (FX = o{X;;0 < i < s}).

Définition 1.1.9 (Mouvement Brownien) soit (0, F ,(F)icr,,P) un espace de pro-

babilité, le processus B = (By)i>0 est un mouvement Brownien standard si :

— By =0. p.s
— (By) est & accroissements independants et stationnaires.

~ B, ~ N(0,t),Vt > 0.

Définition 1.1.10 (Martingales) On dit que (M,;);>0 est une martingale (resp. sur-

martingale, sous-martingale) si :

— (My)i>0 est adapté.

-Vt >0, E(|M;]) < 0.

- Vs <t, E[M|Fs] = My, p.s ( resp. < M , resp.> M,).
— Un mouvement Brownien est une martingale.

— Le processus {X, —t } est une martingale.

Théoréme 1.1.1 (Représentation de martingale) Soit (Q,F, (Ft) =0 ,P) un espace

de probabilité filtré et (By;)i>o0 un mouvement Brownien. Soit (Mt)t20 une martingale JF;-
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adapté, alors il existe un processus Z tel que :

t
M, = My + /ZSdBS

0

1.2 Calculs stochastiques

Dans cette section, nous avons deux objectifs. La premiére consiste a donner une définition
correcte pour 'intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien. Le deuxiéme
objectif est définir les équations différentielles stochastiques et donner un théoréme d’éxis-

tence et d’unicité pour les solutions.

Définition 1.2.1 (L’intégrale stochastique (1’intégrale d’It6)) Il s’agait d’une in-

T
/ XdBy,
0

o (B;)i>0 est un mouvement Brownien, et (X;);>0 un processus stochastique,répondant

tégrale de la forme :

a certains critéres d‘intégrabilité. En ingénierie financiere, (B;):>o pourrait par exemple
représenter 1‘évolution du prix d‘un actif dans le temps et (X;);>o la stratégie de trans
répaction sur cet actif d‘un investisseur.

L‘intégrale est alors le gain réalisé a 1‘horizon f. la manipulation de cette forme d‘intégrale
est facilitée par l‘utilisation de la formule d‘It6, faisant référence & son auteur le mathé-

maticien Kiyoshi Ito.

Propriété 1.2.1 L‘intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

I (@X1 + bX5) (s)dB(s) = a [ Xi(s)dB(s) +b [, Xo(s)dB (s),

~ BE(f] X (s)dB(s)) =0,

~ Bl(f) X (5)dB (s))? = E(f, X (s)* ds)  (Isométrie dito),
~ El(fy X1(s)dB (5))([y Xa(s)dB(s)) = E(Jy X1(s) Xa(s) ds),

- E(fOtX (s)dB(s)|F,) = ([, X (s)dB(s)) (Propri¢té de martingale).

6
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Rappelons que S* désigne 1’ensemble des processus intégrables, S? est I‘ensemble des pro-

cessus (X¢)i>o adapté a la filtration F; tel que :

E(/OT)(?(s)ds) < 0.

Définition 1.2.2 (processus d’It6) Un processus X = (X;)i>0 est un processus d’Ito

s’il exsiste Xo,Y € St et Z € S? tels que

t t
X = Xo —|—/Y5d5+/ZSdBS
0 0

Théoréme 1.2.1 (formule d’It6) Soit f une fonction continuement différentiable deux

fois et W un mouvement brownien ,On pose :
t t
Xy = X0+/b(s,Xs)ds+/U(s,Xs)st.
0 0
On a :

(1,0 = 408, X0) + S0t X0)a )t + £(1, X)X,

= (e, X0)dt £, XA, Sl (1 XA (X),.

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) (X ()<< » (Y (t))o<icr

deux processus d’Ito, on a :

X(t)Y(t):X(t)Y(t)+/tX(s)dY(s)+/Y(s)dX(s)+<X,Y >, .

t
0
1.2.1 Equations differentielle stochastique (EDS)

Définition 1.2.3 SoitT" un nombre positif. On considére deux fonctions b et o mesurables

de R X R dans R . On se donne également un espace de probabilité (0, F,P) muni d’une
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filtration (Fi)i>o0 et B un mouvement Brownien sur cet espace. On peut considérer une

équation d’une forme plus générale
t t
X, = x+/b(s,Xs)d8+/ o(s, Xs)dBs.
0 0

Ou sous une forme :

dXt =+ b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt (1 1)
X() = X.

Dans cette equation, le coefficient b s’appelle le drive et o s’appelle le coefficient de diffu-

sion.

Définition 1.2.4 (Solution forte) Une solution forte de I’EDS est un processus X =

(Xt)eeo,r) continu, Fi-adapté, tel que :
t t
/ Ib(s, X)|? +/ l0(s, X)| 2ds < 00
0 0
X wvérifie I équation.
Définition 1.2.5 (Solution faible) La solution faible de l’équation est un triplet :

- (Q,F ,F,P), un espace de probabilité filtré,
— B un F;—mouvement Brownien,
— X, un processus F;—adapté.

Les processus X et B sont définis sur le méme espace donné et vérifient :
T T
P(/ 02(s, X,)ds < 00) = p(/ b(s, X,)ds < o0) = 1,
0 0

et (B, X) est vérifie 'EDS (|1.1)).

Théoréme 1.2.2 (Existence et unicité) Le théoréme suivant donne des conditions suf-

fisantes sur b et o pour avoir un résultat d’éxistence et d’unicité pour (1.1).
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1) b et o deux fonctions continues .

2) Il existe une constante K > 0 telle que; pour tout ¢ € [0,7] et x,y € R":

[b(t, @) + lo(t,2)|* < K*(1 —[a]?).

3) La condition initiale X, est indépendante de ¢, et elle est de carré intégrable.(E(]| Xo| ) < +00).

Alors, pour ¢t < T, 'EDS admet une solution unique (X3),, a trajectoires continues. De

plus cette solution vérifie : E( sup |X¢|?) < oo.
0<t<T

L’unicité signifie que si (X;)i>0 et(Y;)i>0 sont deux solutions de 1’équation (|1.1]), donc

P— pS\V/t Z Oa(Xt)tZO = (}/t)tZO 5 alors

P(sup |[X;—Y|=0)=1

0<t<T

Définition 1.2.6 (Mesure martingale) Soit (Q, F, (F;)i>0,P) un espace de probabilité
filtré et (E,e) un espace métrique {M;(A),t > 0; A € E} est appelée un F,—mesure de

martingale si et seulement si :
1. {M;(A),t > 0} est une F;— martingale, VA € &;
2. VM,(.) est une mesure o—finie dans le sens suivant : il existe une suite non décrois-
sante (F,) de E avec U, E, = FE tel que

a) Pour chaque t > 0 ,sup [M(A,t)?] < 0, &, = B(E,)
Acé,

b) Pour chaque t > 0, E[M(A;,t)*] — 0; pour toute suite (4;) de &, décroissante a @.

Pour A, B € &, il existe un unique processus prévisible (M (A), M (B)), tel que M (A, t)M(B,t)—
(M(A), M(B)), est une martingale. Une mesure de martingale M est appelé orthogonale

si M(A,t).M(B,t) est une martingale pour A, B€ £, ANB = O.

Si M est une mesure de martingale orthogonale, on peut prouver ’éxistence d’une mesure

positive o—finie p(ds,dz) sur R x E; F; prévisible, de telle sorte que pour chaque B de

9
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A le processus p((0,t] x B)); est prévisible et satisfait
VB € &Vt >0, 1((0,t] x B) = (M(B)), P—a.s

Définition 1.2.7 (La métrique de Wasserstein) Soit P(R?) [’espace des mesures de
probabilités définies sur R et pour tout p > 1, notons P,(R?) le sous-espace de P(R?) des
mesures de probabilité & moment fini d’ordre p, pour u,v € P,(R?) , on definit la distance

de p-Wasserstein W, (, v) par :

1/p

W, () = inf U o —ylPdr(zy)|
ExXFE

mell(p,v)

ot IT (11, v) désigne I'ensemble des mesures de probabilité sur R? x R? dont le premier et

le second marginales sont respectivement p et v.

Proposition 1.2.2 Dans le cas ot . = Px et v =P, sont les lois des variables aléatoires

X etY a valeur dans R? d’ordre p, alors :

W, (1) < B[IX - YP].

Proof. On a :
1/p
W, (p,v) = inf [/ |z —y|? dﬂ(x,y)]
well(u,v) ExE
W, (p,v)! = inf {/ |z —yl? dﬂ(x,y)]
well(p,v) ExE
<[ - @) @
ExXE
=F[X - Y|p] .
n

Remarque 1.2.1 Nous pouvons avoir besoin de définir la continuité de Lipschitz par

10
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rapport o la variable de distribution, c’est-a-dire pour toutes les mesures de probabilité tel

que pour tout ju,v € P,(R?)
|b(taXt7H) _b(taXtaVN < d(IU,V),

ou d est la distance entre deux mesures de probabilité.

Lemme 1.2.1 Soient 1, v € P, (Rd) . Alors
W (1, v) < Wy (s, v)

pour tout 1 < p < g < oo.

Proposition 1.2.3 (Kantovich-Rubinstein) Pour u,v € Pi(R?) on a :

Wy (Na’/):{

sup/ hd (1 — v)
R4

|h € Lips;(R?) } ;
ot Lipsi(R?) est composé de toutes les fonctions h : R? — R satisfaisant

|7 (x) = h ()] <z =yl

pour tout z,y € R%.

1.3 Quelques inégalités

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Gronwall) Soit g une fonction continue telle que pour tout

t>0,o0na:

Vt € (0,7 0<g(t)<al(t)+ ﬁ/g(s)ds, aveca > 0,5 > 0.
0

11
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Pour une constante 5 > 0 et pour une fonction « : [0,7] — R intégrable par rapport a

la mesure de Lebésgue. On a alors

t

Vt € (0,7 Ogg(t)Sa(t)+ﬁ/a(5)exp(ﬁ(t—s))ds.

En particulier, si est une fonction constante, on trouve
vte[0,T]  g(t) < aexp(f)

+

Q=

Lemme 1.3.2 (Inégalité de Hoélder) Soient deux nombres conjugués <% = 1) avec

p,q € ]1,00]

f € LPet g L9 Alors le produit fg € L'

[ 1781 <171 gl

Lemme 1.3.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) L’inégalité de Holder pour p = q = 2

/umswmwmy-

Lemme 1.3.4 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BGD") Soit L € £, (R™*™)

et p € (0,00), donc il existe deux constantes c,, C, > 0 ne dépendant que de p tel que :

T 2 P T 2
1L as SE(wp )S@EMIMA%4
0 te[0,7) 0

Théoréme 1.3.1 (Convergence dominée de Lebesgue) Soit {f,} une suite de fonc-

T
[L.dB,
0

cplb

tions mésurables telle que

- lim f, (:E) = f(:L’)

12
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— Il existe une fonction intégrable g telle que :
VeeX,  fu(z)<g(z)

Alors f est intégrable et
lim fndp = / fdu.
X X

n—-aoo

13



Chapitre 2

Les équations différentielles

stochastiques de type Mckean-Vlasov

Dans cette section, nous introduisons les équations différentielles stochastiques de McKean-
Vlasov (M'VSDESs), qui sont une généralisation des équations différentielles stochastiques,

mais les coefficients dépendent de la loi de processus inconnu non seulement de son état.

2.1 Formulation de probléme

Soit (£2, F,IP) un espace de probabilité équipé d’une filtration, satisfaisant les conditions
usuelles et B; un mouvement Brownien d-dimensionelle défini sur cet espace.
Considérons ’équation différentielle stochastique de McKean-Vlasov (MVSDE) suivante

qui s’appelle aussi I’équation différentielle stochastique a champ moyen :

dXt = b(t,Xt,IPXt)dS+O'(t,Xt,IEDXt>dBS (2 1)

X() =,
ou b est la dérive et o est la coefficient de diffusion. Pour ce type des EDSs la dérive et le

14
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coefficient de diffusion dépendent aussi au distribution de la solution.
Ces hypotheses sont valables tout au long de ce travail :
Notons P, (RY) 1‘espace de toutes les mesures de probabilité ;1 avec un second moment fini,

i.e / |z|* i(dx) < +o0. Supposons les fonctions boréliennes mésurables

R4
b:[0,T] x RY x Py(R?) — R?
o :[0,T] x R x Py(RY) — R* @ R?

(H;) Il existe C' > 0 telle que

[b(t, 2, )] < C(1 4 [z)

jo(t, 2, )| < C(1+ |]),

pour tout (¢,z,u) € [0,T] x R? x Py(RY).

(Hs) Il existe un constant L > 0 tel que :

b(t, 2, 1) = b(t,y, 1) < Lz —y| + Wa (p, 1')]

lo(t,z, ) —o(t,y, )W) < Lz —y| + Wa (u, 1))

Pour tout t € [0, 7], z,y € RY u, ' € Po(R%), ot Wy est la métrique de wassertein.

2.2 Existence et unicité des solutions

2.2.1 Cas globale de Lipschitz

Dans cette section, nous allons généraliser le théoréme qui énonce 1’éxistence et 'unicité

d’une solution.

Théoréme 2.2.1 Sous les hypthéses (Hy) et (Hy), [’équation admet une solution

15
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unique tel que

E [sup |Xt|2} < 400

t<T

Preuve. Considérons ’application suivante

U C ([0,T],Po(RY) — C ([0, 7], Po(RY)

p— V() = (L(X}))i>0,la distribution de X/'

U est bien définie comme X/ a trajectoires continues et F [supt o | XY |2} < +o00.
Pour prouver I’existence et 1'unicité de (2.1)), il suffit de prouver que I’application a un point
fixe unique. Utilisons le calcul stochastique, les propriétés de la métrique de Wasserstein,
en va montrer facilement que :

Tk

Supth W2(qjk (:u)t ) \Pk (V)t)z S Cﬁ SuptST W2 (:ua V>2

pour x grand, U* est une contraction stricte qui implique que ¥ admet un point fixe unique

dans l'espace métrique complet C ([0, 7], P2(R%)). m

Exemple 2.2.1 On va montrer qu’il existe une solution unique au MVSDE suivante

dX; = cos (X;) dB; + Esin (X;) dt

X[) = 2.

Rappelons que les fonctions sinus et cosinus sont des fonctions Lipschitz bornées par 1.

Par conséquent, le coefficient o satisfait clairement (H;) et (Hs), il suffit donc de vérifier

16



Les équations différentielles stochastiques de type Mckean vlasov

que le coefficient b est Lipschitzien continu. On a
bt ) = [ sin () i (),
R
utilisons la proposition (|1.2.3))

|6t 2, p) = b(t, 2z, v)| =

/R sin () dpt (1) — /R sin (t) du (t)‘

s du=)

o

:WI(/“L7V)

h € Lz’psl(R)}

‘4Mde—vxw

:|x_y|+WI(M’V)

Donc, par le lemme (1.2.1)) on trouve :

|b(tal"7ﬂ)_b(ta$>V)| - |$—y|+W2(M,V)

2.2.2 L’unicité sous la condition d’Osgood

Dans cette section, nous relaxons la condition globale de Lipschitz en la variable d’état.En
va démontrer 1’éxistence et I'unicité d’une solution lorsque les coefficients sont globalement
Lipschitz dans la variable de distribution et satisfont un condition de type Osgood en la
variable d’état. Considérons ’équation suivante :

dX, = b(t, X,,Px,) ds + o (t, X,) dB, )

onx

Supposons que b et o sont des fonctions boreliennes bornées a valeurs réelles satisfaisant :

17



Les équations différentielles stochastiques de type Mckean vlasov

(H,) 1l existe C' > 0, tel que pour tout z € R et (u,v) € Pi(RY) x P;(RY)

b (t, @, 1) = b(t,2,0)| < CWi(u,v)

(H;) 11 existe une fonction strictement croissante p(u) sur [0; +00) telle que p(0) = 0 et

p? une fonction convexe satisfaisant [ p=2 (u)du = +oo, telle que V(z,y) € R X R et

o+

ne P2(Rd)7

lo(t,2) = o(t,y)] < p(lz—yl).

(Hg) 11 existe une fonction strictement croissante x(u) sur [0; +00) telle que £(0) = 0 et

K concave satisfaisant [ k71 (u) du = +oo,telle que V(z,y) € R X R et u € Po(RY),

o+

Avec ces hypothéses on peut formuler et prouver le théoréme suivant qui nous donne

'unicité trajectorielle pour la solution de I’équation (2.2)).

Théoréme 2.2.2 Sous les hypothéses (Hy) — (Hg) ’équation possede la propriété
d’unicité forte.

preuve. Puisque [ p~? (u)du = +o0, il existe une suite décroissante (v,) de nombres
o+

positives réelles telque 1 > «,, satisfait :

1 a1 Qn—1
/pQ(u)du:l,/p_Q(u)du:Z ..... ,/p_Q(u)du:n, .........

a, converge vers 0, quand n tend vers 0.
Les propriétés de p nous permettent de construire des fonctions ¢, (u), n = 1,2, ..., telles
que :

¥n(u) est une fonction continue telle que son support est contenu dans (ay,, a,—1) ,

18



Les équations différentielles stochastiques de type Mckean vlasov

0< dulu) < 292 (u) et / ()t = 1.

lz| oy

U, () = /dy/wn(u)du,:c eR.

0
Il est clair que 9, € C? (R) tel que [¢¥,| <1 et (1J,,) est une suite croissante converge vers
|z

Soit X} et X? deux solutions correspendant au méme mouvement Brownien et méme

MVSDE :

t t
th_Xg:/(a (s, XJ) —a(s,Xf))st+/(b (5, X.,Px1) — b (s, X2, Px2)) dB,.
0 0

Utilisons la formule d’It6, on obtient :

t
0 (X = X2) = [0, (X2 = X2) (0 (5. X1) = o (5. X2)) B,

0
t

+/19; (X! = X2) (b (s, X1 Pt} — b (s, X2, B ) ds

0
t

1 " 1 2 1y 2\\ 2
g [0 = X2) (0 (5. X2) = o (5. X2)) 2.
0

¥ et o sont bornées, alors le processus sous le signe d’intégrale est suffisamment intégrable.
n )

Le premier terme est une martingale (locale) Alors son espérance est 0, Donc

t

E (0, (X} - X2)) = E /19; (X! = X2) (b (s, X1 Pxr) — b (5, X2, B ) ) ds

S

0
t

L | [0 2 (o (5. X0) = (s, 2)) s
0

=L +1.
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Mais nous savons déja que
Wi (Pxy, Pxz) = B [|X; - X7|]

Donc
t t

In gE/;<|X81—Xf\der/CE\Xj—Xf‘ds.

Puis par le lemme de Gronwall, il existe un constant M tel que

t
11| < M.E/KJ | X2 — X2|ds.

0
D’autre part :

t
Bl = 5B | [ (X1 = X2) (0 (5. X0) = r (s, 2)) s

0
t

<-E /gp—2(X§—X§)p2(X;—X§)ds =

1 t
2 n n’
0

Donc |I5| tend vers 0 quand n tend vers +o0.

Soient n tend vers +o0o on trouve :
t
E(|x} - X7|) < M.E/ﬁ (| X2 — X2|) ds.
0

Pour que [ k7! (u)du = +oco. Nous conclure que E (| X} — X?|) =0. =

o+
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Les équations différentielles stochastiques de type Mckean vlasov

2.3 Convergence de ’approximation successive de Pi-
card

Supposons que b(t, z, 1) et o(t, z, ;) satisfont les hypotheses (H;) et (Hsz). Nous allons
prouver la convergence de schéma d’itération de Picard. Ce schéma utile pour les calculs

numériques de la solution unique de I’équation ([2.1J).

Soit (X}) =« pour tout ¢ € [0,7], On définit (X;*"") la solution de 'EDS

dXP =b(t, X, Pxp) ds + o (t, X7, Pxyp) dB,

Xptt = .

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (Hy) et (Hz), la suite (X™) converge vers X la

solution unique de
E {sup | X — X3 2} — 0.

t<T

Preuve. Soit n > 0, appliquant les arguments usuelles comme l'inégalité triangulaire,

I'inégalité de Schwartz et 'inégalité de Burkholder Davis Gundy pour la partie martingale,

on obtient :

. 2

X - x| <2 /\b (s, X7, Pxr) —b(s, X", Pyno)| ds
0

2

t
2 / 0 (5, X7, Pxy) — 0 (5, X774, Pyas)| dB,
0

T
E [sup ‘thJrl — X:V} < QTE[/ |b (S,X?,ng) —b (S,Xgilapxg—l) ’2d3]

t<T
0

t
+202E[/ ‘0 (S,X;‘,IP’X;I) -0 (s, X;L_l,IP)X;Lq) ‘2 ds].
0
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Les équations différentielles stochastiques de type Mckean vlasov

Les coefficients b et o étant Lipschitziennes est continus en (x, 11). Alors on obtient :
T
E {Sup Xyt — Xgﬂ <2(T +Cy) LQ/E X2 = X2 °] + Wa (Pxy Py ds
t<T )
<4(T+C) I E[|xr - Xg—1|2] ds

< 4(T + Cy) L?

E |sup |X: — X;L_lﬂ ds,

L t<T

St — s T

pour tout n > lett <T

T T
E {sup‘th —Xgﬂ < 2T/b|(s,x,,u)]2ds+C'2/a|(s,x,,u)]2ds
0

t<T
0
<2(Co+T)M (1+E|z)’) T

S A1T7

ou le constant A; dépend seulement de Cy, M, T et E |x|2 Donc par récurrence en n, on
obtient :

An+1Tn+1
E |sup | X — xn]?| < 22—
t§¥| t t ’ - (Tl + 1)'

En particulier, il implique que (X!) est une suite de Cauchy dans I’éspace complet L2 (Q, (C 0,77, Rd)) .

Par conséquent (X/') converge vers une limite (X;) qui est la solution unique de (2.1). m
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Chapitre 3

Stabilité et compactification en
controle optimal des équations
différentielles stochaastique de type

Mckean-Vlasov

Dans ce chapitre, nous considérons quelques résultats de stabilité de la solution. Dans ce
qui suit, nous considérons des problémes de contrble optimal, notre point de départ est le
probléme de controéle strict. Nous construisons un deuxiéme probléme de contréle appelé

le controle relaxé et nous donnons son approximation.
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3.1 Quelques propriétes de stabilité des équations dif-
férentielles stochastiques

3.1.1 Stabilité par rapport la condition initiale

On note par (X7) la solution unique de tel que X§ ==

dX7 =b(t, X7, Pxz) dt + o (t, X7, Pxs) dB,
Xi=ux

Théoréme 3.1.1 Supposons que b(t,x, ) et o(t,z,u) satisfont (Hy),(Hs), alors 'ap-
pliaction :

®:R"— L*(Q,C[0,T],R?)

définie par (® (z),) = (X}) est continue.

Preuve. Soit (X,,) une suite de R? converge vers X. Prouvons que

lim E {sup | X — X3 2] =0,

n—-+o00 t<T
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ou X'=X;.Ona

t
XP = X2 = [en -+ / (b (5, X", Pxs) — b (s, X., Pxy)) ds

0
t

+/0 (5, X2, Pxn) — 0 (s, Xy, Pxn) dB,|*
0

t
<3|z, — x> + 3(/ b (s, X2, Pxn) — b (s, X, Pxn)|ds)
0

t
+3(/ o (5, X0, Pxy) — o (s, X, Pxn )| dB,)?
0

t

E {Sup X" — X, 2} <3|z, —z + 3E[sup/ 16 (s, X2, Pxn) — b (s, X2, Pxn)|ds)]?
t<T s<t
0

t
+3E[sup/ }a (s, X2, Pxn) — o (s, X, Pxn)

s<t
0

dB,J? .

Par les inégalités de Schawrtz et Burkholder Davis Gundy, On obtient :

t
E [sup | X" — X 2} < 3z, — ) + 3TE[/ 16 (s, X2 Pxr) — b (s, X7, Pxr) |2 ds)]
0

t<T

t
+BC’2E[/ |0 (5, X2, Pxn) — 0 (5, X7, Pxn) |* ds].
0

La condition de Lipschitz implique que :

t

E [sup |IX" — X 2} < 3wy — P+ 3(T + C) LQ[/E | X7 — X2 + Wy (Pyn, Py, )]ds
t<T
0

tel que
W3 (Pxp,Px,) < B [| X7 - X,|7],
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alors

t
E [sup]Xt” —Xt|2] < 3|z, — x| +6(T+02)L2/E\X: — X,|%ds
t<T
B 0

t

<3|an — 2|+ 6 (T + ) L2/E[sup X7 — X,|%ds.
t<T
) e

Appliquant le lemme de Gronwall, on conclut que

E lsup | X3 — X 21 < 3|z, — x> exp 6 (T + co) L7t] .

t<T

Donc,

lim X, = X,

n—-4oo

implique que

lim E {sup | X — X3 2} = 0.

n—-+4o0o t<T

3.1.2 Stabilité par rapport aux coefficients

Dans cette partie, en va établir la stabilité des MVSDESs par rapport aux coefficients b et

o a perturbations faibles. Considérons des suites de fonctions (b,) et (0,,) et considérons

I’équation :

dX7 = b, (t, X", Pxp) dt + o, (8, X7, Pxp) dB,
Xy =u.

Théoréme 3.1.2 Supposons que les fonctions b(t,x, i), b, (t,x, 1), o(t, z, 1) et o,(t, x, 1)

satisfont (Hy) et (Hy), Supposons en outre que pour chaque T > 0 et chaque ensemble

compact K , il existe C' > 0 tel que
i) sup,cp ([bn(t, 2, )] 4 |on(t, 2, p)]) < C(1+ |z]),
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ii) limy, o SUP¢<1 SUDgc i SUP ePy(RE) ||bn(t7 Z, M) o b(tv L, M) || + ||Un(t7 Z, M) o O-(t7 Z, /JJ) H =
0.

Alors

lim E {sup | X — X3 2} =0,
n—-+4o0o t<T
ou (X7') et (X;) sont respectivement les solution de (3.1)) et (2.1)).
Proof. pour tout n € N, Soit (X}") la solution de (3.1)), utilisons :
t
’X? - Xt’ 2 < 3(/ ’bn (57 Xsna]PXg) - bn (Sa Xsa]PXs)
0

ds)?

t
+3</ by (5, Xa, Py.) — b (s, Xo, Py.)| ds)?
0
t

3 / 00 (5, X2 Pxy) — 0 (5, Xo, Py, )| ds)?
0

t
+3 /|O‘n (5, X, Px,) — 0 (s, X,, Px.)| ds)?|.
0

En utilisant I'inégalité Burkholder Davis Gundy, on obtient :

t

E [Sup | X" — X 2} <3(T + Cy) LQ/EHXQ — X2+ W, (PXg,IPXS)2]ds
t<T
0

% ds]

t
13(T 4 Cy) E[/ by (5, X", P ) — b (s, Xo Py.)
0

% ds]

t
13(T + Cy) E| / 0 (5, X7, Px.) — 0 (s, X0, Py.)
0

<6(T+Cy) L* B[ X" — X,|*ds + K,

< 6(T+ Cy) L? | Blsup | X! — X,|?]dt + K,,

s<t

St~y P T—
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el que

T
K, =3(T + Cy) E[/ 1bn (5, X4, Px.) — b (s, Xs, Px.)[*+|on (5, X", Px.) — 0 (s, X5, Px.)|*]ds.

0

Par le lemme de Gronwall, on trouve :

E {sup | X7 — Xy 2} < K,exp6 (T + Cq) L*T.

t<T

Donc par les hypothéses i) et ii) il est facile a voir que K,, — 0 quand n — —+00, cela nous

ameéne a la preuve. m

3.1.3 Stabilité par rapport aux processus directeurs

Dans cette partie, nous considérons les MVSDEs dirigées par des semi-martingales conti-
nues. Soit b : [0,7] x R? x Py(RY) — R? et o : [0,7] x R x Py(R?) — R4 des
fonctions continues bornées. On considére les MVSDEs dirigées par des semi-martingales
continues de la forme suivante

dXt = b (t, Xt7 IEDXt) dAt + g (t7 Xt7 ]P)Xt) th (3 2)

XOIIE,

ou (A;) est un processus continu adapté a variation bornée et M; est un martingale locale
continu.
Considérons la suite suivante de MVSDE:s :
dX7 = b (t, X}, Pxp) dA} 4 0 (t, X', Pxp) M}
’ ’ (3.3)
Xl=x
ou (A™) est une suite des processus continus et F;—adaptés a variation bornée et M™ est

une (F;, P) martingale locale continue.
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Supposons que (A, A", M, M™) satisfait :
(Hr)
1. La famille (A, A", M, M™) est bornée dans C([0, 1])*.
2. (M™ — M) converge vers 0 en probabilité dans C([0, 1]) quand n tends vers +o0.

3. La variation totale (A™ — A) converge vers 0 en probabilité dans C([0,1]) quand n

tend vers +oo.

Théoréme 3.1.3 Supposons que b(t,z, ) et o(t,z,n) satisfont (Hy),(H,) : Supposons
en outre que (A, A™, M, M™) vérifie (Hy), alors

lim E {sup|X” Xt|2} =0,

n—+00 t<T

ou (X}") et (X;) sont respectivement des solutions de (3.2)) et (3.3).

Proof. Soit n € N, alors en utilisant les mémes arguments des théorémes précédents, on a

E {sup | X — X3 2} sup/ |6 (s, X2, Pxn) — b (s, X', Pxn)|JdAZ)?

t<T t<T

2

t
+3E |sup /0 (8, X;‘,IF’X;;) -0 (S,X;’,IP’X;L) dM}
0

t<T
¢ 2
+3E( Sup/|b 6, X, Py )| d|A” — A,))? + sup /a(s,XS,]PXS)d(MS—MS) L
t<T t<T
0
soit
t 2
K, =3E sup/|b 5, X5, Px, )| d|A" — A,])? + sup /U(S,XS,]P)XS)CZ(M:—MS) ].
t<T t<T

0

En utilisant les iinégalités de Schwartz et Burkholder Davis Gundy avec les conditions de
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Lipschitz, on obtient

t<T s<t

B[sup | X7 — X,|%] < C(T)( / &l (sup 12— .1

+Wy (ng,]PXS)z) (dA" +d < M™, M" >,)] + K,
T

< QC(T)/E[sup | X7 — X 2] (dAT +d < M™, M"™ > )] + K,,
s<t
0

ot C(T') est une constante positive qui peut varier d’une ligne a l'autre.
Puisque (A? +d < M™, M™ >,) est un processus croissant, alors selon le lemme de Gron-
wall

E[sup | X[ — X;| %] < 2K,CE (dA} +d < M™, M" >7) < 400,

t<T
ou C est une constante.

En utilisant 'hypothese (Hy), c’est facile d’avoir que :

lim K, =0,

n—-+o00

par conséquent

lim E {sup | X7 — Xy 2} = 0.

n—-+o0o t<T

3.2 Compactification en controle optimal des MVSDEs

Dans cette partie, nous considérons les problémes de controle optimal, ol le systéme est

réagi par une équation différentielle stochastique de McKean-Vlasov (MVSDE)
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dX; =b(t, Xy, Px,, uy) ds + o (t, Xy, Px,, us) dBs (3.4)
XO = .

La fonction de cott sur I'intervalle de temps [0,77] a la forme :

T

J(u) = E /h(t,Xt,IPXt,ut) dt + g (X7, Px.)
0

L’objectif est de minimiser le cotit fonctionnel J (u) sur espace U, trouver u* tel que
J(u*) =min{J (u) ,u € Upq} .

On note V l’ensemble des mesures de produit sur [0,7] x A dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue dt. V en tant que sous-espace fermé de ’espace des
mesures positives de radon M, ([0, 7] x A) est compact pour la topologie de convergence
faible.

Dans cette section, en va prouver deux résultats principaux. Le premier est un résultat
d’approximation forte du probléme de controle relaxé et le deuxiéme résultat est ’existence

d’un controle optimal relaxé sous la continuité des coefficients.

3.2.1 Formulation de probléme

Soit (B;) est un mouvement Brownien défini sur (2, F,P) un espace de probabilité muni
de la topologie introduite par la métrique de 2-Wasserstein, satisfaisant aux conditions
habituelles. Soit A un espace métrique compact appelé espace d’actions. On défini la

métrique de 2-Wesserstein W (i, v) par

1/2

Wy (p,v) = inf [/ |z —y|Pdr(z,y)|
ExE

mell(p,v)
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ot IT (11, v) désigne 'ensemble des mesures de probabilité sur R? x R? dont le premier et
le second marginales sont respectivement p et v.
Dans le cas ou pt = Px et v = [P, sont les lois des variables aléatoires X et Y a valeur dans
R? d’ordre p, alors :

Ws (u,v)? < B[|X - Y.

Supposons les conditions suivantes :

b:[0,T] x R? x Py(R¥) x A — R4
0 :[0,7T] x R x Py(RY) x A — R? @ R?
h:[0,T] x RY x Py(RY) x A — R4
g:RYx Py(RY) x A — RY,

sont des fonctions bornées et continues.

Considérons le probleme de controle suivant :

T
Minimiser J (u) = E | [ h(t, X3, Px,, w) dt + g (X1, Px,.)
0

¢ ¢
Xy=x+ [b(s, X, Px,,us)ds + [0 (s, X5, Px,, us) dBs.
0 0

Sur U,y ensemble des controles admissibles (controles stricts) qui sont des processus
progressivement mesurables avec des valeurs sur ’espace des actions A.

Soit LV le générateur infinitésimal associé a la solution de I’équation ([3.4))

1
L°f(t,x,a) = —o0 922 (t,z,a) + ba—i (t,z,a),

oub=">b(t,x,v,a) et oo* = oo* (t,x,v,a) pour v € Py(R).

Définition 3.2.1 Un controle strict est le terme o = (Q, (Ft)i>0, F, P, u, X, x) tel que

1. (Q, (Fi)e>0, F,P) est un espace de probabilité équipé d’une filtration (F;)i>o satisfai-

sant auzx conditions usuelles.
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2. « est un processus a valeur dans A, progressivement mesurable par rapport a (Fy).

3. (Xy) est a valeur dans R?, F;—adapté, avec des trajectoires continus, tels que

t
f(Xy) — f(z) — /LPXSf (s, X5, us) ds estuneP — martingale,

0

pour chaque f € C?.

3.2.2 Le probléme de contrdle relaxé

Soit V ’ensemble des mesures produit p sur [0, 7] x A dont la projection sur [0, 7| coincide
avec la mesure de Lebesgue dt. Comme V un sous-espace fermé de ’espace des mesures

positives du radon M ([0,7] x A), compact pour la topologie de convergence faible.

Définition 3.2.2 Un controle mesuré a valeurs sur ’espace de probabilité filtré (2, F, Fy, P)

est une variable aléatoire.

p = dt.p; (da) avaleurs dans V, telle que y; (da) est progressivement mesurable par rapport

a (F;) tel que pour chaque ¢, 1¢4.p est F;—mesurable.

Définition 3.2.3 Un controle relaxé est le terme o = (2, (Ft)i>0, F, P, p, X, ) tel que

1. (0 F, (Fi)is0,P) est un espace de probabilité équipé d’une filtration (Fi)i>o satisfai-

sant auz conditions usuelles.
2. u est un controle relaxé, progressivement mesurable par rapport a (F).

3. (X;) a valeur dans R?, Fi—adapté, a des trajectoires continus, tels que
t
f(Xy) — f(Xo) — // LF%s f (s, Xy, a) jus (da) ds estunP — martingale,
A
0

pour chaque f € C?.
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Par conséquence, La fonction de cott relaxé est définie par

T
J(u)=FE // h(t, X, Px,,a) pu(da)dt + g (X1, Px,.)
A
0

Remarque 3.2.1 L’ensemble U,y de contriles stricts est intégré dans l’ensemble de controles

relazé par identifier v, avec dtd,,(da).

Le processus d’état correspondant & un controle relaxé doit satisfaire une MVSDE, dirigée

par une mesure de martingale.

dXt = fA b <t7 Xt: PXH CZ) :ut(da)dt + fA o <t7 Xt7 EDXt? a) M(da7 dt) (3 6)
XO =,

ot M est une martingale continue orthogonale, d’intensité dtpu,(da).

Le probléme de controle relaxé est donc défini comme suit :

T
Minimiser J (u) = E | [ [, h(t, Xy, Px,, ue) pe(da)dt + g (X7, Px,.)
0

t t
Xo=x+ [ [,b(s,X,,Px,,a) m(da)ds + [ [, o (s, X5, Px,, us) M (da,ds)
0 0

sur la classe des controles relaxés.

3.2.3 Approximation du probléme de contrdle relaxé

Soit 11 un controéle relaxé. Il existe alors une suite de processus adaptés u; & valeurs dans
A, de telles sortes que la suite de mesures aléatoire (5141 (da) dt) converge dans V vers
pi(da), P — a.s , c’est-a~dire pour tout f continue sur [0,7] X A, on a :

n—-+0o00

T T
lim /f(s,u?) ds = //f(s,a) ¢ (da) uniformément dans t € [0,7], P — a.s.
A
0 0

Preuve. Soit X la solution de I’équation (3.4 correspond & u", ot u” est un controle

34



stabilité et aproximations

t

stricte comme défini dans le dernier lemme. Si on note M" (¢, F) = [ [, 0un (da) dW, ou
0

M™ (t, F') une mesure de martingale orthogonale et X/ peut écrit sous une forme relaxé

comme suit

dX] = [, b (t, X}, Pxp,a) bup(da)dt + [, o (t, X]",Pxn,a) M"(dt,da)
XO =X.

Donc, on peut considérer X' comme la solution de (3.6]) correspondant au controle relaxé
p = dté,y (da).
Comme (0,p (da) dt) converge faiblement vers y; (da) dt, P—a.s. Alors, pour tout processus

prévisible borné ¥ : Q x [0, T] x A — R, tel que ¥ (w,t,.) est continus, On a

2

T t
E //79(w,t,a) M"(da,dt) — //ﬁ(w,t,a) M (da, dt) —0 quand n — +00
A A
0 0

Théoréme 3.2.1 Soit X la solution de processus d’état relaxé de (3.6)) et X,, la solution
de (3.4) correspond a u™. Alors, si l'unicité trajectorielle est vérifie pour l’équation (3.6

on a :

1) lim E {sup | X7 — X 2} = 0.

n—-+o00 t<T

2) Si J(u") et J(p) désignent les cotts attendus correspondant respectivement a u” et p,

alors J(u™) converge vers J(u).

preuve .
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i) Soit X;, X} les solutions du MVSDE correspondant aux controles p et u”. On a
¢ t
|Xt_Xz?| < //b(qu&Pqu) MS(da)’dS_//b(S7X§7]P)X?7U) 5u2(da>d3
0 A o 7t
¢ ¢
+ //U(S,XS,]P’XHCL) M(ds,da)—//a(s,X:,]P)X?,a) M"(ds, da)
o "t o Tt
t ¢
< //b(s,XS,IP’Xt,u)us(da).ds—//b(s7X5,IP>Xt,u)5u?(da)ds
o "t o 4
¢ t
+ //b(s,XS,]P’Xt,u) 5ug(da)ds—//b(s,Xf,IP’th,u) Oun (da)ds
o Tt ot
s t
+ //a(v,X,,,IPXU,a) M(dv,da)—//U(U,XU,]P’Xv,a)M”(dv,da)
A A
0 0

s t
+ //U(U,Xv,]P’Xv,a) M"(dv,da)—//U(U,X;‘,]P’X;},a) M"(dv,da)| .
A A
0 0

Appliquant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour la partie martingale et le fait

que toutes fonctions dans I’équation (3.6) sont Lipschitz et continues, on trouve :
T
E(|X; — X) < C/E <]X8 — X" — W, (IP’XQ,IP’XS)2> dt + K,
0

ou C est un constant positive et :

0

t t 2
K,=F //b(s,XS,]P’Xt,u)us(da)ds—//b(S,XS,PXt,u)(Sug(da)ds
s Ja A
2

t t
—-F //U(S,XS,PXt,CL)M(dS,dCL)—//U(S,XS,PXt,CL)Mn(dS,dCL)
A A
0 0

:[n+Jn>
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et par le fait que

W, (Px»,Px,) < E[|X, — X2

Alors
T

E (X, - Xp°) < QC/E (1Xs — X2|) dt + K.

0
Comme la suite (J,p (da) dt) converge faiblement vers (11;(da)dt), P—as.et b est borné
et continue pap rapport a la variable du controle, puis en appliquant le théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

lim I, =0.

n—s-+oo

D’autre part, o est bornée et continus dans a, appliquant (??) on obtient :

lim J, =0.

n—->—+00
On conclut en utilisant le lemme de Gronwall
lim E {sup | X7 — X 2} = 0.

n—-+o00 t<T

Soit u" et p, comme nous I'avons fait dans i) :
T
|J(u™) - J(p)| < FE // \h (t, X7, Pxp,a) — h(t, Xy, Px,, a)| 6up (da)dt
A
0

T T
+E //h(t,Xt,IPXt,a)éug(da)dt—//‘h(t,Xf,PX;,a)]ut(da)dt
A A
0 0

+E Hg (X%PX;) -9 (XT7]P>XT)H .

En utilisant les hypothéses de continuité et de bornitude sur les coefficients h et g et
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le théoréme de convergence dominé il est facile de conclure que la suite X;* converge

en probabilité vers X;.

Remarque 3.2.2

D’aprés le dernier théoréme, il est clair que I'infimum des controles relaxés est égal a
I'infimum des controles stricts, ce qui implique que les fonctions de valeur pour les modeéles

stricts et relaxés sont les mémes.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les EDSs de McKean-Viasov. Les propriétés générales
de ce type d’équations différentielles stochastiques, telles que l'existence et l'unicité de la
solution, la stabilité par rapport aux paramétres, ont été examinées.

On a etudié aussi le probléme de controle optimal relaxé

Nous avons cité a la fin de ce mémoire, quelque références bibliographiques permettant au
lecteur intéressé d’avoir accés a quelques sources que nous avons utilisés pour rédiger ce

mémoire.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté les EDSs de type McKean-Vlasov ou les
coefficients de dérive et de diffusion dépendent aussi au loi de processus inconnu pas
seulement de son état. Notre objective est d'étudier certains résultats telles que
l'existence et 1'unicité de la solution et quelques propriétés de stabilité et aussi le

probleme de controle relaxé pour ce type des EDSs.

Mots clés: Equation différentielle stochastique de McKean-Vlasov; Mesure martingale;

Métrique de Wasserstein; Controle relaxé.

Abstract

In this work, we have presented the McKean-Vlasov SDEs where the drift and the
diffusion coefficients depend on the law of unknown processes not only on its state.
Our goal is to study some results such as the existence and uniqueness of the solution

and some properties of stability and also the relaxed control problem for this type of

SDEs.

Key words: McKean-Vlasov stochastic differential equation; Martingale measure; Wasserstein

metric; Relaxed control
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