
..

ورقلة مرباح قاصدي جامعة

----------------------------
المادة علوم و ياضيات الر كلية

ياضيات الر قسم
أكاديمي ماستر

آلي إعلام و ياضيات ر مسار:
ياضيات ر فرع:

عددي تحليل و نمذجة تخصص:

مسعودة شيـبة : الطالبة إعداد من

تفاضلية لمعادلة التقريبي الحل لدقة مقارنة دراسة
جاكوبي باستعمال كسرية

: المناقشة لجنة طرف من 2022/06/08 يوم تناقش

رئيسا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "أ" محاضر أستاذ الرتبة محمد معمري
مناقشا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "ب" مساعد أستاذ الرتبة حسين عباسي
مشرفا ورقلة مرباح قاصدي جامعة "ب" محاضر أستاذ الرتبة الـكريم عبد الشيخ بن

2022/2021 الجامعية: السنة







الفهـــرس

2 أساسية مفاهيم 1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الـكسري الحساب في لمحة 1 . 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاصة دوال 1 . 1 . 14 . . . . . . . . . . . . . . . . ليوفيل ريمان بمفهوم الـكسري التكامل 2 . 1 . 1
4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . كابوتو بمفهوم الـكسري المشتق 3 . 1 . 1
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التفاضلية المعادلات في نظرة 2 . 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . العادية التفاضلية المعادلات 1 . 2 . 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الـكسرية التفاضلية المعادلات 2 . 2 . 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشيبيشاف و جاكوبي الحدود كثيرات 3 . 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاكوبي حدود كثيرات 1 . 3 . 1
9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشيبشيف حدود كثيرات 2 . 3 . 1

تفاضلية معادلة لحل تشيبشيف و لجاكوبي العمليات مصفوفات بناء 2
10 كسرية
10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . العمليات مصفوفات بناء 1 . 210 . . . . . . . . . . . . . لجاكوبي الـكسري التكامل العمليات مصفوفة 1 . 1 . 2
11 . . . . . . . . . . . . . لجاكوبي الـكسري الاشتقاق العمليات مصفوفة 2 . 1 . 2
11 . . . . . . . . . . . . لتشيبيشيف الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة 3 . 1 . 2
12 . . . . . . . . . . . . . . . . . لجاكوبي الـكسرية العمليات مصفوفة توظيف 2 . 2
12 . . . . . . . . . . . . . . . الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلات حل 1 . 2 . 213 . . . . . . . . . . . . . خطية الغير ية الـكسر التفاضلية المعادلات حل 2 . 2 . 214 . . . . . . . . . . . . . . . . . لتشيبشيف ية الـكسر العمليات مصفوفة توظيف 3 . 2
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . المقارنة مع عددية أمثلة 4 . 2
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاكوبي يقة لطر عددية تطبيقات 1 . 4 . 2
19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشيبشيف يقة لطر عددية تطبيقات 2 . 4 . 2

1



الترميزات دليل
مدلوله الرمز

غاما الدالة Γ(x)

بيتا الدالة β(x, y)

ريمان-ليوفيل بمفهوم الـكسري التكامل Jv

كابوتو بمفهوم الـكسري المشتق Dv

الوزن دالة w(x)

جاكوبي حدود كثيرات P
(α,β)
i (x)

كرونكر دلتا δij

التكامل مؤثر Iα

الأول النوع من تشيبشيف حدود كثير Tn(x)

الأول النوع من المحول تشيبشيف حدود كثير T ∗
n(x)

الثاني النوع من تشيبشيف حدود كثير Un(x)

الثاني النوع من المحول تشيبشيف حدود كثير U∗
n(x)

I



الأشكال قائمة
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -3D- غاما للدالة بياني تمثيل 2 . 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غاما للدالة بياني منحنى 1 . 1
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m = 4 عند المطلق الخطأ 1 . 2
18 . . . . . . . . . . v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 أجل من um(x)و u(x) مقارنة 2 . 2
19 . . . . . . . . . . v = 1.5, 1.75, 1.95, 2 و m = 9 أجل من um(x)و u(x) مقارنة 3 . 2
22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلفتين حالتين في 2.2 للمثال المطلق الخطأ 4 . 2

II



مقدمة

العلمية المجالات في هائلة مساهمات الـكسري التكامل و التفاضل لحساب كان الماضية القليلة العقود في
الرتب ذات تفاضلية معادلات شكل على المسائل من العديد نمذجة في رئيسي دور تلعب 3]كونها ,1]
مثل العلمية و الهندسية المجالات مختلف في ( [32 ,31] انظر ) تطبيقات المعادلات لهذه و التحليليةالـكسرية. الحلول ايجاد لصعوبة نظرا و .[36 ,35] غيرها و [34 ,11] ياء الفيز و [33],الديناميات :البيولوجيا
حل على الحصول أجل من جديدة طرق تطوير الى العلماء لجأ معينة شروط تحت الا المسائل من .للعديد [44 ,28 ,24 ,38 ,43 ,16] الصريح. الحل الى يتقارب الذي و تقريبي عددي
طرق بتقديم ذلك و المسائل هذه معالجة في خاصا اهتماما المتعامدة الحدود كثيرات لاقت اخرى جهة من
حدود كثيري هذا لبحثنا اخترنا قد و . التحليل و التركيب ناحية من بسيطة الحدود كثيرات كون عددية

الشكل: من الخطية كسرية رتب من التفاضلية للمعادلات عددية لمعالجة تشيبشيف و جاكوبي
Dvu(x) +

k∑
i=1

eiD
viu(x) + u(x) = g(x) (1)

u(i)(0) = di i = 0, 1, 2...n− 1

: الشكل من خطية الغير ية كسر رتب من التفاضلية المعادلات و

Dvu(x) = F (x, u(x), Dβ1u(x), ..., Dβku(x)) (2)
u(i)(0) = di i = 0, 1, . . . , n− 1

كسرية رتب ذات التفاضلية المعادلات يل لتحو المعدلة تشيبشيف و جاكوبي حدود كثيري استعملنا حيث
الفصل في عرضنا فصول ثلاث الى المذكرة هذه قسمت بسهولة. البرمجة و للحل قابلة ية جبر معادلات جملة الى
في بما الـكسري التكامل و التفاضل لحساب ية الضرور المبادئ و والتعاريف الأولية المفاهيم بعض الاول
ليوفيل ريمان بمعنى الـكسري التكامل مفهوم الى تطرقنا كما بيتا الدالة و غاما كالدالة الخاصة الدوال ذلك
كثيري يف تعر بتقديم قمنا التفاضلية,كما المعادلات على نظرة لنا كان ثم كابوتو بمعنى الـكسري الاشتقاق و
الخطأ.تضمن دقة تقدير و اساسهم وفق تابع تقريب الى بالاضافة خصائصهم و تشيبشيف و جاكوبي حدود
جاكوبي من لكل الـكسري الاشتقاق و الـكسري للتكامل العمليات مصفوفات انشاء طرق الثاني الفصل
العددي لحل الـكسري الاشتقاق و للتكامل العمليات مصفوفة تطبيق يمكن كيف ناقشنا تشيبشيف.و و
عددية نتائج و عددية تطبيقات احتوى الثالث الفصل اخيرا مختلفة.و رتب من الـكسرية التفاضلية للمعادلات
دقة ناحية من يقتين الطر بين للمقارنة موجز باستنتاج ختمنا و المعروضة الخوارزمية كفاءة و دقة تبين التي

. الحل
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الأول الفصل
أساسية مفاهيم

الـكسري الحساب في لمحة 1 . 1
, ية النظر ياضيات الر مجالات اهم الـكسري)احدى (التحليل الـكسري التكامل و التفاضل حساب يعد
l'hopital ارسلها برسالة 1695 عام فكرته ظهرت , التقليدي التكامل و التفاضل لمفهومي تعميما يعد فهو
العبارة عن السؤال كان و nالرتبة من المشتق بحساب المتعلق ببحثه خاصة ملاحظة عن يساله Leibinz الـكسريالى بالتفاضل يعرف ما فيها ولد التي اللحظة تلك كانت حيث n = 1

2
كانت اذا يحدث ماذا dnf

dxnيفات تعر ادخال تم قد و ثم Fourier , Euler العلماء من العديد قبل من الموضوع هذا دراسة [42]تمت
للعديد هدفا الاخيرة العقود في أصبح و ,Rieman-Liouville caputo قبل من الـكسرية للمشتقات مختلفة
الـكسري التكامل و التفاضل حساب عن مؤتمر أول كان .حيث [45] البحوث و التخصصية المؤتمرات .من New Haven بجامعة 1974 عام تطبيقاته و

خاصة دوال 1 . 1 . 1
. الـكسري الحساب في هاما دورا يلعبان حيث بيتا تابع و غاما تابع نعرف الجزء هذا في

غاما: الدالة
Γ(n) =

∫∞
0

xn−1e−xdx x ∈ R. :[46] التالي بالشكل غاما الدالة تعرف
[46] 1.1.1 خواص

Γ(n+ 1) = nΓ(n), ∀n ̸= 0 : التتابع خاصية ¶

Γ(n+ 1) = n! : فان موجبا صحيحا عددا n كان إذا : التسلسل خاصية ·

Γ(n)Γ
(
n+ 1

2

)
= 21−2n

√
πΓ(2n) : التكرار خاصية ¸

Γ(1− n)Γ(n) = π
sin(πn) ¹
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Γ
(n
2

)
=

2(1−n)(n− 1)!
√
π(

n− 1

2

)
!

º

.0 < n ≤ 1 أجل من متناقصة دالة Γ(n) »

Γ(0) = +∞,Γ(1
2
) =

√
π,Γ(1) = 1 »

1.1.1 مثال
Γ(2) = lim

M→∞

∫ M

0

x2−1e−xdx

= lim
M→∞

∫ M

0

xe−xdx

= lim
M→∞

[
− xe−x − e−x

]M
0

= lim
M→∞

(
−M

eM
− 1

eM
+ 0 + e0

)
= 1

-3D- غاما للدالة بياني تمثيل :2 . 1 شكل غاما للدالة بياني منحنى :1 . 1 شكل
بيتا: الدالة

β(m,n) :=
∫∞
0

[xm−1 − xn−1] dx x ∈ R. :[46] كالتالي بيتا الدالة تعرف 1.1.1 يف تعر
. 1.1 . 1 ملاحظات

β(m,n) = β(n,m) .1
B(2, 3) =

Γ(2)Γ(3)

Γ(2 + 3)
=

1

12
.فمثلا β(m,n) =

Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
هي غاما بالدالة بيتا الدالة علاقة .2

مثل غاما و بيتا الدالتين باستعمال ايجادها يمكن كثيرة تكاملات .3∫ π
2

0
sin2m−1 θ cos2n−1 θdθ =

1

2
B(m,n) J

∫∞
0

xp−1

1 + x
dx = Γ(p)Γ(1− p); 0 < p < 1. J
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ليوفيل ريمان بمفهوم الـكسري التكامل 2 . 1 . 1
متكافئة بالضرورة ليست و v > 0 الرتبة من الـكسري للتكامل يف تعار عدة هناك [47 ,46] 2.1.1 يف تعر
: بالعلاقة يعرف و v الرتبة من ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل بمؤثر نهتم الدراسة هذه في البعض. بعضها مع

Jvf(x) =
1

Γ(v)

∫ x

0
(x− t)v−1f(t)dt v > 0, x > 0.

J0f(x) = f(x)
(1 . 1)

. 2.1.1 خواص
Jvxβ = Γ(β+1)

Γ(β+1+v)
xβ+v .1

JβJvf(x) = Jβ+vf(x) = JvJβf(x) .2
اي خطي Jv المؤثر ثوابت. λ, µ .3

Jv(λf(x) + µg(x)) = λJvf(x) + µJvg(x)

كابوتو بمفهوم الـكسري المشتق 3 . 1 . 1
بالعلاقة: تعرف v الرتبة الـكسريةذات كابوتو مشتقات [51] 3.1.1 يف تعر

Dvf(x) = Jm−vDmf(x) =
1

Γ(m− v)

∫ x

0

(x− t)m−v−1 d
m

dtm
f(t)dt (2 . 1)

. m الدرجة من الكلاسيكي التفاضلي المؤثر هو Dm و m− 1 < v < m,m ∈ N حيث
. 3.1.1 خواص

Dvxβ =


0 β < v

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− v)
xβ−v β > v

: لدينا .1

: اي خطي تطبيق Dv المؤثر ان ثوابت. λ, µ .2
Dv(λf(x) + µg(x)) = λDvf(x) + µDvg(x)

فان: n ∈ N, n− 1 < v < n : كانت اذا .3
DvJv = f(x) J

J

JvDvf(x) = f(x)−
n−1∑
i=0

f (i)(0+)
xi

n!
x > 0 (3 . 1)
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التفاضلية المعادلات في نظرة 2 . 1
العادية التفاضلية المعادلات 1 . 2 . 1

أو المشتقات فيها تدخل المستقل المتغير و التابع المتغير بين علاقة هي العادية التفاضلية المعادلات [50 ,49]
أن خطية.حيث غير أو خطية الى و جزئية أو عادية تفاضلية معادلات الى تصنف أن ,يمكن التفاضلات

: تحقق و جميعا مشتقاته و التابع المتغير في الخطية المعادلات هي الخطية التفاضلية المعادلات
ثوابت. أو فقط المستقل المتغير في دوال فيها المشتقات و التابع المتغير معاملات كانت اذا .1

الاولى. الدرجة من كلها ,أي لأسس مرفوعة غير المشتقات و التابع المتغير كان اذا .2
ذلك. عدا فيما خطية غير تكون و

الاولى الدرجة من التفاضلية المعادلات كل ليست بينما الاولى، الدرجة من هي خطية تفاضلية معادلة كل
مرفوعة الأقل التفاضلات تكون أن الممكن من و الاعلى، التفاضل أس حسب تحدد الدرجة خطية،لان هي

الخطية. المعادلة بشرط يخل هذا و الدرجة، على ذلك يؤثر أن دون الواحد غير لأسس
: [48] هي n الرتبة من الخطية التفاضلية للمعادلة العامة الصورة حيث

Pn(x)y
(n) + Pn−1(x)y

(n−1) + · · ·+ P1(x)y
′ + P0(x)y = Q(x)

منها.و أي بين مشتركة ضرب حواصل توجد لا و واحد لأس مرفوعة مشتقاته جميع و y المتغير حيث
Q(x) للدالة بالنسبة كذلك و خطية غير أم خطية x في دوال هي Pi(x) المعاملات

الـكسرية التفاضلية المعادلات 2 . 2 . 1
الصورة أن حيث صحيحة رتب ذات العادية التفاضلية للمعادلات تعميم هي الـكسرية التفاضلية المعادلات

:[47] التالي بالشكل تعرف الترتيب متعددة الـكسرية التفاضلية للمعادلة العامة
الشكل: من خطية كسرية رتب من التفاضلية المعادلات

Dvu(x) +
k∑

i=1

eiD
viu(x) + u(x) = g(x), (4 . 1)

u(i)(0) = di i = 0, 1, 2...n− 1

ثابتة حقيقية معاملات eii = 0, 1, . . . , k حيث
: الشكل من خطية الغير ية كسر رتب من التفاضلية المعادلات و

Dvu(x) = F (x, u(x), Dβ1u(x), ..., Dβku(x)), , (5 . 1)
u(i)(0) = di i = 0, 1, . . . , n− 1

α الدرجة من كابيتو بمفهوم ية الـكسر المشتقات على تدل Dα
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تشيبيشاف و جاكوبي الحدود كثيرات 3 . 1
يعتبر ولا , مفصل بشكل دراستها تم حيث إليها الإنتباه جلبت التى الدوال برز أ من تعتبر الحدود كثيرات
التطبيق و البرمجة سهلة عليها فالعمليات التركيب ناحية من الأبسط هي الحدود كثيرات كون غريب شئ ذلك

. الأخرى خصائصها و عليا رتب من مشتقاتها وجود و إستمرارها إلى بالإضافة هذا الحاسوب على

جاكوبي حدود كثيرات 1 . 3 . 1
الوزن بتابع مرفقة المتعامدة الحدود كثيرات و P

(α,β)
n (t) بـ: له يرمز جاكوبي حدود كثير 1.3.1 يف تعر

: التالية التراجعية العلاقة خلال من تعطى w(α,β) (z) = (1− x)α (1 + x)β

P
(α,β)
i+1 (z) = A (α, β, i)P

(α,β)
i (z) + zA (α, β, i)P

(α,β)
i (z)−D (α, β, i)P

(α,β)
i−1 (z)

: هي D (α, β, i) , B (α, β, i) ,A (α, β, i) من كلا صيغة و i = 0, 1, ... حيث
A (α, β, i) =

(2i+ α+ β + 1) (α2 − β2)

2 (i+ 1) (i+ α + β + 1) (2i+ α + β)

B (α, β, i) =
(2i+ α+ β + 2) (2i+ α + β + 1)

2 (i+ 1) (i+ α + β + 1)

D (α, β, i) =
(α + i) (i+ β) (2i+ α + β + 2)

(i+ 1) (i+ α + β + 1) (2i+ α + β)

P
(αβ)
1 (z) = (α+β+1)

2
z + α−β

2
و P

(α,β)
0 (z) = 1 : مع

: التالية بالخواص تتمتع جاكوبي حدود كثيرات ان كما
, w(α,β) (z) = (1− x)α (1 + x)β الوزن لتابع بالنسبة , [−1, 1] المجال على متعامدة .1

: التالية التعامد علاقة تحقق انها ∫اي 1

−1

P
(α,β)
j (z)P

(α,β)
k (z)w(α,β) (z) dz = hkδjk

حيث
hk =

2α+β+1Γ (k + α + 1)Γ (k + β + 1)

(2k + α+ β + 1) k!Γ (k + α + β + 1)

التالية: العلاقة وفق المشتق على إعتمادا جاكوبي حدوديات إعطاء يمكن .2
P(α,β)
n (x) =

(x− 1)−α(x+ 1)−β

2nn!
Dn
[
(x− 1)n+α(x+ 1)n+β

]
, x ∈ [−1, 1]

بالشكل كذلك جاكوبي حدوديات عن التعبير يمكننا .3
P(α,β)
n (x) =

n∑
r=0

(−1)n−r Γ(n+ β + 1)Γ(n+ r + α + β + 1)

Γ(β + r + 1)Γ(n+ α + β + 1)(n− r)!r!

(x+ 1

2

)r
6



التالي: المتغير تبديل يق طر عن
z = 2x− 1, x ∈ [0, 1]

.x ∈ [0, 1] المجال على المعرف SJPs المعدلة جاكوبي حدود كثيرات على الحصول يتم
w(α,β) (z) = المعدل الوزن بتابع مرفقة و [0, 1] على معرفة المعدلة جاكوبي حدود كثيرات 2.3.1 يف تعر

: التالية التراجعية العلاقة خلال من تصاغ (1− x)α xβ

P
(α,β)
i+1 (x) = A(α, β, i)P

(α,β)
i (x) + (2x− 1)B(α, β, i)P

(α,β)
i (x)−D(α, β, i)P

(α,β)
i−1 (x)

: حيث
P

(α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) =

(α + β + 2)(2x− 1)

2
+

α− β

2

كالتالي w(α,β) (z) = (1− x)α xβ المعدل الوزن لتابع بالنسبة , [0, 1] المجال على التعامد شرط يصبح بذلك و
:∫ 1

0

P
(α,β)
i (x)P

(α,β)
j (x)ω(α,β)(x)dx = θiδij

: حيث
θi =

Γ(i+ α+ 1)Γ(i+ β + 1)

(2i+ α + β + 1)i!Γ(i+ α+ β + 1)

: الموالية الصيغة تاخذ المعدلة جاكوبي حدود لـكثيرات القوى سلسلة و
P

(α,β)
i (x) =

i∑
k=0

(−1)(i−k)Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α + β + 1)

Γ(k + β + 1)Γ(i+ α + β + 1)(i− k)!k!
xk, i = 0, 1, . . .

: تحقق المعدلة جاكوبي حدود كثيرات [0, 1] المجال على 1.3.1 خواص
P

(α,β)
i (0) = (−1)n Γ(i+β+1)

i!Γ(β+1)
.1

P
(α,β)
i (l) = Γ(i+α+1)

i!Γ(α+1)
.2

dn

dxnP
(α,β)
i (x) = Γ(i+α+β+n+1)

Γ(i+α+β+1)
P

(α+n,β+n)
i−n (x) .3

[0, 1] = D واحد بمتغير المعدلة جاكوبي حدود كثيرات دوال سلسلة {P (α,β)
n (x)}∞n=0 ليكن 3.3.1 يف تعر

: بالعلاقة D2 = [0, 1][0, 1] المساحة على معرف 2D-JPs بمتغيرين جاكوبي حدود كثيرات .
P (α,β)
m,n (x, y) = P (α,β)

m (x)P (α,β)
n (y), (x, y) ∈ D2

w(α,β)(x, y) = w(α,β)(x)w(α,β)(y) الوزن تابع وفق D2 النطاق على متعامد وهي
: لدينا 3.1 . 1 ∫البرهان 1

0

∫ 1

0

P (α,β)
m,n (x, y)P

(α,β)
k,l (x, y)w(α,β) (x, y)dxdy

=

∫ 1

0

P (α,β)
m (x)P

(α,β)
k (y)w(α,β)(x)dx×

∫ 1

0

P (α,β)
n (x)P

(α,β)
l (y)w(α,β) (y)

=

{
θmθn

0,

(m,n) = (k, l)

(m,n) ̸= (k, l) or m ̸= k, n ̸= l
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جاكوبي اساس وفق تابع تقريب 1 . 1 . 3 . 1
: الموالين النظيم و السلمي بالجداء المزود L2

w(α,β) [0, 1] الهلبرتي الفضاء ليكن

(u, v)w(α,β) =

∫ 1

0

u (x) v (x)w(α,β)dx, ∥u∥ = (u, v)
1
2

w(α,β)

.f(x) ∈ L2
w(α,β) [0, 1] و P

(α,β)
n = Span

{
P

(α,β)
0 (x) , P

(α,β)
1 (x) , ..., P

(α,β)
n (x)

} : ليكن
P

(α,β)
n في f للدالة fm تقريب أحسن يوجد فإنه ، مغلق و منتهي بعد ذو جزئي شعاعي فضاء P

(α,β)
n أن بما

: أي وحيد يكون و
∀u ∈ P (α,β)

n , ∃! fm ∈ P (α,β)
n : ∥f − fm∥ ≤ ∥f − u∥

: فإن fm ∈ P
(α,β)
n أن بما و .

f (x) ≃ fm (x) =
n∑

j=0

cjP
(α,β)
j (x) (6 . 1)

= CTΦ (x) (7 . 1)
Φ (x) =

[
P

(α,β)
0 (x) , P

(α,β)
1 (x) , ..., P

(α,β)
n (x)

] و CT = [c0, c1, ..., cn] حيث
: العلاقة خلال من تحسب cj المعاملات

cj =
1

θj

∫ 1

0

w(α,β)f (x)P
(α,β)
j (x) dx (8 . 1)

: فان f ∈ C(n+1)[0, 1) : ان فرضنا اذا و
∥f − fm∥L2[0,1) ≤

γ

(n+ 1)!
√
2n+ 3

, γ = max
x∈[0,1)

|f (n+1)(x)|. (9 . 1)
: التالية بالصيغة يعطى 2B − JPs اساس وفق L2

w(α,β) [0, 1) ∗ [0, 1) من k(x, y) بمتغيرين تابع تقريب

k(x, t) =
n∑

i=0

m∑
j=0

gijP
(α,β)
i (x)P

(α,β)
j (x) (10 . 1)

= ΦT (x)GΦ(t). (11 . 1)
بـ: معرفة kij عناصرها (n+ 1) ∗ (m+ 1) البعد من مصفوفة G حيث

kij =
1

θiθj

1∫
0

1∫
0

g(x, t)P
(α,β)
i (x)P

(α,β)
j (x)ω(α,β)(x)dx (12 . 1)

j=0,1,…,m i=0,1,…,m, : حيث
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تشيبشيف حدود كثيرات 2 . 3 . 1
تشيبيشاف و TPs الاول النوع من تشيبيشاف حدود كثيرات شيوعا المتعامدة الحدود كثيرات اكثر من
خلال من معها ترتبط و JPs جاكوبي حدود كثيرات من خاصة حالة تعتبر التي و UPs الثاني النوع من

: التالية العلاقات
Ti = (x)

i!Γ
(
1
2

)
Γ
(
i+ 1

2

)P (−1
2
,−1

2 )
i (x) , Ui =< (x)

(i+ 1)!Γ
(
1
2

)
Γ
(
i+ 3

2

) P
( 1
2
, 1
2)

i (x)

: بالشكل [0, 1] المجال على معرف الاول النوع من تشيبيشاف حدود كثيرات ان لنا ينتج منه و
Tn (x) = 2 (2x− 1)Tn (x)− Tn−1 (x) (13 . 1)

: حيث
, T0 (x) = 1, T1 (x) = 2x− 1

: ان اي w (x) = (x− x2)
− 1

2 الوزن تابع وفق متعامدة و
∫ 1

0

Tj (x)Tk (x)w (x) dx =


0,

π,
π
2
,

j ̸= k

j = k = 0

j = k ̸= 0

, 0 ≤ j, k ≤ i (14 . 1)

: يلي كما قوى سلسلة شكل على TPs كتابة يمكننا

Ti (x) = i
i∑

k=0

(−1)i−k 2
2k (i+ k − 1)!

(2k)! (i− k)!
xk, i > 0 (15 . 1)

: التراجعية بالعلاقة [0, 1] المجال على معرفة تكون UPs الثاني النوع من لتشيبيشاف بالنسبة اما
Ui+1 (x) = 2 (2x− 1)Ui (x)− Un−1 (x) (16 . 1)

: حيث
U0 (x) = 1, U1 (x) = 4x− 2

: ان اي w (x) =
√
x− x2 الوزن تابع وفق متعامدة و

∫ 1

0

Uj (x)Uk (x)w (x) dx =

{
0,
π
8
,

j ̸= k

j = k

: يلي كما قوى سلسلة شكل على UPs كتابة يمكننا

Ui (x) =
i∑

k=0

(−1)k
22i−2kΓ (i+ k − 1)

Γ (k + 1)Γ (2i− 2k + 2)
xi−k, i > 0
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الثاني الفصل
معادلة لحل تشيبشيف و لجاكوبي العمليات مصفوفات بناء

كسرية تفاضلية

العمليات مصفوفات بناء 1 . 2
خوارزميات خلال من المسائل لحل جديدة تقنيات تطوير في يا حيو دورا لعب OM العمليات مصفوفات إنشاء
و تفاضلات و تكاملات من المسائل عبارات تعقيدات إزالة في OM أهمية تكمن الرقمية. للحواسيب مناسبة

المستخدم التقريب أساس على المحافظة
: يلي كما معرفة OBPs اساس D للتفاضل و P للتكامل العمليات مصفوفة عامة ∫بصفة x

0

ϕ (t) dt ≃ P × ϕ (x) ,
d

dx
ϕ (x) ≃ D × ϕ (x) ,

الحدود كثيرات اساس وفق التحليل معاملات شعاع c و ϕ (x) = [ϕ0 (x) , ϕ1 (x) , ..., ϕm (x)]T : حيث
.(m+ 1)× (m+ 1) البعد من مصفوفات D ,P و المستعمل.

لجاكوبي الـكسري التكامل العمليات مصفوفة 1 . 1 . 2
: بالشكل جاكوبي اساس وفق تقريبه يمكن تابع اي ان قلنا سبق مما

f (x) = CTΦ (x) (1 . 2)
. جاكوبي شعاع Φ (x) =

[
P

(α,β)
0 (x) , P

(α,β)
1 (x) , ..., P

(α,β)
n (x)

] و معاملات CT = [c0, ..., cn] حيث
:[21] التالي بالشكل جاكوبي اساس وفق الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة I(v) نعرف v ≥ أجل0 من

Jvϕ(x) ≃ I(v)ϕ(x) (2 . 2)
:[21] : الشكل من عناصرها (m×m) البعد من مصفوفة I(v) حيث

{I(v)ij }m−1
ij=0 =

i∑
k=0

j∑
l=0

P
(i)
k P

(j)
l

Γ(k + 1)B(k + l + v + β + 1, α + 1)

Γ(k + v + 1)hk
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لجاكوبي الـكسري الاشتقاق العمليات مصفوفة 2 . 1 . 2
Dvϕ(x) ≃ D(v)ϕ(x) بالشكل جاكوبي حدود لـكثيرات الـكسري التفاضل العمليات مصفوفة Dv تعرف

: العام شكلها (m+ 1)× (m+ 1) البعد من مصفوفة D(v) حيث

D(v) =



0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0... ... ... ... ...
∆v ([v], 0) ∆v ([v], 1) ∆v ([v], 2) · · · ∆v ([v],m)... ... ... ... ...
∆v (i, 0) ∆v (i, 1) ∆v (i, 2) · · · ∆v (i,m)... ... ... ... ...
∆v (m, 0) ∆v (m, 1) ∆v (m, 2) · · · ∆v (m,m)


: بالعبارة يعطى δijk و ∆v (i, j) =

∑i
k=⌈v⌉ δijk حيث

δijk =
(−1)i−kLα+β−v+1Γ(j + β + 1)Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + α + β + 1)

hjΓ(j + α+ β + 1)Γ(k + β + 1)Γ(i+ α+ β + 1)Γ(k − v + 1)(i− k)!
×

j∑
l=0

(−1)j−1Γ(j + l + α + β + 1)Γ(α + 1)Γ(l + k + β − v + 1)

Γ(l + β + 1)Γ(l + k + α+ β − v + 2)(j − l)!l!

لتشيبيشيف الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة 3 . 1 . 2
: بـ يعطي لتشيبشيف الثاني للنوع الـكسري للتكامل Pα

M×M العمليات مصفوفة
IαΨ(t) ≈ Pα

M×MΨ(t). (3 . 2)
و تشيبيشيف شعاع Ψ(t) مع

Pα
M×M =


η00 η01 · · · η0,M − 1

η10 η11 · · · η1,M−1... ... · · · ...
ηM−1,0 ηM−1,1 · · · ηM−1,M−1


: حيث

ηmn =
4√
π

m∑
k=0

(
(−1)m−k22k

(m+ k + 1)!k!

(m− k)!(2k + 1)!Γ(α + k + 1)
×

n∑
l=0

(−1)n−l22l
(n+ l + 1)!Γ(3/2 + k + l + α)

(n− l)!(2l + 1)!Γ(3 + k + l + α)
, m, n = 0, 1, . . . ,M − 1
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لجاكوبي الـكسرية العمليات مصفوفة توظيف 2 . 2
بتوظيفها قمنا تشيبيشيف و لجاكوبي الـكسري التفاضل و للتكامل العمليات لمصفوفات الـكبيرة للأهمية إظهارا

مختلفة. رتب من خطية الغير و الخطية الـكسرية التفاضلية للمعادلات التقريبي الحل لايجاد

الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلات حل 1 . 2 . 2
: التالية الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلة لتكن

Dvu(x) +
k∑

i=1

eiD
viu(x) + u(x) = g(x) (4 . 2)

الابتدائية الشروط و
ui(0) = di i = 0, 1, 2...n− 1 (5 . 2)

على يدل Dv و vk < vk−1 < · · · < v1 < v و n < v ≤ n+ 1 و حقيقية ثابتة معاملات , eii=0,1,...,k حيث
. v الدرجة من الـكسري كابوتو مشتق

و ية. صفر ابتدائية شروط ذات الى يلها بتحو المسالة في تغييرات إجراء نحاول ، بداية (4 . 2) المسألة لحل
بوضع ذلك

z(x) = u(x)− û(x) (6 . 2)
i = كل أجل من z(i)(0) = 0 أن ملاحظة بسهولة يمكن û(0) = di i = 0, 1, 2...n − 1 حيث

الآتية: المعدلة ية الـكسر التفاضلية المعادلة على الحصول يتم منه و . 0, 1, . . . , n− 1

Dvz(x) +
k∑

i=1

êiD
viz(x) + z(x) + û(x) = ĝ(x) (7 . 2)

z(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1, (8 . 2)
: يلي كما (7 . 2) المعادلة كتابة إعادة .يمكننا s(x) = ĝ(x)− û(x) أن لنفرض

Dvz(x) +
k∑

i=1

êiD
viz(x) + z(x) = s(x) (9 . 2)

: بالشكل جاكوبي اساس وفق s(x) و Dvz(x) بتقريب نقوم (9 . 2) للمسالة تقريبي حل ايجاد أجل من
Dvz(x) ≃

n∑
i=0

ciP
∗(α,β)
i (x) = CTϕ(x) (10 . 2)
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s(x) ≃
n∑

i=0

siP
∗(α,β)
i (x) = STϕ(x) (11 . 2)

: لدينا (8 . 2) الابتدائية الشروط و CT = [c0, c1, . . . , cn] STو = [s0, s1, . . . , sn] حيث
z(x) = JvDvz(x) +

n−1∑
i=0

z(i)(0)

i!
xi = JvDvz(x) (12 . 2)

: على نحصل بالتعويض
z(x) = JvDvz(x) ≃ CTJvϕ(x) ≃ CT I(v)ϕ(x) (13 . 2)

لدينا العمليات مصفوفات (2 . 13)و يق طر عن
Dviz(x) ≃ CT I(v−vi)ϕ(x), i = 0, 1, . . . , k (14 . 2)

تكتب Rm(x) الباقي دالة نحصل (9 . 2 ) في (14 . 2) و (13 . 2), (11 . 2), (10 . 2) العبارات نعوض
التالي بالشكل

Rm(x) = (CT +
k∑

i=1

êiC
T I(v−vi) + CT I(v) − ST )ϕ(x)

معاملات على العثور .يمكن التجميع يقة طر تطبيق خلال من خطية، ية جبر معادلة (m+1) لنا ٺتولد اخيرا
المعادلة من لدينا ، وبالتالي . الخطية ية الجـبر المعادلات جملة حل يق طر عن C معروف الغير الشعاع

(13 . 2)
z(x) = CT I(v)ϕ(x)

حيث u(x) التقريبي الحل على الحصول يتم (13 . 2) المعادلة من
u(x) = û(x) + CT I(v)ϕ(x).

خطية الغير ية الـكسر التفاضلية المعادلات حل 2 . 2 . 2
: التالية الخطية غير الـكسرية التفاضلية المعادلة نعتبر

Dvu(x) = F (x, u(x), Dβ1u(x), . . . , Dβku(x)), (15 . 2)
الابتدائية الشروط مع

u(i)(0) = di i = 0, 1, . . . , n− 1

مشتق على يدل Dv و 0 < β1 < β2 < . . . , βk < v و n− 1 < v ≤ n حيث
خطية. غير دالة F الدالة أن كما .v الدرجة من كابوتو

) القسم في المعروضة يقة الطر باستخدام المسالة(2 . 15) يل بتحو قمنا عدديا (15 . 2) المشكل حل أجل من
(6 . 2) العبارة و (4 . 2

Dvz(x) = F̂ (x, z(x) + û(x), Dβ1z(x), . . . , Dβkz(x)) (16 . 2)
13



z(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1.

بواسطة Dβjz(x) (j = 1, . . . , k) و Dvz(x) , z(x) أولا نقرب جاكوبي حدود كثيرات اساس وفق
المعادلة في المعادلات هذه استبدال يق طر التوالي.عن على (14 . 2) و (10 . 2); (13 . 2) المعادلات

التالي النحو على R(x) الباقي الدالة تكتب ، (16 . 2)
R(x) = −CTϕ(x) + F̂ (x,CT I(v)ϕ(x) + û(x), CT I(v−β1)ϕ(x), . . . , CT I(v−βk)ϕ(x)). (17 . 2)

جمل الى المسالة تتحول نقطة (m+1) في (17 . 2) للمعادلة التجميع يقة طر نستعمل C المجهول على للعثور
سبيل (على بالحاسوب عليها الحصول تم الذي خطية الغير الجملة حل يمكن و خطية غير ية جبر معادلات

لدينا يكون وبالتالي . (MathematicaTM باستخدام المثال
z(x) = CT I(v)ϕ(x); u(x) = û(x) + CT I(v)ϕ(x).

لتشيبشيف ية الـكسر العمليات مصفوفة توظيف 3 . 2
التالية خطية الغير ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر

Dα
∗ y(t) = F (t, y(t), Dβ1

∗ y(t), . . . , Dβk
∗ y(t)) 0 ≤ t < 1 (18 . 2)

الابتدائية الشروط مع
y(j)(0) = dj, j = 0, 1, . . . , n− 1 (19 . 2)

من لكابوتو ية الـكسر المشتقات على تدل Dα
∗ −nو 1 < α ≤ n,أيضا و 0 < β1 < β2 < . . . , βk < v حيث

Dα
∗ y(t) نقرب ، الثاني النوع من تشبيشيف أساس وفق التقريب يق طر عن المشكلة هذه لحل α الدرجة

مثل (7 . 1) بالعلاقة
Dα

∗ y(t) = CTΨ(t)

المعادلة طرفي على Iα الـكسري التكامل مؤثر ندخل ثم مجهول. شعاع C = [c0, c1 . . . , cM−1]
T حيث

على نحصل (3 . 1) و(2 . 3) للمعادلات أعلاه،وفقا
IαDα

∗ y(t) ≈ CT IαΨ(t) =⇒ y(t) ≈ CTPα
M×MΨ(t) +

n−1∑
j=0

dj
j!
tj, (20 . 2)

i = 1, 2, . . . , k أجل من
Dβi

∗ y(t) ≈ CTPα−βi

M×MΨ(t) +
n−1∑
j=ni

dj
(j − ni)!

tj−ni

المعادلة في أعلاه المعادلات واستبدال التجميع كنقاط q = 1, 2, . . . ,M , tq = q
M

نيوتن-كوتس نقاط بأخذ
على نحصل (18 . 2)

CTΨ(tq) = F

(
tq, C

TPα
M×MΨ(tq) +

n−1∑
j=0

dj
j!
tjq, C

TPα−β1

M×MΨ(tq)
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+
n−1∑
j=n1

dj
(j − n1)!

tj−n1
q , . . . , CTPα−βk

M×MΨ(tq) +
n−1∑
j=nk

dj
(j − nk)!

tj−nk
q (21 . 2)

تقريبي حل على الحصول يتم لذلك .C الشعاع على للعثور حلها يمكن التي ية الجـبر المعادلات من جملة وهو
.(20 . 2) بالعلاقة (18 . 2) للمعادلة

المقارنة مع عددية أمثلة 4 . 2
القسم. هذا في الاختبار أمثلة من العديد إجراء تم ، البحث هذه في المقترحة الطرق فعالية لتوضيح

جاكوبي يقة لطر عددية تطبيقات 1 . 4 . 2
[38 ,10 ,7] التالية ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر 1.4.2 مثال

D2u(x) +D
3
2u(x) + u(x) = g(x) (22 . 2)

u(0) = 1, u′(0) = 1, x ∈ [0, 1]

u(x) = 1 + x هو المشكلة لهذه الدقيق الحل . g(x) = 1 + x حيث
أن نعتبر

u(x) = z(x) + 1 + x (23 . 2)
تكافئ المعادلة (22 . 2) ثم

D2z(x) +D
3
2 z(x) + z(x) = 0. z(0) = z′(0) = 0 (24 . 2)

كـ D2z(x) المجهول تقريب يتم ، الآن
D2z(x) = CTΦ(x)

التالية المعادلات على الحصول يتم (4 . 1) و (3 . 1) المعادلات خلال ومن
D

3
2 z(x) = CT I(

1
2
)Φ(x)

z(x) = CT I(2)Φ(x). (25 . 2)
يلي كما المعادلة(2 . 24) كتابة نعيد ، أعلاه المعادلات باستخدام

CT [I + I(
1
2
) + I(2)]Φ(x) = 0

هو أعلاه الجملة حل , m = 2 مع المعروضة يقة الطر باستخدام
CT = 0

الدقيق. للحل مطابق تقريبي على نحصل (23 . 2) و (25 . 2) المعادلات باستخدام و
15



[30 ,10] التالية ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر 2.4.2 مثال
D2u(x) +D

3
2u(x) + u(x) = g(x) (26 . 2)

u(0) = 0, u(1) = 1, x ∈ [0, 1]

u(x) = x2 هو الدقيق والحل g(x) = x2 + 2 + 4
√

x
π

حيث
إلى (26 . 2) المعادلة يل تحو يمكننا ، البداية في

D2z(x) +D
3
2 + z(x) = ĝ, (27 . 2)

z(0) = 0, z(1) = 0, x ∈ [0, 1]

: بالشكل جاكوبي اساس وفق بتقريب ،نقوم الآن ĝ(x) = x2 − x+2+ 4
√

x
π

و z(x) = u(x)− x حيث
D1z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I(1)Φ(x)

D2z(x) = CTD1Φ(x), D
3
2 + z(x) = CTD( 1

2
)Φ(x)

ĝ = GTΦ(x),

من تكتب (27 . 2) المعادلة في المتبقية الدالة كابوتو بمعنى للمشتق التشغيلية المصفوفة هي D( 1
2
) و D1 حيث

الشكل
R(x) = [CTD1 + CTD( 1

2
) + CT I(1) −GT ]Φ(x)

الشرط مع التجميع يقة طر باستخدام
z(1) = CT I(1)Φ(1) = 0

هو m = 4 أجل من الجملة حل
CT = [0, 1,−1.16209× 10−17, 1.59492× 10−18, 5.48351× 10−18]

.z(x) = CT I(1)Φ(x) اذن
المقدمة. التقنية ودقة الجيد الأداء يظُهر و m = 4 اجل مع المطلق الخطأ يوضح شكل1، في

m = 4 عند المطلق الخطأ :1 . 2 شكل
16



[38 ,21 ,16 ,10] : التالية ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر 3.4.2 مثال
Dvu(x) + u(x) = 0, 0 < v < 2, I = (0, 1)

u(0) = 1, u′(0) = 0

هو الدقيق الحل
u(x) = Ev,1(−xv)

حيث
Eδ,ϵ(x) =

∞∑
r=0

xr

Γ(δr + ϵ)

المعممة. ميتاغ-ليفلر دالة هي
: الموالي بالشكل متجانسة المعادلة نجعل

Dvz(x) + z(x) + 1 = 0, 0 < v < 2, I = (0, 1)

z(0) = 0, z′(0) = 0

: كالتالي جاكوبي اساس وفق الدوال نتقرب نقوم ، الآن
v < 1 أجل من (1) •

D1z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I1Φ(x)

Dvz(x) = CT I(1−v)Φ(x), 1 = GTΦ(x)

v > 1 أجل من (2) •
D2z(x) = CTΦ(x), z(x) = CT I(2)Φ(x)

Dvz(x) = CT I(2−v)Φ(x), 1 = GTΦ(x)

أنه ملاحظة يمكن جدول1 خلال من . m = 2, 5, 8, 9 و v = 0.85 أجل من المطلق الخطأ بوضح جدول1
. جاكوبي حدود كثيرات من حدود بضعة باستخدام جيد تقريب تحقيق يمكن

الحل v = 1 أجل من .حيث v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 مع u(x) لـ العددية شكل2النتائج يعرض
سريع بشكل تقترب v المختلفة للقيم التقريبية الحلول أن شكل2 من ملاحظة يمكن u(x) = exp−x هو الدقيق

عالية. بدقة exp−x من
x = 0.9 x = 0.7 x = 0.5 x = 0.3 x = 0.1 m

3.5× 10−3 7.7× 10−3 3.0× 10−3 7.8× 10−3 3.0× 10−3 2

6.1× 10−4 5.3× 10−4 4.8× 10−4 3.1× 10−4 7.8× 10−4 5

4.5× 10−5 1.3× 10−4 8.9× 10−5 1.0× 10−6 3.6× 10−4 8

8.5× 10−5 1.2× 10−5 8.2× 10−5 1.2× 10−4 2.2× 10−4 9

v = 0.85 أجل من m ل مختلفة لقيم المطلق الخطأ :1 . 2 جدول
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v = 0.5, 0.75, 0.95, 1 و m = 9 أجل من um(x)و u(x) مقارنة :2 . 2 شكل

x = 0.9 x = 0.7 x = 0.5 x = 0.3 x = 0.1 v

1.1× 10−3 2.6× 10−4 1.0× 10−3 1.8× 10−3 2.8× 10−3 0.2

3.6× 10−3 3.8× 10−3 4.7× 10−3 8.6× 10−3 3.8× 10−2 0.4

5.2× 10−4 1.0× 10−4 4.9× 10−4 7.8× 10−4 1.3× 10−3 0.6

1.4× 10−4 2.0× 10−5 1.3× 10−4 2.0× 10−4 3.6× 10−4 0.8

2.8× 10−13 7.9× 10−14 2.2× 10−13 9.8× 10−14 2.7× 10−13 1

2.4× 10−5 1.4× 10−6 2.4× 10−5 3.4× 10−5 6.6× 10−5 1.2

1.9× 10−5 1.8× 10−6 1.8× 10−5 2.5× 10−5 4.7× 10−5 1.4

2.6× 10−6 4.0× 10−7 2.4× 10−6 3.4× 10−6 5.9× 10−6 1.8

3.9× 10−13 1.2× 10−13 3.2× 10−13 1.3× 10−13 4.0× 10−13 2

m = 9 و vلـ مختلفة لقيم المطلق الخطأ :2 . 2 جدول

1 0.8 0.6 0.4 0.2 v

10−14 0.0018 0.0100 0.0363 0.1684 Error

2 1.8 1.6 1.4 1.2 v

1.9× 10−14 7.3× 10−5 3.8× 10−4 0.0014 0.0046 Eroor

[10] في α = β = 0 مع v لـ مختلفة وقيم m = 10 لـ مطلق خطأ أقصى :3 . 2 جدول
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v = 1.5, 1.75, 1.95, 2 و m = 9 أجل من um(x)و u(x) مقارنة :3 . 2 شكل
،v = 2 إلى بالنسبة .2 و ، 1,95 ؛ 1,75 ؛ 1,5 = v و 9 = m لـ (x) u لـ العددية النتائج 3 الشكل يوضح
الحلول ٺتقارب ، 2 من v القيم تقترب عندما أنه نرى 3 الشكل من .u(x) = cos(x)هو الدقيق الحل يكون
2 الجدول من .2 الجدول في m = 9 و v لـ مختلفة لقيم المطلق الخطأ يظهر .u(x) = cos(x) من التقريبية
إجراء أجل من متوقع. أمر وهو ، الخطأ تقليل يتم (v = 1, الصحيحة(2 القيم من vيقترب عندما أنه نرى ،

.3 الجدول [10] البالغ المطلق للخطأ الأقصى الحد نعرض ، مقارنة

تشيبشيف يقة لطر عددية تطبيقات 2 . 4 . 2
التالي: الترميز نستخدم سوف القسم هذا خلال

εh = max
j=1,2,...,M

|y(tj)− yM(tj)| , h =
1

M
, tj =

j

M
, ρ = log

(
εh
εh/2

)
/ log 2

. تشيبشيف حدود كثير اساس وفق y لـ التقريبي الحل الى yM يشسر حيث
[14 ,12] الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلة نعتبر 4.4.2 مثال

aD2
∗y(t) + b(t)Dβ1

∗ y(t) + c(t)D∗y(t) + e(t)Dβ2
∗ y(t) + k(t)y(t) = f(x) (28 . 2)

0 < β2 < 1, 1 < β1 < 2, y(0) = 2, y′(0) = 0

حيث
f(t) = −a− b(t)

Γ(3− β1)
t2−β1 − c(t)

e(t)

Γ(3− β2)
t2−β2 + k(t)

(
2− t2

2

)
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ρ εh h
_ 6.88384× 10−5 0.2

4.51849 3.00351× 10−6 0.1

4.16152 1.67837× 10−7 0.05

4.03702 1.02241× 10−8 0.025

2.1 لمثال 40 ،20 ،10 ،5 = M مع التقارب ومعدلات الخطأ معايير :4 . 2 جدول
هو المسألة لهذه الدقيق الحل

y(t) = 2− t2

2

(28 . 2) للمعادلة ,وفقا D2
∗y(t) = CTΨ(t) لحلها.نضع الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة توظيف بغية

لدينا
y(t) = CTP 2

M×MΨ(t) + 2

وبالتالي
aCTΨ(t) + b(t)

(
CTP 2−β1

M×MΨ(t)
)
+ c(t)

(
CTP 1

M×MΨ(t)
)

+e(t)
(
CTP 2−β2

M×MΨ(t)
)
+ k(t)CTP 2

M×MΨ(t) + 2 = f(t)

معادلات جملة على نحصل tj =
j
M
, j = 1, 2, . . . ,M التجميع نقاط أخذ يق طر عن التجميع يقة طر نطبق

الـكسرية التفاضلية المعادلة حل على الحصول يتم ، بالتالي و C الشعاع إيجاد يمكننا ، النظام هذا حل خلال من
.(28 . 2)

a = 1, b(t) =
√
t, c(t) = أجل من يقتنا بطر (28 . 2) لـلمعادلة العددي الحل لدقة دراسة جدول4 في

t
1
3 , e(t) = t

1
4 , k(t) = t

1
5 , β2 = 0.33, β1 = 1.234

السابقة الأقسام في المعروضة يقة بالطر عليه الحصول تم الذي العددي الحل أن الواضح من جدول4، من
المذكورة الأخرى العددية الطرق مع ٺتفق الدقيق.و الحل مع يتقارب العمليات مصفوفات على يعتمد والذي

.[13 ,12]
خطية الغير ية الـكسر التفاضلية المعادلة نعتبر 5.4.2 مثال

Dη
∗y(t) +Dθ1

∗ y(t) +Dθ2
∗ y(t) + y2(t) = h(t) (29 . 2)

< η < 3, 1 < θ1 < 2, 0 < θ2 < 1

h(t) = t6 +
6

Γ(4− η)
t3−η +

36

Γ(4− θ1)Γ(4− θ2)
t6−θ1−θ2

: الأبتدائية الشروط تحت
y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0

.y(t) = t3 هو الدقيق لحل
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. تشيبيشف اساس نستعمل نحن و جاكوبي مصفوفة بواسطة [10] في المسالة هذه حل تم
Dη

∗y(t) = y(t)Ψ(t) نضع
ية الجـبر الجملة على tjنتحصل = j

M
, j = 1, 2, . . . ,M التجميع نقاط باستعمال و

CTΨ(tj) +
(
CTP η−θ1

M×MΨ(tj)
)(

CTP η−θ2
M×MΨ(tj)

)
+
(
CTP η

M×MΨ(tj)
)2

= h(tj)

ρ εh h
_ 1.96839× 10−2 0.25

2.65939 3.1157× 10−3 0.125

2.6129 5.09325× 10−4 0.0625

2.49135 9.05782× 10−5 0.03125

M = 4, 8, 16, 32,θ2 = 0.9,θ1 = 1.5 ,η = 2.5 مع 2.2 للمثال التقارب ومعدلات الخطأ معايير :5 . 2 جدول

ρ εh h
_ 2.15665× 10−2 0.25

2.35739 4.20858× 10−3 0.125

2.21995 9.03369× 10−4 0.0625

2.11728 2.08209× 10−4 0.03125

M =,θ2 = 0.75,θ1 = 1.75 ,η = 2.75 مع 2.2 للمثال التقارب ومعدلات الخطأ معايير :6 . 2 جدول
4, 8, 16, 32

العددية النتائج توضح .θ2 و θ1و ηو M لـ مختلفة لقيم العددية النتائج إيجاد يمكننا ، النظام هذا حل خلال من
لـ ، (29 . 2) المشكلة على تطبيقها عند المقترحة يقة الطر أداء جدول6 جدول5و الجدولين في المعروضة
الأخطاء شكل4 في يظهر التوالى. على η = 2.75, θ1 = 1.75, θ2 = 0.75 و η = 2.5, θ1 = 1.5, θ2 = 0.9

أعلاه الحالتين في (3.5) للمثال M = 12, 16 بقيم المطلقة
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مختلفتين حالتين في 2.2 للمثال المطلق الخطأ :4 . 2 شكل
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الخـاتمة

مصفوفة من كلا استنتجنا تشيبيشاف و جاكوبي أساس وفق الجديدة العمليات مصفوفات بناء إستطعنا
المصفوفات تلك المصفوفات. هذه لتشكيل عام إجراء إعطاء تم حيث D التفاضل و ،P للتكامل العمليات
وغير الخطية الـكسرية التفاضلية المعادلات حل في قدمنا ما مثل ياضياتية الر المسائل لحل إستخدامها يمكن
و . جداءات و تفاضل و تكامل من المسائل في المعقدة العبارات من التخلص دورها كان حيث . الخطية
قليل عدد إلى حاجة هناك ذلك على وعلاوة جدا. دقيقة نتائج وتنتج التنفيذ، سهلة يقة الطر هذه أن لنا تبين
المشكلة يل تحو تم كيف تبين أمثلة التقنية هذه تضمين تم مرضية. عددية نتيجة على للحصول القواعد من
تمت . جدا دقيقة هي عليها الحصول تم التي النتائج حلها. السهل من التي ية الجـبر المعادلات من جمل إلى
يقتين للطر بدقة التقريبي الحل مقارنة تمت الاخير في . التحليلية الحلول مع اجابي بشكل العددية النتائج مقارنة
كثير يقة طر أن النتائج خلال من لوحظ كما , الدقيقة الحلول مع تماما متوافقة النتائج كانت حيث المدروستين
في وفقنا أننا نأمل الأخير في و تشيبشيف. حدود كثير يقة بطر مقارنة جيدا تقريبا حققت جاكوبي حدود
هذا لاتمام الصعوبات و العراقيل من جملة اجتياز من تمكنت تعالى منه بتوفيق و للهّٰ ,و الموضوع هذا دراسة

. التمام و الـكمال فللهّٰ النقائص من يخلو لا الذي و العمل
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الملخص
و الخطية كسرية رتب من التفاضلية المعادلات أنواع لبعض عددية معالجات تقديم الى البحث هذا يهدف
كثيرات و جاكوبي حدود كثيرات باستعمال الحلول تقريب على العددية التقنيات تلك في إعتمدنا غيرالخطية
جمل إلى المسائل تلك يل تحو أمكن الـكسرية العمليات مصفوفات بناء يق طر عن و . تشيبيشيف حدود
ايجاد في عالية كفاءة الطرائق تلك أثبتت عددية تطبيقات خلال من و الحل و البرمجة سهلة ية جبر معادلات

سابقا. الموضوع عالجت لطرق تحليل و عرض مع دقيقة و تقريبية حلول
العمليات. مصفوفات , تشيبشيف , جاكوبي حدود , كسرية تفاضلية معادلة المفتاحية: الكلمات

Abstract
The objective of this work is to find numerically the solution of some linear and nonlinear

fractional dffierential equations For the approximation of the solutions we have used Jacobi
polynomials, and Chebyshev . The operational matrix tool converts these problems to
systems of algebraic equations whose solutions are simple and easy to compute. Numerical
applications have proven the effectiveness of these methods to find approximate and precise
solutions.
Key words: Fractional dffierential equation, Jacobi polynomials, Chebshev polynomials
operational matrices,

Résumé
L’objectfi de cette thèse est de fournir des traitements numériques pour quelques types d’équations
dffiérentielles fractionnaires linéaires et non linéaires. Pour l’approximation des solutions,
nous avons utilisé les polynômes de Jacobi, et de Tchebychev. La construction de matrices
opérationnelles a permis de transformer ces problèmes à des systèmes d’équations algébriques
dont la résolution est simple. Des applications numériques ont prouvé l’efficacité de ces
méthodes utilisées pour trouver des solutions approximatives et précises.
Mots clés: Équation dffiérentielle fractionnaire, polynômes de Jacobi, polynômes de
Chebshev , matrices opérationnelles.
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