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Introduction générale

De nombreux problèmes dans divers domaines comme la physique théorique, la biologie,
la viscosité peuvent être formulés avec succès par des équations différentielles fractionnaires
[2, 3, 4]. Au cours de la dernière décennie, l'équation différentielle fractionnaire a attiré l'atten-
tion des mathématiciens, des physiciens et des ingénieurs [5, 8, 11]. Par conséquent, des mé-
thodes précises pour résoudre des équations différentielles sont des recherches dif�ciles dans
nos jours. Il existe de nombreuses méthodes analytiques et numériques utilisées pour résoudre
des équations différentielles d'ordre fractionnaire. Les résultats analytiques sur l'existence et
l'unicité des solutions aux équations différentielles fractionnaires ont été étudié par de nom-
breux auteurs (voir, par exemple [1, 18, 12, 13]). Plusieurs chercheurs scienti�ques ont présenté
des méthodes numériques pour résoudre des équations différentielles avec des ordres fraction-
naires [6, 7, 9, 10], qui ont établi de bons résultats, et beaucoup d'entre eux ont utilisé la matrice
opérationnelle de dérivation et d'intégration fractionnaires pour obtenir ces résultats.

Notre objectif principal de ce travail est de généraliser la matrice opérationnelle de Legendre
au calcul fractionnaire. Il convient de mentionner ici que, le procédé est basé sur l'utilisation
de la matrice opérationnelle d'une fonction orthogonale pour résoudre des équations diffé-
rentielles fractionnaires en les transformant en un ensemble d'équations algébriques faciles à
résoudre, pour trouver des solutions approximatives à ces équations différentielles d'ordre frac-
tionnaire. Plusieurs travaux ont paru dans la littérature traitant l'application des polynômes de
Legendre modi�és [14, 15, 16, 17].

Donc, nous avons présenté une méthode numérique pour résoudre quelques problèmes
différentiels fractionnaires linéaires et non linéaires en utilisant la matrice opérationnelle basées
sur les polynômes de Legendre. Pour atteindre cet objectif, nous avons organisé notre travail
de la manière suivante :

� Dans le premier chapitre, nous présentons quelques fonctions spéci�ques utiles pour le
calcul fractionnaire ainsi que quelques dé�nitions des opérateurs fractionnaires avec ses pro-
priétés principales.

� Le deuxième chapitre est réservé à la dé�nition des polynômes de Legendre et ses pro-
priétés principales en précisant les méthodes de calcul des racines des six premiers polynômes.

� Dans le troisième chapitre, nous dé�nissons la matrice opérationnelle de Legendre géné-
ralisée et son effet à la résolution de quelques problèmes différentiels fractionnaires.

� En�n, dans le quatrième chapitre, nous appliquons la matrice opérationnelle de Legendre
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généralisée pour résoudre quelques problèmes différentiels fractionnaires linéaires du type

8
<

:

D � u(x) = � 1D � u(x) + � 2u(x) + � 3g(x);

u(0) = c0; u0(0) = c1;

et non linéaires du type

8
<

:

D � u(x) = G
�
x; u(x); D � u(x); D  u(x)

�
;

u(0) = c0; u0(0) = c1; u00(0) = c2:
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Chapitre 1

Quelques rappels de calcul fractionnaire

1.1 Les fonctions Gamma et Bêta d'Euler

La fonction gamma d'Euler �( x) joue un rôle très important dans la théorie du calcul frac-
tionnaire. Une dé�nition de �( x) est celle fournie par la Limite d'Euler :

�( x) = lim
n�!1

�
n!nx

x(x + 1)( x + 2) � � � (x + n)

�
; x > 0: (1.1)

Une autre expression dé�nie par la transformée intégrale suivante :

�( x) =
Z 1

0
tx� 1e� tdt; x > 0 (1.2)

est souvent plus utile, bien qu'elle soit limitée à une valeur positive de x . Une l'intégration par
parties appliquée à l'expression (1:2) conduit à la relation de récurrence :

�( x + 1) = x�( x): (1.3)

C'est la propriété la plus importante de la fonction gamma. Comme �(1) = 1 , alors l'expression
(1.3) montre que pour tout entier positif n nous avons :

�( n + 1) = n�( n)

= n! (1.4)

Les propriétés les plus importantes de la fonction gamma sont les suivantes :

�
�

n +
1
2

�
=

1:3:5:::(2n � 1)
2n

p
�

�
�

n +
1
3

�
=

1:4:7:::(3n � 2)
3n

�
�

1
3

�
;

�
�

n +
1
4

�
=

1:5:9:::(4n � 3)
4n

�
�

1
4

�
;

�
�

� n +
1
2

�
=

(� 1)n2n

1:3:5:::(2n � 1)

p
�:
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FIGURE 1.1: Courbe représentative de la fonction Gamma

Une fonction liée à la fonction gamma est la fonction bêta � (p; q). Pour les deux paramètres
p > 0 et q > 0, la fonction bêta est dé�nie par l'intégrale suivante :

� (p; q) =

1Z

0

tp� 1(1 � t)q� 1dt: (1.5)

Si l'un des paramètres p ou q n'est pas positif, alors l'intégrale (1.5) diverge sinon � (p; q) est
dé�nie par la relation suivante :

� (p; q) =
�( p)�( q)
�( p + q)

(1.6)

où p > 0 et q > 0.
Les fonctions bêta et gamma ont des analogues "incomplets". la fonction bêta incomplète d'ar-
gument x est dé�nie par l'intégrale :

� x (p; q) =

xZ

0

yp� 1(1 � y)q� 1dy (1.7)

et la fonction gamma incomplète d'argument x est dé�nie par :

� c(x) =
c� x

�( x)

cZ

0

yx� 1e� ydy

= e� x
1X

j =0

x j

�( j + c + 1)
(1.8)
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� c(x) est une fonction analytique �nie à valeur unique de x et c.

1.2 Intégrales fractionnaires :

De nombreuses littéatures introduisent différentes dé�nitions des intégrations fractionnaires,
parmi lesquelles :

1.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L'intégrale fractionnaire d'ordre � de Riemann-Liouville pour une fonction appropriée f (x),
x 2 R est dé�nie par :

I � f (x) =
1

�( � )

xZ

0

(x � s)� � 1f (s)ds; � > 0 (1.9)

et I 0f (x) = f (x) est l'opérateur d'identité.
Les propriétés de l'opérateur I � peuvent être trouvées dans [?; Podlbuny;1999]pour � � 0; � >
0 comme suit :

1: I � I � f (x) = I � + � f (x)

2: I � I � f (x) = I � I � f (x)

1.2.2 Intégrale fractionnaire de Weyl

L'intégrale fractionnaire à gauche d'ordre � > 0 d'une fonction donnée f est dé�nie par :

�1 I �
x f (x) =

1
�( � )

xZ

�1

f (y)
(x � y)1� �

dy (1.10)

et l'intégrale à droite fractionnaire d'ordre � > 0 d'une fonction donnée f est dé�nie par :

1 I �
x f (x) =

1
�( � )

1Z

x

f (y)
(y � x)1� �

dy

1.2.3 Intégrale fractionnaire d'Abel-Riemann

L'intégrale fractionnaire d'Abel-Riemann d'ordre � > 0, pour une fonction f (x) avecx 2 R+

est dé�nie par :

I �
AR f (x) =

1
�( � )

xZ

0

(x � � )� � 1f (� )d�; x > 0; � > 0 (1.11)

I 0
AR = I (Opérateur d'identité)

L'intégrale d'Abel-Riemann possède la propriété de semi-groupe suivante :

I �
AR I �

AR = I � + �
AR Pour tout �; � � 0: (1.12)
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1.3 Dérivées fractionnaires :

Dans les littératures de nombreuses dérivées fractionnaires de certaines fonctions ont été
discutées. dans cette paragraphe, certaines dé�nitions des dérivées fractionnaires sont présen-
tées :

1.3.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Parmi les formules les plus importantes utilisées dans le calcul fractionnaire se trouve la
formule de Riemann-Liouville. Pour une fonction donnée f (x); x 2 [a; b] ; les dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville à gauche et à droite d'ordre � > 0 sont données par :

xD �
a+ f (x) =

1
�( m � � )

dm

dxm

xZ

a

f (t)
(x � t)� � m+1

dt (1.13)

xD �
b� f (x) =

(� 1)m

�( m � � )
dm

dxm

bZ

x

f (t)
(x � t)� � m+1

dt (1.14)

avecm � 1 < � � m; m 2 N .

1.3.2 La dérivée fractionnaire d'Abel-Riemann

La dérivée fractionnaire d'Abel-Riemann d'ordre � > 0 est dé�nie comme l'inverse de l'in-
tégrale fractionnaire d'Abel-Riemann correspondante, c'est-à-dire :

D �
AR I �

AR = I (1.15)

Pour un entier positif m, tel que m � 1 < � � m où I est l'opérateur identité.

(D m
AR I m� �

AR )I �
AR = D m

AR (I m� �
AR I �

AR ) = D m
AR I m

AR = I

c'est-à-dire :

D �
AR f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

1
�( m � � )

dm

dxm

xZ

a

f (� )
(x � � )� � m+1

d� m � 1 < � < m

dm

dxm
f (x) � = m

(1.16)

1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Une autre dé�nition des dérivés fractionnaires a été introduite par Caputo. Caputo et Mi-
nadri ont utilisé cette dé�nition dans leurs travaux sur la théorie de la viscoélasticité. Selon la
dé�nition de Caputo suivante :

cD �
x = I m� � D m ; for m � 1 < � � m

6



ce qui signi�e que :

cD �
x f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

1
�( m � � )

xZ

0

f (m)(� )
(x � � )� +1 � m

d�; m � 1 < � < m

dm

dxm
f (x) � = m

Pour la dérivée de Caputo , on a :

cD �
x C = 0; (1.17)

cD �
x x j =

(
0 ; pour j 2 N et j < d� e

�( j +1)
�( j +1 � � ) x

j � � pour j 2 N et j � d � e ou j =2 N� et j > b� c
(1.18)

Nous utilisons la fonction d� epour désigner le plus petit entier supérieur ou égal à � et la fonc-
tion b� c pour désigner le plus grand entier inférieur ou égal à �

Les propriétés de base de la dérivée fractionnaire de Caputo sont :

1. Caputo a introduit une dé�nition alternative, qui a la préférence de dé�nir des conditions
initiales d'ordre entier pour les équations différentielles d'ordre fractionnaire.

2. I � c D �
x f (x) = f (x) �

m� 1P

k=0
f (k)(0+ )

xk

k!
.

3. La différenciation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire, similaire á la diffé-
renciation d'ordre entier :

cD �
x [�f (x) + �g (x)] = � cD �

x f (x) + � cD �
x g(x): (1.19)

1.4 Fonctions de Mittag-Lef�er

Dans cette section, nous présentons la dé�nition et quelques propriétés de deux fonctions
classiques de Mittag-Lef�er. On commence par la fonction d'un seul paramètre :

E � =
1X

k=0

zk

�( �k + 1)
; z 2 C; Re(� ) > 0:

Comme exemple prenons � = 1 et � = 2 :

E1(z) = ez et E2(z) = cosh(z).
Alors que quand � = n 2 N, la formule de différenciation suivante vaut pour une fonction
En (�z n ) : �

d
dz

� n

En (�z n ) = �E n (�z n ); n 2 N; � 2 C

7



et �
d
dz

� n �
zn� 1En

�
�
zn

��
=

(� 1)n

zn+1
En

�
�
zn

�
; z 6= 0; n 2 N; � 2 C

Aussi, lorsque � =
1
n

(n 2 N� ) on a la représentation suivante :

E 1
n
(z) = ezn

2

6
6
41 + n

zZ

0

e� tn

0

B
B
@

n� 1X

k=1

tk� 1

�
�

k
n

� dt

1

C
C
A

3

7
7
5 ; n 2 N�

Une fonction à deux paramètres de type Mittag-Lef�er est dé�nie par le développement en
série :

E �;y (z) =
1X

k=0

zk

�( �k + y)
; � > 0; y > 0 (1.20)

Il résulte de la dé�nition (1:20) que :

E1;1(z) =
1X

k=0

zk

�( k + 1)
=

1X

k=0

zk

k!
= ez

E1;2(z) =
1X

k=0

zk

�( k + 2)
=

1X

k=0

zk

(k + 1)!
=

ez � 1
z

E1;3(z) =
1X

k=0

zk

�( k + 3)
=

1X

k=0

zk

(k + 2)!
=

ez � z � 1
z2

et en général :

E1:m (z) =
1

zm� 1

(

ez �
m� 2X

k=0

zk

k!

)
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FIGURE 1.2: La fonction de Mittag-Lef�er à un seul paramètre

FIGURE 1.3: La fonction de Mittag-Lef�er à deux paramètres
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Chapitre 2

Polynôme de Legendre et ses propriétés

2.1 Polynôme de Legendre

Les polynômes orthogonaux les plus simples sont les polynômes de Legendre pour lesquels
l'intervalle d'orthogonalité est [� 1; 1] et la fonction poids est simplement la fonction constante
de valeur 1. Pour tout entier naturel n; le polynôme de Legendre Pn est dé�ni par :

Pn est la dérivée nième du polynôme (x2 � 1)n qui est un polynôme de degré 2n de coef�cient
dominant égale à 1, par conséquent,Pn est un polynôme de degré n de coef�cient dominant

2n(2n � 1):::(2n � n + 1) =
(2n)!

n
:

Pour n donné, La formule suivante permet de calculer l'expression générale de Pn :

Pn (x) =
1

n!2n

dn

dxn
(x2 � 1)n :

Cette formule s'appelle la formule de Rodriguès (1794� 1851), il a trouvé cette formule en
travaillant sur la résolution d'équations différentielles aux dérivées partielles dans le prolonge-
ment de sa thèse de doctorat (Mémoire sur l'attraction des sphéroïdes, 1816).

Nous retrouverons ces polynômes dans la résolution d'équations différentielles en physique
(propagation de la chaleur, physique quantique, chimie quantique, etc).

2.2 Propriétés du polynôme de Legendre

Lemme 2.2.1. Le polynôme de Legendre vØri�e les propriØtØs suivantes :
1) 8i; j 2 N; 8x 2 R on a :

Z 1

� 1
Pi (x)Pj (x)dx = 0; pour i 6= j:

2) 8n 2 N; 8x 2 R :

Z 1

� 1
P2

n (x)dx =
2

2n + 1

10



3) Les polynômes de Legendre vØri�ent la relation de rØcurrence

(n + 1) Pn+1 (x) � (2n + 1) xPn (x) + nPn� 1(x) = 0 : (2.1)

4) Quelques relations de rØcurrence en prØsence des dØrivØes dePn :

P0
n (x) = xP 0

n� 1(x) + nPn� 1(x) (2.2)

nPn (x) = xP 0
n (x) � P0

n� 1(x); n 6= 0: (2.3)

5) Les polynômes de Legendre sont solutions de l’Øquation diffØrentielle :

(1 � x2)y00� 2xy0+ n(n + 1) y = 0:

Preuve.1) 8i; j 2 N, 8x 2 R, on a :

hPi (x); Pj (x)i =
Z 1

� 1
Pi (x)Pj (x)dx

=
1

i !j !2i + j

Z 1

� 1

di

dxi
(x2 � 1)i dj

dxj
(x2 � 1)j dx

=
1

i !j !2(i + j )

� �
di � 1

dxi � 1
(x2 � 1)i dj

dxj
(x2 � 1)j

� 1

� 1

�
Z 1

� 1

di � 1

dxi � 1
(x2 � 1)i dj +1

dxj +1
(x2 � 1)j dx

�
:

Il est clair que le polynôme (x2 � 1)i a une racine d'ordre i en 1 et en � 1, donc la (i � 1)-iéme
dérivée de (x2 � 1)i s'annule en x = 1 et en x = � 1. Par conséquent nous obtenons :

Z 1

� 1
Pi (x)Pj (x)dx =

� 1
i !j !2i + j

Z 1

� 1

di � 1

dxi � 1
(x2 � 1)i dj +1

dxj +1
(x2 � 1)j dx

Par intégration par parties j fois, nous arrivons à

Z 1

� 1
Pi (x)Pj (x)dx =

(� 1)j

i !j !2(i + j )

Z 1

� 1

di � j

dxi � j
(x2 � 1)i d2j

dx2j
(x2 � 1)j dx

=
(� 1)j (2)j !
i !j !2(i + j )

Z 1

� 1

di � j

dxi � j
(x2 � 1)i dx

=
(� 1)j (2)j !
i !j !2(i + j )

�
di � j � 1

dxi � j � 1
(x2 � 1)i

� 1

� 1

= 0:

2) Soientn 2 N et x 2 R : On posek =
1

2nn!
et J =

Z 1

� 1
P2

n (x)dx.

Donc

J = k2
Z 1

� 1

dn

dxn
(x2 � 1)ndx;
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Choisissant maintenant

du =
dn

dxn
(x2 � 1)ndx et v =

dn

dxn
(x2 � 1)n ;

alors une intégration par parties nous donne

J = k2

 �
dn

dxn
(x2 � 1)n dn� 1

dxn� 1
(x2 � 1)n

� 1

� 1

�
Z 1

� 1

dn� 1

dxn� 1
(x2 � 1)n dn+1

dxn+1
(x2 � 1)ndx

!

Le premier terme à l'intérieur du crochet est nul puisque � 1 et 1 sont racines, et de proche
en proche on obtient :

J = k2(� 1)n
Z 1

� 1
(x2 � 1)n d2n

dx2n
(x2 � 1)ndx:

Puisque (x2 � 1)n est un polynôme de degré 2n (à coef�cient principal réduit) que l'on dérive
2n fois, le résultat est une constante qui vaut (2n)! , alors J prend l'expression suivante :

J = k2(� 1)n (2n)!
Z 1

� 1
(x2 � 1)ndx:

Il est facile de calculer cette dernière intégrale, pour cela on pose :

L =
Z 1

� 1
(x2 � 1)ndx:

Intégrale que l'on peut calculer par parties. Il suf�t de choisir :
u = ( x2 � 1)n et donc :du = 2n(x2 � 1)n� 1xdx, on obtient alors :

L =
�
x(x2 � 1)n

� +1

� 1
� 2n

Z 1

� 1
x2(x2 � 1)n� 1dx:

La première quantité a une valeur nulle. Une autre intégration par parties permet d'écrire :

L =
2
3

n(n � 1)2
Z 1

� 1
x4(x2 � 1)n� 2dx:

On poursuit ainsi de suite les calculs et, en notant par " le signe que l'on déterminera plus
tard, on arrive à l'expression :

L = "2n
1
3

2(n � 1)
1
5

2(n � 2):::
1

2n � 1
2(2 � 1)

Z � 1

1
x2n� 2(x2 � 1)1dx;

qui conduit à l'expression suivante :

L = "
2:4:6:::2n

1:3:5:::(2n + 1)
2:

12



Le problème du signe " que nous avons délibérément abandonné se trouve résolu en remar-
quant que (x2 � 1)n est une fonction qui a le signe de (� 1)n sur l'intervalle [� 1; +1] ainsi L
s'écrit :

L = ( � 1)n 2:4:6:::2n
1:3:5:::(2n + 1)

2:

Ensuite, nous pouvons écrire :

J =
(2n)!

n!
1

2n� 1

1
1:3:5:::(2n + 1)

=
2

2n + 1
:

On obtient donc le résultat suivant :
Z 1

� 1
P2

n (x)dx =
2

2n + 1
:

3) Les polynômes de Legendre véri�ent la relation de récurrence :

(n + 1) Pn+1 (x) � (2n + 1) Pn (x) + nPn� 1(x) = 0 :

On va chercher une relation de récurrence entre trois polynômes consécutifs Pn+1 (x); Pn (x) et
Pn� 1(x). Pour cela on utilise la formule de Rodriguès écrite pour le degré (n + 1) :

Pn+1 (x) =
1

2n+1 (n + 1)!
dn+1

dxn+1
(x2 � 1)n+1 :

On dérive une fois l'expression (x2 � 1)n+1 , et l'on trouve :

Pn+1 (x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x(x2 � 1)n ):

Que l'on peut l'écrire aussi :

Pn+1 (x) =
1

2nn!
dn� 1

dxn� 1

h
(x2 � 1)n + 2nx2(x2 � 1)n� 1

i

Puis on ajoute et l'on retranche 2n(x2 � 1)n� 1 dans la dérivée du second terme :

Pn+1 (x) =
1

2nn!
dn� 1

dxn� 1

h
(x2 � 1)n + 2nx2(x2 � 1)n� 1 � 2n(x2 � 1)n� 1 + 2n(x2 � 1)n� 1

i

=
1

2nn!
dn� 1

dxn� 1

h
(2n + 1)( x2 � 1)n + 2n(x2 � 1)n� 1

i
:

Soit encore :

Pn+1 (x) =
1

2nn!
dn� 1

dxn� 1
(2n + 1)( x2 � 1)n + Pn� 1(x):

Calculons le premier terme du second membre en utilisant la relation découlant de la règle de
Leibniz, cette quantité est égale à :

2n + 1
2nn!

dn� 1

dxn� 1
(x2 � 1)n =

2n + 1
n2nn!

dn

dxn

�
x(x2 � 1)n

�
�

(2n + 1) x
n2nn!

dn

dxn
(x2 � 1)n

=
2n + 1

n
Pn+1 (x) �

2n + 1
n

xPn (x):

13



Finallement, il vient :

Pn+1 (x) =
2n + 1

n
Pn+1 (x) �

2n + 1
n

xPn (x) + Pn� 1(x);

on aboutit �nalement à la relation de récurrence désirée :

(n + 1) Pn+1 (x) � (2n + 1) xpn (x) + nPn� 1(x) = 0 :

4) On dérive la formule de Rodriguès par rapport à x, on obtient :

P0
n (x) =

1
2nn!

dn

dxn
(2nx(x2 � 1)n� 1);

en utilisant encore une fois la relation de Leibniz, on arrive à :

P0
n (x) =

1
2n� 1(n � 1)!

(x
dn

dxn
(x2 � 1)n� 1 + n

dn

dxn
(x2 � 1)n� 1);

d'où, la premiére relation de récurrence

P0
n (x) = xP 0

n� 1(x) + nPn� 1(x);

qui peut encore s'écrire :

(n + 1) P0
n+1 (x) = ( n + 1)

�
xP 0

n (x) + ( n + 1) Pn (x)
�
: (2.4)

La dévivation de la relation (2.1) donne :

(n + 1) P0
n+1 (x) = (2 n + 1) Pn (x) + (2 n + 1) xP 0

n (x) � nP 0
n� 1(x); (2.5)

La soustraction des expressions (2.4) et (2.5) conduit à la seconde relation de récurrence

nPn (x) = xP 0
n (x) � P0

n� 1(x); n 6= 0:

Ces deux dernières formules sont utiles dans le cadre de l'ètude de la mèthode d'intègration de
Gauss-Legendre.

5) Dérivons une fois par rapport à x la relation (2.2) :

P00
n (x) = P0

n� 1(x) + xP 00
n� 1(x) + nP 0

n� 1(x)

= ( n + 1) P0
n� 1(x) + xP 00

n� 1(x):

De même, la dérivation de la relation (2.3) donne :

nP 0
n (x) = xP 00

n (x) + P0
n (x) � P00

n� 1(x):

D'où l'on tire :

P00
n� 1(x) = � (n � 1)P0

n (x) + xP 00
n (x):

Éliminons P00
n� 1(x) entre ces deux relations, il vient

P00
n (x) = ( n + 1) P0

n� 1(x) + x(xP 00
n (x) � (n � 1)P0

n (x)) :

Reste à éliminer P0
n� 1(x) grâcde à la relation (2.3) :

P00
n (x) = ( n + 1)

�
xP 0

n (x) � nPn (x)
�

+ x2P00
n (x) � (n � 1)xP 0

n (x):

La dernière relation ne dépend plus que de Pn (x) et de ses deux premières dérivées :

(1 � x2)P00
n (x) � 2xP 0

n (x) + n(n + 1) Pn (x) = 0 :

Cette dernière relation est vraie quel que soit n, c'est une équation différentielle linéaire du
deuxième ordre appelée équation différentielle de Legendre.
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2.3 Premiers polynômes de Legendre et leurs racines :

2.3.1 Six premiers polynômes de Legendre :

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1
2

(3x2 � 1)

P3(x) =
1
2

(5x3 � 3x)

P4(x) =
1
8

(35x4 � 30x2 + 3)

P5(x) =
1
8

(63x5 � 70x3 + 15)

2.3.2 Racines des six premiers polynômes de Legendre :

Les racines du polynômpe de Legendre sont solutions de l'équation : Pn (x) = 0 :

� n = 0; S = ;

� n = 1; S = f 0g

� n = 2; S =

(

�

r
1
3

;

r
1
3

)

� n = 3; S =

(

�

r
3
5

; 0;

r
3
5

)

� n = 4; S =

8
<

:
�

s
15� 2

p
30

35
; �

s
15 + 2

p
30

35

9
=

;

� n = 5, on obtient l'équation : 63x5 � 70x3 +15 = 0 : Généralement, il n'ya pas une méthode
pour la résoudre algébriquement, sauf en utilisant les méthodes numériques pour trouver des
solutions approximatives.
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Chapitre 3

Matrice opérationnelle de Legendre

3.1 Propriétés des polynômes de Legendre modi�és

D'après l'expression (2.1) , les polynômes de Legendre sont dé�nis sur l'intervalle [� 1; 1]
par la formule de récurrence suivante :

L i +1 (s) =
2i + 1
i + 1

sL i (s) �
i

i + 1
L i � 1(s); i = 1; 2; :::

avec L0(s) = 1 et L1(s) = s: Pour utiliser ces polynômes de Legendre sur l'intervalle [0; 1]
on dé�nit les polynômes de Legendre dits modi�és en effectuant le changement de variables
s = 2x � 1 Notons les polynômes de Legendre modi�és L i (2x � 1) par Pi (x). Alors Pi (x) peut
être obtenus comme suit

Pi +1 (x) =
(2i + 1)(2 x � 1)

i + 1
Pi (x) �

i
i + 1

Pi � 1(x) i = 1; 2; ::: (3.1)

avec P0(x) = 1 . et P1(x) = 2 x � 1 La forme analytique des polynômes de Legendre modi�és
Pi (x) de degré i sont donnés par :

Pi (x) =
iX

k=0

(� 1)i + k (i + k)!
(i � k)!(k!)2

xk : (3.2)

En notant que Pi (0) = ( � 1)i et Pi (1) = 1 la condition d'orthogonalité s'écrit :

Z 1

0
Pi (x)Pj (x)dx =

(
1

2i +1 ; si i = j

0; si i 6= j
(3.3)

Une fonction g ,carré intégrable dans [0; 1] peut être exprimée en termes de polynômes de Le-
gendre modi�és de la manière suivante :

g(x) =
1X

j =0

cj Pj (x);

où les coef�cients cj sont donnés par :

cj = (2 j + 1)
Z 1

0
g(x)Pj (x)dx; j = 1; 2; :::
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En pratique , seulement les (m + 1) premiers termes des polynômes de Legendre modi�és sont
considérés. Alors nous avons :

g(x) =
mX

j =0

cj Pj = CT �( x);

tel que le vecteur coef�cient de Legendre décalé C et le vecteur de Legendre décalé�( x) sont
donnés par :

CT = [ c0; :::; cm ]; (3.4)

�( x) = [ P0(x; )P1(x); :::; Pm (x)]T : (3.5)

La dérivée du vecteur �( x) peut être exprimer par :

d�( x)
dx

= D (1) �( x); (3.6)

où D (1) est la (m + 1) � (m + 1) matrice opérationnelle des dérivées donnée par :

D (1) = ( dij ) =

(
2(2j � 1); si j = i � k

0; sinon

avec (
k = 1; 3; : : : ; m; si m impair ;

k = 1; 3; : : : ; m � 1; si m pair ;

par exemple, pour m un entier pair la matrice D (1) s'écrit

D (1) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 � � � 0 0 0
1 0 0 0 � � � 0 0 0
0 3 0 0 � � � 0 0 0
1 0 5 0 � � � 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
1 0 5 0 � � � 2m � 3 0 0
0 3 0 7 � � � 0 2m � 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(3.7)

3.2 Matrice opérationnelle de Legendre généralisée au calcul
fractionnaire

En exploitant l'équation (3.6) , nous obtenons clairement que

dn �( x)
dxn

= ( D (1) )n :�( x) (3.8)

où n 2 N et
�
D (1)

� n
désignent les puissances matricielles. Donc

D (n) = ( D (1) )n ; n = 1; 2; ::: (3.9)
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Lemme 3.2.1. SoitPi (x) le polynôme de Legendre dØcalØ. Alors

D � Pi (x) = 0 ; i = 0; 1; � � � ; d� e � 1; � > 0:

Preuve.Pour la preuve, il suf�t d'appliquer les égalités (1.17)-(1.19) dans l'équation (3.2).

Dans le théorème suivant, nous généralisons la matrice opérationnelle de la dérivée des
polynômes de Legendre modi�és donnée par (1:18) aux dérivées fractionnaires.

Théorème 3.2.1. Soit � (x) le vecteur de Legendre dØcalØ dØ�ni par(3.5)avec� > 0. Alors

D � � (x) w D(� ) � (x); (3.10)

oøD(� ) est la(m + 1) � (m + 1) matrice opØrationnelle de la dØrivØe fractionnaire d’ordre� au sens de
Caputo et est dØ�nie de la maniŁre suivante :

D(� ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 � � � 0
...

... � � �
...

0 0 � � � 0
d� eP

k= d� e
� d� e;0;k

d� eP

k= d� e
� d� e;1;k � � �

d� eP

k= d� e
� d� e;m;k

...
... � � �

...
iP

k= d� e
� i; 0;k

iP

k= d� e
� i; 1;k � � �

iP

k= d� e
� i;m;k

...
... � � �

...
mP

k= d� e
� m;0;k

mP

k= d� e
� m;1;k � � �

mP

k= d� e
� m;m;k

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(3.11)

oø � i;j;k est donnØ par :

� i;j;k = (2 j + 1)
jX

l=0

(� 1)i + j + k+ l (i + k)!( l + j )!
(i � k)!k!�( k � � + 1)( j � l )!( l !)2(k + l � � + 1)

: (3.12)

Notons que dansD(� ) , lesd� epremiŁres lignes sont toutes nulles .

Preuve.En appliquant les égalités (1.18),(1.19) dans (3.2), on obtient :

D � Pi (x) =
iX

k=0

(� 1)i + k(i + k)!
(i � k)!(k!)2

D � (xk)

=
iX

k= d� e

(� 1)i + k(i + k)!
(i � k)!(k!)�( k � � + 1)

xk� � ; i = d� e; � � � ; m: (3.13)

Maintenant , en approximant xk� � par (m + 1) termes de séries de polynômes de Legendre , on
trouve

xk� � w
mX

j =0

bk;j Pj (x); (3.14)
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avec

bk;j = (2 j + 1)

1Z

0

xk� � Pj (x)dx

= (2 j + 1)
jX

l=0

(� 1)j + l (j + l)!
(j � l )!( l !)2

1Z

0

xk+ l � � dx

= (2 j + 1)
jX

l=0

(� 1)j + l (j + l)!
(j � l )!( l !)2(k + l � � + 1)

: (3.15)

En exploitant (3.13)-(3.15) on obtient :

D � Pi (x) w
iX

k= d� e

mX

j =0

(� 1)i + k(i + k)!
(i � k)!(k!)�( k � � + 1)

bk;j Pj (x)

=
mX

j =0

0

@
iX

k= d� e

� h;j;k

1

A Pj (x); i = d� e; � � � ; m

(3.16)

où � i;j;k est donné par l'équation (3.12). Réécrivons l'équation (3.16) sous forme vectorielle nous
obtenons :

D � Pi (x) w

2

4
iX

k= d� e

� i; 0;k ;
iX

k= d� e

� i; 1;k ; � � � ;
iX

k= d� e

� i;m;k

3

5 � (x); i = d� e; � � � ; m (3.17)

D'après le Lemme 3.2.1, nous pouvons écrire :

D � Pi (x) = [0 ; 0; � � � ; 0]� (x); i = 0; 1; � � � d� e � 1: (3.18)

Une combinaison des équations (3.17) et (3.18) nous donne le résultat recherché.

Remarque 3.2.1. si � = n 2 N, alors le ThØorŁme 3.2.1 donne le mŒme rØsultat que l’Øquation(3.9).
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Chapitre 4

Quelques applications de la matrice
opérationnelle

Dans cette section, a�n de montrer la grande importance de la matrice opérationnelle dériva-
tion fractionnaire, nous l'appliquons pour résoudre quelques types d'équations différentielles
fractionnaire. L'existence et l'unicité de solutions de ces équations sont discutées dans deux
types choisis d'équations différentielles fractionnaire.

4.1 Cas d'un problème linéaire :

On considère l'équation différentielle fractionnaire

D � u(x) = � 1D � u(x) + � 2u(x) + � 3g(x); (4.1)

avec les conditions initiales

u(0) = c0; u0(0) = c1: (4.2)

où � 1; � 2; � 3 sont des coef�cients constants réels, 1 < � � 2, 0 < � < � et D � ; D � désignent
respectivement les dérivées fractionnaires d'ordre � et � de Caputo.

Pour résoudre le problème (4:1)-(4:2) nous approximons u(x) et g(x) par les polynômes de
Legendre modi�és comme suit :

u(x) w
mX

i =0

ci pi (x) = CT � (x) (4.3)

g(x) w
mX

i =0

gi pi (x) = GT � (x) (4.4)

où le vecteur G = [ g0; � � � ; gm ]T est connu mais C = [ c0; � � � ; cm ]T est un vecteur inconnu. En
utilisant les équations (3:10) et (4:3) on a :

D � u(x) w CT D � � (x) w CT D (� ) � (x) (4.5)
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D � u(x) w CT D � � (x) w CT D (� ) � (x): (4.6)

En exploitant les équations (4:3) � (4:6). le résidu Rm (x) pour l'équation (4:1) peut s'écrire :

Rm (x) w
�
CT D (� ) � CT � 1D (� ) � � 2CT � � 3GT

�
� (x): (4.7)

Maintenant nous générons (m � 1) équations linéaires en appliquant

hRm (x); Pj i =

1Z

0

Rm (x); Pj dx = 0 j = 0; 1; � � � ; m � 2: (4.8)

Aussi, en substituant les équations (3:9) et (4:3) dans l'équation (4:2). on obtient

u(0) = CT � (0) = c0

u0(0) = CT D (1) � (0) = c1 (4.9)

Les équations (4:8) et (4:9) génèrent (m � 1) et (2) équations linéaires. Ces équations linéaires
peuvent être résolues pour des coef�cients inconnus du vecteur C . Par conséquent,u(x) donné
dans l'équation (4:3) peut être calculé.

Exemple 4.1.1. On considŁre le problŁme à valeur initiale suivant
8
<

:

D 2u(x) = � D
3
2 u(x) � u(x) + 1 + x;

u(0) = 1 ; u0(0) = 1 ;
(4.10)

Il est facile de véri�er que la solution exacte de ce problème est u(x) = 1 + x. En appliquant
la technique décrite dans la section 4:1 avec m = 2, on peut exprimer la solution approchée du
problème de la façon suivante :

u(x) =
2X

i =0

ci pi = CT � (x);

c'est-à-dire :
u(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + c2p2(x) = CT � (x);

avec
p0(x) = 1 ; p1(x) = 2 x � 1; p2(x) = 1 � 6x + 6x2:

D'après le théorème 3:2:1 on trouve :

D (1) =

0

@
0 0 0
2 0 0
0 6 0

1

A D (2) =

0

@
0 0 0
0 0 0
12 0 0

1

A D ( 3
2 ) =

�
16
p

�

�
0

B
@

0 0 0
0 0 0

1
3
5

�
1
7

1

C
A G =

0

B
B
B
@

3
2
1
2
0

1

C
C
C
A

Donc en exploitant l'équation (4:8) on obtient :

c0 +
�

12 +
16
p

�

�
c2 �

3
2

= 0 (4.11)
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Maintenant, en appliquant employant (4:9) on arrive à :

c0 � c1 + c2 � 1 = 0 (4.12)

2c1 � 6c2 � 1 = 0 (4.13)

En�n la résolution des équations (4:11) � (4:13) nous donne :

c0 =
3
2

, c1 =
1
2

, c2 = 0 .

Ainsi on peut écrire :

u(x) =
�

3
2

;
1
2

; 0
�

0

@
1

2x � 1
6x2 � 6x + 1

1

A = 1 + x

qui est la solution exacte.

4.2 Cas d'un problème non linéaire :

On considère le problème différentielle fractionnaire non linéaire suivant :
8
<

:

D � u(x) = G
�
x; u(x); D � u(x); D  u(x)

�
;

u(0) = c0; u0(0) = c1; u00(0) = c2;
(4.14)

où 2 � � � 3, 0 < � <  < � , D � ; D � ; D  désignent respectivement les dérivées fractionnaires
d'ordre �; � et  au sens de Caputo etG une fonction non linéaire.

A�n d'utiliser des polynômes de Legendre modi�és pour ce problème, nous approchons
d'abord u(x); D � u(x) et D � u(x) et D  u(x). En substituant les équations (4:3); (4:5) et (4:6) res-
pectivement dans l'équation (4:14). on obtient :

CT D (� ) � (x) w G(x; CT � (x); CT D (� ) � (x); CT D ( ) � (x)) (4.15)

Aussi, en remplaçant les équations (3:9) et (4:3) dans (4:14) on trouve :

u(0) = CT � (0) = c0;

u0(0) = CT D (1) � (0) = c1;

u00(0) = CT D (2) � (0) = c2: (4.16)

Pour trouver la solution u(x), on colocalise d'abord les équations (4:15)à (m� 2) points. Pour les
points de collocation appropriés, nous utilisons les premières (m � 2) racines du polynômes de
Legendre modi�és de Pm+1 (x). Ces équations ensembles avec l'équation(4:16) générent (m +
1) équations non linéaires qui peuvent être résolues par la méthode itérative de Newton par
exemple. Par conséquentu(x) donnée dans l'équation (4:3) peut être calculée.

Exemple 4.2.1. On considŁre le problŁme diffØrentielle fractionnaire non linØaire à valeur initiale sui-
vant : 8

<

:

D 3u(x) = x4 � D
5
2 u(x) � u2(x);

u(0) = 0 ; u0(0) = 0 ; u00(0) = 2 :
(4.17)
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Dans cet exemple on va résoudre le problème (4.17), en appliquant la technique dècrite dans
la Section 4.2 avecm = 3, nous approchons la solution de la manière suivante :

u(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + c2p2(x) + c3p3(x) = CT � (x)

avec

p0(x) = 1 ; p1(x) = 2 x � 1; p2(x) = 1 � 6x + 6x2; p3(x) = � 1 + 12x � 30x2 + 20x3:

Ici, on a

D (1) =

0

B
B
@

0 0 0 0
2 0 0 0
0 6 0 0
2 0 10 0

1

C
C
A ; D (2) =

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 0 0
12 0 0 0
0 60 0 0

1

C
C
A ; D (3) =

0

B
B
@

; 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

120 0 0 0

1

C
C
A

D ( 5
2 ) =

0

B
B
B
B
@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

160
p

�
96
p

�
�

160
7
p

�
32

3
p

�

1

C
C
C
C
A

; C =

0

B
B
@

c0

c1

c2

c3

1

C
C
A

En utilisant l'équation (4:15) on obtient :

CT D (3) � (x) + CT D ( 5
2 ) � (x) +

�
CT � (x)

� 2
� x4 = 0 (4.18)

Maintenant, nous colocalisons l'équation (4:18) à la premiè ère racine deP4(x) , c'est-à-dire :

x0 =
1
2

+

p
525� 70

p
3

70
w 0:069431844

Aussi en employant les équations (4:16) on trouve :

CT � (0) = c0 � c1 + c2 � c3 = 0

CT D (1) � (0) = 2 c1 + 12c3 � 6c2 = 0

CT D (2) � (0) = 12c2 � 60c3 = 2: (4.19)

En résolvant les équations (4:18) et (4:19) on obtient :

c0 =
1
3

; c1 =
1
2

; c2 =
1
6

; c3 = 0:

Par conséquent,

u(x) =
�

1
3

;
1
2

;
1
6

; 0
�

0

B
B
@

1
2x � 1

6x2 � 6x + 1
20x3 � 30x2 + 12x � 1

1

C
C
A = x2;

qui représente la solution exacte du problème (4.17).
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail une formule générale de la matrice opérationnelle de dérivation fraction-
naire a été présentée. Nous avons appliqué cette méthode à la résolution numérique d'une
classe d'équations différentielles fractionnaires en se basant sur les polynômes de Legendre
modi�és et ses propriétés. Comme nous l'avons vu dans les exemples illustratifs présentés,
cette méthode est caractérisée par la précision de la résolution. De plus, seuls quelques poly-
nômes de Legendre modi�és sont nécessaires pour obtenir un résultat satisfaisant comme il est
prouvé dans les exemples étudiés. Cette méthode peut être appliquer à la résolution d'une large
classe d'équations différentielles fractionnaires. Une autre méthode due à la matrice opération-
nelle de d'intégration fractionnaire peut aussi jouer un rôle similaire à la résolution de ce genre
de problèmes différentiels fractionnaires basant sur des polynômes orthogonaux de Legendre,
Bernstein, Tchebychev, etc,...
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