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Introduction

Comme des certains phénomeénes naturels peuvent étre modélisés au d’équations différen-
tielles ordinaires, il en va de méme pour certains phénomenes aléatoires qui sont modélisés
mathématiquement par des équations différentielles stochastiques. Et le début a été fait par
le naturaliste Robert Brown, avec son observation du mouvement des grains de pollen a la
surface de I'eau en 1828, et a partir de la les physiciens cherchent a comprendre ce phéno-
meéne, qu'il a appelé Mouvement Brownien qui introduit par Wiener en 1923. Ce qui nous
préoccupe est le développement mathématique du concept, puisque le mouvement brow-
nien est un processus aléatoire continu sur un espace probabilisé qui présente la position
brownienne a I'instant ¢ > 0. Apres Ito entre 1940 et 1950, met les bases du calcul stochas-
tique. Ceci permet d’introduire la notion d’intégrale stochastique par rapport du mouvement
brownien [I7]. Puis ont suivi les travaux de recherche portant sur l'existence et 1'unicité
des solutions d'équations différentielles stochastiques de formes diverses, théoriquement ou
numériquement. [8} [16, 22 [25]

La résolution du probléme de contréle stochastique basées sur deux approche le premier est
le principe de programmation dynamique, et le second le principe de maximum de Pontria-
gin, on applique ce dernier principe dans ce travaille qui consiste & minimiser( maximiser
) la fonction de cout sur l'ensemble des controles admissibles strict ou relaxé et de donner
des conditions nécessaires ainsi que suffisantes d’optimalité, ot est le but de Le principe du
maximum pour contréler les équations différentielles stochastiques (EDS). Il y a beaucoup
des travaux dans ce sens a partir de Kushner [1Y].puis a été développée par Haussmann

[14, [15]. En plus des nombreux auteurs qui ont traité différents cas comme Bensoussan [4]],
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Bismut [3, 6 [7], Elliot[9] , Elliot et Kohlmann [I0]. On indiquer que Peng [21] étudie le cas
général, ol le domaine du contréle admissible n'est pas convexe et le coefficient de diffu-
sion dépend de la contrdle. Dans notre travail, nous aborderons les conditions nécessaires
et suffisantes & 'optimisation & travers notre analyse de I'article de Bahlali[I]. Comme nous
I’avons mentionné, il existe des publications sur ce sujet par exemple S. Bahlali, B. Djehiche,
B. Mezerdi [3] ont obtenu le SMP pour ce type de SDE. Le fait commun dans les résultats
précédents sur le principe de maximum stochastique( SMP) pour les problémes de contrble
est de minimiser (ou maximiser) la fonction de coiit sur un domaine de contréle admissible
U qui est convexe, dans l'autre cas le domaine de controle admissible U n'est pas nécessaire-
ment convexe, un controle strict optimal n’existe pas nécessairement dans U. Pour surmonter
ce probléeme d’existence. 1'idée est alors d’introduire une nouvelle classe R plus grande de
processus ¢; a valeurs P(U) (ou P(U) est l'espace des mesures de probabilité , cette classe de
processus est appelée I'ensemble des controles relaxés et posséde une structure topologique

plus riche, pour laquelle le probléme de contréle devient résoluble, pour plus de détails voir

I, 2]

Dans le cas stricte, le systéme est gouverné par une EDS de type

dx; = b(t, x,vs)dt + o(t, 2z}, v )dB;

z(0) = ¢

telle que :

b:[0,T] xR*x U — R

7:[0,T] XR™ X U — My (R)

£ est une v.a F;—mésurable telle que :

E (|¢]™) < oo; pour tout m > 1.
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L’objective est de minimiser la fonction de cotit J qui définié sur U dans R par :
S5
I0) = [ola)+ [ bltat et
0

telle que :

g:R"—=R

h:[0,T] xR" x U = R"

un control u stricte est dit optimale s’est satisfait :

J(u) = inf J(v)

vel

Dans le modeéle relaxé, le systéme est gouverné par le EDS

dzi = [, b(t, 2}, a)q: (da) dt + [, o(t,z{,a) (da) dB;

etl’objectit & minimiser la fonction de cout .7 , sur I'ensemble R des controles relaxés, telle

J(q)=E [g(x%)'fl Ah(ta zi,a)q, (da)dt

un controle relaxé p est optimal si :

que

Jn) = ;{g}fgif(q)-

Ce mémoire est composé a deux chapitres :
Premiére chapitre :

Dans ce chapitre, donne des rappels de base concernant la théorie du mesure, probabilités

et le calcul stochastiques, tribu, mesure, processus aléatoire, mouvement brownien, intégral
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d’Tt5, et les formules d'Ité6 et les équations différentielles stochastiques. Par la suite nous
citons le contréle stochastique et leurs types .

Deuxiéme chapitre :

Dans ce chapitre représente le probléme de ce mémoire, telle que le but de ce chapitre est de
déterminer, les conditions nécessaires et les conditions suffisantes d’optimalité pour probleme
de controle strict et relaxé par I'utilisation de la méthode des perturbations convexes sur R,

et en obtient le processus et I'équation adjoints .



Chapitre 1

(Généralités sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au mesure et calcul stochastique

pour plus de détail voir [T} 13 18] 20} 23, 24].

1.1 Notions de mésure et probabilités

lL.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 Soit 2 un ensemble non vide , Fest une famille de partie de 2 , on dit

que F est une tribu sur Q si elle verifiie les conditions suivantes :

1- Contient [’ensemble vide < ¢ € F.

2- Stable par passage au complémentaire & (VA€ F = A° € F).

appartient  F & (Yne N et A, € F

3- Stable par union dénombrable de famaille (Ay,), -,

Définition 1.1.2 (Sowus - tribu ) On dit que G est une sous-tribu de F si et seulement si :
purACQ, siAeG=AcF

Définition 1.1.3 (Tribu engendrée)Soit A C P (Q) (des parties de Q) ,il existe une tribu

n



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

notée o(A) est la plus petite tribue contenant A appelée la tribu engendrée par A .

Définition 1.1.4 (Tribu borélinne)La tribu borélienne de R est la plus petite tribu conte-
nant tous les intervalle ouverts (ou fermés , semi ouverts a droite ou a gauche ,...) et on

note par Bp.

1.1.2 Mesure

Définition 1.1.5 Soit Q un ensemble muni d'une tribu F, on dit que p est une mesure
(positive) sur (2, F) st :
1/u:F—R, =][0,+o0] .
2/ pu(¢)=0.
o0
3/ Pour Ay, Ay, As, ..., Ap, ... € F deux a deux disjoints, alors p {U2,A;} = > u(4,)

=0

le triplet (Q, F, u) est appellée éspace mesuré

Propriété 1.1.1 1/ Quand p est une mesure sur (0, F) et u(Q) = 1,0on dit que pu est une

mesure de probabilité.
2/ Quand p (Q) < oc on dit que p est une mesure finie .
3/ (Q,F) est appellée éspace mesurable .

4/ (Q,F P) est appellée éspace probabilisé (cas partuclier d’'une mésure) telle que P mésure

de probabilité sur (2, F)

1.1.3 Application mesurable

Définition 1.1.6 soient (Q, F), (Q',F') deux espaces mesurables on dit q'une application :

f:Q — Q est mesurable par rapport aux tribus F' si :
VAeF : A ={weF:flz)e A} e F

Propriété 1.1.2 1/ toute fonction continue, [ : (R, Br) — (R, Bgr) sont mesurables .

6



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

2/ s [ et g sont deux fonctions mesurables (Q, F) —s (R, Bg) alors: f +g et [ x g
eti sont mesurables.
3/ sif:(Q,F) — (Q,F) est mesurable et g: (Q,F) — (Q,F") est mesurable alors :

fog:(QF)— (,F ) est mesurable
1.1.4 Variable aléatoire
Définition 1.1.7 Une variable aléatoire réal X est une application mesurable de (0, F) dans

(R, Br) telle que :

X : (Q, F) — (R,Bg)

VBeEBr: X '(B)={weQ: X(w) € Br} e F.

On a deux types de variable aléatoire :
* La variable aléatoire continue prend ses valeurs sur un ensemble infini (ou non-dénombrable).

* La variable aléatoire discréte prend ses valeurs sur un ensemble fini (dénombrable).

1.1.5 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Définition 1.1.8 Soit X une varaible aléatoire réal défini sur (2, F,P), la loi de X est la

?

probabilité Px sur (R, Br) défini par :

Définition 1.1.9 (La fonction de répartition)Soit X une variable alétoire réal, la loi de

probabilité de X est Px défini par la fonction F x, appelée fonction de réparation de variable
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X, défini par :

Fx:R—[0,1]

z — P(X < z)

Et elle est vérifie les propriétés suivants :

1. ieR:0< Fx <L

2. F x est croissante sur R.

3. limy, Fx=0 etlimy , nFx=1

4. Sia<b:Pla< X <b)=Fx(b) — F x(a).

5. On dit que deux variables aléatoires X et Y ont le méme loi si elles ont la méme

fonction de répartition F x = Fy

Définition 1.1.10 (La densité d’une variable aleatoire)La densité f(x) d'une variable
aléatoire est la dérivée de la fonction de répartition (si cette dérivée existe). On peut alors

écrire P(X € A) = [, f(x)dzx, En particulier :

P(X € [a,b]) :/ f(z)dz

Telle que :

1. f continue et positive sur un intervalle I dans R.

2. !f(x)dx =T

t

3. Fx() =Px (] — o0, f]) = [ fla)dx.

—a
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1.1.6 L’espérance d’une variable aléatoire

Définition 1.1.11 L’espérance d'une variable aléatoire X est définie par la quant-itéf XdP
Q

que L'on note E(X) ou Ep(X) ,telle que :

. f__:f zf(x)dx dans le cas continue.
/XdP:/’deX(x) =
R

Q S o P(X =a;) dans le cas discréte .

1.1.7 L’éspérance conditionnelle

Soit (£, F.P) un éspace de probabilité, A et B deux événements de F telle que :P(B) # 0

Probabilité conditionnelle

Définition 1.1.12 La probabilité conditionnelle de A sachant B est :

P(AN B)

P(A/B) =Pp(A) = (B

Définition 1.1.13 FEspérance conditionnelle d’'une v.a par rapport a un événement :

E(X/B) = %B) [E XdP

Définition 1.1.14 (Espérance conditionnelle d’une v.a par rapport a une tribu) :Soit
G sous tribu de F alors : 'éspérance conditionelle de la v.a X sachant G est l'unique v.a
g

—mésurable telle que :

/ E(X/G) = f XdP,YA€G
A A

Propriété 1.1.3 L éspérance conditionnelle vérifier les propriétés suivantes, soient X et Y

deuxr v.a et G et H sous tribue de F telle que : H C G ona :

a/ Soient a et b deux constants alors : E (aX 4 bY/G) = aE (X/G)+bE (Y/G)...(la
linéarité)b/ Si X < Y alors £(X/G) < E(Y/G) ...(la croissance) ¢/ Si X
> 0 alors E(X/G) > 0 ..(la positivité) d/ E[E(X/G)] = E(X) . e/ Si X et

9



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

G—meésurable alors : E(XY/G) = XE(Y/G) . f/ Si X est indépandante de G
alors : E(X/G)=E(X).g/ E[E(X/G)/H|=E|E(X/H) /G|=E(X/H) .
1.1.8 Filtration

Définition 1.1.15 Une filtration (]—}]tzo sur U'espace (2, F,P) est une famille croissante de

sous tribus de F .

Remarque 1.1.1 1/ (Q, F, (‘?:t)tgu ._IP) est appellée éspace de probabilité filtré .

2/ La filtration canonique d'un processus stochastique X est :F; = o (X,,0<s5<1t).

1.2 Notions de calcul stochastique

1.2.1 Processus stochastique

Définition 1.2.1 Un processus stochastique (ot fonction aléatoire ) est un famaille de va-

riable aléatoire (Xy;t € T') définie sur le méme espace de probabilité.

Remarque 1.2.1 1. SiT C N :on dit que le processus est & temps discrét .
2. 5T CR :ondit que le processus est G temps continue.
3. Pourt fixé X (t,w) est une v.a.

4. Pour w fizé X (t,w) est appellée trajectoire .

Processus mesurable

Définition 1.2.2 Un processuse X est dit mesurable si l'application :

X: (RyxQ,Bg, ®F)— (EQG)

(t,w) — X (t,w)

est mesurable .

10



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Définition 1.2.3 Un processuse (X;) est dit adapté a (F;),~y st pourtout t , X,est F; —

mésurable.
Remarque 1.2.2 Le processus est toujours adaptée a ca filtration canonique.

Définition 1.2.4 On dit qu'un processus (X;) est prévisible par rapport a la filtration (F¢),-,

si:V s <t X, est F;, — mésurable.

Définition 1.2.5 On dit qu'un processus (X;) est croissante si W0 < s < t; X(s,w) <

X(t,w).

Définition 1.2.6 On dit qu'un processus (X;) est un processus Gaussien si tout combinaison

linéaire fini de X est une v.a gaussien .

Définition 1.2.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X¢) a valeurs
réelles est dit progressivement mesurable par rapport o F; si pour toutt > 0 et pour tout
w € Q Uapplication X; (w) est [B([0;t]) @ F;]-mesurable B([0;t]) est I’ensemble des boréliens

de [0;t] :

Equivalent,modification,indistingable de deux processus

Définition 1.2.8 Soient (X:)., et (Y:),so deux processus définié sur le méme éspace de

probabilité ,ils sont dits que sont :

1. Equivalents (éguaz en loi) : si pour tout (ty, ...t,) et pour toutn ona (X (t;), ..., X (t,)) ==

(Y(t1),..,Y (ta)) -
2. Y est une modification de X si Wt >0,P[X (t) =Y (¢)]=1.

3. X est Y sontindistingable ( X=Y) siP[X(t)=Y (¢),Vt>0] = 1.

Remarque 1.2.83 indistingable = modification = équivalent

11
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Accroissement stationaire
Définition 1.2.9 Pour tout 0 < s < t les variables aléatoires X (t) — X (s) sont appelés des
accroissement

1. Un processus stochastique X est a accroissement stationneire si la loi de la variable
aléatoire X:.; — X; ne dépend pas de t,c’est a dire pour toutt > 0,h > 0 la loi de
XNeen — Xiest égale a la lor de Xp — Xp.

2. Un processus stochastiqgue X est a accroissement indépendants si

VO<to<t) <..<tylesv.a Xy, — Xy, Xy, — Xy, ..., X¢, — X;,_, sont indépendantes.

1.2.2 Martingale

Définition 1.2.10 Soit (X;)i~o un processus définie sur l'éspace (Q,F, (Ft)eo ,IP’) on dit

que (X;)¢=o est une martingale si :

1. X; est intégrable < Yt >0 : E(|X;(t)]) < oc.
2. X est Fy — mésurable Vt > 0 ((Fi)i>0 — adapté).
3. Vs <t E(Xy/F,) = X,.

Remarque 1.2.4 1- SiV¥s <t, E (X:/Fs) < X alors (Xt)t=0 est une sur martingale.

2- SiVs <t, E(Xt/Fs) = Xs alors (Xit)i>0 est une sous martingale.

1.2.3 Temps d’arrét

(F,)ney une filtration de F un temps d’arrét par rapport a (F ), est une variable aléatoire

T : Q — TU {+o0} telle que :

VmeN:{r<n}={we /7 (w)<n}eF,

12



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.2.4 Mouvement Brownien

Définition 1.2.11 On appelle un mouvement brownien et on le note B, un processuse sto-

chastique qui vérifié les conditions suwantes :

P

. Bp=20 p.s
2. t — B: est continue p.s et (Fi)i>0 — adapté
3. pour 0<s<t<wu<uv les accroissements B, — B; et B, — B, sont indépendants

pour 0<s<t;B,— B, ~N(0,t—s)

-é*-.

Remarque 1.2.5 Un Mouvement Brownien est dite standard si :
(a) By =0 p.s
(b) E(B) =0

(c) E(Bf)=t

Proposition 1.2.1 Soit B; Un Mouvement Brownien standard :

1. B: est un processus a trajectoires continues et gaussien avec moyenne E (B) = 0 et

covariance C'ov (B;, B;) = min (1, s).
2. B; est un processus de Markov .

3. Le mouvement brownien By est une martingale par rapport ¢ la filtration naturelle 72

4. Bt n'est pas ¢ variation bornée .

5. B: a variation quadratique .

1.2.5 Integrale stochastique

Définition 1.2.12 :Lintégralle stochastique, est une intégrale proposée avec des processus

stochastiques sous la forme suivantes :

t
f XsdBg;
0

13



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

o { X, s > 0} est un processus stochastique et (B;);~o est un mouvement Brownien.

Propriété 1.2.1 L’intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

1. Linéairité Va € R, Additivité : Pour 0 < s <u <t <T

/: X (s)dB, :/;“‘Y(s)dBS_FLt X(s)dB..

T
2. Si f E [X?(s)]dB; < oo, alors pour tout t < 7.
0

t T T
/ a(X,+Y,)dB, = a/ X.dB. +a/ Y.dB,,
0 0 0

T
3. Si / E [X?(s)]dB, < oo, alors pour tout t < T.
0

E [/:X(s)st] =0.
E ([ X(s)st) 2 = EAT (X (s))? ds.

5. Propriété du martingale E [fot X(s)dBs | fu} = [ X(s)dBs.

4. Isométrie d'Ité6

1.2.6 Processus d’It6

Définition 1.2.13 :Soient (Q..’F, (-?:B)thvP) un espace filtré, et B, une mouvement Brow-

nien, on appelle processus d’Ité un processus (Xt)ogtg a valeur dans R telle que
t t
Vi<T Xy=umx+ / ads —l—/ o,dB,,
0 0

avec ;

i) X, est Fy-mesurable.

14



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

ii) (ot)gerer €t (0t)gcr<r deux processus adaptés a F;.
t t
iii) / |as| ds < 400 P—p.s et / |os|* ds < 400 P — p.s.
0 0

Le coefficient o, s’appelle dérivé de processus X et o s’appelle le coefficient de diffusion

t
On appelle le processus t — xg —|—f asds est la partie a variation finie de X, et le processus
0

i
t— / o:dB; le partie martingale de X.
0

1.2.7 Formule d’It6

Soit (Xt)gesor un processus d’'Ité, s’écrit sous la forme :

t t
X =m0 +/ Qsdds +/ osdBs.
0 0

Alors

dXt = G.fdt -+ O—tdBf.

Théoréme 1.2.1 (La premiére formule d’Itol ) Soit f : R — R une fonction de classe

C? alors :
F(Xe) = f (z0) —i—]; (X)) dX,s+ %ﬁ 7 () J;‘)ds.
Alors

df (X3) = £ (X,)dX, + % F(X.) o2ds.

Théoréeme 1.2.2 (La deuxiéme formule d’Ito2 ) Soit [ une fonction définie sur R. xR

de classe C* par rapport a t et de classe C? par rapport ¢ x on a :

t t; t o2
f(t,Xt):f(O,Xg)—i—f %(s,xs)dﬁf ﬁ(s,xs)mﬁl/ IT (5, X5) d(Xs),
0 0 0

oz 2

Telle que

d{X,) = (dX,,dX,) = (bsds + 05dBs, byds + 0,dB,) = o2ds.
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Théoréme 1.2.3 (La troisiéme formule d’Ito2 )Soient X, et X5 deux processus d’Ité,

et f une fonction dans R de classe C* alors

PO, 0) = (0. 0) + [ S (X3 (6) X3 (5)) X (o)

 of RUi :
"‘j[: ‘8‘5:‘; ()(j (3) 3 )(g (S)) d)(g (S) T E./; ‘a—x? (JXI (S) 5 3{2 (S)) d <)L1)s
1 [t - . :
+ 5/; 8—:&3 (X1 (s),X2(s))d(Xs), +/{; B0, (X1 (), X2 (s)) d (X1, Xs), .

Proposition 1.2.2 (Intégration par partie) Soit X etY deuxr processus d’Ité telle que

t t t t
X=Xy / a.ds + / B.dB, etY,=Y,+ / o ds + / 3.dB,
0 0 0 0

Alors

t t
X:Y: = XoYo +/ Xd¥e-t / Y:dX; + (X,Y),
0

D

avec
t
XY= f B,4.ds
0

De plus la formule d'intégration par partie s'écrit

d(X.Yy) = XodY; + Y,dX, +d (X,Y),

1.2.8 Equation différentielle stoochastique

Définition 1.2.14 Une équation différentielle stochastique (EDS ) est une équation de la

forme
dxt = b(t.‘ xt)dt —|— C—r(t, ;Bt)dBt. t 2 0
(1.1)
2o =&
Telle que : b0 : R x [0,T] — R , b,0 sont deuz fonctions déterministes mesurables, avec b

est appelée le coefficient de dérive et o est appelée le coefficient de diffusion, soit xo: Q2 — R

T est une v.a de carrée intégrable et xy indépendant du Mouwvement Brownien B; .
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Remarque 1.2.6 [l existe deux types de solutions de le EDS, la solution forte et la solutions

faible .

I’existence et 'unicité des solutions

On suppose que :

H1) Les fonctions b,0 :[0,7] x R — R sont continues.

H2) Condition de lipschitz globale :il existe une constante K > 0 telle que pour tout t &

[0, T)et z,y € R
|b(t,:r:)—b(t,y)|—1—|0(t,:t,)—a(t,y) |S k|i_y|

H3) Condition de croissance :il existe une constante ¢ = 0 telle que pour tout ¢ € [0, 7] et
T,y €ER

b(t,z)|* = Jo(t,y)* < e(1+ | = [*)

H4) La condition initiale zg est indépendante de (B;,t > 0) et est de carré integrale.

Alors : I' EDS ([L.1]) admet une solution (Xt):cjo 7] verifie E(supgeior | X |?) < oo

Cette solution est unique dans le sens que si (X;e (0 77)et(Yie0 77)sont deux solution de L'EDS((1.1)

alors

Vte [0,7), P(X; =Y,) = L.

1.2.9 Contréle stochastique

Définition 1.2.15 Un contréle stochastique est un processus stochastiqgue qui controlé un
systéme dynamique aléatoire qu’on peut modéliser par un équation différentielle stochastique,
intervient dans différents domaines de la vie courante comme |’économie, la biologie, les

sciences humaines et sociales,. ..

Un contréle est un processus aléatoire u; adapté par-rapport a une filtration et prend ses

valeurs dans un espace de contréle U C R",

17
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Le contréle stochastique caractérisé par :
i) Etat du systéme

Etat du systéme dynamique se caractérise le controle stochastique & tout instant
dans la mesure ou le temps peut étre discrét ou continue..L’intervalle de variation du
temps peut étre fini ou infini .L’état du systéme metre en représntation les variables
quantitatives qui constituant une description exhaustive du systéme. Au moment ¢
J'état de ce systéme sera noté I'appliccation t — X (¢) décrit I'evolution du systéme,

cette évolution fourni par un modéle probabiliste.
ii) Contréle :

La dynamique X; de I'état du systéme est influencée par un contréle que nous modélisons
comme un processus u; dont la valeur peut trés décidée & tout instant ¢, en fonction des

informations disponibles a cet instant .
iii) Critére de coft :

L’objectif précis est de minimiser (ou maximiser) une fonctionnelle J s’appelle fonction
de cott sur I'ensemble des controles admissibles. Pour décrire un probléme de controles

stochastique, il est trés important de préciser que 'information soit disponible & tout instant.

1.2.10 Types de controéle stochastique
Controéle admissible

Définition 1.2.16 : Le controle admissible est tout processus v(t € [0,T] ) mesurable (F3)

adapté & valeur dans un borélien B de R%.

L’ensemble de tous les contréles admissible notons par Uy :Ugq = {v : [0,7] x Q — B tel

que v est mesurable et F;—adapté.

18
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Contréle optimal

Définition 1.2.17 Le contréle optimal minimiser (ov mazimiser) la fonction de cout J
sur I'ensemble des controles admissibles U,,., C'est a dire un contrile admissible est apelle
optimal si

J(v) = infoeud(u)

Controéle presque optimal

Définition 1.2.18 Soit 0 < €; le contréle presque optimal ou e-optimal est note par vtel

que :

J () < J(v) +€,VUua.

Controéle feed-back

Définition 1.2.19 : Soit v un controle F;-adapté, et soit { F;¥ }la filtration naturelle . On
apelle feed-back controle si :v; est aussi adapté par rapport la filtration {F;*}. On dit

ausst qu'un controle v est feed-back si et seulement si dépend de X.

Contréle relaxé

Soit I'ensemble U des controles stricts. Dans le modéle relaxé, nous remplacons le processus
v a valeur dans U par un processus ¢ valeur dans P(U), ou P(U) désigne 1'éspace de mesure

de probabilité sur U muni de la topologie de la convergence stable.

Définition 1.2.20 : un controle relaxé admissible g est un processus prend ces valeurs dans

P (U) progressivement mesurable par rapport a (F;) telle que pour tout t,1jo4 X q: est

£=0

Fi—meésurable .et : E [Supte[o,r; i |a|® g (da): Lo
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Contréle singulier

Définition 1.2.21 soit A, un sous ensembre fermé convezes de R et Ay = [0, +oc[. soient

Uaar €t Uyge deux classes des processus mesurable définie comme suit :

Uaar = {u(.) ¢ [s,T] x Q — Ay; F; — adaptés},

Ugaz = {n(.) : [, T] x Q — Ag; F, — adaptés}

Un controle admissibre est paire (u,7n) de A; X A 5 & valeur mesurable,7; adaptés, terque :

1. 77 est a variation bornée non décroissante continue a gauche, limite a droite ety = 0.

2. E[SuPte[D__T] | ut |2 + | nr |2] <@

On note Uq1 X Uggo I'ensemble de tous les controle admissibles. Notons que depuis dn; peut

étre singulier par rapport & la mesure de lebesgue dt ,nous appellons 7.ta partie

singulier de la controle et la processus u sa partie absolument continue..
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Chapitre 2

Principe du maximum pour un
probléme des contrdles stochastiques

relaxé

2.1 Formulation du probléme

Soient 7' un réel positif ,U un ensemble non vide de R¥ et (Q, F, (F;)s=0,P) un espace pro-

babilisé filtré satisfait les conditions usuelles,B = (B;)t>0 un Mouvement Brownien .

2.1.1 Controdle stochastique strict

Définition 2.1.1 Un contréle admissible strict v = (v, )est un processus F;—adapté prend
ces valeurs dans U telle que E (S“Pze[o.r] (Ut)z) < oo on note U l'ensemble des contréles strict

admissibes .

pour tout v € U, on cosidére I'EDS suivante :

dzy = b(t, z}, v)dt + o(t, x}, vs)dBy

zy=¢

(2.1)
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telle que :

b:[0,T] xR*x U — R"

0:[0,7T] x R" x U — My (R)
¢ est une v.a Fy— mésurable telle que :

E(|€]™) < oc; pour tout m > 1.
L’objective est de minimiser la fonction de colt J qui définié sur U dans R par :
T
I0) =B e+ [ htiativer (22)
0
telle que :

g:R"—= R

h:[0,T|xR"x U —R"
un control stricte est dit optimale s’est satistait :
J(u) = inf J(v) (2.3)

Hypothéses

b,o, g et h sont continue par rapport a (z,v) .
b,o,g et h sont diffirentiable par rapport a = .
by,0 et h, sont bornées par C (1 + |z| + |v|) .
gz est bornée par C (1 + |z]) .

avec C' est un constante positive .
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sous les hypothéses précédentes ,pour tout v € U ,I'équation ([2.1) admet une solution forte

unique et la fonction de cotit J est bien définié sur U dans R .

2.1.2 Probléme de controéle relaxé

L’idée pour relaxé le probléme de controle strict {(|2.1)) , , } par remplacer I'ensemble

U de controle strict par une autre ensemble de structure topologique riche P (U) telle que

P (U) est désigne I'éspace de probabilité sur U muni du topologie de convergence stable .

Définition 2.1.2 Un contréle admissible relaxé q; est un processus prend ces valeurs dans
P (U) progressivement mesurable par rapport a (}'})@0 telle que pour tout t,1jg4 X g est

Fi—mésurable ,et E [S“Pte[o,’r] L la]* ¢; (da)} EIRET

Remarque 2.1.1 On désigne par ‘R ['ensemble des controle relaxé g, pour chaque controle
relazé q on a :q(dt,da) = g (da) dt tq :q; (da) un processus progressivement mesurable prend

ces valeures dans P (U), et l'ensemble U remplacé par R par ['aplication
F:veU— F,(dt,da) = d,, (da) dt

avec 0,, est la mesure de Dirac (atonique) concentré au point v .

pour chaque ¢ € R on obtient le probleme de controle relax¢ {(24) , (2.5) , (2.6)} :

daf = [, b(t,2],a)q; (da) dt + [, o(t, 2, a)q: (da) dB,

q
o =¢

(2.4)

et

7@ =E o)+ [ [ .ot (@)a 29

un controle relaxé u est optimal si :

T (w) = ;relgj () (2.6)
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puisque R est convéxe alors on peut utiliser la méthode du perturbation classique pour

obtenir les conditions d’optimalités :
Soient y un contrble relaxé optimale et " est la solution de I'équation (2.4]) contrslé par p .

Alors , pour chaque t € [0,T] on definié un contréle relaxé perturbé par :
1= e + 0 (ge — pe) 2.7

avec 0 > 0 est sufisement petit et ¢ un élément quellconque de R on note par :r:f la solution

de (2.4) associée par u?, puisque p optimale on a l'inégalité variationelle :
e
0< T (1) = J (1)
Lemme 2.1.1 sous les hypothéses [2.1.1] ci -désous,on a :

lim E l sup |z} — a| ] (2.8)

6=0  licp.1]

Preuve. D'aprés (2.4) on a :

= f/b(s, La) s (da) ds+/fa(s, ¢,a) s (da) dBs.
zf = f/ 5,22, a f_zs (da) d.s—l—// ps(da

et :

Donec :

o (s,z5,a) us (da) dBs

r

t
:/fbsx a,usdads—kf
0o Ju 0
t

_//bsaxsaa ,us(da /

=+
5

o (s,zk a) us (da) dB;

\h
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Alors

x?—:ci‘zf: Mb(s i, a) uf (da) — [jb(s.xé‘,a)gs(da)] s
+/: {ﬁa(s 21, ) g (da) - AU(& . )ﬂs(da)] dB,.

On utilise la définition de if (2.7)) on trouve :

xf-x?z.[ U{;b(s z¢,a) (s + 0 (gs — s))(da)—/Ub(ij#;ﬂ)#s(da)] ds
+f Mrcr(s z7,a) (pts +8 (g5 — s))(da)—lo'(gj 3 )#S(da)] iB

:f Ub_b(s 2%, a) s (da) — /;b(s, b ),us(da)} ds

+6 i [j{;b(s z{,a) (gs — ,us)(da.)] ds

+ 6/: [Z?J (s.2{,a) (g5 — ps) (da)] dB;.

D’aprésl’inégalite de Yong on trouve :

E ub (5:0%:0) 1o (da) - / b (s, 7k, a) s (da.)] ds
E [/ b(s,2%,) (9 — o) (da}] as|
f Uu"(s ;@) o (da) - Lo(s,xs,am (da)]
[ U o (5,2, @) (¢ — o) (da)] B,

2

| —:Ltl <4

+ 462

+4

)

+46°
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On utilise I'isométrie et d’aprés 'esperance on obtient :

B

E |t (s,2%,a) ps (da) l{b(s,xg.a) ws (da)| ds
+46°E b (s, 2%, ) (gs — ps) (da)rds
U s,z a )#S(d,a)—ﬁg(s,xs,a)#g(da)] 2 ds
+40°F | a (s.2f,a) (g5 — ps) (da) 2

]

=

b(s,zf,a) — b(s,a¥ a) u, (da)| ds

+46'E/f|bsxt, ) 1(gs ?(da) ds
U (s,22,0) — o (s,2%, )],us(da)

+46° E/ / o (s.2f,a)| |(gs — ps)| (da) ds,

Sous les hypothése et fU usda =1.0n a :

2

ds

2

Elxt —xtl < C’E/ |;ict —xtl ds + M6?.
D’apres le lemme de Gronwall on obtient :
t
E |-"’3t — xtl = fvfu‘?z/ e“eds
0

Alors :

E|xt—xf| <6 (T —1)

Si 8 — 0 on trouve :

Elx?—xf‘geﬂ
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Finalement si on applique B.D.G on trouve :

hmE[sup ‘xt ' 2] =
€0, 1]

8—0

Lemme 2.1.2 Soit z la solution de I'équation linéaire (1'inégalité variationnel) :

dr, = [IU b, (t, 2, a) u (da) 2o+ [, b(t 2}, a) (¢ — p) (da)} dt

I:IU g (t, 2, a) pe (da) 2 + [, 0 (t, 2, a) (¢: — (da})} dB;

Ig = 0
Alors, on a :
2] 2
, x ~
lim E | =2 —xi =0
6—0
Preuve. On pose
I
-0 xt — T n_.
‘Xt == 9 — &y

Alors

é/ Mb s.af,a) uf (da) — /{;b(s?x‘;,a) . (da)] s
f [/a (s, 2, a) us (da) — Lo(s,x*;?a)#s(da)] dB

[ [t amians

/ b(t,xf', a)q (da) — p; (da))dt

/ /o(t 25, a) e (da)

+ A o (t, 24 a)q (da) — p (da))dBs.

27
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donc

xt=g [ [ blest o) do) - [ bis.ota)ut (da) as
+$ ﬁrb(s,xg‘,a}pg(da)—Lb(s,xi‘, ),us(da)] ds
Hf[jg(&xs,@ 2 (da)—La(s,xg, o) i (da,)] iB
il fowa @ - [oena ],
- [ | [ etetio @i+ [ st o o da) - ) @] a
]/ (o) (o) o+ [ o (t.at.0) (g () = o) (de) By

D’aprés la définition de pf on trouve

Xi— éf u (b(s,z%,a) ps (da) — b(s,z¥, a)) ps (da)] ds
+ /: M (b (s, 22, a) — b(s,z%,a)) (gs—tis) (da)] ds

[ G sata) —oo.5t0) i aa)] am.

= [ @ eata) =0 (ontia) = o) @) a2,

/I: by (s, 2" a) us (da)Es] ds

l o (s, z¥, a);.ea(da)zs] dB,.
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On utilise la formule de Taylor avec reste intégrale on obtient :

1 t 1k
X7'= @// /bm (s, 2% + A2 — 2#), a) (2 — 2¥)us(da)dNds
0 Jo Ju
t pl
t [ [ e sw+ et 2),0) (a8 - at)(a. — o daharas
10 tU lb |
—1—5/ / /am ij‘;—k/\(xg—xg‘),a') (xi—:r:‘;),us(da)d/\ds
—1—// fam 33:*‘—#/\3: —ab),a )(3: — k) (gs — ps)(da)dAds
£ Al
—/f fb (s,zt, a) s (da) Esd)\ds—f [ fcrm (s, a) s (da) zsdAds
0 0 u
:I:/f f s, @t + ANz — zl'), a) Tops (da) dAds

oy (5,24 + A28 — a¥), a) 2,5 (da) dAds..

De (2.11])on remplase X/ par sa valeur on trouve :

t 1
X :/ / /bx (5,24 + A2 —at), a) XEu, (da) dAds
0 0 o

t pl
+ / / / g (5,24 + N2 — 2#), a) XEus (da) dNdB; + of
o Jo Ju

avec :

t""?q::s
+ I

by (s, 7% + A28 — o), a) (28 — 2f) (g5 — s) (da) dAds

o~
—

_|_

op (5,24 + N — @), a) (22 — 2}') (g5 — ps) (da) dAds

(bz (s, 2k + Azf — at), a) — bs (s, 2, a)) Zaps (da) dAds

=~
—

_|_

(O’m (s, 2" + A(x8 — 2#),a) — 0. (s, 2% a)) Tsps (da) dNdBs.
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En passant a I'éspérance et on utilise I'inégalité de Yong,Cauchy Shwartz et 'isométrie, on

trouve :

t 1
E|x{|* <3E [/ / / |b (5,2 + A(af — 2),0) X¢|* s (da) d/\ds}
0 0 o

T 1
+ 3E [/ / o (5,24 + A28 — z), a) Xfl2 1y (da) d)\ds} +3E |aff|2 .
0 Jo
Par hypothése b, et o, sont continues et bornée alors :
9 % ) 9
E|X?|" < CE/ |X?|" ds + CE |of|
0
Telle que fot dA=1, fU Wsda = 1,appliquons le théoréme de convergence dominé on obtient :

1
2P = CE|X§|2[ e®ds
0

21 ,.]°
< CE|df]| [Eecs]
0

< Elaf[* [ - 1],

Passant a la limite :

. 2
lim E |ag|” =0.

Lemme 2.1.3 Soient u un controle relazé optimale qui minimize la fonction de cout [J sur

R et x} le trajectoire optimale associé .alors, pour tout ¢ € R.on a :
- T - T
0<FE [gx (zh) I‘T} -+ E/ / hy (t, 2t a) 241 (da) dt + E/ / h(t, 2t a)(u:— q) (da) dt
o Ju 0 Ju

Preuve. on a :

J(g)=E [Qx (2F) + ‘/; l_ hy (t,%{, a) g; (da) dt:|

T =Ew@)+ [ [ bttt o) @)
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J (1) :E[gz (27) +LTLhm (t.27,a) 4f (da)dt

D’aprés I'inégalité variationnelle :

0< J(pf) — J(p) (2.12)

On obtient :

0< E[g (xg_)ju[r/Uhm (t,x?,a),uf(da)dt] —E[gx(x;)+/:Lhm(t,x§‘,a)m(da) dt

Alors :

0 < E[g(27) — 9z (a7)] +6£ Lh(txijﬂ) (gt — pue) (dar) dt

+£T£'—{h (t,xﬁ,a) —h(t,xﬁtja]}m (da) dt

appliquons la formule de Taylor avec reste intégrale sur g et A alors on obtient :

0<F [gx (:e:;q—i— A (.1: — xT)) ( — xT d/\ / /h 1‘ It, (qt pt) (da)d

f//@th ¢ —at),a) (@ —at) pe (da) drdt

U 9o (xh+ X (22 _ru))] er/\:I:E[gx(rT) r,_r}
i/t/l/ ha (b2 + X (of — 2t} a) (= — o) Fupse (da) df\dt_E/t ho (t, 27, @) Zopss (da) dt
0 JO (o8 .

Donc :

t 7
0<E [gx(x;)ET} -+ E[ he (t, 2, @)z, p (da) dt + Ef f h(t,zt a) (g — ) (da) dt + p°
0 0 JU
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Avec :

1
. El 0 (2 + X (2% — 22)) 2
t pl
—i—E/ / f he (t, @) + A (2 — o) ,a) (2f —2f') 2 (da) ddt
0 0 U
1
+FE [/ Ty (ol + X (2 — 2%)) | — ge(al)Zrd
0

t pl
+f / / B (1‘, i+ A (:rf — xi‘) ,a) — hg (t,2F, a) Tepte (da) dAdt
0 0 u

On appliquons I'inégalité de Cauchy-Shwartz et le théoréme de convergence dominié ,sous les

hypothéses(2.1.1)) sur gzet h; on a limg_q p’ = 0. Finalement on trouve :

T t
0£E[gm(x§i) xn}} +E/ /hm (t, 2t a) Etm(da)dt—kE/ /h(t,xf,a) (ut — @) (da) dt
0o Ju 0 Ju

2.2 processus adjoint et équation adjointe

Dans cette sous-section, nous introduire le processus adjoint. Avec ce processus, nous dérivons

I'inégalité variationnelle ([2.12]).

Théoréme 2.2.1 Soit (x4 u¢) une solution optimale pour probléme de contréle relaxé {(2.4) , (2.5])

alors il existe p(t) un processus Fi-adapté défini par :
p(t) = B 6’06 (Nl (1) +0°(0) [ 6(6) [ helsiatia)g(daras/|.
t U

vérifie ["EDSR suivante :

—dp(t) = M, (t, @}, w,pt, PY) dt — Pl'dB,

p(T)=  gulzf],

(2.13)
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telle que

Hit.z0.0 P)= / h(s;z;a)qlda) + / b(s;z;a)qlda)p + /0’ (s;z;a)g(da)P. (2.14)

U U U

Preuve. Soit © la solution de 1'équation linéaireLes termes linéaires en (2.6) peuvent etre

traités de la facon suivante.Soit P la solution fondamontale de 1'équation linéaire

dd,; = fU by (t, 2t a) g (da) @edt + IU ox(t, 2t a)p; (da) ®.dB,

Dy =14

cette équation étant linéaire a coéfficients bornés, alors elle admet une solution unique et

forte. De plus la solution @ est inversible et son inverse on pose ® ! = U Alors
OV =1]d = d(PV¥) =0

On suppose que :
d¥(t) = a(t)dt + b(t)dB;

par la formule I'Tto sur d (®,;¥;) = 0, on trouve que ¥ vérifié I'équation suivante :

d¥: = [, o(t, o, a)Voi(t, af, a) s (da) dt
— [0t &, a) Ut (da) dt — [, 0(t, &, a)Vspe (da) dBy (2.15)
Up= Iy

Telle que ¢ et W sont vérifies

sup |9’
t€[0 7]

< o0 (2.16)

E | sup |@’| + E
t2[0.T]

En suivant d’aprés la méthode de la résolvante des équations différentielles ordinaires linéaires,

on pose

n(t) = U(t)z. (2.17)
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On applique la formule d'Tto sur ¥(¢)z; on obtient :
dn(t) = d¥(t)z; + U (t)dzs+ < dU(t), dz; > .

D’aprés et on a :

in®) = (| [ ontt ot e (@) 00) [ ozte.at e (@) = 00) [ bt o (ao)] e
—W(t) ﬁ o.(t, =8, a) iy (da) dBt) z: + U(2) (f by (¢, 24, a) i (da) z,dt

U

2 ]{;b (t, 2t a) (g — ) (da) dt + [f o (t. 2t a) i (da) 2,

(45

+./UJ (t,z¢, a) (g — pe) (daJ] dB:

+ (M_%(Mi‘aa)m (da)@(t)l_ o(t, zf,a)u (da) — ‘I'(t)]vbm(t,xi‘,a)m (da,)] dt

() l il ok ) dBt> ([ l be (¢, 2%, ) s (da) B + Lb(t, o ol ) (da)] it
[/L oz (t, @f, a) pe (da) z: + La(t, 2t a) (g — pe) (da)] dBt)

Alors on trouve la formule suivante :

ante) = w(o) ([ 5¢.0t.) (0= ) @)t + [ o(0,5t,0) o= ) (@) a3

[ oute b atda) x [ o t.at.) o ) ) at).

On pose :

Y = 0%(T)g.(x(T)) —l—/; AT O*(t)h,(t, 2t a) e (da) dt (2.18)

()= EW/A) = [ [ @hats,at e @) as (2.19)

On remarque que :

E [0 (2(D)2(T)| = E[@*(T)gule(T)n(T)] = E n(T)(T)] (2:20)
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Car :

E[(T)(T)] = E n(T( Y/ ] — / [ #hale,e s ) as)|
~ £ [uDE /7] - f/ )ha(s, 2k, G)ﬂs(da)d]
_E _n(:r)q» (T)g(2(T)) + (T / / * () ha(s, 2", ) s (da) ds

/ f@*(s Vha(s. 2¥, a)us (da) ds]

_ B [n(T)®*(T)ga(=(T))] [ f / hol(s, 2, @), (da) d ]

[n f / O (8)ha(s, 25, @ )us(da)ds]

= E[(T)®"(T)gx(2(T))] -

D'autre patr :E [©*(T)g.(«(T))(T)] = E [g:(2(T))3(T) | car n(T) = W(T)i:(T)

donc z:(T) = n(T)¥(T)™ = n(T)®(T) alors :

E [9a(a(T)3(T)| = E loa(2(T)n(T)®(T)]

= E[®*(T)g2(=(T))n(T)]

Alors pour calculer le premier terme E [gm(L(T))E(T) , 1l suffit de calculer E [n(T)¢(T)].
Puisque F: = 0(Bs;0 < s < 1),Y € L?*(Q,F, P) et E(Y/F:) est une martingale de carré

intégrable, alors la décomposition d'Tté nous donne :

E(Y/F) = E(Y) + / G(s)dB, — f A_@*(S)hm(s,xg,am (da)ds  (2.21)

Ou G est un processus adapté telle que £ [fot |G(5)|2d3} < oc donc on peut utuliser une

forme de ((¢) mieux adapté & notre probléme comme suit :

t

¢() = EB(Y) —]; D*(s) irhm(s, x(s),a))us (da) ds —I—/ G(s)dBs.

0
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Ce qui nous donne

dC(t) = —*(¢) L ha(t, z(t), u(t))dt + G(t)dB,.

On applique la formule d’It6 sur n(t)((t) on obtient :

d (n(t)C(t)) = nlt)d¢(t) + C(H)dn(t)+ < dC(2), dn(t) > .

4610 =) [~0°0) [ hute a(0) e )t + Gty

oL ( [ a0 e @)t + [ o 2.2%.0) (0~ o) (d) aB

U

[ et ot alue da) x [ o (txta) (g ) () dt)

+G0(0) [ o (t.2t.0) (@~ o) (do)

Alors :

d(n(t)¢(t)) = —n()®"(¢) ﬁ ha(t, 2(t), a) pe (da) dt +n(¢)G(¢)dB:

F () / b(t,a,a) (qs — us) (dia)

U

LT f o (t, 2 a) (¢ — ) (da) dB,

u

T Cyu() f oalt, o, a)pe (da) x f o (el ) i) (0) 2

U

L G)u() f o {136, ) (e ) () .

2
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Ou :p(t) = ¥(t)¢(¢) en simplifiant, on trouve

A1) = =n(O00°(0) [ halt,o(t) e (da) e+ n()GOYE:
+2(0) [ b(t,38,0) (g~ ) (da) ot
+2(0) [ o (t.af.0) (&~ ) da) B
+0l0) [ oult ot cpn(da) x [ o (tata) (00— o) da)

oL / o (t, 2t ) (g — o) (da) dt.

i
Maintenant on passant par I'intégrale on a :

T

2(T)CT) = (0)0) =~ [ o0 [ heteate) apucda) e+ [ cras,
+ /:p(t) ﬁ b(t, 2}, a) (g — p) (da) dt
+ [ o0 [ 062t (@ ) (@) am
5 / " o(t) f ot )y ) f o (2t ) (g — ) (da) dt

—|—/; G(t)lll(t)‘/{;o(t,xi‘,a) (¢ — ) (da) dt.

En passant au l'espérance, on a :

EW(@)(T)| = E [— [ n020 [ btz am e dt}
B[ [ 90 [ blt.ot.a) (0. - ) (da) o

B[ [ 50 [ oute ot o) x [ o(6.0t.0) (00— ) @) ]

+E :/: G(t)¥(t) ./r:’J (t, 2, a) (g — ) (da) dt.]

Ona:

E [(n(T)J(T))] = E [ga((T)3(T)]
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Alors :

[gx 2(T))z [//n(t (t)ha(t, z(1), )uf(da)dt]

+E[[ pl0) [ b(t.t10) 4 ) (d0)

B [ 0t0) [ oattot autda) x [ o(t,0t,0) (o) () ]

E MT GHT() [}-J(t?xf,a] (@ — 1) (da) dt.]

telle que n(t) = T(t)z(t) implique n(t)®*(t) = z(t) donc :

[gm 2(T))7 [ f fh (t,2(t), @) (da) Z(t )dt]
+EM p(t)ﬁb(m“ ) (g — )(da)dt]
B[ [ 5t0) [ oatth apuda) x [ o (t.ct0) (o — o) (do) ]

E MT G)u(0) [ o (t.2#,a) (6= ) (da) dt.]

En remplacant E [g.(z(T'))z,(T')] par sa valeur dans le lemme (2.12)) on obtient :

0<E[]f (¢ 2(2), )z (da) ()dt]
+E[/O pt_;/_b b2t a) (qt—pt)(da)dt]

+E [ [ 900) [ oultat, s (da) x [ o (t.ata) (= o) da) ]

+EU Gl /a(txt )(qt—ut}(da)dt.]

t
+E/ /hm(t,;ct,a xtm(da)dt—kEf fh(t,xi‘,a)(ut—qt)(da)dt
0 U 0 U
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On trouve

0SE]:j;h(t,x?,a)(m—qt)(da)df

& [ [ o) [ b6.et.0) (0 - o) ()]

+E [ [ 900) [ outt.at,a(da) x [ o (tata) (0= o) d0) ]
~£[[Tewue) [ o(tta) o @)

Donc on peut réecrire 'inégalité comme
o
025 | [ [H(.24(0, (0 PH) — et (0 (0, PHO)
0

Telle que la définition d’'Hamiltonien est :

H(to(8), 06 0(0). P() = [ ht0,0) e (da) +p(0) [ b(t,22,0): (da)

+P (1) [ o (ta@)a(da),
”
avec (p*, P*) est un couple de processus adapté donnée comme suivant

prE) = T()C(), pt € £L2([0,T] x R)
Pr(t) = G(t)T(t) — pH(t) [, 0x(t, 2}, a) e (da) , P* € L2 (_[O,T] % Rd) ;

(2.22)

et le processus G satisfie :

/: G(s)dBs = E(Y/F)— E(Y)=E K@*(T)gx(x“(l“)) + fﬂ *(s) /L hy (t, 2}, a) e (da) dt) /ﬁ]

~E [@*(T)gm(:r-(fn + [0 [ haltato ma) dr] .

39



Chapitre 2. Principe du maximum pour un probléme des contréles stochastiques relaxé

Le p processus est appelé le processus adjoit et si en appliquant la formule d’'Ité & p(t) =

U*(t)¢(t) on obtient 1'équation adjointe suivante :

—dp(t) = H(t, 28, pe, o}, P) dt — PldB;

p(T) = g [of],

2.2.1 Conditions nécessaires d’optimalité pour contréles relaxés

On obtient les conditons nécessaires d'optimalité, pour le probléme de contréle relaxé { , ([2.9) . }

a travers I'inégalité variationnélle,

Théoréme 2.2.2 (Conditions nécessaires d’optimalité pour contréles relaxés)

soient yu un contrdle optimale relaxé minimisant la fonction J dans R et x}' notée trajéctoire

optimal correspondante. Alors, il éxiste un couple de processus adapté
(p*, P*) € £2([0,T];R) x L2 ([O,T] ;R“Xd)
solution de EDS rétrograde (2.13)) tel que

H (¢, of, pe, pt, PY )=qﬂ;(fm?f(f @t a0t PY),  pp (2.23)

Preuve. A partire de ['inégalité variationnélle, on a

[ / {H(S 3‘33,@3,}93, ) H(S, snus ps P;)}d.ﬂ

En plus. soit ¢ tend vers 0, on trouve

0 < E[H (=t g pf, P') — H (t,28, e, 05, P
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Soit A un élément arbitraire de o—algebre F, , et
T = qela + pelin_y)
C'est a dire que ™ € R. En appliquant ["inégalité précédent sur w, on trouve
0<ENa{H( 2t g0, F) - H(t,zt,pe, 0k, P)}], VA€ F
ce qui imlique que
0 < E[H (t,f,q: ¢, B) — H (¢, 2, pe, 1t . B | 7]

la quantité a linterieure d’ésperance conditionelle est F; — mesurable. m

2.2.2 Conditions suffisante d’optimalité pour contréles relaxés

Dans cette section, nous étudions quand les conditions d’optimalité nécessaires deviennent

suffisantes. Pour tout ¢ € R, on note (2;) la solution de I'équation (IQZLD controlé par ¢,

Théoréme 2.2.3 (Conditions suffisante d’optimalité pour contréles relaxés)

suppose que les fonctions g(.) et H (¢, qs,ps, P;) sont convexes. Alors ju est une solution
optimal du probléme{([2.4) , [2.9) , .6)} s'il vérifie (2.23)

Preuve. soient j un élément de R (condidat pour étre optimal) et q un élément quelconque

de R. pour tout g € R on a

J(p) — J(q) = E g (o) — g («F)]

—|—Ej:r [lrh(t,xi‘,a)g(da]—lrh(t,xi‘,a]q(da)] dt
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Chapitre 2. Principe du maximum pour un probléme des contréles stochastiques relaxé

comme g est convexre, on a

9 (27) — g(27) < gz (x7) (o7 — 27)

en remarque que py = g, (xf) ,donc on peut écrire

J (1) — 7 (¢) < E[py (27 — 27))]

+-/: [lrh(t,xgaa)#(da)—Lh(t,xfjan(dG)} dt

En appligaunt la formule d’'Ité a pi' (2 — 2¥) on trouve

T
"T(Ju) = J(Q) é Ef [‘H (ta x?: ut:pita -Ptlu) —H (t, 333 Qtapga lth)] dt
4]
T
E / Ha (£, 2t e, b, PE) (af — o) dt
0

comme H est convexe surx linéaire sur pu,donc par utilisant Le Gradient généralisée de Clarke

pour H éventuelement a (xi, 4t) et condition nésessaire d’optimalité , est suivre
0> H (¢, af, pe, ot PE) — M (¢, 2, g, 0, P) — He (2, 2, e, 0, PY) (2 — 27)
En combinaisant les deux inégalités précédentes, on obtien
J(u)—J(q) <0

Remarque 2.2.1 L’équation (2.13)) est une équation backward linéaire & coefficient bornés,

donc elle admet une solution forte unique.

Remarque 2.2.2 Le processus p(T') est appellé processus adjoint de l'équation adjointe, et
si le couple optimale (xz,u) est une solution optimale pour le probléme de contréle, alors il

existe un couple (p, Z) solution de l’équation backward (2.13) telle que (m] soit vérifiée.
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Conclusion

Dans ce travaille nous avons étudiés les conditions nécessaire d'optimalité en controle optimal
stochastique dont le systéme est gouverné par une équation différentiel stochastique non li-
néaire ou bien on dire le principe du maximum de contréle stochastique telle que le coefficient
de diffusion dépend au contréle relaxé . Nous avons pris les problémes de contréles stochas-
tiques strict et relaxé et intéressons aux conditions nécessaires d’optimalité des controles,

ainsi que les conditions suffisants pour les controles relaxé.
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Annexe

Lemme 2.2.1 (Lemme de Gronwall )voire [4]Soient T > 0 et u une fonction positive
bornée sur [0;T]. On suppose qu'il existe des constantes a > 0.b > 0 telles que pour tout
t€[0;T],ona:

t
u(t) <a+ b/ u(s)ds
0

Alors
t
Vee [0;7], u(t)< a'/ exp (bs) ds
0

Lemme 2.2.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG) pour tout temps d’arrét

[ s | <ca|[irera],

T ona,

2

& [ sup

t£[0;7]

ot C est une constante positive.

Proposition 2.2.1 (L’inégalité de Holder ) wvoire [2|L'inégalité de Holder dit que si

p,q > 1 tels que é—ké =1, alors :

19l < Nl ze lglles

Proposition 2.2.2 ( l’inégalité de Cauchy-Schwartz) C ‘est une cas particuliée de l'in-

égalité de Holder pour p — g = 2:0n a

1fglly < [Ifll2 llgll2-
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Annexe B : Abréviations et Notations

Théoréme 2.2.4 (Dévelopment de Taylor-Young) Soient f : I — R une fonction n—1-

fois dérivable,(n € N) et a,x € I. Alors

f™ (a)

n!

/" (a)
2!

f@=f@+f@e-—a+i L @—af+.+ (x—a)" +o(le—al").

Théoréme 2.2.5 (Dévelopment de Taylor avec reste intégral) Soient f : [ — R une

fonction de classe C*™, (n € N) eta,z € I. Alors

" (a) 4 (n) (a . z £(n+l) (o .
f(x)=f(a)+f (a) (= —a):—% (x — a) —|—...+% (z —a) +f f(nTl()T) (z—1)"""dt.

Théoréme 2.2.6 (Inégalité de Young) : Soient a,b deuxr nombres réels Alors :
(a+ b)* < 242 + 2%,

Théoréme 2.2.7 (Inégalité de Young) : Soient a,b> 0 et 1 < p,q < +oc deux éxposants

conjugués . e,ﬁ +é = 1. Alors :
a? b9
ab< — 4+ —.
p q
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Résume

Dans ce travaille nous avons etudié le probleme de controle stochastique
gouverné par une EDS dans le cas ou I’ensemble des controles admissibles (strict)

U est non convexe, et nous avons essay¢ d’introduire une nouvelle ensemble des

processus ( relaxé) IR convexe et nous pouvons utiliser cette propriété pour

dénver les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalite.

Mots-clés : mouvement Brownien, ntégrale d’ It6, Equations différentielles
stochastiques, controle stochastiques, processus adjoint, conditions d’optimalite

Abstract

In this work we studied the problem of stochastic control governed by a SDE

in the case where the set of admissible controls (strict) WA is non-convex, and we

tried to mtroduce a new set of processes (relaxed) IR convex and we can use this

property to derive the necessary and sufficient conditions for optimality.

Key Words: Brownian motion, Ito integral, Stochastic differential
equations, stochastic control, adjoint process optimality conditions
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