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Notation

' Approximation

N : Ensemble des nombres Complexe

Iα : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α
cDα : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sans de Caputo

Dα : La dérivée fractionnaire d’ordre α

R : Le reste

Cn([a, b]) : L’ensemble des fractions n fois continument dérivables sur [a,b]

An(x) : Les polynômes d’Adomian

L : Opérateur linéaire

N : Le terme non linéaire

R : Ensemble des réels.

Γ : La fonction Gamma.
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Introduction générale

Le théorème de dérivation fractionnaire est un sujet aussi ancien que le calcule classique

tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du dix-septième

siècle, c’est à cette époque que leibniz développe les fondements du calcul. La première

question qui a conduit au calcul fractionnaire était : La dérivée entière dnf
dxn

peut-elle être

étendue pour être un booléen quand n est une fraction ? plus tard , la question est de-

venue : n peut être n’import quel nombre fractionnaire, irrationnel ou complexe ? depuis

cette dernière question a reçu une réponse affirmative, le calcul fractionnaire est devenue

terme impropre et peut être mieux appelé intégrale d’ordre fractionnaire et calcul leibniz

a introduit la notation dnf
dxn

pour désigner la dérivée n de la fonction f .Lorsqu’il est déclaré

dans une lettre à l’hôpital en 1695, l’hôpital répond : que signifie dnf
dxn

si n = 1
2
?.

Aujourd’hui cette lettre est accepter comme la première occurrence de ce que nous ap-

pelons la dérivation fractionnaire on pourrait penser que cette recherche de dérivation

fractionnaire est une affaire " pure" de mathématique sans l’attention de l’intégration ce-

pendant un exemple simple tiré de la mécanique des fluides montre comment l’intégration

du demi-système apparait assez naturellement lorsque on veut expliquer le flux de chaleur

sortant latéralement du flux de fluide en fonction de l’évolution temporelle de la source

interne . La dérivée du système étant donnée sa moitie il faut être vigilant quant à sa

définition précise dans des situations plus générales il en va de même pour la définition

de la dérivée d’ordre fractionnaire α ou α est généralement un nombre réel compris entre

zéro et un pendant longtemps de nombreuses définitions qui font suite aux travaux de

joseph Liouville et de Bernard Riemann au milieu de xlxe ont coexiste sans jamais être

en parfait accord entre elles.
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Chapitre 1
Concept de base et étude de référence

1.1 Présentation des dérivées fractionnaires

La dérivée fractionnaire est un sujet ancien et encore nouveau au cours des derniers

décennies, c’est un processus mathématique apparu en 1695 par le scientifique leibniz zt

qui a ensuite connu un développent à l’ère moderne et après la révolution la technologie

à trouvé sa voie pour être utilisée dans divers domaines de la physique de l’ingénierie

de la mécanique...., ou nous discuterons de la définitions des fonctions intrusives , car

ce sont les fonctions de base en arithmétique fractionnaire.La différenciation avec l’ordre

fractionnaire et l’intégrale avec l’ordre fractionnaire.

1.2 Concept de Base

1.2.1 La Fonction Béta

1.2.1.1 Définition :

Désignée par le symbole β(x, y) et comme sens le nom d’intégrale.[1]

β(x, y) =
∫ 1

0
Ax−1(1− t)y−1 dt x, y > 0

• Proposition :

∀(x, y) > 0 on β(x, y) = Γ(x) Γ(y)
Γ(x+y)

• Démonstration :

Γ(x) Γ(y) =
∫ +∞

0

∫ +∞
0

tx−1
1 ty−1

2 exp−(t1) exp(−t2)dt1 dt2

=
∫ +∞

0
tx−1
1 (

∫ +∞
0

ty−1
2 exp(−|t1 + t2|)dt2 dt1)

2
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en affectent le changement de variable

t′2 = t2 + t1

On trouve :

Γ(x) Γ(y) =
∫ +∞

0
tx−1
1 dt1 (

∫∞
c1

(t2 − t1)y−1 exp−− t2 dt2)

=
∫ +∞

0
(−t′2) dt′2

∫ t1
0

(t′2 − t′)y−1 t1x−1 dt1

Si on pose t′1 = t1
t2

on arrive à :

=
∫ +∞

0
exp(−t′2) dt′2 (

∫ 1

0
(t′1 t

′
2)t1 (t′2 − t′1t

′
2)y−1 dt′1)

=
∫ +∞

0
exp(−t′2)dt′2 (t′2)x+y−1 β(x.y)

= Γ(x+ y) β(x.y)

Ce qui donne le résultat désire.

• Propriété :

— β(a.β) = β(b.a)

— aβ(a, b+ 1) = β(a+ 1, b)

— Si n=b+1 est un entier cela donne une relation de récurrence :

β(a, β) = n−1
a

β(a+ 1.n− 1)

— β|a.1| = 1
a

— Si a=m et b=n , on obtient :

β(m,n) = (m−1)(n−1)
(m+n−1)!

1.2.2 La Fonction Gamma

1.2.2.1 Définition :

Connaitre la fonction Gamma et la désigner par le symbole Γ(x) comme intégration

anormale.

Γ(x) =
∫∞

0
tx−1 exp−t dt

Cette intégrale est aussi appelée la deuxième intégrale d’Euler (integral of the second

Kind Euler). Cette intégrale est convergent pour tout x > 0.

• Propriété :

— Est une fonction associative 0 < x < ∞ et une fonction de divergence pour

chaque x ≤ 0

— Cela signifie que cette intégrale est une intégrale asymptotique pour tout x

appartenant à 0 < x < ∞ en d’autres termes il donne des valeurs réelles est

3
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nom l’infini , pour chaque x à condition qu’il y ait une limite.

Γ(x+ 1) = n!

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

Γ(x+ n) = (x+ n− 1) (x+ n− 2) ∗ ..... ∗ xΓ(x) Pour n ∈ N

• Démonstration :

on par définition :

Γ(x+ 1) =
∫ +∞

0
tn exp(−t)dt

On va appliquer une intégration par partie (n) fois

— Γ(n+ 1) = n!
∫ +∞

0
exp(−t)dt = n![− exp (−t)!∞] = n!∞

— Γ(x+ 1) =
∫ 1

0
tx exp(−t)dt

— Γ(x+ 1) =
∫ +∞

0
xt(x−1) exp(−t)dt − tx exp(−t)!∞

= x
∫ +∞

0
tx+1 exp(−t)dt

= xΓ(x)

— Γ(x+ n) = (x+ n− 1) Γ(x+ (n+ 1))

Γ(Z + n) = (Z + n− 1) (Z + n− 2) Γ(Z + (n− 2))

= Γ(x+ n) = (x+ n− 1) (x+ n− 2) ... xΓ(x)

4
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1.2.3 La Fonction de Mittag-leffler

1.2.3.1 Définition :

La fonction de Mittag-liffler apparait naturellement dans la solution des équations

intégrales d’ordre fractionnaire et en particulier dans les investigations de la généralisation

fractionnaire de l’équation cinétique[2] :

Eα(Z) =
∑∞

n=0

∑∞
n=0

Zn

Γ(1+αn)

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très important

dans théorie du calcul fractionnaire.

Eαβ(Z) =
∑∞

n=0
Zn

Γ(β+αn)

Eα(xα) = 1
2Πi

∫
Hx

tα−1et

tα − xα
dt

x −→ α

xαE
′α(xα) =

∑∞
n=1

xαn−1

Γ(αn)

• Propriété :

— Eαβ(Z) = ZEα,α + β(Z) + 1
Γ(β)

— Eαβ(Z) = βEα.β+1(Z) + α Z d
dZ
Eα.β + 1(Z)

— ( d
dZ

)m [Zβ−1 Eα.β(Zα)] = Zβ−m−1 Eαβ−m(Zα),

R(β −m) > 0 ; (m ∈ N)

1.2.4 Transformation de la place

1.2.4.1 Définition

La transformation de la place dans cette section nous chenhon à transformer de la

place dqf
dxq

pour tout q et différer intégrable f, c’est-à-dire que nous souhaite relier [3].

L{dqf
dxq
} =

∫∞
0

e−Sx d
qf
dxq
dx = F (S);S > 0

à la transformée de la place (f) de la fonction différent intégrable reprenons d’abord

appelée les transformées bien connues des dérivées d’ordre entier.

L{dqf
dxq
} = Sq L{f} −

∑q−1
k=0 Sq−1−k dkf

dxk
(0) .... q = 1, 2, 3

et intégrales multiples

5
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L{dqf
dxq
} = Sq L{f}........ q = −1,−2,−3

• Propriété :

Nous avons :

— L(f(x)) =
∫∞

0
exp−Sx f(x)dx = F (S)

— La question maintenant :

quel est le critère de la fonction F(S) ?, qui est symbolisé par le symbole

//F (S)//2
2 pour répondre à cette question, nous commençons par préciser que

l’une des conditions les plus important pour l’existence de la transformée de la

place est que la fonction f(t) : est Double- intégrable.

— Supposon que L2([a, b]) représente espace de toutes les fonctions f(x) de sort

que : ∫ b
a
|f(x)|2dx = m <∞

— α au sens ou (f(x)) appartient à l’espace de Hilbert et aussi il faut souligner

que la transformée de la place est un opérateur intégratif convergent.

— tandis que : ∫∞
0
|e−St|2dt =

∫∞
0
e−2Stdt = lim

α→∞

∫ α
0
e−2Stdt

= lim
α→∞

−1
2S

∫∞
0

e−2St − (−2S)dt ; S > 0

= lim
α→∞

[−1
2S

e−2St]α0 = lim
α→∞

[−1
2S
− e−2St + 1

2S
] = 1

2S

1.3 Arithmétique Fractionnaire

1.3.1 La dérivée fractionnaire

Dans cette section, nous discuterons de trois définitions de différents dérivées fraction-

naires :

La dérivée fractionnaire de Grunuvld-betnikov et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo et la relation entre la dérivée fractionnaire

aie le concept de Riemann-Liouville.

6
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1.3.1.1 La dérivée fractionnaire de Grunuvld-betnikov

• Définition[1] [3] [5] : GαD
p
t f(t) de la fonction polynomiale, et : f(t) = (t− α)α, α

est un nombre réel.
G
αD

p
t (t − α)α = 1

Γ(−P )

∫ t
a

(t− τ)−p−1 (τ − α)αdτ

• Propriétés :

? α > −1

τ = α + (t− α) − q
αD

p
t (t − α)α = 1

Γ(−P )
(t− α)α−p

∫ t
α
{α(1−)−p−1d}

= 1
Γ(−p) β(−Pα+1)(t− αα−pα)

= Γ(α+1)
Γ(α−P+1)

(t− α)α−P

? α > m

G
αD

p
t (t − α)α = 1

Γ(−P+m+1)

∫ t
a
(t− τ)m−P dm+1(τ−a)αdτ

dτm+1

1.3.1.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

• Définition [1] [3] [5] :

La dérivée fractionnaire sens de Riemann-Liouville conduit a des conditions initiales

de types fractionnaire difficilement explicable physiquement.

• Droite :

∀t < α : q
αD

p
t f(t) = 1

Γ(n−α)
(−d
dt

)n
∫ b
t
(τ − t)n−α−1 f(τ)dτ

f est une fonction telle que R
aDαt f(t) et R

t DBb Sont définies

• Gauche :

∀t > α : R
aDαt f(t) = 1

Γ(n−α)
( d
dt

n
)
∫ t
α

(t− τ)n−α−1 f(τ)dτ

• Preuve : Pour p = m ≥ 1

R
αDnt (RαD−nt f(t)) = dn

dtn

∫ t
a

(t−τ)m−1

m−1
f(τ)dτ

= d
dt

∫ t
α
f(τ)dτ = f(t)

7
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1.3.1.3 La dérivée fractionnaire de Caputo

• Définition[4] :

De la dérivée fractionnaire par rapport à Caputo qui comprend les conditions initiales de

la fonction à traiter ainsi que ses dérivées entières.

• Gauche :

∀t > α : c
αDαt f(t) = 1

Γ(m−α)

∫ t
a
(t− τ)m−α−1f (na)(τ)dτ

• Droite :

∀t < b c
bDBt f(t) = 1

Γ(m−B)
(−1)m

∫ t
t
(τ − t)m−B−1 fm(τ)dτ

1.3.1.4 La Relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et la dérivée

fractionnaire aie le concept de Riemann-Liouville

n− 1 ≥ α < n , n ∈ N∗ − α > 0, f ∈ Cn([a, b])

cDαα f(t) = RDαa f(t) −
∑n−1

k=0
(t−K)k−α

Γ(k+1−α)
f (k)α [5]

— Cas particulières :

(1) Si 0 < α < 1 alors :
c
αDαt f(t) = R

aDαt f(t).f(α)

(2) Si f (k) (α) = 0; n = [α] + 1 ∀k = 0 Alors :

RDαa f(t) = cDαa f(t)

(3) Si ça f continue sur le terrain alors :

c
aDαt (Ra Iαt ) f(t) = f(t)

et à partir de l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est l’opposé de gauche à

l’opérateur intégratif de Riemann-Liouville du même ordre , mais in n’a pas d’opposé de

droite.

8
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1.3.1.5 Tableau des dérivées fractionnaires

Dérivée

Fractionnaire

Définition Remarque

Riemann-Liouville (Dαa + f)(x) ≈ 1
Γ(1−α)

d
dx

∫ x
a

f(t)
(x−t)αdt f ∈ L1([a, b])

Cputo Dαa + f(x) ≈ 1
Γ(1−α)

∫ x
a

f ′(t)
(x−t)dt f ∈ Ac([a, b])

La place F (S) = L{f(t) : S} = L[f ]S

=
∫ +∞

0
e−St f(t)dt

Grunireld-belnikov a
αDPt (t−a)a = 1

Γ(−P )

∫ t
a
(t−τ)−p−1 (τ−a)αdτ

Différences finies
∫ b
a
f(x)dx ≈ T (f.h)

9



Chapitre 2
Approximation des dérivées des équations

différentielles et des intégrales d’ordre

fractionnaire

2.1 Approximation des solution d’ordre fractionnaire

Les dérivées fractionnaire ont attiré beaucoup d’attention ces dernières années et en

raison de leur nature non locale par rapport aux dérivées entières traditionnelles, il est

donc nécessaire d’étudier les méthodes numériques les plus importantes pour l’approxi-

mation de solutions fractionnaires à l’aide de la transformée du palace de la dérivée de

Caputo et la dérivée Riemann-Liouville, relation trapézoïdale.

Cette section présente les méthodes utilisées pour approximer les solutions fractionnaires.

— Définition d’approximation

Nous pouvons définir de terme anomalie comme une compétence mathématique utilisée

pour rendre le nombre que le nombre remplacé par un autre nombre qu’est inférieur à lui

dans les rangs et en même temps proche de sa valeur mathématique. Mais ce n’est pas

égal à lui.

— Dérivation d’ordre fractionnaire

La fractionnaire est la généralisation de la entière à des ordres non entières quelconques,

cette généralisation peut être obtenue à partir de l’intégration fractionnaire de l’équation

10



Chapitre 2 Deuxième chapitre

donnant ainsi la définition de Riemann- Liouville et la définition de Caputo une autre

généralisation basée sur la définition usuelle de la différentiation entière est proposée par

Grunwold-Letnikov.

2.1.1 Méthode Numérique

2.1.1.1 Approximation des dérivées fractionnaires [8]

Dans cette partie nous dérivons un algorithme pour approximer les dérivées fraction-

naire arbitraires d’ordre caputo d’une fonction donnée puisque la dérivée de Riemann-

Liouville et la dérivée de caputo sont liées de sorte que presque toutes les méthodes nu-

mérique de dérivée de Riemann- Liouville peuvent être étendues au dérive Caputo et la

dérivée-Letnikov

2.1.1.1.1 Approximation de dérivées de Caputo

— Définition de Caputo [8]

Dαf(t) = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

f ′(x)
(t−x)α

dx 0 < α < 1

ou n est un entier , une autre définition de dérivée fractionnaire.

Introduit par Cputo est défini comme :

Dαf(t) = 1
Γ(m−α)

∫ t
0

(t− τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ

La formule de trapèze modifiée pour cDα0,t. cDα0,t f(t) ≈
∑n

k=0 dKn f
m(tk)

ou :

c(f.h.α) = hm−α

Γ(m+2−α)


((n− 1)m−α+1 − (n−m+ α− 1) nm−α) f(0)(m)+

fm(α) +
∑n−1

k=1 ((n− k + 1)m−α+1)

−2(n− k)m−α+1 + (n− k − 1)m−α+1 fxk

Est une approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo :

Dα f(t)(a) = c(f.h.α) − Ec(f.h.α).α > 0

11



Chapitre 2 Deuxième chapitre

d, kn = hm−α

Γ(m+2−α)



∗ (n− 1)m−α+1 − (n− 1 +m)nm+α k = 0

∗ (n− k + 1)m−α+1 + (n− 1− k)m−α+1

∗ − 2(n− k)m−α+1 1 ≤ k < n− 1

∗ 1, k = n

2.1.1.1.2 Approximations de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

On se propose d’utiliser la formule générale pour calculer la dérivée fractionnaire.

Soient α = 0 et 0 < α < 1 , les dérivées fractionnaires d’ordre α au sens de Riemann-

Liouville peuvent être réécrites sous la forme suivante :

Dα0 f(x) = 1
Γ(1−α)

[
f(0)
xα

+
∫ x

0
1
tα

(df(x−t)
dt

) dt
]

on consiste Dx = x
N
, N ∈ N et xj = j Dx avec j = 0, 1....N − 1 , l’intégrale dans la

formule précédente peut présentée sous la forme d’une somme :

Dα0 f(x) ≈ 1
Γ(1−α)

[
f(0)
xα

+
∑N−1

j=0

∫ xj+1

xj
1
tα

(df(x−t)
dt

) dt
]

L’approximation d’intégrale dans s’écrit :∫ xj+1

xj

1
tα

(df(x−t)
dt

) dt =
f(x−xj+1)−f(x−xj)

∆x

x1−aj+1 − x1−aj

1−a

L’algorithme basé sur l’approximation s’écrit :

Dα0 ≈ (Dα0 f(x))L1

= 1
Γ(1−α)

f(0)
xα

+ 1
Γ(2−α)

∑N−1
j=0

f(x−xj+1)−f(x−xj)
∆x

[x−1−a
j+1 − x1−a

j ]

Dans les approximations et l’erreur de calcule numérique dépend des valeurs de α et du

nombre de points N utilisés pour discrétiser le domaine d’intégration, on remarque aussi

que l’expression pose un problème lorsque f(0) 6= 0 pour contourner ce point.

2.1.1.1.3 Approximation de l’intégrale de Riemann-Liouville

— Définition

Soient α = 0 et α > 0 , la définition de l’intégral fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville se réécrit sous la forme suivante :

12
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Iα0 f(x) = 1
Γ(α)

∫ x
0

f(t)
(x−t)1−αdt

= 1
Γ(α)

∫ x
0

f(x−t)
t1−a

dt

— Propriétés

Soit Dx = x
N
, N ∈ Netxj = j∆x avec j = 0, 1....N − 1 , l’intégrale apparaissent dans la

formule peut être transformée en une somme :

Iα0 f(x) = 1
Γ(α)

∑N−1
j=0

∫ xj+1

xj

f(x−t)
t1−α

dt

En utilisant l’approximation de l’intégrale de sous la forme suivante :

∫ xj+1

xj

f(x−t)
t1−α

dt =
f(x−xj+1)+f(x−xj)

2α
[xαj+1 − xαj ]

On obtient l’algorithme :

Iα0 f(x) ≈ (Iα0 f(x)) = 1
Γ(1+α)

∑N−1
j=0

f(x−xj+1)f(x−xj)
2

[xαj+1 − xαj ]

Pour augmenter la précision du calcul numérique de l’intégrale, oldham et spaniver pro-

posent de choisir une approximation d’ordre supérieur à la place de cette approximation

consiste à supposer que sur l’intervalle [xj, xj+1]f(x) varie linéairement.

2.1.1.1.4 Approximation de l’intégrale et de la dérivée de Grunuvald- Letni-

kov

— Définition

L’approximation de la dérivée fractionnaire de la Grunwold – Letnikov est la plus facile à

mettre en œuvre numériquement car cette dérivée est définie par une série de fonctions,

en considérant le fait que le fait que la série infinie k →∞ peut être traquées on obtient

l’algorithme :

Dα0 f(x) ≈ (Dα0 f(x)) = 1
∆xα

∑N−1
j=0 Aαj+1f(x− j∆x)

— Propriétés :

ou Aαj++ s’appelle le coefficient de Grunuvald, il est défini par la formule suivante :

Aαj+1 = Γ(j−α)
Γ(−α) Γ(j+1)

= (j−α−1) Γ(j−α−1)
Γ(−α)j Γ(j)

= (j−α−1)
j
Aαj

13
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Sachant que Aα1 = 1 et en tenant compte que 0 < α < 1 la valeur absolue | (j−α−1)
j
| est

inférieur à 1 par conséquent on obtient :

|Aαj+1| < |Aαj |

la condition précédente signifie que la valeur du coefficient de Grunwold Aαj+1 décroit

lorsque j augmente, autrement dit cette condition caractérise le principe de l’evonexence

de la mémoire :

a un instant donné le passé lointain a moins d’influence que le passé récent, on retrouve

ici le fait que les dérivées fractionnaires sont des opérateurs héréditaires au sens ou l’étend

Volterra à savoir qui elles permettant de prendre en compte le passé en introduisant une

attenaution de plus en plus fort pour des événements lointains.

I Approximation de Letinkov , G

GDαt,0 f(t) ≈ lim
h→0

h−α
∑[

(t−a)
h

]

j=0 (−1)j (jα) (t− fh)

ou

(jα) = α!
j!(α−j)! = Γ(α)

Γ(j+1) − Γ(α−j+1)

Γ(α) =
∫∞

0
tα−1 e−t dt

Si z ∈ C

Γ(z) =
∫∞

0
tα−1e−t dt R e α > 0

II Autre Approximations

Dα0,tU ≈ h−α
∑i

h=0 gh(Ui − h) 0 < α < 1

avec g0 = 1 , g1 = −α , g2 = α(α− 1), g3 = −α(α− 1)(α− 2)2!

∗gh = (−1)h.gh−1(h− 1)!

h = b−a
n

h→ 0

2.1.1.1.5 Approximation la dérivée fractionnaire utilisant la méthode des dif-

férences finies

• Théorème

On supposons que l’intervalle [a,b] soit subdivise en n sous-intervalles [xk, xk+1] de

undième, h = b−a
n

utilisant les nœuds équidistants xk = a+k.h pour k = 1, 2, ...n ;

14
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la règle trapézoïdale composite pour n sous intercales peut être exprimée comme :

T (f.h) = h
2

∑n
k=0 [f(xk) + f(xk)]

C’est une approximation de l’intégrale :

∫ b
a
f(x)dx ≈ T (f.h) 0 < α < 1

La dérivée fractionnaire , la définition de Caputo est choisie maintenant selon

l’équation.

Si 0 < α < 1 alors la dérivée fractionnaire Caputo est définie par :

(1)
cDα y(t) = 1

Γ(1−α)

∫ t
0

y′(x)
(t−x)α

dx

0 < α < 1 t ≥ 0

intégration de la rente au détail

cDαf(t) = 1
(1−α)Γ(1−α)

y′(0)t1−α +
∫ t

0
(t− x)1−α .y′′(x)dx

* nous mettons :

f(x) =
∫ t

0
−(t− x)1−α : y′′(x)dx

* et à partir de là :

∫ t
0
(t− x)1−α y′′(x)dx ≈ h

2

∑n
j=1[(t− xj−1)1−α y′′(xj−1)1−α y′′(xj)]

≈ h
2

∑n
j=1(t− xj−1)1−α y′′(xj−1) + h

2
(t− xj)1−α y′′(xj)

≈ h
2
[(t− x0)1−α y′′(0) + (t− xn)1−α y′′(xn) + 2

∑n−1
j=1 (t− xj)1−α y′′(xj)]

cDαy(t) =
h[(t−x0)1−α y′′(0) + (t−xn)1−α y′′(xn)+2

∑n−1
j=1 (t−xj)1−α y′′(xj)]

2(1−α)Γ(1−α)
+ (t−x0)1−α y′(0)

(1−α)Γ(1−α)

(2-)

Dαy(t) = 1
(2−α)

∫ t
0

y′′

(t−x)α−1dx

1 < α < 2 , t ≥ 0 and α ∈ R+

intégration de la rente au détail :

Dαy(t) = 1
Γ(2−α)Γ(2−α)

(y′′(0)t2−α +
∫ t

0
(t− x)2−α y′′′(x)dx)

Nous mettons :
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f(x) =
∫ t

0
(t− x)2−α y′′′(x)dx∫ t

0
(t−x)2−α y′′′(x)dx ≈ h

2
[t2−αy′′′(0)+2

∑n−1
j=1 (t−xj)2−α y′′′(xj) + (t−b)2−α y′′′(b)]

h = b−a
n
, xj = a+ jh , j = 0, 1, ...n− 1

(3-)

Dαy(t) ≈ 1
(2−α)Γ(2−α)

y′′(0)t2−α +

h
2

[
t2−αy′′(0) + 2

∑n−1
j=1 (t− xj)2−αy′′′(xj) + (t− b)2−αy′′′(b)

]
Alors :

y′′(0) ≈ y(0)−2y(h)+y(2h)
h2

y′′′(0) ≈ −y(0) + 3y(h)−3y(2h) + y(3h)
h3

y′′′(xj) ≈ −y(xj−2h) + 2y(xj−h) −2y(xj+h) + y(xj+2h)

2h3

2.2 Méthode d’Intégration Numérique

2.2.1 Méthode de Trapèzes :

Soit f : [a, b]→ R

on pose a = x0 et b = xn ∫ b
a
f(x)dx ≈

∫ xn
x0
f(x)dx

≈ h
2

[f(x0) + f(xn) − 2
∑n

i=0 f(xi)]
xi = x0 + ih = a+ ih

x0 = a, xn = b

h = xn − x0
n

= b−a
n

h→ 0 and n→ +∞

l’erreur est défini par :

ε(x) = f ′′(θ)

ou

θ ∈ ]a, b[

xi+1 − xi = h; ∀ i = 0, 1...n; i = 0, 1...n− 1

16
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l’erreur est défini par :

ε(x) ≈ f ′′(θ)

ou

θ ∈]a, b[ = ]x0, xn[ a < θ < b

x0 = a; xn = bj , xi+1 − xi = h∫ b
a
f(x) ≈

∫ xn
x0

f(x)dx ≈ h
2

[f(x0) + f(xn) − 2
∑n−1

i=1 f(xi)]

L’erreur est définie par :

ε(x) = f ′′(θ) a < θ < b

2.2.2 Méthode de transformée de laplace

Nous citons dans ce qui suit la transformée de laplace des différentes définitions de la

dérivée .[10]

2.2.2.1 La transformée de la place de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville

La transformée de laplace de la fonction tP−1 est[10] :

G(S) = L{tP−1 ; S} = Γ(p)S−P

et

g(t) = tP−1 ;

en utilisant la transformée de laplace de la convolution nous obtenions la transformée de

laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .
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L{0D−Pt f(t);S} = L{0D−Pt f(t);S} = S−P F (S)

Calcul de la transformée de laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville qui

pour cela nous l’écrivons sous la forme :

0Dt f(t) = g(n)(t)

g(t) = 0D−(n−P )
t f(t) = 1

Γ(K−P )

∫ t
0

(t− τ)n−p−1 f(τ)dτ , (n− 1) ≤ P < (n)

L’utilisation de la formule de la transformée de laplace d’une dérivée d’ordre entier

donne :

L{0Dt f(t);S} = Sn G(S) −
∑n−1

k=0 Sk g(n−k−1)(0)

La transformée de laplace de la fonction g(t) est déterminée par :

G(S) = S−(n−p) F (S)

Nous obtenons l’expression finale suivante pour la transformée de laplace de la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre P > 0

L{0Dt f(t) ;S} = SP F (S) −
∑n−1

k=0 S
k[0DP−k−1

t f(t)]0

t = 0 et n− 1 ≤ P < n

2.2.2.2 La transformée de laplace de la dérivée de Caputo [1]

Afin d’établir la formule de la transformée de laplace de la dérivée fractionnaire de

Cputo écrivons la dérivée de Cputo sous la forme :

c
0DPt f(t) = 0D−(n−p)

t g(t), g(t) = fn(t), (n− 1) < P ≤ n
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En utilisant la formule de la transformée de laplace de l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville , on aura :

L{c0DPt f(t);S} = S−(n−P )G(S)

ou

G(S) = Sn F (S) −
∑n−1

k=0 Sn−k−1 f (k)(0)

= Sn F (S) −
∑n−1

k=0 Sk f (n−k−1)(0)

En utilisant dans on arrive à la formule de la transformée de laplace de la dérivée frac-

tionnaire de Caputo .

L{c0DPt f(t);S} = SP F (S) −
∑n−1

k=0 SP−k−1 f (k)(0), (n− 1 < P ≤ n)

2.2.2.3 La transformée de laplace de la dérivée fractionnaire de Grunwold-

Letnikov

Tout d’abord considérons les cas 0 ≤ P < 1 quand la dérivée fractionnaire de

Grunwold-Letinkov avec la borne inférieur α = 0 de la fonction f(t) qui est bornée en

t = 0 peur s’écrire sous la forme suivante :

0DPt f(t) = f(0)t−P

Γ(1−P )
+ 1

Γ(1−P )

∫ t
0
(t− τ)−P f ′(τ)dτ

En utilisant la transformée de laplace de la fonction polynôme de la transformée de la-

place de la convolution et de transformée de laplace de la dérivée d’ordre entier en obtient :

L{0DPt f(t);S} = f(0)
S1−P + 1

S1−P (S F (S)) − f(0)

= SpF (S)
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F(s) f(t) = L−1{F(s), t}
1
sα

tα−

Γ(α)

1
s+α

α tα−

Γ(α)
exp(at)

1
sα

tα−1Eα,α(atα)

sα

s(sα+α)
Eα(−atα)

α
s(sα+α)

1− Eα(−atα)

1
sα(s−α)

tαE1,α+1(at)

sα−β

sα−α tβ−1Eα,β(atα)

1
(s−a)(s−b)

1
a−b(exp(at) − exp(bt))

Table 2.1 – Tableau de transformation de laplace des dérivées fractionnaire

2.3 Approximations des équations différentielles

2.3.1 Équations différentielles fractionnaires

Sont une généralisation des équations différentielles par l’application du calcul frac-

tionnaire [7].

• Équations différentielles ordinaires :

Pn(x) yn + Pn−1(x) yn−1 + ... + Pi(x)y′ + P0(x) y = ϕ(x)

• Équations différentielles fractionnaires :

Dα y(x) =
∑k

i=1 ai Dβi y(x) + αk + 1y(x) + g(x)

Avec les conditions initiales :

y′(0) = di, i = 0 ... 1 ... n− 1

ou αj = (j = 1 ....... k + 1)

Ce sont aussi de vois coefficients constants

0 < β1 < ou n− 1 < α ≤ n

ou Dα désignent des dérivées fractionnaires d’ordre α
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2.3.2 Équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

α > 0 si nous supposons y ∈ C(0, 1) ∩ C(0, 1) Dα0 y(t) = 0 , 0 < t < 0. [3]

y(t) = C1 t
α−1 + C2t

α−2 + ... + Cnt
α−n

ou Cm ∈ K avec m = 1, 2, ...n

Supposons que :

Iα0 + Dα0 + y(t) + C1t
α−1 + C2t

α−2 + ... + Cnt
α−n

y ∈ C(0, 1) ∩ C(0, 1) on a

Iα0 + Dα0 + u(t) = y(t) −
∑n

k=1
In−α0 + y(0)n−k

Γ(α−k+1)

= y(t) −
[
In−α0 + y(0)n−1

Γ(α)
tα−1 +

In−α0 + y(0)n−2

Γ(α−1)
tα−2 + ... +

In−α0 + y(0)

Γ(α−n+1)
tα−n

]
Cm = − In−α0 + Un−m

Γ(α−m+1)
∈ R

2.3.3 Équation différentielle fractionnaire de type Caputo

α > 0 si nous supposons que y ∈ C(0, 1) ∩ C(0, 1)

cDα0 y(t) = 0

y(t) = C0 + C1t + C2t
2 + ...+ Cn−1t

n−1

ou

Cm ∈ K = 1, 2 ... n

Iα0 + cDα0 + y(t) = y(t) + C0t + C1t + ...+ Cn−1t
n−1

y in Cn (]0.1[) on a :

Iα0 + cDα0 + y(t) = y(t) −
∑n−1

k=0
yk(0)
k1

+ k

= y(t) − [y(0) +′y (0)t + y′′(0)
2
t2 + ...+ y(0)(n−1)

(n−1)
tn−1]
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2.3.4 Équation différentielle transformation de laplace

Dans cette partie nous présentons la solution approchée des équations différentielles

d’ordre rationnel β à l’aide de la transformée de laplace avec le concept :[6][10]

cDαy(x) − ay(x) = h(x); n− 1 < α < n, n ∈ N

yk(0) = bk; k = 0, 1, ... n− 1

La solution exacte est donnée :

y(x) =
∑n−1

k=0 bk x
k Eα−k+1 (axα) +

∫ x
0

(x− t)α−1 Eα.α(a (x− t). h(t)dt)

La preuve :

on prend la transformée de laplace de des deux cotés pour obtient :

Sα y(S) −
∑n−1

k=0 Sα−k−1 y(k)(0) − y(S) = H(S)

y(S) (Sα − a) = H(S) +
∑n−1

k=0 Sα−k−1

≡ y(S) =
∑n−1

k=0 bk
Sα−k−1

Sα − a
+ HS

Sα − a

Exemple :

on a l’équation différentielle :

R
0D

2
3
t y(t) = a y(t)

L{R0D
2
3
t y(t)} = a L{y(t)} 0 < α = 2

3

S
2
3 y(S) − R

0D
−(1− 2

3
)

t ; y(0) = a y(S)

R
0D
−(1− 2

3
)

t y(0) = R
0D
− 1

3
t y(0) est la valeur de :

R
0D
− 2

3
t y(t) en t = 0
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S
2
3 y(S) − C1 = ay(S)

y(S) = C1

S
2
3 − a

Pour trouver l’inverse de la transformée de la place de y(S)

L−1{ C1

S
2
3 − a

} = C1t
−1
3 ; E 2

3
, 2

3
(a t

2
3 )
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2.4 Tableaux des méthodes d’ordre fractionnaire

Dérivée

Fractionnaire

Définition Remarque

Riemann-Liouville Dα0 .y(t) = 0 y(t) = C1t
α−1 + C2t

α−2 + ... +

Cnt
α−n

Cm ∈ R

Cputo y(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1 Cm ∈

R

Transformation La

place

y(x) =
∑n−1

k=0 bkx
kEα−k−1(axα) +

∫ x
0

(x −

t)α−1Eαα(a(x− t)αh(t)dt)

Différences finies T (fh) = h
2

∑n
k=0[f(xk1) + f(xk)] k =

0

Grunwold Letinkov GDαtaf(t) ≈ limh−α
∑[ t−a

h
]

j=0 (−1)j(jα)(t− fh) Reα > 0; z ∈

C

Trapèzes
∫ b
a
f(x)dx ≈

∫ xn
x0
f(x)dx ≈

h
2

[
f(x0) + f(xn)− 2

∑n−1
i=1 f(xi)

] f : [a, b]→ R
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2.5 Valeur d’approximation des intégrales de partie fi-

nie [2]

Ik =
∫ 1

−1
xkdx

(1−xt)
3
2

I0 I2 I4

h = 0.01 0.0075 -3.1366 -4.6807

h=0.001 0.008 -3.1411 -4.7092

h=0.001 0.0001 -3.1415 -4.7120

h= 0.00005 0.000 -3.1416 -4.7123

Exact value 0.0000 -3.1416 -4.7124
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fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons à présenter les résultats les plus importants

obtient grâce à notre étude de quelques méthodes et théorèmes qui visent à approximer

des solutions d’ordre fractionnaire, à travers quelques exemples [2].

• Exemple 01

Soit l’EDO fractionnaire d’ordre 1
2
, α = 1

2

0D
1
2
t f(t) + a f(t) = 0 t > 0.....(∗)

f inconnue.

0D
1
2
t f(t) + a f(t) = 0 t > 0

0D
−1
2 f(t) = C t > 0

De l’équation * on utilise la transformation de laplace.

On applique la transformation de la place de l ’EDO (*)

0D
1
2
t f(t) + a f(t) = 0 t > 0

On obtient :

F (S) = L(f) = C

S
1
2 +a

;C =
[

0D
−1
2 f(t)

]
t = 0

On applique la transformation de la place sur (*)

Ce qui donne :
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f(t) = Ct
−1
2 E 1

2
− 1

2
(−a
√
t)

Pour a = 1

La solution de l’EDO (α)

f(t) = C√
πt
− et erfe (

√
t)

• Exemple 02

Considérons le problème de valeur initiale suivant pour une équation différentielle frac-

tionnaire non homogène sous des conditions initiales non nulles.

0Dαt y(t) − λ y(t) = h(t) (t > 0),

[
0Dα − k

t y(t)
]
t=0

= bk , (k = 1, 2, ...n)

Ou n− 1 < α < n

Le problème a été résolu par la méthode d’itération à l’aide de la transformée de laplace

et de la formule on obtient directement et facilement la même solution.

En effet compte tenu des conditions initiales la transformée de laplace de l’équation donne :

Sα y(S) − λ y(S) = H(S) +
∑n

k=1 bk S
k−1

à partir duquel :

y(S) = H(S)
Sα− λ

+
∑n

k=1 bk
Sk−1

Sα− λ

Et la transformée de laplace inverse en utilisant donne la solution :

y(t) =
∑n

k=1 bk t
α − k Eα.α − k + 1 (Ntα)

+
∫ t

0
(t− τ)α−1 Eα.α (λ (t− τ)α) h(τ)dτ

• Exemple 03

Nous avons :

0Dαt (0Dβt y(t)) + a y(t) = 0[
0Dα−tt (0Dβt y(t))

]
t=0

= b1 ;
[

0Dβ−1
t y(t)

]
t=0

= b2
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Ou 0 < α < 1 0 < β < 1, α + β = 1
2

La formule de la transformée de laplace de la dérivée fractionnaire séquentielle nous permet

d’utiliser les conditions initiales.

Dans lequel :

α1 = β , α2 = α , m = 2 , σ1 = β , σ2 = α + β

d’équitation donne :

y(S) = b2
Sα

Sα + β + a
+ b1

1
Sα + β + a

Et après l’inversion de laplace à l’aide de on trouve la solution au problème.

y(t) = b2 t
β−1 Eα+β,β (−atα+β) + b1t

α+β−1 Eα+β,α+β (−atα+β)

pour β = 0 et α = 1
2
( et en supposant bien sur , b2 = 0 )

• Exemple 04

Considérons le problème de la valeur initiale de Mainarde pour l’équation d’onde de

diffusion fractionnaire :

0Dαt u(x, t) = λ2∂
2u(x, t)

∂x2
, (|x| <∞, t > 0)

u(x, 0) = f(x), (|x| <∞)

lim
x±∞

u(x, t) = 0, (t > 0)

où 0 < α < 1.

dérivée fractionnaire quantique :

0Dαt = 0Dα2
t 0Dα1

t .

pour α2 = α− 1, α1 = 1 et k = 2.

(Cela donne la formule de caputo), i.e.,

L{ 0Dαt y(t) : s} = sαY (s)− sα−1y(0)

appliqué au problème donne :

sαū(x, s)− sα−1f(x) = λ2∂
2ū(x, s)

∂x2
, (|x| <∞)

lim
x±∞

ū(x, s) = 0, (t > 0)
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en appliquant maintenant la transformée de Fourier ou exponentielle à l’èquation et en

utilisant les conditions aux limites on obtient :

U(β, s) =
sα−1

sα + λ2β2
F (β).

où U(β, p) et F (β) sont les transformées de Fourier de ū(x) et f(x).

La transformée de Laplace inversr de la fraction sα−1

(sα+λ2β2)
est la fonction de Mittag-Leffler

en deux paramétres donc les inversions de Fourier et la transformée de Laplace donnent

la solution sous la forme suivente :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− ξ, t)f(ξ)dξ,

G(x, t) =
1

π

∫ ∞
0

Eα,1(−λ2β2tα) cos(βx)dβ

=
1

2λ
t−ρW (−z,−ρ, 1− ρ).

où W (z, λ, µ) est la fonction de wright cette solution est identique à la solution de l’équa-

tion de diffusion fractionnaire (intégro-différentielle) de Schneider-Wyss.

3.1 Le but de l’étude des solutions d’ordre fractionnaire

Le but de notre étude pour cette branche est l’arrangement fractal, qui a provoqué un

paradoxe clair dans tous les domaines qui souffraient du manque d’explication directe des

solutions[11][12][13].

Le calcul fractionnaire est utilisé pour comparer les cardiogrammes d’une maladie si ces

diagrammes se présentent sous la forme d’un énoncé de fonctions continues mais ne sont

pas différentiables en certains points ou en tous le calcul classique ne peut pas être ca-

ractérisé car il n’est pas possible de trouver des dérivées au points d’interruption mais

l’utilisation de calcul fractionnaire peut trouver les dérivées fractionnaires de ces points.

L’intégration fractionnaire en série peut être utilisée dans les circuits symétriques

aIαt aIβt aIγt f(S) = aIα+β+γ
t f(S)

Pour calculer la solution de l’équation différentielle fractionnaire.

L’ordre fractionnaire est utilisé pour le contrôle comme dans le cas d’un système de

positionnement aérien la précision, la bande passante et la stabilité du mouvement sont

les indicateurs de performance les plus importants pour tous système de mouvement.
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De plus, il a été montré que une telle masse en mouvement se comporte principalement

sous une forme fractionnaire en utilisant des fractions.

Enfin, nous remercions tous ceux qui ont contribué de près ou de loin pour nous aider à

accomplir ce modeste travail.
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Il est difficile d’exister dans le monde sans les mathématiques. c’est comme marcher

dans une galerie d’art les yeux fermés, les mathématiques sont à la base de la plupart

des opérations quotidiennes que les humains pratiquent, étudions dans ce domaine les

dérivées d’ordre fractionnaire qui ont suscité beaucoup d’attention ces dernières années

en raison de leur nature non locale par rapport aux dérivées d’ordre entier, il est donc

nécessaire d’étudier les méthodes numériques les plus importantes pour l’approximation

de solutions fraction, cette recherche présente une étude des théories les plus importante

qui ont été avancées dans ce contexte.
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Summary

In this note, we have tried to find analytical and numerical solutions to some diffrential

equations, integrals and derivatives of fractional from.

Keyword

Fractional arithmetic - Fractional differentiation - Fractional integral - Abnormal Func-

tion - Fractional differential equations.

Résumé

Dans cette note, nous avons essayé de trouver des solutions analytiques à quelques

équations différentielles, intégrales et dérivées de forme fractionnaire.

Mot clé

Arithmétique fractionnaire - Dérivation fractionnaire - Intégrale fractionnaire - Fonc-

tion anormales - équations différentielles fractionnaire.
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