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0.1. NOTATIONS

Notations et conventions

0.1 Notations

Dans toute la suite de cette thèse, nous utiliserons les conventions suivantes :

ä les indices latins ( i, j, k, ...) varient de 1 à 3.

ä les indices grecs (α, β , γ, λ, µ, ....) varient de 1 à 2.

ä les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées

avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices

inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.

ä uiv
i =

∑i=3
i=1 uiv

i.

ä u = (ui) vecteur de composantes ui.

äu.v = uivi produit scalaire euclidien.

än normale unitaire extérieure.

äuN = u.n la composante normale du déplacement.

äu = (uT , uN), uT la composante tangentielle du déplacement.

äσN = (σ(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

äσ(u)n = (σT , σN), σT la composante tangentielle du vecteur σ(u)n.
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0.1. NOTATIONS

ä∂iuj =
∂uj
∂xi

dérivée de uj par rapport à xi.

ädivσ(u) = ∂jσijei divergence du tenseur σ(u).

ä|u| =
√
u.u norme vectorielle euclidienne.

äA = (Aijkl) : tenseur de rigidité d’ordre 4 .

äD(Ω) : l’espace des fonctions testes. Ω domaine ( ouvert borné connexe de frontière

Lipshitzienne) de R3.

äω : domaine (ouvert borné connexe de frontière Lipshitzienne)de R2 .

äS : la surface moyenne de Ω.

ä(a1, a2, a3) : (resp. (a1, a2, a3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à la

surface moyenne S.

ä(g1, g2, g3) : (resp. (g1, g2, g3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à Ω.

äaαβ, bαβ : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure

associées à S.

ä gij : (resp.gij) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique

associées à Ω.

ä S désigne une surface dans l’espace Euclidien habituel.

ä Γγαβ désignent les symboles de Christoffel.

ä Γ0 désigne une partie de la frontière de mesure non nulle.

ä le triplet (a1, a2, a3) forme la base contravariante en tout point de S.

ä C (Ω) espace des fonctions continues définies sur Ω.

ä Ck (Ω) , k > 0 espace des fonctions continues définies sur Ω, dont les

dérivées partielles d’ordres ≤ k sont continues .

ä C∞ (Ω) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Ω

ä D (Ω) : espace des fonctions de C∞ (Ω) à support compact.

ä D′ : l’espace des distributions.

ä ⇀: la convergence faible.

ä Hs (Ω) : espace de Sobolev d’ordre s.

ä b(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.

ä a(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire.
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0.1. NOTATIONS

Introduction

Un problème de contact est décrit par un système d’équations aux dérivées partielles

décrivant le mouvement et la déformation des corps, ainsi que par des conditions aux

limites modélisant des forces de contact et de frottement. Les premiers résultats sur le

sujet des problèmes de contact dans la théorie d’élasticité ont été obtenus à la fin du 19 ème

siècle . Pour plus de détails sur les études menées avant 1953 sur les problèmes de contact

nous nous référons à [21] . Au cours des dernières décennies, des problèmes d’analyse de

structure impliquant Les interfaces de contact ont reçu une grande importance en raison

des énormes applications industrielles. Signorini (1933, 1959) a donné une formulation

générale pour les problèmes de contact sans frottement. Il a énoncé des conditions aux

limites et des conditions de contact prescrites pour un corps élastique contre une fondation

rigide. Les premiers résultats de l’existence de ces problèmes ont été donnés par Fichera[9,

13]. L’étude du contact unilatéral sans frottement pour une plaque élastique avec obstacle

rigide a été analysé par Caffarelli et Friedman [23], Caffarelli, Friedman et Torelli [24], Dal

Maso et Paderni [22]. Dans le cas avec frottement, Paumier [17] a étudié la modélisation

asymptotique du contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour la plaque Kirchhof-

Love contre une fondation rigide. Il a prouvé que le problème tridimensionnel de Signorini

avec frottement converge fortement vers la solution unique d’un problème de plaque de

Signorini bidimensionnel sans frottement. Récemment, Léger et Miara [14] ont étudié
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0.1. NOTATIONS

une coque linéaire peu profonde sans fortement en utilisant la méthode de convergence.

Bensayah, Chacha et Ghezal [5] ont généralisé les résultats de Paumier [17]à une coque

peu profonde et l’étude de Léger et Miara [14] au cas de frottement de Coulomb. Dans

cette direction, nous nous référons à Ghezal et Chacha [4] et aux références citées dans ce

document pour une coque non linéaire peu profonde. La piézoélectricité est un phénomène

électromécanique qui couple les champs élastiques et électriques. En général, un matériau

piézoélectrique répond à des forces / pressions mécaniques et génère une charge / tension

électrique. Ce phénomène s’appelle l’effet piézoélectrique direct, il a été découvert en 1880

par Pierre et Jacques Curie. Inversement, une charge / un champ électrique appliqué au

matériau induit des contraintes ou déformations mécaniques. Ce phénomène est appelé

l’effet piézoélectrique inverse, avait été prédit en 1881 par Lippmann. Pour plus de détails

sur la piézoélectricité, voir par exemple Ikeda [6] et les références citées dans celui-ci.

le comportement électromécanique couplé de matériaux piézoélectriques et leur dispo-

nibilité sous forme de feuilles ont entraîné une utilisation intensive de coques composites

stratifiées avec des couches piézoélectriques dans les domaines civil, naval et aérospa-

tial. Nous nous référons à Bernadou et Haenel [3], Yang [10] pour la théorie des coques

piézoélectriques et leurs applications. Un dispositif piézoélectrique en contact avec ou

sans frottement est fourni par les commutateurs ou systèmes microélectromécaniques et

le problème de la stabilisation des vibrations dans les structures mécaniques. Il existe

actuellement un intérêt considérable pour les problèmes de contact avec frottement impli-

quant des matériaux piézoélectriques. Il a une importance technologique en perspective :

à titre d’exemple, le mouvement relative de deux corps peut être détecté par un cap-

teur piézoélectrique en contact avec frottement avec eux. Cependant, il existe très peu

de résultats mathématiques concernant les problèmes de contact avec frottement pour

des matériaux piézoélectriques, voir par exemple Maceri et Bisegna [1], et Matei. Pour

les structures piézoélectriques minces, les résultats sont limités. Nous citons les résultats

importants de Yan et Miara [11, 12] .
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Chapitre 1

La théorie linéaire
de la piézoélectricité
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1.1 Définitions et applications

1.1.1 Matériaux piézoélectriques

La piézoélectricité (du grec «piézein» presser, appuyer) est la propriété possédé par

certains matériaux ( naturels ou synthétique) qui se polarisent électriquement sous l’ac-

tion d’une contrainte mécanique, ou inversement, se déforment sous l’action d’un champ

électrique.

La piézoélectricité est donc un phénomène électromécanique qui couple les champs élas-

tique et électrique. Ce phénomène a été découvert et expliqué (par expérimentation sur

le quartz et le sel de Rochelle) par les frères Jacques et Pierre Curie qui ont annoncé leur

découverte le 2 aout 1880 à l’académie française des sciences.

Il existe beaucoup de matériaux naturels et synthétiques présentant les propriétés piézo-

électriques, par exemple

— Cristaux naturels : quartz, sel de Rochelle, phosphate d’ammonium, ...

— Cristaux liquides

— Matériaux non cristallins : caoutchouc, paraffine, verre, ...

— Textures : bois, os, ...

— Matériaux piézoélectrique synthétiques : piézoceramics, cristallines, polymère pié-

zoélectrique
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1.1. DÉFINITIONS ET APPLICATIONS

1.1.2 Effet piézoélectrique

L’effet piézoélectrique se décompose en deux types :

Effet direct C’est la propriété de certains corps de se polariser électriquement sous

l’action d’une force ou contrainte mécanique : des charges apparaissent sur les faces du

matériau, c-à-d :

force =⇒ déformation =⇒ tension électrique.

Effet inverse Inversement le matériau se déforme lorsque on lui applique une tension

électrique, c-à-d :

tension électrique =⇒ déformation.

1.1.3 Applications

L’effet piézo-électrique se trouve dans un très grand nombre d’applications dans la vie

quotidienne et dans l’industrie :

— Le briquet : dans un briquet, la force exercée sur le cristal piézo-électrique produit

une tension électrique qui se décharge brutalement sous forme d’étincelles.

— Le Capteur de pression piézoélectrique : est une application industrielle : ils sont

notamment utilisés pour l’automobile (mesure de la pression des pneus), l’aéro-

nautique (mesure de la pression dans les tuyères), ainsi que pour les mesures de

niveau.

— Les Moteurs et actionneurs piézo-électriques utilisent l’effet inverse : transforma-

tion de la tension appliquée en déplacement. On les trouve par exemple dans les

autofocus d’appareil photo, dans les mécanismes de vitres électriques des voitures.

— La piézo-électricité est également en acoustique pour transformer des ondes acous-

tiques en signal électrique : microphones, haut-parleurs
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1.2. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

1.2 Géométrie différentielle tridimensionnelle

1.2.1 Cadre physique

On suppose que les variations de température et le champ magnétique sont négli-

geables. Cette hypothèse, qui est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques (céra-

miques, polymères et composites) utilisés habituellement, entraîne que l’on a seulement

un couplage électromécanique. On se place dans le cadre de la piézoélectricité linéaire en

petites déformations, et on choisit de formuler le problème en déplacement mécanique et

potentiel électrique. En ce qui concerne l’inconnue électrique, ce choix est motivé par les

conditions aux limites qui sont imposées sur le potentiel.

1.2.2 Description de la géométrie et des efforts envisagés

Soit Ω̂ le domaine de R3, occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-à-dire la coque.

On suppose qu’il peut être décrit par un système de coordonnées curvilignes, c’est-à-dire

qu’il existe un domaine de référence tridimensionnel Ω et une application Θ définie sur

Ω̄ à valeurs dans E3 tels que Θ(Ω̄) =
¯̂
Ω. On suppose que le domaine Ω et l’application Θ

vérifient les propriétés suivantes :

- Ω est un ouvert borné simplement connexe de frontière Γ continue de classe C2 et

Ω est situé localement d’un seul côté de Γ ;

- Θ ∈ C2(Ω̄,R).

Les hypothèses sur Ω, Γ et Θ donnent un sens aux différentes définitions de géométrie

différentielle introduites précédemment. L’hypothèse de simple connexité du domaine Ω

et la régularité de sa frontière Γ, nous permettent par la suite d’écrire le champ électrique

comme le gradient d’un potentiel scalaire.

On considère les deux décompositions suivantes de la frontière Γ de Ω, correspondant

respectivement aux conditions aux limites mécaniques (indiquées par un exposant M)et

aux conditions aux limites électriques (indiquées par un exposant E) :
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1.2. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

Γ = ΓM0 ∪ ΓM1 avec ΓM0 ∩ ΓM1 = ∅; ΓM1 = Γ2 ∪ Γ+ ∪ Γ−

Γ = ΓE0 ∪ ΓE1 avec ΓE0 ∩ ΓE1 = ∅;

On suppose que la coque est :

i) soumise à une densité de force volumique f = f igi dans Ω ;

ii) encastrée sur la partie ΓM0 de sa frontière ;

iii) soumise à une densité surfacique de force h = higi agissant sur la partie Γ+ de la

frontière.

iv) soumise à un potentiel fixe ϕd sur la partie ΓE0 de la frontière ;

v) libre de charges électriques dans le milieu et sur la partie ΓE1 de la frontière.

vi) On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face inférieure

Γ− contre une fondation rigide D = {x ∈ R/(x1, x2) ∈ ω, x3 ≥ d}, où d(≥ 0)

est la fonction d’interstice définie sur Γ− et qui désigne la distance entre la face

inférieure et la fondation rigide mesurée dans la direction normal,

1.2.3 Formulation du problème

On définit les quantités suivantes :

σ = σijgi ⊗ gj : Tenseur des contraintes ;

e = ei‖jg
i ⊗ gj : Tenseur des déformations ;

G = Gigi : Représente la densité de force de pression et de frottement.

U = U igi : Vecteur déplacement mécanique ;

D = Digi : Vecteur déplacement électrique ;

E = Eig
i : Vecteur champ électrique ;

ϕ : Potentiel scalaire électrique.
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1.2. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

Équation d’équilibre :

− divσ = f dans Ω, (1.1)

U = 0 sur ΓM0 , (1.2)

σ.n = h sur Γ+. (1.3)

Équations de Maxwell-Gauss :

divD = 0 dans Ω, (1.4)

D.n = 0 sur ΓE1 , (1.5)

ϕ = ϕd sur ΓE0 .

où n = nig
i est la normale unitaire extérieure à Γ. Les différentes inconnues sont reliées

par les lois de comportement des matériaux piézoélectriques suivantes :

Lois constitutives :

σ = C.e− pe.E;

D = p.e
t.e+ d.E;

(1.6)

Conditions de contact de Signorini

UN ≤ s, GN ≤ 0, GN(UN − s) = 0 et GT = 0 sur Γ− (1.7)

où :

- C = Cijklgi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl est le tenseur d’ordre quatre des coefficients élastiques

qui vérifie les propriétés suivantes :
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1.2. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

Cijkl ∈ L∞(Ω̄),
Cijkl = Cjikl = Cklij,

∃ cm > 0 constante, Cijkl(ξ)XijXkl ≥ cmXijXij, ∀ξ ∈ Ω̄, ∀Xij = Xji ∈ R;
(1.8)

- pe =p e
iklgi⊗ gk⊗ gl est le tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques qui

vérifie :

pe
ikl ∈ L∞(Ω̄),

pe
ikl =p e

ilk;
(1.9)

- d = dikgi ⊗ gk est le tenseur d’ordre deux des coefficients diélectriques qui vérifie

les propriétés suivantes :

dik ∈ L∞(Ω̄),
dik = dki,

∃cd > 0 constante, dikwiwk ≥ cdwiwi, ∀ξ ∈ Ω̄, ∀wi ∈ R.
(1.10)

Le problème aux limites se formule donc de la façon suivante :

Trouver un déplacement mécanique U
et un potentiel électrique ϕ

et une densité de force de pression GN vérifiant :
−σij‖j = f i dans Ω

Di
‖i = 0 dans Ω

U i = 0 sur ΓM0 ,
σijnj = hi sur Γ+,
ϕ = ϕd sur ΓE0 ,
Dini = 0 sur ΓE1 ,

σij = Cijklek‖l(U)−P ekijEk(ϕ),
Di =p e

iklek‖l(U) + dijEj(ϕ),
ei‖j(U) = 1

2
(Ui‖j + Uj‖i),

Ei(ϕ) = −ϕ‖i = −ϕ,i.
σijnj = Gi sur Γ−,

UN ≤ s, GN ≤ 0, GN(UN − s) = 0 dans GT = 0 sur Γ−



. (1.11)
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1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

1.2.4 Loi de frottement de Coulomb

Soit Λ ≥ 0 le coefficient de frottement, la loi de frottement de Coulomb est :

{
|Ĝε

T |< Λ|Ĝε
N |⇒ ûεT = 0 (adhérence) sur Γ̂ε−,

|Ĝε
T |= Λ|Ĝε

N |⇒ ∃δ > 0, ûεT = −δĜε
T (glissement) sur Γ̂ε−.

1.3 Existence et unicité d’une solution

1.3.1 Deux formulations variationnelles du problème

On définit les espaces suivants :

VM(Ω) = {v ∈ (H1)3, v = 0 sur ΓM0 }; (1.12)

K(Ω) = {v ∈ VM(Ω)/vN ≤ s sur Γ−} (1.13)

VEϕd (Ω) = {ψ ∈ H1, ψ = ϕd sur ΓE0 } ∀ϕd ∈ H
1
2 (ΓE0 ); (1.14)

avec en particulier

VE0(Ω) = {ψ ∈ H1, ψ = 0 sur ΓE0 }. (1.15)

On munit les espaces VM(Ω) et VE0(Ω)des normes suivantes :

‖v‖VM (Ω) =

(∑
i

‖vi‖2
1,Ω

) 1
2

∀v ∈ VM(Ω); (1.16)

‖ψ‖VE0
(Ω) = ‖ψ‖1,Ω ∀ψ ∈ VE0 . (1.17)

On suppose que les données du problème (1.11) sont suffisamment régulières par exemple

f i ∈ L2(Ω), hi ∈ L2(Γ+) et ϕd ∈ H
1
2 (ΓE0 ), et que (U,ϕ,GN) est une solution suffisam-

ment régulière de ce problème. Soit v un élément de VM(Ω). En multipliant chacune des

équations (1.11)1 par les composantes covariantes vi de v et en intégrant sur Ω, on obtient

∫
Ω

−σij‖jvidx =

∫
Ω

f ividx.

13



1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

En appliquant la formule de Green , on a∫
Ω

σijvi‖jdx−
∫

Γ

σijvinjdΓ =

∫
Ω

f ividx.

Or v ∈ VM(Ω), donc v = 0 sur ΓM0 et, d’après (1.11)4,11,12, σijnj = hi sur Γ+ et σijnj = Gi,

GT = 0 sur Γ− . Donc on a, par symétrie du tenseur des contraintes,∫
Ω
σijei‖j(v)dx =

∫
Ω
f ividx+

∫
Γ+
hividΓ + 〈GN , vN〉

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0
(1.18)

où ei‖j(v) = 1
2
(vi‖j + vj‖i).

De même, soit ψ un élément de VE0(Ω). En multipliant l’équation (1.11)2 par ψ et en

intégrant sur Ω, on obtient- ∫
Ω

Di
‖iψdx = 0

En appliquant la formule de Green, on a∫
Ω

Diψ‖idx =

∫
Γ

DiψnidΓ.

Or ψ ∈ VE0(Ω), donc ψ = 0 sur ΓE0 et, d’après (1.11)6, Dini = 0 sur ΓE1 . D’où∫
Ω

DiEi(ψ)dx = 0, (1.19)

où Ei(ψ) = −ψ‖i = −ψ,i. En additionnant les équations (1.18) et (1.19), on obtient le

problème variationnel suivant :

 Trouver (U,ϕ,GN) ∈ VM(Ω)×VEϕd
(Ω)×H− 1

2 (Γ−) tel que
a1[(U,ϕ), (v, ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

 (1.20)

avec, en utilisant les expressions (1.11)7 et (1.11)8 des σij et Di,

a1[(U,ϕ), (v, ψ)] =
∫

Ω
{[Cijklek‖l(U)−p ekijEk(ϕ)]ei‖j(v)

+[pe
iklek‖l(U) + dikEk(ϕ)]Ei(ψ)}dx (1.21)

f(v) =

∫
Ω

f ividx+

∫
Γ+

hividΓ + 〈GN , vN〉 (1.22)

En soustrayant les deux équations (1.18)et (1.19) on obtient un second problème varia-

tionnel : Trouver (U,ϕ,GN) ∈ VM(Ω)×VEϕd
(Ω)×H− 1

2 (Γ−) tel que
a2[(U,ϕ), (v, ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

 (1.23)
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1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

avec
a2[(U,ϕ), (v, ψ)] =

∫
Ω
{[Cijklek‖l(U)−p ekijEk(ϕ)]ei‖j(v)

−[pe
iklek‖l(U) + dikEk(ϕ)]Ei(ψ)}dx (1.24)

Proposition 1.3.1 Les problèmes variationnels (1.20) et (1.23) sont équivalents.

Preuve. Soit (U1, ϕ1, GN) une solution de (1.20). Puisque pour tout ψ dans VE0(Ω),

−ψ ∈ VE0(Ω), on a

a1[(U1, ϕ1), (v,−ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)
〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

(1.25)

Or pour tout (v, ψ) ∈ VM(Ω) ×VE0(Ω), a1[(U1, ϕ1), (v,−ψ)] = a2[(U1, ϕ1), (v, ψ)]. Donc

(U1, ϕ1, GN) est aussi solution de (1.23). De même, on montre que toute solution (U2, ϕ2, GN)

de (1.23) est aussi solution de (1.20).

1.3.2 Problème homogène

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème variationnel (1.20),

il est intéressant de considérer le problème homogène correspondant.

Lemme 1.3.1 Si ϕd est un élément de H
1
2 (ΓE0 ), il existe un relèvement ϕ̂ de ϕd dans

H1(Ω), c’est-à-dire une fonction ϕ̂ ∈ H1(Ω) telle que ϕ̂|ΓE0 = ϕd

On pose alors

ϕ̄ = ϕ− ϕ̂ (1.26)

ce qui conduit à la proposition suivante :

Proposition 1.3.2 La solution (U,ϕ,GN) du problème (1.20) est donnée par ϕ = ϕ̄+ ϕ̂

avec (U, ϕ̄, GN) solution du problème suivant : Trouver (U, ϕ̄, GN) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)×H− 1
2 (Γ−) tel que

a1[(U, ϕ̄), (v, ψ)] = L1(v, ψ), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)
〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

 (1.27)
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1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

où a1[., .] est définie en (1.21) et L1(v, ψ) est définie par

L1(v, ψ) =
∫

Ω
f ividx+

∫
Γ+
hividΓ + 〈GN , vN〉

+
∫

Ω
{pekijEk(ϕ̂)ei‖j(v)− dikEk(ϕ̂)Ei(ψ)}dx. (1.28)

Preuve. On a

a1[(U,ϕ), (v, ψ)] = a1[(U, ϕ̄+ ϕ̂), (v, ψ)],∀(v, ψ) ∈ V(Ω)×VE0(Ω).

Or

Ek(ϕ) = −ϕ,k = −(ϕ̄+ ϕ̂),k = −∂kϕ̄− ∂kϕ̂ = Ek(ϕ̄) + Ek(ϕ̂).

Donc en remplaçant Ek(ϕ) par Ek(ϕ̂) dans (1.20) on a

a1[(U,ϕ), (v, ψ)]− f(v) = a1[(U, ϕ̄), (v, ψ)]− L1(v, ψ), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

1.3.3 Théorème d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théorème d’existence et d’unicité de la solution du problème varia-

tionnel (1.27), on rappelle deux lemmes nécessaires pour sa démonstration, et on énonce

quelques propriétés des formes linéaire L1(.) et bilinéaire a1[., .] définies en (1.28) et (1.21).

Lemme 1.3.2 Lemme du mouvement rigide en coordonnées curvilignes

Si mesΓM0 > 0, v ∈ VM(Ω) et ei‖j(v) = 0, alors v=0.

Lemme 1.3.3 Inégalité de Korn en coordonnées curvilignes. Si Θ ∈ C2(Ω̄,R) etmesΓM0 >

0, alors il existe une constante c>0 tel que(∑
i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω

) 1
2

≥ c‖v‖VM (Ω),∀v ∈ VM(Ω).

Lemme 1.3.4 Si f i ∈ L2(Ω) , hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈ L2(Γ−), alors la forme linéaire

L1(., .) est continue sur VM(Ω)×VE0(Ω).
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1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

Preuve. Par hypothèse f i ∈ L2(Ω) , hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈ L2(Γ−) et, d’après le lemme

(1.3.1), ϕ̂ ∈ H1(Ω). Donc, puisque les coefficients pe
kij et dki sont dans L∞(Ω̄), d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe une constante C >0 telle que

|L1(v, ψ)| ≤ g
1
2
1

(
‖f i‖0,Ω‖vi‖0,Ω + ‖hi‖0,Γ+‖vi‖0,Γ+ + ‖GN‖0,Γ−‖vN‖0,Γ−

)
+Cg

1
2
1 (
∑

k ‖ϕ̂,k‖0,Ω)
(∑

ij ‖ei‖j(v)‖0,Ω +
∑

i ‖Ei(ψ)‖0,Ω

)
,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω),

(1.29)

De plus, il existe une constante C2 > 0 telle que

∑
i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω ≤ C2‖v‖2

VM (Ω) et
∑
i

‖Ei(ψ)‖2
0,Ω ≤ C2‖ψ‖2

VE0(Ω)
.

Donc, d’après les propriétés d’injection continues (H1(Ω))3 ↪→ (L2(Ω))3, il existe une

constant C>0 telle que

|L1(v, ψ)| ≤ C
(
‖V ‖VM (Ω) + ‖ψ‖VE0

(Ω)

)
,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

Lemme 1.3.5 Si mesΓM0 > 0 et mes ΓE0 > 0, alors la forme bilinéaire a1[(., .), (., .)] est

continue et elliptique sur VM(Ω)×VE0(Ω).

Preuve. Continuité : Puisque les coefficients Cijkl, peikl et dik sont dans L∞(Ω̄), d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité (0 < g0 < g(x) < g1,∀x ∈ Ω̄), il existe une

constante C>0 telle que

|a1[(v, ψ), (w, θ)]| ≤ C
(∑

k,l ‖ek‖l(v)‖0,Ω +
∑

k ‖Ek(ψ)‖0,Ω

)(∑
ij ‖ei‖j(w)‖0,Ω +

∑
i ‖Ei(θ)‖0,Ω

)
,

≤ C
(
‖v‖VM (Ω) + ‖ψ‖VE0

(Ω)

)(
‖w‖VM (Ω) + ‖θ‖VE0

(Ω)

)
,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω), ∀(w, θ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).
(1.30)

Ellipticité :

Pour tout (v, ψ) dans l’espaceVM(Ω)×VE0(Ω), a1[(v, ψ), (v, ψ)] = aM(v, v)+aE(ψ, ψ),

avec aM(v, v) =
∫

Ω
Cijklek‖l(v)ei‖j(v)dx et aE(ψ, ψ) =

∫
Ω
dikEk(ψ)Ei(ψ)dx.

D’après la propriété (1.8) d’ellipticité du tenseur des coefficients élastiques C , il existe

une constante C>0 telle que

aM(v, v) ≥ C
∑
i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω, ∀v ∈ VM(Ω),
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1.3. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION

et puisque mesΓM0 > 0, d’après l’inégalité de Korn (lemme (1.3.3)) et le lemme du mou-

vement rigide (lemme (1.3.2)), il existe une constante C>0 tel que

aM(v, v) ≥ C‖v‖2
VM (Ω), ∀v ∈ VM(Ω).

De même d’après la propriété (1.10) d’ellipticité du tenseur des coefficients diélectriques

dik , il existe une constante C>0 telle que

aE(ψ, ψ) ≥ C
∑
i

‖Ei(ψ)‖2
0,Ω,∀ψ ∈ VE0(Ω),

et puisque mesΓE0 > 0, d’après l’inégalité de Poincaré, il existe une constante C>0 telle

que

aE(ψ, ψ) ≥ C‖ψ‖2
VE0

(Ω), ∀ψ ∈ VE0(Ω).

D’où

a1[(v, ψ), (v, ψ)] ≥ C
(
‖v‖2

VM (Ω) + ‖ψ‖2
VE0(Ω)

)
,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

Théorème 1.3.1 Si mesΓM0 > 0 et mesΓE0 > 0, si f i ∈ L2(Ω) et hi ∈ L2(Γ+),Gi ∈

L2(Γ−), alors le problème variationnel (1.27) admet une solution unique.

Preuve. On a vu avec les lemmes (1.3.5) et (1.3.4) que la forme bilinéaire a1[., .] est

continue et elliptique et que la forme linéaire L1(.) est continue sur VM(Ω) × VE0(Ω).

Donc, en appliquant le lemme de Lax Milgram, on obtient l’existence et l’unicité de la

solution du problème.

Remarque 1.3.1 Si mesΓE0 = 0 alors le problème (1.27) a une solution unique dans

l’espace VM(Ω)× (VE0(Ω)/R), c’est-à-dire que le potentiel électrique est déterminé à une

constante près.

Corollaire 1.3.1 Si mesΓM0 > 0 et mesΓE0 > 0, si f i ∈ L2(Ω), hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈

L2(Γ−) , ϕd ∈ H
1
2 (ΓE0 ), alors le problème variationnel (1.20) admet une solution unique.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition (1.3.2) avec le lemme (1.3.1)

et du théorème (1.3.1)
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Chapitre 2

L’analyse asymptotique d’un
problème de contact unilatéral

d’une coques mince piézoélectriques
isotropp contre un obstacle rigide

dans l’élasticité linéaire

2.1 Préliminaires aux méthodes asymptotiques

2.1.1 Rappel du probléme tridimensionnel

Soit Ωε le domaine tridimensionnel occupé par la coque piézoélectrique, Ωε = ω×]−ε, ε[

où ω est une surface de R2 représentant la surface moyenne et ε désigne la demi-épaisseur

de la coque. Dans ce qui suit, on indique par un exposant ε les quantités qui dépendent

de ce paramètre. En particulier, le déplacement mécanique et le potentiel électrique tridi-

mensionnels sont notés respectivement uε et ϕ̄ε. On rappelle le problème tridimensionnel
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

formulé dans le premier chapitre (cf.problème homogène (1.27) )pour une coque piézoélec-

trique occupant le domaine Ωε, encastrée sur une partie ΓM,ε
0 de sa frontière, soumise à

des forces de volume f ε dans Ωε et de surface hε sur la faces Γε+ et soumise à un potentiel

ϕεd sur une partie ΓE,ε0 de sa frontière dont on a considéré une fonction de relèvement ϕ̂ε

dans Ωε (cf.Lemme (1.3.1)) , et l’on suppose que la face "inférieure" Γε− est susceptible

d’entrer en contact (2.1)

vig
i,ε|3 ≥ −Φε|3 − ε sur Γε−. (2.1)

avec le plan horizontal situé à la cote −ε. Les conditions de contact unilatéral entre la

coque et ce plan sont alors exprimées par les conditions (2.2),


vig

i,ε|3 ≥ −Φε|3 − ε,
−[(Gi,ε)gεi ]|3 ≥ 0,

(vig
i,ε|3 + Φε|3 + ε)[(Gi,ε)gεi ]|3 = 0.

(2.2)

ce qui conduit classiquement au fait que l’équilibre est donné par l’unique solution

uε = (uεi ) du problème (1.11)

jposé dans un cadre fonctionnel qui est le cône convexe (2.5).

2.2 le cas de contact avec frottement



Trouver (uε, ϕ̄ε, Ġε) ∈ Kε
M(Ωε)× V ε

E0
(Ωε)× (H−

1
2 (Γε))3 tel que∫

Ωε
{[Cijkl,εeεk‖l(u

ε)−p ekij,εEε
k(ϕ̄

ε)]eεi‖j(v)

+[pe
ijk,εeεk‖l(u

ε) + dik,εEε
k(ϕ̄

ε)]Eε
i (ψ)}

√
gεdxε

=
∫

Ω
f i,εvi

√
gεdxε +

∫
Γε+
hi,εvi|gε1 × gε2|dΓε + 〈Ġi,ε, v̇i〉

+
∫

Ωε
{pekij,εEε

k(ϕ̂
ε)eεi‖j(v)− dik,εEε

k(ϕ̂
ε)Eε

i (ψ)}
√
gεdxε, ∀(v, ψ) ∈ V ε

M(Ωε)× V ε
E0

(Ωε).

〈Ġε
N , v̇ − u̇εn〉 ≥ 0 ∀v ∈ KM(Ωε)

〈Ġε
T , v̇T − u̇εT 〉+ 〈Λ|Ġε

N |, |v̇T | − |u̇εT |〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ωε)
(2.3)

tel que :

〈Gi,ε, vi〉 signifie l’appariement de la dualité

〈Ġε
N , v̇N〉 = 〈[(Gi,ε)gεi ]|3, vigi,ε|3〉
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

où les espaces fonctionnels sont définis par :

V ε
M(Ωε) = {v ∈ (H1(Ωε))3, v = 0 sur ΓM,ε

0 }; (2.4)

Kε
M(Ωε) : = {v ∈ V ε

M(Ωε), vig
i,ε|3 ≥ −Φε|3 − ε sur Γ−}; (2.5)

V ε
E0

(Ωε) = {ψ ∈ H1(Ωε), ψ = 0 sur ΓE,ε0 }, (2.6)

avec ΓM,ε
0 = γM0 ×[−ε, ε] et (cf. (2.3.36)et la figure 2.3.1 de la répartition des électrodes)

ΓE,ε0 = ΓE0,ε
0 ∪ ΓE1,ε

0 ∪ ΓE2,ε
0 ∪ ΓE3,ε

0 ;

ΓE0,ε
0 = γE0 × [−ε, ε];

ΓE1,ε
0 = ω1 × {±ε};

ΓE2,ε
0 = ω2 × {+ε};

ΓE3,ε
0 = ω3 × {−ε},

et

eεi‖j =
1

2
(∂εi vj + ∂εjvi)− Γk,εij vk, ∀v ∈ (H1(Ωε))3;

Eε
i (ψ) = ∂εiψ, ∀ψ ∈ H1(Ωε)

.

2.2.1 Passage à un domaine de référence

On considère le domaine fixe Ω = ω×] − 1, 1[ indépendant du paramètre d’épaisseur

ε. A tout point xε = (xα, x
ε
3) de Ωε = ω×]− ε,+ε[, on associe le point x = (xα, x3) de Ω

par xεα = xα et xε3 = εx3. A toute fonction kε définie sur Ωε, on associe la fonction k(ε)

définie sur Ω par kε(xε) = k(ε)(x), ∀x ∈ Ω. On définit les espaces suivants :

VM(Ω) = {v ∈ (H1(Ω))3, v = 0 sur ΓM0 }; (2.7)

K̃M(Ω) : = {v ∈ VM(Ω), vig
i,ε|3 ≥ −θ3 + εa3|3 − ε}; (2.8)

VE0(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω), ψ = 0 sur ΓE0 } (2.9)
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

avec

ΓM0 = γM0 × [−1, 1], ΓE0 = ΓE0
0 ∪ ΓE1

0 ∪ ΓE2
0 ∪ ΓE3

0 ,

ΓE0
0 = γE0 × [−1, 1], ΓE1

0 = ω1 × {±1}, ΓE2
0 = ω2 × {+1}, ΓE3

0 = ω3 × {−1}.

On pose :

Ω1 = ω1×]− 1, 1[; Ω2 = ω2×]− 1, 1[; Ω3 = ω3×]− 1, 1[;

Ω0 = Ω − (Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3) = ω0×] − 1, 1[; avec ω0 = ω − (ω1 ∪ ω2 ∪ ω3). Avec les

fonctions uεi , vεi , ϕε, ψε, f i,ε, hi,ε, Cijkl,ε, eεi‖j, g
ε, Ġε

N , et dε nous associons les fonctions

correspondantes définies sur Ω à travers les relations :

uεi (x
ε) = ui(ε)(x), vεi (x

ε) = vi(x), ϕε = ϕ(ε), ψε = ψ(ε), f i,ε(xε) = f i(ε)(x)

hi,ε(xε) = hi(ε)(x), Cijkl,ε(xε) = Cijkl(ε)(x), eεi‖j(v
ε)(xε) = ei‖j(ε; v)(x)

gε(xε) = g(ε)(x), 〈Ġε
i (x

ε), v̇i〉 = ε〈Ġi(ε)(x), v̇i〉, Γk,εij (xε) = Γkij(ε)(x),

dε(xε) = d(ε)(x) = d+O(ε)

Alors, le problème variationnel (2.3) se reformule sur le domaine fixe Ω comme suit :



Trouver (u(ε), ϕ̄(ε), Ġ(ε)) ∈ KM(Ω)× VE0(Ω)× (H−
1
2 (Ω))3 tel que

ε
∫

Ω
{[Cijkl(ε)ek‖l(ε)(u(ε))−p ekij(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε))]ei‖j(ε)(v)

+[pe
ijk(ε)ek‖l(ε)(u(ε)) + dik(ε)EK(ε)(ϕ̄(ε))]Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx

= ε
∫

Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+

∫
Γ+
hi(ε)vi|g1(ε)× g2(ε)|dΓ + ε〈Ġi(ε), v̇i〉

+ε
∫

Ω
{pekij(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))ei‖j(ε)(v)− dik(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

ε〈ĠN(ε), v̇N − u̇N(ε)〉 ≥ 0 ∀v ∈ KM(Ω)

ε
{
〈ĠT (ε), v̇T − u̇T (ε)〉+ 〈Λ|ĠN(ε)|, |v̇T | − |u̇T (ε)|〉

}
≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.10)

Le tenseur des déformations et le vecteur champ électrique mis à l’échelle sont définis

par :

∀v ∈ (H1(Ω))3


eα‖β(ε)(v) = 1

2
(vα,β + vβ,α)− Γkαβ(ε)vk

eα‖3(ε)(v) = 1
2
(1
ε
vα,3 + v3,α)− Γkα3(ε)vk

e3‖3(ε)(v) = 1
ε
v3,3 − Γk33(ε)vk

(2.11)

Eα(ε)(ψ) = −ψ,α, E3(ε)(ψ) = −1

ε
ψ,3, ∀ψ ∈ H1(Ω).
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

on définit le tenseur des contraintes et le vecteur déplacement électrique relatifs au

problème homogène (c’est-à-dire aux inconnues u(ε) et ϕ̄(ε)) par{
σ̄ij(ε) = σij(ε)−p ekij(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε)),

D̄i(ε) =p e
ijk(ε)ek‖l(ε)(u(ε)) + dik(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε)),

(2.12)

Le problème (2.10) se réécrit avec (2.12) comme suit :



Trouver (u(ε), ϕ̄(ε), Ġ(ε)) ∈ KM(Ω)× VE0(Ω)× (H−
1
2 (Ω))3 tel que

ε
∫

Ω
{σ̄ij(ε)ei‖j(ε)(v) + D̄i(ε)Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx

= ε
∫

Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+

∫
Γ+
hi(ε)vi|g1(ε)× g2(ε)|dΓ + ε〈Ġi(ε), v̇i〉

+ε
∫

Ω
{pekij(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))ei‖j)(ε)(v)− dik(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

ε〈ĠN(ε), v̇ − u̇N(ε)〉 ≥ 0 ∀v ∈ KM(Ω)

ε{〈ĠT (ε), v̇T − u̇T (ε)〉+ 〈Λ|ĠN(ε)|, |v̇T | − |u̇T (ε)|〉} ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.13)

2.2.2 Méthode des développements asymptotiques

On applique la méthode développée par Miara et Sanchez-Palencia[1996] pour les

coques élastique. La solution (u(ε), ϕ̄(ε), GN(ε)) du problème (2.3)(ou (2.10))posé sur le

domaine fixe Ω dépend du petit paramètre ε. On suppose donc que u(ε) et ϕ̄(ε) admettent

un développement asymptotique formel en ε, et puisque le problème est linéaiare, on

commence ce développement à l’ordre 0, i.e.{
u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...;
ϕ̄(ε) = ϕ̄0 + ϕ̄1 + ε2ϕ̄2 + +...;

(2.14)

les termes des développements (2.14) étant a priori cherchés dans les espaces VM(Ω) et

VE0(Ω), i.e. us ∈ VM(Ω) et ϕ̄s ∈ VE0(Ω) pour tout s ≥ 0, ce qui impose en particulier que

ϕ̄s = 0 sur ΓE0 , ∀s ≥ 0. (2.15)

Les différentes quantités intervenant dans le problème (tenseurs des coefficients Cijkl(ε)),

pe
kij(ε) et dik(ε), symboles de Christoffel Γkij(ε), ...) dépendent également de ε. Elles ad-

mettent donc un développement au voisinage de x3 = 0 (qui correspond à la surface
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moyenne) : 

gα(ε) = aα + εx3(gα)1 + ε2x2
3(gα)2 + ...;

g(ε) = a+ εx3g
1 + ε2x2

3g
2 + ...;

Γkij((ε) = Γkij + εx3Γk,1ij + ε2x2
3Γk,2ij + ...;

Cijkl(ε) = Cijkl + εx3C
ijkl,1 + ε2x2

3C
ijkl,2 + ...;

pe
kij(ε) =p e

kij + εx3pe
kij,1 + ε2x2

3pe
kij,2...;

dik(ε) = dik + εx3d
ik,1 + ε2x2

3d
ik,2 + ...;

(2.16)

Les termes aα, a, Γkij sont des éléments de géométrie différentielle de la surface moyenne

, et les coefficients Cijkl, pe
kij et dik sont respectivement les coefficients des tenseurs

Cijkl(ε), pe
kij(ε) et dik(ε) écrits dans la base (ai). D’après (2.16), on peut également

écrire :


Cijkl(ε)

√
g(ε) = Cijkl

√
a+ εC̃ijkl,1 + ε2C̃ijkl,2 + ...,

pe
ikl(ε)

√
g(ε) =p e

ikl
√
a+ εpẽ

ijkl,1 + ε2
pẽ
ijkl,2 + ...;

dik(ε)
√
g(ε) = dik

√
a+ εd̃ik,1 + ε2d̃ik,2 + ...;

(2.17)

En combinant les développements (2.14)et (2.16), on a les développements suivants

des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (2.11) :

-pour les inconnues :{
ei‖j(ε)(u(ε)) = 1

ε
e−1
i‖j(u) + e0

i‖j(u) + εe1
i‖j(u) + ε2e2

i‖j(u) + ...;

Ei(ε)(ϕ̄(ε)) = 1
ε
E−1
i (ϕ̄) + E0

i (ϕ̄) + εE1
i (ϕ̄) + ε2E2

i (ϕ̄) + ...;
(2.18)

-pour les fonctions tests :

{
ei‖j(ε)(v) = 1

ε
e−1
i‖j(v) + e0

i‖j(v) + εe1
i‖j(v) + ε2e2

i‖j(v) + ...;

Ei(ε)(ψ) = 1
ε
E−1
i (ψ) + E0

i (ψ) + εE1
i (ψ) + ε2E2

i (ψ) + ...;
(2.19)

avec : 

e−1
α‖β(u) = 0,

e−1
α‖3(u) = 1

2
∂3u

0
α,

e−1
3‖3(u) = ∂3u

0
3

e0
α‖β(u) = 1

2
(∂αu

0
β + ∂βu

0
α)− Γkαβu

0
k,

e0
α‖3(u) = 1

2
(∂αu

0
3 + ∂3u

1
α)− Γρα3u

0
ρ,

e0
3‖3(u) = ∂3u

1
3,

e1
α‖β(u) = 1

2
(∂αu

1
β + ∂βu

1
α)− Γkαβu

1
k − x3Γk,1αβu

0
k,

e1
α‖3(u) = 1

2
(∂αu

1
3 + ∂3u

2
α)− Γρα3u

1
ρ − x3Γk,1α3 u

0
k,

e1
3‖3(u) = ∂3u

2
3 − x3Γk,133 u

0,
k

(2.20)
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e−1
α‖β(v) = 0,

e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα,

e−1
3‖3(v) = ∂3v3

e0
α‖β(v) = 1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk,

e0
α‖3(v) = 1

2
∂αv3 − Γρα3vρ,

e0
3‖3(v) = 0,

(2.21)


E−1
α (ϕ̄) = 0, E−1

3 (ϕ̄) = −∂3ϕ̄
E0
α(ϕ̄) = −∂αϕ̄0, E0

3(ϕ̄) = −∂3ϕ̄
1,

E1
α(ϕ̄) = −∂αϕ̄1, E1

3(ϕ̄) = −∂3ϕ̄
2,

(2.22)

{
E−1
α (ψ) = 0, E−1

3 (ψ) = −∂3ψ
E0
α(ψ) = −∂αψ,E0

3(ψ) = 0
(2.23)

∀m ≥ 1

{
emi‖j(v) = xm3 Γk,mij vk,

Em
i (ψ) = 0

(2.24)

Remarque 2.2.1 Les inconnues u(ε) et ϕ̄(ε) et les fonctions tests v et ψ n’ont pas le

même rôle puisqu’on ne considère qu’un développement asymptotique des premières. C’est

pourquoi les termes des développements des tenseurs des déformations et des vecteurs

champs électriques (2.18)et (2.19) sont différents pour chacune.

Avec les expressions (2.12) du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement élec-

trique du problème homogène, et avec les développement (2.17) et (2.18), on a

σ̄ij(ε)
√
g(ε) = 1

ε
σ̄ij,−1 + σ̄ij,0 + εσ̄ij,1 + ε2σ̄ij,2...;

D̄i(e)
√
g(ε) = 1

ε
D̄i,−1 + D̄i,0 + εD̄i,1 + ε2D̄i,2 + ...;

(2.25)

avec, pour tout s ≥ −1

σ̄ij,s = (Cijklesk‖l(u) +p e
kijEs

k(ϕ̄))
√
a+

∑
m+n=s

m≥1,n≥−1

(Cijkl,menk‖l(u) +p e
kij,mEn

k (ϕ̄)),

D̄i,s = (pe
iklesk‖l(u) + dikEs

k(ϕ̄))
√
a+

∑
m+n=s

m≥1,n≥−1

(pe
ikl,menk‖l(u) + dik,mEn

k (ϕ̄)).

(2.26)

On prend pour les forces mécaniques appliquées f(ε) et h(ε) ainsi que pour le champ

électrique imposé E(ε)(ϕ̂(ε)), des ordres de grandeur en ε arbitraires, c’est-à-dire que l’on

pose :
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f(ε) =
∑
s≥a

εsf s; h(ε) =
∑
s≥b

εshs; E(ε)(ϕ̂(ε)) =
∑
s≥c

εsEs(ϕ̂); 〈Ġ(ε), v̇〉 =
∑
s≥d

εs〈Ġs, v̇〉.

(2.27)

où f s(s ≥ a), qs(s ≥ b) et Es(ϕ̂)(s ≥ c) Ġs(s ≥ d) sont indépendants de ε et,a,b , c et d

(qui sont des entiers relatifs) sont des ordres de grandeur que l’on déterminera plus tard.

Remarque 2.2.2 Les composantes du champ électrique n’interviennent pas toutes au

même ordre (cf.(2.11)). C’est pourquoi dans (2.27) on a considéré une décomposition du

champ électrique E(ε)(ϕ̂(ε)) plutôt que de ϕ̂(ε). On rappelle que ϕ̂(ε) est la fonction de

relèvement du potentiel électrique. Elle peut -être construite soit affine, soit constante en

x3 en fonction des conditions aux limites. Ce qui implique que

Ec(ϕ̂) est indpendant de x3,

et, en particulier, {
Ec
α(ϕ̂) = 0 si ϕ̂(ε) est affine en x3,

Ec
3(ϕ̂) = 0 si ϕ̂(ε) est constante en x3.

De plus, dans Ω1, elle est nécessairement affine puisque le potentiel est appliqué sur

ω1 × {±1}, et donc

Es
α(ϕ̂) = 0 ∀ s ≥ c dans Ω1.

On remplace, dans le problème (2.13)posé sur le domaine fixe Ω, σ̄ij(ε) et D̄i(ε) par

leurs expressions (2.25), les ei‖j(ε)(v) et Ei(ε)(ψ) par (2.19)et les seconds membres par

(2.27). On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :

ε
∫

Ω

∑
s≥−2 ε

s
∑

m+n=s
m≥−1,n≥−1

(
σ̄ij,meni‖j(v) + D̄i,mEn

i (ψ)
)
dx

= ε
∫

Ω

{
eaf i,avi

√
a+

∑
s>a ε

sf̃ i,kvi

}
dx+

∫
Γ+

{
εbhi,bvi

√
a+

∑
s>b ε

sh̃i,kvi

}
dΓ

+ε
{
εd〈Ġi,d, v̇i〉+

∑
s>d ε

s〈 ˜̇Gi,k, v̇i〉
}

+ε
∫

Ω

∑
s≥c−1 ε

s
{
m≥c,n≥−1

∑
m+n=s

(
pe
kijEm

k (ϕ̂)eni‖j(v)− dikEm
k (ϕ̂)En

i (ψ)
)√

a
}
dx

+ε
∫

Ω

∑
s≥c−1 ε

s
{
l≥1m≥c,n≥−1

∑
l+m+n=s

(
pe
kij,lEm

k (ϕ̂)eni‖j(v)− dik,lEm
k (ϕ̂)En

i (ψ)
)√

adx
}
dx

(2.28)
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ε
{
εd〈Ġd

N , (v̇N − u̇0
N)
√
a〉+

∑
s>d ε

s〈 ˜̇Gk
N , v̇N − u̇0

N〉
}
≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

ε
{
εd
(
〈Ġd

T , (v̇T − u̇0
T )
√
a〉+ 〈Λ|Ġd

N |, (|v̇T | − |u̇0
T |)
√
a
)}

+ε
{∑

s>d ε
s
(
〈 ˜̇Gk

T , (v̇T − u̇0
T )
√
a〉+ 〈Λ| ˜̇Gk

N |, (|v̇T | − |u̇0
T |)
√
a
)}
≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.29)

aα = ∂αθ =

 ∂αθ1

∂αθ2

∂αθ3

 , a3 =
1

d

 ∂1θ2∂2θ3 − ∂2θ2∂1θ3

∂1θ3∂2θ1 − ∂1θ1∂2θ3

∂1θ1∂2θ2 − ∂1θ2∂2θ1

 , (2.30)

d = (∂1θ2∂2θ3 − ∂2θ2∂1θ3)2 + (∂1θ3∂2θ1 − ∂1θ1∂2θ3)2 + (∂1θ1∂2θ2 − ∂1θ2∂2θ1)2

puisque :

v̇N = vig
i,ε|3 ≥ −θ3 + εa3|3 − ε

alors :

v̇N = vαg
α,ε|3 + v3g

3|3 ≥ −θ3 + εa3|3 − ε

on obtient :

v̇N = vαa
α|3 + v3a

3|3 +O(ε) ≥ −θ3 + εa3|3 − ε

, on pose θ3 = c (c indépendant de x1 et x2) alors :

KM(Ω) = {v ∈ VM(Ω)/v3 ≥ −θ3}

la méthode des développements asymptotiques consiste à identifier les coefficients des

mêmes puissances de ε dans (2.28), en cherchant les ordres de grandeur des seconds

membres (c’est -à-dire a, b , c et d dans (2.27)) jusqu’à ce que l’on obtienne un problème

bidimensionnel dont les premiers termes u0 , ϕ̄0 et Ġ0
N des développements (2.14) et (2.27)

de u(ε) , ϕ̄(ε) et Ġ(ε) soient solutions, sans avoir de restrictions (c’est-à-dire de relations

de compatibilités) sur les chargements mécaniques et électriques appliqués.

Remarque 2.2.3 -Le problème est linéaire. C’est ce qui nous permet de partir de l’ordre

0 pour les développements de u(ε) et ϕ̄(ε), et de déterminer les ordres de grandeur des

seconds membres qui conviennent à ces développements, c’est-à-dire a, b , c et d ;

-Puisque le membre de gauche du problème (2.28) commence à l’ordre -1, on a néces-

sairement a ≥ −2, b ≥ −1, et c ≥ −1, d ≥ −2 dans (2.27).
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On énonce deux lemmes qui serviront dans les développements ultérieurs.

Lemme 2.2.1 (Ciarlet [1990, p.19])

Soit w une fonction de L2(Ω)(avec Ω = ω×]− 1,+1[) tel que :∫
Ω

w∂3vdx = 0,∀v ∈ C∞(Ω̄), v = 0 sur ∂ω × [−1, 1].

Alors w=0

.

Remarque 2.2.4 On appliquera le lemme (2.2.1) en utilisant le fait que ;

{v ∈ C∞(Ω̄), v = 0 sur ∂ω × [−1,+1])} ⊂ VM(Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0 sur ΓM0 }.

Lemme 2.2.2 1. Soit w une fonction de L2(Ω1) (avec Ω1 = ω1×]− 1,+1[) tel que :∫
Ω1
w∂3vdx = 0, ∀v ∈ C∞(Ω̄1), v = 0 sur ∂ω1 × [−1,+1] ∪ ω1 × {±1}.

Alors w est indépendante de x3 dans Ω1.

2. Soit w une fonction de L2(Ω2) (avec Ω2 = ω2×]− 1,+1[) tel que :∫
Ω2
w∂3vdx = 0, ∀v ∈ C∞(Ω̄2), v = 0 sur ∂ω2 × [−1,+1] ∪ ω2 × {+1}.

Alors w=0 dans Ω2.

3. Soit w une fonction de L2(Ω3) (avec Ω3 = ω3×]− 1,+1[) tel que :∫
Ω3
w∂3vdx = 0, ∀v ∈ C∞(Ω̄3), v = 0 sur ∂ω3 × [−1,+1] ∪ ω3 × {−1}.

Alors w=0 dans Ω3.

Preuve.

Pour plus de détails voir [1,Lemme 2.2.2 ]

Remarque 2.2.5 On rappelle que Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3, avec Ωi = ωi×]− 1,+1[

pour i=0,...3, et que toute fonction ψ dans VE0 vérifie :

ψ = 0 sur γE0 × [−1,+1] ∪ ω1 × {±1} ∪ ω2 × {+1} ∪ ω3 × {−1}.
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On appliquera le lemme (2.2.2) en utilisant le fait que
∫

Ω
w∂3ψ = 0, ∀ψ ∈ VE0(Ω),

implique que pour i=0,...3, on a∫
Ωi
w∂3ψ = 0, ∀ψ ∈ C∞(Ω̄i), ψ = 0 sur ∂ωi × [−1,+1] ∪


ωi × {±1} si i = 1;
ωi × {+1} si i = 2;
ωi × {−1} si i = 3;

et donk

w = C, C indépendante de x3, dans Ω1 ;

w = 0 dans Ω2 ∪ Ω3 ;

w = 0 dans Ω0 (d’aprés le lemme (2.2.1)).

Notation 2.2.1 On utilise la notation tensorielle suivante qui à toute paire d’indices ou

d’exposants pouvant être interchangés associe un entier selon le schéma suivant :

11→ 1 ; 22→ 2 ; 33→ 3 ; 23→ 4 ; 31→ 5 ; 12→ 6. On pose

Cm = [Cij](i,j=1,2,6), ; Ct = [Cij](i,j=3,4,5),

Cmt = [Cij](i=1,2,6)(j=3,4,5), ; Ctm = [Cij](i=3,4,5)(j=1,2,6),

Soit A la matrice A =

 Am Amt

Atm At

 où

Am =

 Cm −
[
pe
λi
]t

(i=1,2,6)[
pe
αj
]

(j=1,2,6)

[
dαλ
]
, Amt =

 Cmt − [pe
3i]
t

(i=1,2,6)[
pe
αj
]

(j=3,4,5)
[dα3]


Atm =

 Ctm −
[
pe
λi
]t

(i=3,4,)[
pe

3j
]

(j=1,2,6)

[
d3λ
]
, At =

 Ct − [pe
3i]
t

5i=3,4,5[
pe

3j
]

(j=3,4,5)
[d33]


La matrice A est celle de loi de comportement des matériaux piézoélectriques qui relie

le tenseur des contraintes σ et le vecteur déplacement électrique D avec le tenseur des

déformations ε et le vecteur champ électrique E, où on a réordonné les composantes pour

séparer celles dans le plan des autres. Elle exprime que
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 (σii = 1, 2, 6)

Dα


 (σii = 3, 4, 5)

D3




=

 Am Amt

Atm At






 eα‖α

2e1‖2


Eλ



 e3‖3

2eλ‖3


E3




Proposition 2.2.1 Les matrices Cm, Ct, Am et At sont inversibles, Cmt = Cttm et Amt =

Attm.

Preuve. Les tenseurs Cijkl, peikl et dik sont les tenseurs Cijkl(ε), peikl(ε) et dik(ε) pris

en x3 = 0. Les résultat de la proposition (2.2.1) découlent donc directement des propriétés

d’ellipticité et de symétrie (1.8)-(1.10) de ces tenseurs.

Analyse asymptotique

Pour chacun des problème bidimensionnels obtenus par la méthode des développe-

ments asymptotiques, on montre que la moyenne dans l’épaisseur de la solution du pro-

blème tridimensionnel converge vers leurs solutions dans des espaces fonctionnels ap-

propriés. On énonce dans le lemme suivant quelque résultats de Ciarlet, Lods [1996a]

nécessaires aus démonstration

Lemme 2.2.3 (Ciarlet, Lods[1996])

1. Soit v ∈ L2(Ω), Ω = ω×] − 1,+1[. On définit sa moyenne dans l’épaisseur, que

l’on note v, pour presque tout y dans ω par

v(y) =
1

2

∫ +1

−1

v(y, x3)dx3. (2.31)

La fonction v est bien définie pour presque tout y ∈ ω et

v ∈ L2(ω) et ‖v‖0,ω ≤
1

2
‖v‖0,Ω. (2.32)
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2. Il existe une constante C > 0 tell que :

‖g(ε)− a‖0,∞,Ω̄ ≤ C1ε. (2.33)

3. Il existe des constantes g0 et g1 tell que :

0 < g0 ≤ g(ε)(y) ≤ g1, ∀ε ∈]0, ε0]; ∀y ∈ Ω̄. (2.34)

.

On énonce maintenant quelques propriétés des tenseurs Cijkl(ε), pe
kij(ε) et dik(ε).

Lemme 2.2.4 1. Propriétés L∞(Ω̄).

Il existe des constantes C>0 telles que :

‖Cijkl(ε)− Cijkl(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε;
‖peikl(ε)−p eikl(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε;
‖dij(ε)− dij(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε.

(2.35)

2. Propriétés d’uniforme ellipticité.

Il existe des constantes C>0 telles que, pour tout ε ∈]0, ε0] ;

Cijkl(ε)tkltij ≥ Ctijtij, ∀tij = tji ∈ R;
dij(ε)titj ≥ Ctitj, ∀ti ∈ R.

(2.36)

.

Preuve.

1. Les propriétés (2.35) viennent du fait que les tenseurs Cijkl(ε), peikl(ε) et dij(ε) sont

écrits dans la base covariante tridimensionnelle (gi(ε)), et les tenseurs Cijkl(0),

pe
ikl(0) et dij(0) sont écrits dans la base covariante (ai) attachée à la surface

moyenne. Or on a les relations suivantes :

gα(ε) = aα + εx3∂αa3 = aα +O(ε) et g3(ε) = a3.

2. Pour tout ε > 0, le tenseur Cijkl(ε) est défini positif uniformément par rapport à

x ∈ Ω̄, i.e. il existe des constantes C(ε) > 0 tel que :

Cijkl(ε)(x)tkltij ≥ C(ε)tijtij, ∀x ∈ Ω̄, ∀tij = tji.
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De plus, il existe une constante C1 > 0 telle que :

Cijkl(0)(x)tkltij ≥ C1tijtij, ∀tij = tji.

Or l’application (x, tij) ∈ Ω̄× S1 → Cijkl(ε)(x)tkltij, où

S1 := {matrices tij symétriques d′ordre 3 telles que tijtij = 1} étant continue, il

existe une constante C>0 telle que, pour tout ε ∈]0, ε0], pour tout x ∈ Ω̄, et pour

tout tij = tji,

Cijkl(ε)(x)tkltij ≥ Ctijtij.

On démontre de la même façon qu’il existe une constante C>0 telle que, pour tout

ε ∈]0, ε0], pour tout x ∈ Ω̄, et pour tout ti,

dij(ε)titj ≥ Ctiti.

2.2.3 Le problème membranaire

Construction du problème membrane par les développements asymptotiques

On va construire le problème membrane par la méthode des développement asympto-

tiques. Pour cela, on va identifier les coefficients des termes ε−1, ε0 et ε1 dans l’équation

(2.13). On commence par les résultats obtenus à chaque étape,

Identification des coefficients des termes en ε−1

Le problème variationnel s’écrit alors, en identifiant les termes en ε−1 dans (2.13),∫
Ω
{σ̄ij,−1e−1

i‖j(v) + D̄i,−1E−1
i (ψ)}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈Ġi,−2, v̇i

√
a〉+∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

et d’après les définitions (2.21), (2.23) des e−1
i‖j(v) et E−1

i (ψ), on a

{ ∫
Ω
{σ̄i3,−1vi,3 − D̄3,−1ψ,3}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈Ġi,−2, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
{peki3E−1

k (ϕ̂)vi,3 + d3kE−1
k (ϕ̂)ψ,3}

√
adx,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

(2.37)
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Le problème de Signorini d’oredre ε−1

Les termes 〈Ġ−2, (v̇N− u̇0
N)ṅ
√
a〉 et 〈G−2, ((v̇− u̇)− (v̇N− u̇0

N)ṅ)
√
a〉+ 〈Λ|Ġ−2|, (|v̇T |−

|u̇0
T |)ṅ
√
a)〉 dans (2.29) satisfis{

〈Ġ−2, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−2, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−2|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.38)

En multiplie (2.29) par ε est âpre entend ε ver 0 on obtient le problème de Signorini

d’ordre ε−1 :

P−1
c


∫

Ω
{σ̄i3,−1vi,3 − D̄3,−1ψ,3}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈Ġi,−2, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
{peki3E−1

k (ϕ̂)vi,3 + d3kE−1
k (ϕ̂)ψ,3}

√
adx,∀(v, ψ) ∈ VM × VE0(Ω),

〈Ġ−2, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−2, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−2|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.39)

En prenant des fonctions tests v indépendantes de x3 et ψ nulle, on obtient la relation

de compatibilité suivantte sur les données mécaniques :
∫

Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈Ġi,−2, v̇i

√
a〉 = 0,∀v ∈ VM(Ω), v indépendant de x3.

〈Ġ−2, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−2, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−2|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.40)

Donc pour que les forces soient les plus générales possible, on impose f−2 = 0 et h−1 = 0,

ie a ≥ −1 et b ≥ 0 dans (2.27) on a :
〈Ġi,−2, v̇i

√
a〉 = 0,∀v ∈ VM(Ω), v indépendant de x3.

〈Ġ−2, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−2, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−2|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.41)

on obtient :

Ġ−2 = 0; i.e. d ≥ −1 (2.42)

En appliquant le lemme (2.2.1) avec la remarque (2.2.4) et le lemme (2.2.2) avec la re-

marque (2.2.5), on obtient respectivement :
σ̄i3,−1 =p e

ki3E−1
k (ϕ̂)

√
a dans Ω;

D̄3,−1 =

{
−d3kE−1

K (ϕ̂)
√
a dans Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω3;

−d3kE−1
k (ϕ̂)

√
a+ C−1, C−1 indépendante de x3, dans Ω1.

(2.43)
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avec d’après (2.26),

σ̄i3,−1 = (2Ci3λ3e−1
λ‖3(u) + Ci333e−1

3‖3(u)−p e3i3E−1
3 (ϕ̄))

√
a,

D̄3,−1 = (2pe
3λ3e−1

λ‖3(u) +p e
333e−1

3‖3(u) + d33E−1
3 (ϕ̄))

√
a.

D’ou, avec la notation (2.2.1), (e−1
i‖3(u), E−1

3 (ϕ̄)) vérifie le système suivant :

At


 e−1

3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)


E−1

3 (ϕ̄)

 =



 (pe
kI
i=3,4,5)

−dk3

E−1
k (ϕ̂) dans Ω− Ω1;

 (pe
ki
i=3,4,5)

−dk3

E−1
k (ϕ̂) +

 0

C−1

 dans Ω1.

(2.44)

Donc, puisque d’après la proposition (2.2.1) la matrice At est inversible, on peut, dans

Ω − Ω1, exprimer e−1
i‖3(u) et E−1

3 (ϕ̄) en fonction des E−1
k (ϕ̂) à l’aide du système (2.44),

c’est-à-dire :


 e−1

3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)


E−1

3 (ϕ̄)

 = A−1
t

 (pe
ki
i=3,4,5)

−dk3

E−1
k (ϕ̂) dans Ω− Ω1. (2.45)

Dans Ω1, d’après le système (2.44), puisque la matrice At, E−1
k (ϕ̂) (cf. remarque (2.2.2))

et C−1 sont indépendants de x3, E−1
3 (ϕ̄) et e−1

i‖3(u) sont aussi indépendants de x3. Or

E−1
3 (ϕ̄) = −∂3ϕ̄

0 et, d’après (2.15), ϕ̄0 = 0 sur ω1 × {±1}. Donk on a nécessairement

E−1
3 (ϕ̄) = 0 et ϕ̄0 = 0 dans Ω1, (2.46)

c’est-à-dire que, dans Ω1, C−1 est tel que E−1
3 (ϕ̄) = 0. On a donc en utilisant respective-

ment les seconde et première équations de (2.43) :

C−1 = (2pe
3λ3e−1

λ‖3(u) +P e
333e−1

3‖3(u) + d33E−1
3 (ϕ̂))

√
a e−1

3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)

 = C−1
t (pe

3i
(i=3,4,5))E

−1
3 (ϕ̂)

 dans Ω1. (2.47)
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Identification des coefficients des termes en ε0

En égalant les coefficients en ε0 dans l’équation (2.13), on obtient le problème varia-

tionnel ∫
Ω
{σ̄ij,−1e0

i‖j(v) + D̄i,−1E0
i (ψ) + σ̄ij,0e−1

i‖j(v) + D̄i,0E−1
i (ψ)}dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈Ġi,−1, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx

+
∫

Ω
{pekij,1E−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx

+
∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)}

√
adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

(2.48)

Le problème de Signorini d’oredre ε0

Les termes 〈Ġ−1, (v̇N− u̇0
N)ṅ
√
a〉 et 〈Ġ−1, ((v̇− u̇)− (v̇N− u̇0

N)ṅ)
√
a〉+ 〈Λ|Ġ−1|, (|v̇T |−

|u̇0
T |)ṅ
√
a)〉 dans (2.29) satisfis{

〈Ġ−1, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−1, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−1|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.49)

De même nous remplaçons (2.42) dans (2.29) et en multiplie le résulta par ε, est âpre

entend ε ver 0 on obtient le probléme de Signorini d’ordre ε0

P 0
c



∫
Ω
{σ̄ij,−1e0

i‖j(v) + D̄i,−1E0
i (ψ) + σ̄ij,0e−1

i‖j(v) + D̄i,0E−1
i (ψ)}dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈Ġi,−1, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx

+
∫

Ω
{pekij,1E−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx

+
∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)}

√
adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

〈Ġ−1, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−1, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−1|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.50)

En prenant des fonctions tests v et ψ indépendantes de x3, donc ψ = 0 dans Ω − Ω0

( car ψ = 0 sur ω1 × {±1} ∪ ω2 × {+1} ∪ ω3 × {−1}), e−1
i‖3(v) et E−1

3 )(ψ) sont nuls, et le
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problème variationnel (2.50) devient

P 0
c



∫
Ω
σ̄ij,−1e0

i‖j(v)dx+
∫

Ω
D̄α,−1E0

i (ψ)dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈Ġi,−1, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
(pe)

kijE−1
k (ϕ̂)e0

i‖j(v)
√
adx−

∫
Ω
dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)
√
adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

v et ψ indépendantes de x3.

〈Ġ−1, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−1, ((v̇ − u̇)− (v̈N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−1|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.51)

D’après (2.26) σ̄αβ,−1 et D̄α,−1 ne dépendent que des e−1
i‖3(u) et E−1

3 (ϕ̄), donc, d’après (2.45),

(2.46) et (2.47) des E−1
k (ϕ̂). Le problème (2.51) ne fait donc pas intervenir les inconnues

u(ε) et ϕ̄(ε), mais seulement les chargements mécaniques et électriques appliqués, f−1,h0,

et E−1
k (ϕ̂), 〈Ġ−1

N , v̇N
√
a〉.

Donc, pour ne pas avoir de condition sur les chargements appliqués, on suppose que

f−1 = 0, h0 = 0, E−1
k (ϕ̂) = 0 et 〈Ġi,−1, v̇i

√
a〉 = 0, i.e. a ≥ 0, b ≥ 1, et c ≥ 0, (2.52)

D’où, d’après (2.51) et (2.52)


〈Ġi,−1, v̇i

√
a〉 = 0 ∀v ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on ∂ω}

〈Ġ−1, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ−1, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ−1|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.53)

on obtient respectivement :

Ġ−1 = 0, i.e. d > 0 (2.54)

D’où, d’après (2.45),(2.46) et (2.47),

e−1
i‖3 = 0 et E−1

3 = 0, (2.55)

et d’après (2.20) , (2.22) et (2.15)

u0 et ϕ̄0 sont indépendants de x3,
ϕ̄0 = 0 et E0

α(ϕ̄) = 0 dans Ω− Ω0
(2.56)
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et d’après (2.26)

σ̄ij,−1 = 0, D̄i,−1 = 0 (2.57)

Le problème variationnel (2.48) s’écrit donc, en tenant compte de (2.57) et des définitions

(2.21), (2.23) des e−1
i‖j(v) et des E−1

i (ψ),∫
Ω

{σ̄i3,0vi,3−D̄3,0ψ,3}dx =

∫
Ω

{peki3E0
k(ϕ̂)vi,3+d3kE0

k(ϕ̂)ψ,3}
√
adx,∀(u, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

En utilisant le lemme (2.2.1) avec la remarque (2.2.4) et le lemme (2.2.2) avec la remarque

(2.2.5) on obtient respectivement :

σ̄i3,0 =p e
ki3E0

k(ϕ̂)
√
a dans Ω;

D̄3,0 =


−d3kE0

k(ϕ̂)
√
a dans Ω0 ∪ Ω2 ∪ Ω3;

−d3kE0
k(ϕ̂)
√
a+ C0, C0 indépendante de x3 dans Ω1;

(2.58)

avec, d’après (2.26)

σ̄i3,0 = (Ci3kle0
k‖l(u)−p eki3E0

k(ϕ̄))
√
a+ (Ci3kl,1e−1

k‖l(u)−p eki3,1E−1
k (ϕ̄)),

D̄3,0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + dk3E0
k(ϕ̄))

√
a+ (pe

3kl,1e−1
k‖l(u) + dk3,1E−1

k (ϕ̄)).

Or, d’après (2.20) , (2.22) et (2.55), e−1
k‖l(u) = 0 et E−1

k (ϕ̄) = 0. Donc

σ̄i3,0 = (Ci3kle0
k‖l(u)−p eki3E0

k(ϕ̄))
√
a,

D̄3,0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + dk3E0
k(ϕ̄))

√
a.

(2.59)

On cherche un problème dont les premiers termes u0 , ϕ̄0 et G0 des développements

(2.14) et (2.27) de u(ε) , ϕ̄(ε) et G(ε) soient solutions.

Or dans le système (2.58) avec les relations (2.59), les termes e0
k‖3(u) et E0

3(ϕ̄) font

apparaître (cf. (2.20) et (2.22) ) les termes d’ordre un, u1 et ϕ̄1, de ces développements.

On utilise donc ce système pour les exprimer en fonction des autres.

Avec la notation (2.2.1), le système (2.58) avec (2.59) peut s’écrire

At


 e0

3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


E0

3(ϕ̄)

 = −Atm


 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


E0
λ(ϕ̄)

+

 (pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3

E0
k(ϕ̂)+

 0

C0

 ,

(2.60)
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où C0 = 0 dans Ω − Ω1 et est indépendante de x3 dans Ω1. Donc, puisque d’après la

proposition (2.2.1) la matrice At est inversible, on peut, dans Ω − Ω1, exprimer ei‖3(u),

E0
λ(ϕ̄) et E0

3(ϕ̄) en fonction des e0
α‖β(u), E0

k(ϕ̂), c’est-à-dire, en remarquant que (pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3

E0
k(ϕ̂) = Atm

 0

E0
λ(ϕ̂)

+At

 0

E0
3(Ω̂)

 , (2.61)

on a, d’après (2.60)
 e0

3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


E0

3(ϕ̄)

 = −A−1
t Atm


 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)

+

 0

E0
3(ϕ̂)

 , dans Ω− Ω1.

(2.62)

Dans Ω1, d’après le système (2.60), puisque At, Atm, E0
k(ϕ̂) (cf. remarque (2.2.2) ) et

(cf.(2.56) ) e0
α‖β et E0

λ(u) sont indépendants de x3, E
0
3(ϕ̄) est aussi indépendant de x3. Or

E0
3(ϕ̄) = ∂3ϕ̄

1 et, d’après (2.15), ϕ̄1 = 0 sur ω1 × {±1}. Donc on a nécessairement

E0
3(ϕ̄) = 0, ϕ̄1 = 0 et E0

α(ϕ̄) = 0 dans Ω1; (2.63)

et C0 est telle que E0
3(ϕ̄) = 0. On a donc en utilisant respectivement les seconde et

première équations de (2.58) avec (2.59), et en tenant compte de (2.56),

C0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + d33E0
3(ϕ̂))

√
a e0

3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)

 = C−1
t

(pe
3i
(i=3,4,5))E

0
3(ϕ̂)− Ctm

 e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


 dans Ω1. (2.64)

Identification des coefficients des termes en ε1

En égalant les coefficients en ε1 dans l’équation (2.13), on obtient le problème varia-

tionnel∫
Ω
{σ̄ij,−1e1

i‖j(v) + D̄i,−1E1
i (ψ) + σ̄ij,0e0

i‖j(v) + D̄i,0E0
i + σ̄ij,1e−1

i‖j(v) + D̄i,1E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈Ġi,0, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E0
i (ψ)}

√
adx+

∫
Ω
{pekij,1E0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
{pekijE1

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE1

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx, ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

(2.65)
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Le problème de Signorini d’oredre ε1

Les termes 〈Ġ0, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 et 〈Ġ0, ((v̇ − u̇) − (v̇N − u̇0

N)ṅ)
√
a〉 + 〈Λ|Ġ0|, (|v̇T | −

|u̇0
T |)ṅ
√
a)〉 dans (2.29) satisfis{

〈Ġ0, (v̇N − u̇0
N)n
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈G0, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ0|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.66)

De même nous remplaçons (2.54) dans (2.29) et en multiplie le résulta par ε, est âpre

entend ε ver 0 on obtient le probléme de Signorini d’ordre ε1

∫
Ω
{σ̄ij,−1e1

i‖j(v) + D̄i,−1E1
i (ψ) + σ̄ij,0e0

i‖j(v) + D̄i,0E0
i + σ̄ij,1e−1

i‖j(v) + D̄i,1E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈Ġ0

N , v̇N
√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E0
i (ψ)}

√
adx+

∫
Ω
{pekij,1E0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
{pekijE1

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE1

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}

√
adx, ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

〈Ġ0, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈G0, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ0|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.67)

En ne prenant que des fonctions tests v et ψ indépendantes de x3, donc ψ = 0 dans

Ω − Ω0, on a e−1
i‖j(v) = 0 et E−1

i (ψ) = 0. D’où en utilisant (2.57) et (2.58), le problème

variationnel (2.67) devient

∫
Ω
σ̄αβ,0e0

α‖β(v)dx+
∫

Ω0
D̄α,0E0

α(ψ)dx =
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈Ġi,0, v̇i

√
a〉

+
∫

Ω
(pe

kαβ)E0
k(ϕ̂)e0

α‖β(v)
√
adx−

∫
Ω0
dαkE0

k(ϕ̂)E0
α(ψ)
√
adx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω), v et ψ indépendantes de x3,

〈Ġ0, (v̇N − u̇0
N)ṅ
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω)

〈Ġ0, ((v̇ − u̇)− (v̇N − u̇0
N)ṅ)

√
a〉+ 〈Λ|Ġ0|, (|v̇T | − |u̇0

T |)ṅ
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω)

(2.68)

on a :

Ġ0
N = Gi,0gi|3 (2.69)

= Gα,0gα|3 +G3,0g3|3 (2.70)

= Gα,0aα +G3,0a3 +O(ε) (2.71)

= Gα,0∂αθ3 +G3,0a3|3 +O(ε) (2.72)
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piusque : θ3 = c (c indépendant de x1 et x2) on a :

Ġ0
N = G3,0 +O(ε)

on obtient :

Ġ0
T = G0

T +O(ε)

avec, d’après (2.26) en utilisant (2.55),

σ̄αβ,0 = (Cαβije0
i‖j(u)−p eiαβE0

i (ϕ̄))
√
a,

D̄α,0 = (pe
αije0

i‖j(u) + dαiE0
i (ϕ̄))

√
a.

(2.73)

Les relations (2.73) s’écrivent avec la notation (2.2.1), en rappelant que d’après (2.63)

E0
i (ϕ̄) = 0 dans Ω1,


(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
D̄α,0

 =

 Am

 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


E0
λ(ϕ̄)

+Amt


 e0

3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


E0

3(ϕ̄)


√a dans Ω−Ω1,

et (
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
=

Cm
 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)

+ Cmt

 e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)

√a dans Ω1.

On a donc
(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
D̄α,0

+

 −peki(i=1,2,6)

dαk

E0
k(ϕ̂)
√
a

=

Am

 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)

+Amt


 e0

3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


E0

3(ϕ̄)

+Amt

 0

E0
3(ϕ̂)


√a

dans Ω−Ω1,

et (
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
− (pe

3i
(i=1,2,6))E

0
3(ϕ̂)
√
a

=

Cm
 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)

+ Cmt

 e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)

+Amt[1, 2]E0
3(ϕ̂)

√a dans Ω1,
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Soit, en utilisant les relations (2.62), (2.64),
(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
D̄α,0

+

 −peki(i=1,2,6)

dαk

E0
k(ϕ̂)
√
a

=

(Am −AmtA−1
t Atm)


 e0

α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)


√a

dans Ω− Ω1, (2.74)

et (
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
− (pe

3i
(i=1,2,6))E

0
3(ϕ̂)
√
a

= [(Cm − CmtC−1
t Ctm)

 e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


+(Amt[1, 2]− CmtC−1

t At[1, 2])E0
3(ϕ̂)]

√
a

dans Ω1, (2.75)

On définit les coefficients Cαβλµ
m , pekαβm et dαλm par :[

[C
ij

m(i,j=1,2,6)] − [pe
λi
m(i=1,2,6)]

t

[pe
αj

m(j=1,2,6)] [dαλm ]

]
= Am −AmtA−1

t Atm dans Ω− Ω1; (2.76)

[C
ij

m(i,j=1,2,6)] = Cm − CmtC−1
t Ctm

(pe
3j

m(j=1,2,6)) = Amt[1, 2]− CmtC−1
t At[1, 2]

}
dans Ω1. (2.77)

Remarque 2.2.6 Les coefficients Cαβλµ
m , pe

mλµ
m et dαβm correspondent aux composantes

des tenseurs des coefficients mécaniques, piézoélectriques et diélectriques modifiés par les

hypothèses suivantes :

• dans Ω − Ω1, les contraintes transverses sont nulles et le déplacement électrique

transverse est constant dans l’épaisseur, i.e. σi3 = 0 et ∂3D
3 = 0 ;

• dans Ω1, seules les contraintes transverses sont nulles,i.e. σi3 = 0, et donc Cαβλµ
m =

C̄αβλµ et pe
3λµ
m =p ē

3λµ où les tenseurs C̄αβλµ et pē
3λµ sont ceux obtenus pour le

problème bidimensionnel établi au chapitre 2 (cf.(2.3.10)).

Avec les relations (2.74), (2.75), et avec le tenseur Cm défini en (2.77), le problème varia-
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tionnel (2.68) s’écrit, en rappelant que d’après (2.56) ϕ̄0 = 0 dans Ω− Ω0,

∫
Ω0
{[Cαβλµ

m e0
λ‖µ(u)−p eλαβm E0

λ(ϕ̄)]e0
α‖β(v) + [pe

αλµ
m e0

λ‖µ + dλαm E
0
λ(ϕ̄)]E0

α(ψ)}
√
adx

+
∫

Ω−Ω0
Cαβλµ
m e0

λ‖µ(u)e0
α‖‖β(v)

√
adx

=
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉

+
∫

Ω0
{peλαβm E0

λ(ϕ̂)e0
α‖β(v)− dλαm E0

λ(ϕ̂)E0
α(ψ)}

√
adx,

+
∫

Ω2∪Ω3
(pe

λαβ
m )E0

λ(ϕ̂)e0
α‖β(v)

√
adx+

∫
Ω1

(pe
3αβ
m )E0

3(ϕ̂)e0
α‖β(v)

√
adx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω), v et ψ indépendantes de x3,
〈G0, (vN − u0

N)n
√
a〉 ≥ 0 ∀vN ∈ KM(Ω);

〈G0, ((v − u)− (vN − u0
N)n)

√
a〉+ 〈Λ|G0|, (|vT | − |u0

T |)n
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω).

(2.78)

Les fonctions tests v et ψ sont prises indépendantes de x3, donc, d’après (2.21) et (2.23),

e0
α‖β(v) et E0

α(ψ) sont indépendants de x3. Et, d,après (2.46) , (2.20) et (2.22), e0
λ‖µ(u) et

E0
λ(ϕ̄) sont aussi indépendants de x3. En intégrant sur l’épaisseur, le problème variationnel

(2.78) peut être considéré comme un problème bidimensionnel formulé sur ω. On pose

γαβ(v) =
1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk, (2.79)

et on rappelle que

Eα(ψ) = −∂αψ.

On a ainsi

e0
λ‖µ(u) = γλµ(u0) et e0

α‖β(v) = γαβ(v),

E0
λ(ϕ̄) = Eλ(ϕ̄

0) et E0
α(ψ) = Eα(ψ).

D’où le théorème suivant :

Théorème 2.2.1 Si les deux premiers termes u0 ϕ̄0 et u1, ϕ̄1 et le terme G0 des dévelop-

pements (2.14),(2.27) des inconnues u(ε) et ϕ̄(ε), G(ε) existent, et si les forces mécaniques

appliqué sont de la forme

f(ε) = f 0 ∈ (L2(Ω))3, h(ε) = εh1 ∈ (L2(Γ+))3, G(ε) = G0 ∈ (H−
1
2 )3,

et le champ électrique appliqué est de la forme

E(ε)(ϕ̂(ε)) =
∑
k≥0

ekEk(ϕ̂), E0(ϕ̂) ∈ (L2(Ω))3, E0
k(ϕ̂) indépendant de x3,
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alors

u0etϕ̄0 sont indépendant de x3,

ϕ̄0 = 0 dans Ω− Ω0,

et (u0, ϕ̄0, G0) peut être identifié à la solution bidimensionnelle (ζ0, θ0, G0) définie sur ω̄

des équations bidimensionnelles membranes de coques piézoélectriques suivant :

Trouver (ζ0, θ0, G0) ∈ VM,mem(ω)×VE0,mem(ω)× (H−
1
2 )3(ω) tel que

2
∫
ω0
{[Cαβλµ

m γλµ(ζ0)−p eλαβm Eλ(θ
0)]γαβ(η) + [pe

αλµ
m γλµ(ζ0) + dαλm Eλ(θ

0)]Eα(ψ)}
√
ady

+2
∫
ω−ω0

Cαβλµ
m γλµ(ζ0)γαβ(η)

√
ady

=
∫
ω
(
∫ +1

−1
f i,0dz)ηi

√
ady +

∫
Γ+
hi,1ηi

√
adΓ + 〈G0

N , vN
√
a〉

+2
∫
ω0
{peλαβm E0

λ(ϕ̂)γαβ(η)− dαλm E0
λ(ϕ̂)Eα(ψ)}

√
ady

+2
∫
ω2

⋃
ω3

(pe
λαβ
m )E0

λ(ϕ̂)γαβ(η)
√
ady + 2

∫
ω1

(pe
3αβ
m )E0

3(ϕ̂)γαβ(η)
√
ady,

∀(η, ψ) ∈ VM,mem(ω)×VE0,mem(ω)
〈G3,0, η3 − ζ0

3

√
a〉 ≥ 0 ∀η3K(ω);

〈G0
T , ((ηT − ζ0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|ηT | − |ζ0

T |)
√
a)〉 ≥ 0 ∀v ∈ VM(Ω).

où
VM,mem(ω) = {η ∈ H1(ω)×H1(Ω)× L2(ω), ηα = 0 sur γM0 };
KM(ω) = {η ∈ VM,mem(ω)/η3 ≤ d sur Γ−}
VE0,mem(ω) = {ψ ∈ H1(ω), ψ = 0 dans ω − ω0, ψ = 0 sur γE0 };
γαβ(v) = 1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk;

Eα(ψ) = −∂αψ;
et où les tenseurs Cαβλµ

m , pe
kαβ
m et dαλm sont définis en (2.77)

(2.80)

Conclusion

L’analyse asymptotique du problème piézoélectrique tridimensionnel effectuée dans ce

chapitre conduit au problème de coques piézoélectriques membranaires dans le cas d’une

coque uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontière latérale.

On a ensuite justifié le modèle bidimensionnel. Pour cela, en utilisant la méthode des

développements asymptotiques formelles que dans le cas avec frottement, on trouve un

problème bidimensionnel de Signorini avec frottement.
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Résumé 

L'analyse asymptotique du problème piézoélectrique 

tridimensionnel effectuée dans ce chapitre conduit au problème de 

coques piézoélectriques membranaires dans le cas d'une coque 

uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontière 

 latérale . On a ensuite justifié le modèle bidimensionnel . Pour cela

en utilisant la méthode des développements asymptotiques , 

formelles que dans le cas avec frottement , on trouve un problème 

.bidimensionnel de Signorini avec frottement 

 ,queasymptoti développementcontact,, problème clés:-Mots

,piézoélectrique ,frottement  

  Abstract 

dimensional piezoelectric -The asymptotic analysis of the three

problem of problem carried out in this chapter leads to the 

membrane piezoelectric shells in the case of a uniformly elliptical 

We then justified   shell embedded on part of its lateral boundary.

For this , using the method of formal   dimensional model.-the two

 friction , we find a twoasymptotic expansions that in the case with 

. dimensional Signorini problem with friction - 

 ,friction ,Contact, formal asymptoticKeywords :Problem,

.piezoelectric 

                                                          

 الخلاصة

 هعاد التي تم إجراؤها في هذالأبضغطية ثلاثية وأدى التحليل المقارب لمسألة كهر 

ضغطية في حالة غلاف بيضاوي وإلى مشكلة الأصداف الغشائية الكهر مذكرةال

ه الأبعاد لهذثم بررنا النموذج ثنائي   موحد مدمج في جزء من حدوده الجانبية.

، باستخدام طريقة التوسعات المقاربة الشكلية التي في حالة الاحتكاك ، نجد  المسألة

 .ثنائية الأبعاد مع الاحتكاك  Signorini مشكلة

 الكلمات المفتاحية :مسألة , الإتصال , التوسعات المقاربة,الإحتكاك, كهروضغطية.
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