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0.1. NOTATIONS

NOTATIONS ET CONVENTIONS

0.1 NOTATIONS

Dans toute la suite de cette thése, nous utiliserons les conventions suivantes :
» les indices latins ( 4, 7, k, ...) varient de 1 & 3.
» les indices grecs («, 5, 7, A, 4, ....) varient de 1 a 2.
» les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées
avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices
inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.
> vt = 3wt
» u = (u;) vecteur de composantes u;.
»u.v = u,;v; produit scalaire euclidien.
»n normale unitaire extérieure.
»uy = u.n la composante normale du déplacement.
»u = (ur,uy), ur la composante tangentielle du déplacement.
»oy = (o(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

»o(u)n = (or,on), or la composante tangentielle du vecteur o(u)n.




0.1. NOTATIONS

»0iu; = gixz dérivée de u; par rapport a ;.

»divo(u) = 0j0;;€; divergence du tenseur o(u).

»|u| = \/u.u norme vectorielle euclidienne.

» A = (Ajj) : tenseur de rigidité d’ordre 4 .

» D() : lespace des fonctions testes. £ domaine ( ouvert borné connexe de frontiére
Lipshitzienne) de R3.

»w : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipshitzienne)de R? .

»S : la surface moyenne de €.

» (a1, as,a3) : (resp. (a',a? a®)) base covariante (resp. contravariante ) associée a la
surface moyenne S.

» (91,992, 93) : (resp. (g%, g%, ¢°)) base covariante (resp. contravariante ) associée a .

»aq8,bqp : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure
associées a S.

» g : (resp.g”) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique
associées a (2.

» S désigne une surface dans 'espace Euclidien habituel.

) 0 lﬁ désignent les symboles de Christoffel.

» [y désigne une partie de la frontiére de mesure non nulle.

» le triplet (a', a?, a®) forme la base contravariante en tout point de S.

» (' (Q) espace des fonctions continues définies sur 2.

» C*(Q),k > 0 espace des fonctions continues définies sur ©, dont les

dérivées partielles d’ordres < k sont continues .

» (' (Q) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur €2

» D (Q) : espace des fonctions de C* (§2) a support compact.

» D' : Tespace des distributions.

» —: la convergence faible.

» H*(Q) : espace de Sobolev d’ordre s.

» b(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.

» a(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire.
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INTRODUCTION

Un probléme de contact est décrit par un systéme d’équations aux dérivées partielles
décrivant le mouvement et la déformation des corps, ainsi que par des conditions aux
limites modélisant des forces de contact et de frottement. Les premiers résultats sur le
sujet des problémes de contact dans la théorie d’élasticité ont été obtenus a la fin du 19 éme
siécle . Pour plus de détails sur les études menées avant 1953 sur les problémes de contact
nous nous référons a [21] . Au cours des derniéres décennies, des problémes d’analyse de
structure impliquant Les interfaces de contact ont recu une grande importance en raison
des énormes applications industrielles. Signorini (1933, 1959) a donné une formulation
générale pour les problémes de contact sans frottement. Il a énoncé des conditions aux
limites et des conditions de contact prescrites pour un corps élastique contre une fondation
rigide. Les premiers résultats de I'existence de ces problémes ont été donnés par Fichera|9,

|. L’étude du contact unilatéral sans frottement pour une plaque élastique avec obstacle
rigide a été analysé par Caffarelli et Friedman [23], Caffarelli, Friedman et Torelli [21], Dal
Maso et Paderni [22]. Dans le cas avec frottement, Paumier [17] a étudié la modélisation
asymptotique du contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour la plaque Kirchhof-
Love contre une fondation rigide. Il a prouvé que le probléme tridimensionnel de Signorini
avec frottement converge fortement vers la solution unique d’un probléme de plaque de

Signorini bidimensionnel sans frottement. Récemment, Léger et Miara [1] ont étudié
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une coque linéaire peu profonde sans fortement en utilisant la méthode de convergence.
Bensayah, Chacha et Ghezal [5] ont généralisé les résultats de Paumier [17]a une coque
peu profonde et I’étude de Léger et Miara [1/] au cas de frottement de Coulomb. Dans
cette direction, nous nous référons a Ghezal et Chacha [1] et aux références citées dans ce
document pour une coque non linéaire peu profonde. La piézoélectricité est un phénomeéne
électromécanique qui couple les champs élastiques et électriques. En général, un matériau
piézoélectrique répond a des forces / pressions mécaniques et génére une charge / tension
électrique. Ce phénomeéne s’appelle l'effet piézoélectrique direct, il a été découvert en 1880
par Pierre et Jacques Curie. Inversement, une charge / un champ électrique appliqué au
matériau induit des contraintes ou déformations mécaniques. Ce phénoméne est appelé
leffet piézoélectrique inverse, avait été prédit en 1881 par Lippmann. Pour plus de détails
sur la piézoélectricité, voir par exemple Tkeda [0] et les références citées dans celui-ci.

le comportement électromécanique couplé de matériaux piézoélectriques et leur dispo-
nibilité sous forme de feuilles ont entrainé une utilisation intensive de coques composites
stratifiées avec des couches piézoélectriques dans les domaines civil, naval et aérospa-
tial. Nous nous référons a Bernadou et Haenel [3], Yang [10] pour la théorie des coques
piézoélectriques et leurs applications. Un dispositif piézoélectrique en contact avec ou
sans frottement est fourni par les commutateurs ou systémes microélectromécaniques et
le probléme de la stabilisation des vibrations dans les structures mécaniques. Il existe
actuellement un intérét considérable pour les problémes de contact avec frottement impli-
quant des matériaux piézoélectriques. Il a une importance technologique en perspective :
a titre d’exemple, le mouvement relative de deux corps peut étre détecté par un cap-
teur piézoélectrique en contact avec frottement avec eux. Cependant, il existe trés peu
de résultats mathématiques concernant les problémes de contact avec frottement pour
des matériaux piézoélectriques, voir par exemple Maceri et Bisegna [!], et Matei. Pour
les structures piézoélectriques minces, les résultats sont limités. Nous citons les résultats

importants de Yan et Miara |11, 12] .




CHAPITRE 1

LA THEORIE LINEAIRE
DE LA PIEZOELECTRICITE




1.1 DEFINITIONS ET APPLICATIONS

1.1.1 Matériaux piézoélectriques

La piézoélectricité (du grec «piézein» presser, appuyer) est la propriété possédé par
certains matériaux ( naturels ou synthétique) qui se polarisent électriquement sous ’ac-
tion d’une contrainte mécanique, ou inversement, se déforment sous ’action d’un champ
électrique.

La piézoélectricité est donc un phénomeéne électromécanique qui couple les champs élas-
tique et électrique. Ce phénoméne a été découvert et expliqué (par expérimentation sur
le quartz et le sel de Rochelle) par les fréres Jacques et Pierre Curie qui ont annoncé leur
découverte le 2 aout 1880 a 1’académie francaise des sciences.

Il existe beaucoup de matériaux naturels et synthétiques présentant les propriétés piézo-

électriques, par exemple

— Cristaux naturels : quartz, sel de Rochelle, phosphate d’ammonium, ...

— Cristaux liquides

— Matériaux non cristallins : caoutchouc, paraffine, verre, ...

— Textures : bois, os, ...

— Matériaux piézoélectrique synthétiques : piézoceramics, cristallines, polymeére pié-

zoélectrique
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1.1.2

Effet piézoélectrique

L’effet piézoélectrique se décompose en deux types :

Effet direct C’est la propriété de certains corps de se polariser électriquement sous

I’action d’une force ou contrainte mécanique : des charges apparaissent sur les faces du

matériau, c-a-d :

force = déformation = tension électrique.

Effet inverse Inversement le matériau se déforme lorsque on lui applique une tension

électrique, c-a-d :

tension électrique = déformation.

1.1.3 Applications

L’effet piézo-électrique se trouve dans un trés grand nombre d’applications dans la vie

quotidienne et dans l'industrie :

Le briquet : dans un briquet, la force exercée sur le cristal piézo-électrique produit
une tension électrique qui se décharge brutalement sous forme d’étincelles.

Le Capteur de pression piézoélectrique : est une application industrielle : ils sont
notamment utilisés pour I'automobile (mesure de la pression des pneus), ’aéro-
nautique (mesure de la pression dans les tuyéres), ainsi que pour les mesures de
niveau.

Les Moteurs et actionneurs piézo-électriques utilisent 'effet inverse : transforma-
tion de la tension appliquée en déplacement. On les trouve par exemple dans les

autofocus d’appareil photo, dans les mécanismes de vitres électriques des voitures.

La piézo-électricité est également en acoustique pour transformer des ondes acous-

tiques en signal électrique : microphones, haut-parleurs
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1.2 GEOMETRIE DIFFERENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

1.2.1 Cadre physique

On suppose que les variations de température et le champ magnétique sont négli-
geables. Cette hypothése, qui est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques (céra-
miques, polymeéres et composites) utilisés habituellement, entraine que I'on a seulement
un couplage électromécanique. On se place dans le cadre de la piézoélectricité linéaire en
petites déformations, et on choisit de formuler le probléeme en déplacement mécanique et
potentiel électrique. En ce qui concerne 'inconnue électrique, ce choix est motivé par les

conditions aux limites qui sont imposées sur le potentiel.

1.2.2 Description de la géométrie et des efforts envisagés

Soit ) le domaine de R3, occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-a-dire la coque.
On suppose qu’il peut étre décrit par un systéme de coordonnées curvilignes, c’est-a-dire
qu’il existe un domaine de référence tridimensionnel {2 et une application © définie sur
Q a valeurs dans &3 tels que O(Q) = Q. On suppose que le domaine §2 et 'application ©

vérifient les propriétés suivantes :

- € est un ouvert borné simplement connexe de frontiére I' continue de classe C? et
Q) est situé localement d’un seul coté de I';
- © € C3(R).
Les hypotheéses sur €2, I' et © donnent un sens aux différentes définitions de géométrie
différentielle introduites précédemment. L’hypothése de simple connexité du domaine {2
et la régularité de sa frontiére I', nous permettent par la suite d’écrire le champ électrique
comme le gradient d’un potentiel scalaire.
On considére les deux décompositions suivantes de la frontiére I' de €2, correspondant
respectivement aux conditions aux limites mécaniques (indiquées par un exposant )et

aux conditions aux limites électriques (indiquées par un exposant ) :




1.2. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

P=Tryury aecld) NT¥ =¢; T¥ =T,ul, UT_

['=TYUlY avec T¥ NT¥ = 0);
On suppose que la coque est :
i) soumise & une densité de force volumique f = f'g; dans Q;
ii) encastrée sur la partie ')/ de sa frontiére;

iii) soumise & une densité surfacique de force h = h'g; agissant sur la partie 'y de la

frontiére.
iv) soumise & un potentiel fixe p  sur la partie ['} de la frontiére;
v) libre de charges électriques dans le milieu et sur la partie I'¥ de la frontiére.

vi) On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face inférieure
I'_ contre une fondation rigide ® = {z € R/(x1,22) € w,z3 > d}, ou d(> 0)
est la fonction d’interstice définie sur I'_ et qui désigne la distance entre la face

inférieure et la fondation rigide mesurée dans la direction normal,

1.2.3 Formulation du probléme

On définit les quantités suivantes :
oc=0o" 9; ® g; : Tenseur des contraintes;

e=¢;9° ®g’ :Tenseur des déformations;

G = G'g; : Représente la densité de force de pression et de frottement.

U=U'g, :Vecteur déplacement mécanique;
D = D'g; : Vecteur déplacement électrique;
E = E;¢' : Vecteur champ électrique;

¢ : Potentiel scalaire électrique.

10
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Equation d’équilibre :

—dive = f dans €, (1.1)
U=0 sur I'), (1.2)
on=~h sur I,. (1.3)
Equations de Mazwell-Gauss :
divD =0 dans (€, (1.4)
Dn=0 sur I'F (1.5)

Y = (g sur Féﬂ.

ol n = n;g" est la normale unitaire extérieure a I'. Les différentes inconnues sont reliées

par les lois de comportement des matériaux piézoélectriques suivantes :

Lois constitutives :

og=C.e—pe.kFE; 16
D= ,c.e+dFE, (1.6)

Conditions de contact de Signorini
Uv<s, Gy <0, Gy(Uv—5)=0 et Gr=0 sur I'_ (1.7)

ou :

- C=0"g ® g @ gr® g est le tenseur d’ordre quatre des coefficients élastiques

qui vérifie les propriétés suivantes :

11
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Cik ¢ 1>=(Q),
Cz’jkl — C«jz’kl — Cklij
3 ¢ >0 constante, CY* ()X Xy > ¢ X X5, VEE€Q, VX = Xj; € R;
(1.8)

- e =p Mg, ® g1 ® g est le tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques qui

vérifie :

ikl 0 ()
e e L>(Q),
P ) (19)
p P ’
- d=d*g ® g est le tenseur d’ordre deux des coefficients diélectriques qui vérifie

les propriétés suivantes :

d* € L>(Q),
di* = d~, ) (1.10)
dey > 0 constante, d*wwy, > cqww;, Y€ E€Q, Yw; € R.

Le probléme aux limites se formule donc de la fagon suivante :

Trouver un déplacement mécanique U
et un potentiel électrique ¢
et une densité de force de pression G vérifiant :
—Jﬁ? = fi dans Q
Dﬁi =0 dans
U =0 sur T},
on; =h' sur T,
0 =g sur I'L : (1.11)
Din; =0 sur T'F,
o'l = CFey (U) —p ¥ B (p),
D' =, eMeu(U) + d7E;(yp),
i (U) = 3 (Ui + Ui,
Ez(SO) = —Pl = P
on; =G" sur I'_,
| Uv <s, Gy <0, Gy(Uy—5)=0 dans Gpr=0 sur I'_

12
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1.2.4 Loi de frottement de Coulomb

Soit A > 0 le coefficient de frottement, la loi de frottement de Coulomb est :

|G| < A|GS|= @5 =0 (adhérence) sur I¢,
|G5|= A|GS|= 36 > 0,05 = —6G%. (glissement) sur T°.

1.3 EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION

1.3.1 Deux formulations variationnelles du probléme

On définit les espaces suivants :
Vu(Q)={ve (H") v=0sur I}};
K(Q)={veVyQ)/vy <ssurl_}

VE%(Q) = {4y € H' ¢ = g sur Fg} Ypq € H%(FOE);

avec en particulier

Vi, () = {vp € H' )¢ = 0 sur T},

On munit les espaces V;(£2) et Vg, (©2)des normes suivantes :

=

1]V @) (Z lvall3 Q) Vv € Vu(Q);

[llvi, ) = Wl VY € V.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

On suppose que les données du probléme (1.11) sont suffisamment réguliéres par exemple

fie L*(Q), bt € L*(Ty) et @4 € H%(FOE), et que (U, p,Gy) est une solution suffisam-

ment réguliére de ce probléme. Soit v un élément de V/(£2). En multipliant chacune des

équations (1.11); par les composantes covariantes v; de v et en intégrant sur €2, on obtient

/—Jﬁ‘é.vidx:/fividx.
Q Q

13
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En appliquant la formule de Green , on a

/aijvl-”jdm—/aijvinjdf:/fividm.
Q r Q

Or v € V(Q), doncv = 0 sur I et, d’apres (1.11)411 12, 0%n; = b sur T'y et 0n; = G,
G7 =0 sur I'_ . Donc on a, par symétrie du tenseur des contraintes,

JooYey(v)de = [, frude + fF+ lvidl + (G, vw)
<GN,UN - UN> Z 0

(1.18)
ot e;;(v) = 5 (viy; + vjia).

De méme, soit ¢ un élément de Vg, (€2). En multipliant ’équation (1.11), par ¢ et en
intégrant sur €2, on obtient-

/ Djipdx = 0
Q

En appliquant la formule de Green, on a

/ Diydx = / Dypn;dr.
Q r
Or ¢ € Vi, (), donc ¢ = 0 sur T'¥ et, d’apres (1.11)g, D'n; = 0 sur I'¥. D’ou

/ D'E;(v)dz = 0, (1.19)
Q

ot Ei(v) = —v; = —1,;. En additionnant les équations (1.18) et (1.19), on obtient le

probléme variationnel suivant :

Trouver (U, ¢, Gn) € Vi (©2) X Vg, (Q) x H=2(I'_) tel que

ar[(U, @), (v, )] = f(v), Y(v,9) € Vi(Q) X V() (1.20)
<GN,UN — UN> >0 Yv e K(Q)

avec, en utilisant les expressions (1.11)7 et (1.11)g des o et D,

ar[(U,¢), (v, ¥)] = [o{[CMepu(U) —p e Ex(0)]ey;(v) (1.21)
+[pe™Mer (U) + d* Ep ()| Ei(v) Yda '

f(v) :/invida:—i—/r h'vdl + (G, vn) (1.22)

En soustrayant les deux équations (1.18)et (1.19) on obtient un second probléme varia-

tionnel :

Trouver (U, ¢, Gn) € Vi (€2) X Vg, (Q2) X H2(I'_) tel que

az[(U, @), (v, )] = f(v), Y(v,9) € Vi (Q) X Vi, () (1.23)
<GN,UN — UN> >0 Vv e K(Q)

14
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avec

azl(U,9), (v, )] = Jo{[C e (U) —p e Eilp)le (v) (1.24)
—[pelkleknl(U) + d’kEk(¢)]Ei(¢)}dI .

Proposition 1.3.1 Les problémes variationnels (1.20) et (1.23) sont équivalents.
Preuve. Soit (Ui, ¢1, Gx) une solution de (1.20). Puisque pour tout ¢ dans Vg, (),
—1p € Vg, (), on a

al(Ur. 1), (v, =) = £(0). (0,1) € Var() x Vi, () .
<GN,?)N—UN>ZO VUEK(Q) ’

Or pour tout (v,7%) € V() X Vg, (), a1[(Ur, 1), (v, —¥)] = as[(U1, 1), (v,7)]. Donc

(U1, 1, G n) est aussi solution de (1.23). De méme, on montre que toute solution (Us, o, Gy)

de (1.23) est aussi solution de (1.20). m

1.3.2 Probléme homogéne

Pour démontrer I’existence et 'unicité de la solution du probléme variationnel (1.20),

il est intéressant de considérer le probléme homogéne correspondant.

Lemme 1.3.1 Si ¢y est un élément de Hz(TE), il existe un relevement $ de @q dans

HY(Q), c’est-a-dire une fonction § € HY(Q) telle que Plre = wa

On pose alors

p=p—p (1.26)

ce qui conduit a la proposition suivante :

Proposition 1.3.2 La solution (U, p,Gy) du probleme (1.20) est donnée par ¢ = ¢+ @
avec (U, p, Gx) solution du probléme suivant :

Trowver (U, 3, Gy) € V() x Vi, (Q) x H™2(T'_) tel que

ar[(U, @), (v, )] = Li(v,¢), V(v ¢) € V() x Vg, (Q) (1.27)
<GN7UN — UN> >0 VYo e K(Q)

15
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ol aql.,.] est définie en (1.21) et Li(v,v) est définie par

Ly(v, ) = [, fruidae + fr+ hiv;dl + (G, vy)

+ fQ{pekijEk(@)ei”j (v) — d*E () Ey(v) Y. (1.28)

Preuve. On a

a[(U, @), (v,9)] = ar[(U, @ + @), (v,9)], V(v ¢) € V(Q) x V5, (Q).

Eilp)=—vr=—(0+ @)k = —0kp — Orp = Ex(0) + Er(D).

Donc en remplacant Ej(¢) par Ex(p) dans (1.20) on a

a[(U, @), (v,9)] = f(v) = ar[(U, @), (v, )] = La(v,9),¥(v,9) € Vi (§2) x Vg, ().

1.3.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théoréme d’existence et d’unicité de la solution du probléme varia-
tionnel (1.27), on rappelle deux lemmes nécessaires pour sa démonstration, et on énonce

quelques propriétés des formes linéaire Ly (.) et bilinéaire a4 ., .] définies en (1.28) et (1.21).

Lemme 1.3.2 Lemme du mouvement rigide en coordonnées curvilignes

SimesIyt >0, v € Vy(Q) et e;;(v) =0, alors v=0.

Lemme 1.3.3 Inégalité de Korn en coordonnées curvilignes. Si © € C2(2,R) et mesT'M >

0, alors il existe une constante c>0 tel que

2

(Z Heiﬂj(v)Hg,Q) 2 clvllva@, Vv € V().
>

Lemme 1.3.4 Si f* € L*(Q) , k' € L*(T'y) et G' € L*(T'_), alors la forme linéaire
Ly(.,.) est continue sur Vp(2) x Vg, ().
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1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION

Preuve. Par hypothese f@ € L*(Q) , b € L*(T'}) et G* € L*(I'_) et, d’apres le lemme
(1.3.1), € HY(2). Donc, puisque les coefficients ,e*7 et d** sont dans L>({), d’aprés

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe une constante C >0 telle que

1 . .
1L1(v,0)| < g2 ([[floellvillog + (17 lo,rs (Jvillo,ry + 1Gwllor_llowllor_)

+Cg7 (4 1B wllo) (S lles 0lloq + s IEi() loe) (1.29)
V(v,9) € Vi (Q) X Vg, (22),

De plus, il existe une constante Cy > 0 telle que

_ llea (v lse < Cellvlyy, @ et ||E Moo < CallYlY,,
@°

Donc, d’apres les propriétés d’injection continues (H'(Q))? < (L?(Q2))3, il existe une

constant C>0 telle que
1240, 8)] < C (IVIvasir + [¥llvey @) Vv 9) € Var(®) x Vi (9.
[ ]

Lemme 1.3.5 Si mesU'y > 0 et mes TY > 0, alors la forme bilinéaire a,](.,.), (.,.)] est

continue et elliptique sur V pr(2) x Vg, (£2).
Preuve. Continuité : Puisque les coefficients CU* e et d™* sont dans L>(), d’aprés
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (0 < gy < g(x) < g1,V € ), il existe une

constante C>0 telle que

axf(v,), (0,0 < € (L lewu(@llo + L I @) o) (35 leas@llog + 5 1E:(6) o)

< C (Iellvaor + 1¥lve@) (ol + 18lve,o)
V(U7¢) S VM(Q) X VEO(Q),V(ZU,Q) S VM(Q) X VEO(Q)‘
(1.30)

Ellipticité :
Pour tout (v, 1) dans l'espace V 3, (Q2)x Vg, (), a1[(v, ), (v, )] = ap (v, v)+ag(¥, V),
avec ap(v,v) = [, C¥ep(v)ey;(v)da et ap(v, ) = [, d*Ep()E;(¢)de.
D’aprés la propriété (1.8) d’ellipticité du tenseur des coefficients élastiques C |, il existe

une constante C>0 telle que

(v,0) >cZnequ Mg Vo€ Var(),
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1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION

et puisque mesI'}! > 0, d’apres 'inégalité de Korn (lemme (1.3.3)) et le lemme du mou-

vement rigide (lemme (1.3.2)), il existe une constante C>0 tel que
ay(v,v) > CHUH%—M(Q), Yo € V().

De méme d’aprés la propriété (1.10) d’ellipticité du tenseur des coefficients diélectriques

d* | il existe une constante C>0 telle que
2
ap(¥, ) > C Y |E@)[I5 0,V € Vi, (),

et puisque mesl'y > 0, d’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C>0 telle
que
aEWﬂﬂ) 2 CHwH%’EO(Q)v V¢ € VEO(Q)

D’ou

arl(©,0), (0,0)] = C (101,00 + 11, ) - ¥ ) € Var(Q) x Vi, (©).
|

Théoréme 1.3.1 Si mesT) > 0 et mesI'Y > 0, si fi € L2(Q) et h' € L*(T,),G' €

L*(T_), alors le probléme variationnel (1.27) admet une solution unique.

Preuve. On a vu avec les lemmes (1.3.5) et (1.3.4) que la forme bilinéaire a4[.,.| est
continue et elliptique et que la forme linéaire L;(.) est continue sur V;(2) x Vg, ().
Donc, en appliquant le lemme de Lax Milgram, on obtient l'existence et 'unicité de la

solution du probléeme. m

Remarque 1.3.1 Si mesT' = 0 alors le probleme (1.27) a une solution unique dans
Uespace V() x (Vg, () /R), c’est-a-dire que le potentiel électrique est déterminé a une

constante pres.

Corollaire 1.3.1 Si mesT}! > 0 et mesI'y > 0, si f© € L*(Q), hi € L*(Ty) et G* €

L2(I_) , @4 € H2(TE), alors le probleme variationnel (1.20) admet une solution unique.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition (1.3.2) avec le lemme (1.3.1)

et du théoréme (1.3.1) m
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CHAPITRE 2

[’ ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN
PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL
D’UNE COQUES MINCE PIEZOELECTRIQUES
ISOTROPP CONTRE UN OBSTACLE RIGIDE
DANS L’ELASTICITE LINEAIRE

2.1 PRELIMINAIRES AUX METHODES ASYMPTOTIQUES

2.1.1 Rappel du probléme tridimensionnel

Soit Q¢ le domaine tridimensionnel occupé par la coque piézoélectrique, Q° = wx|—e, g]
ol w est une surface de R? représentant la surface moyenne et ¢ désigne la demi-épaisseur
de la coque. Dans ce qui suit, on indique par un exposant © les quantités qui dépendent
de ce parameétre. En particulier, le déplacement mécanique et le potentiel électrique tridi-

mensionnels sont notés respectivement u°® et °. On rappelle le probléme tridimensionnel
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

formulé dans le premier chapitre (cf.probléme homogene (1.27) )pour une coque piézoélec-
trique occupant le domaine ()°, encastrée sur une partie Fé\/‘[ “ de sa frontiére, soumise a
des forces de volume f¢ dans €)° et de surface h® sur la faces I'S_ et soumise a un potentiel
5 sur une partie Ff “de sa frontiére dont on a considéré une fonction de relévement ¢
dans Q° (cf.Lemme (1.3.1)) , et 'on suppose que la face "inférieure" I'® est susceptible
d’entrer en contact (2.1)

'U,L'gi’e|3 > —q)glg — & sur Fi (21)

avec le plan horizontal situé a la cote —e. Les conditions de contact unilatéral entre la
coque et ce plan sont alors exprimées par les conditions (2.2),
09ty > — |3 — ¢,

 —G™)gills = 0, (2.2)
(v;g" |3 + |3 + ) [(G*)gf]|s = 0.

ce qui conduit classiquement au fait que I’équilibre est donné par I'unique solution
u® = (u$) du probléme (1.11)

jposé dans un cadre fonctionnel qui est le cone convexe (2.5).

2.2 LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

( Trouver (uf, 3%, G) € K5,(°) x Vg, (§) x (H=2(I*))? tel que
st{[CijklﬁeiHl(us) “p ekij’sEli(‘ﬁs)]efnj (v)
+Hpe ey, (u7) + d B (9°)| B (v) } g da
= o Fevn/Fda £ [ Hulgf x gl + (G, i)
+ Jo: Ape™F ER (&) (v) — d™ER(@7) B (¥) /g7 da®, (v, ¥) € Vi (QF) x Vg, ().
(G, 0 — 1) >0 Vo e Ky ()
\ (G o = 7) + (AIGY |, [or] = i) = 0 Yv € Vi ()

(2.3)
tel que :

(G*,v;) signifie I'appariement de la dualité

(G ow) = ([(G) il vig™<s)
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

ou les espaces fonctionnels sont définis par :

V() = {v e (HY(Q9))®, v = 0 sur T)"¢Y; (2.4)
K5,() : = {v € Vi (9°), 09" |3 > — D3 — & sur T'_}; (2.5)
Vi, () = {v € H'(),9 = 0 sur Ty}, (2.6)

avec [N =AM x [—¢, €] et (cf. (2.3.36)et la figure 2.3.1 de la répartition des électrodes)

Iy =T§" Ul UL U™
g** =15 x [~e,e];
D0V = wy x {£e};
Es.e .
[y =wy x {+e};

FOE&(S = w3y X {—6},
et
e = Ligen, 4 0r0) — Ty, o € (H(99)):
Gl = 5 i Uj Vi) — L4 Uk, VU )’

E;(y) = 07, Y € H'(X)

2.2.1 Passage a un domaine de référence

On considére le domaine fixe 2 = wx] — 1, 1] indépendant du parameétre d’épaisseur
e. A tout point ° = (z,,25) de QF = wx] — g, +¢], on associe le point = = (x4, x3) de Q
par 25, = x, et x5 = ex3. A toute fonction k° définie sur 2%, on associe la fonction k(¢)

définie sur Q par k°(2°) = k(e)(z), Yz € 2. On définit les espaces suivants :

Vi (Q) = {v e (HY(2))*, v =0 sur T)'}; (2.7)
Kn(Q) : = {v € Vir(Q), 1,95 > —03 + cas|s — €} (2.8)
Vi, () = {v € HY(Q),¢ = 0 sur 't} (2.9)
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

avec

M =AM [—1,1], TF =T urrur>urls,
Do =af x[-1,1], T =w x {£1}, TP =wy x {+1}, TP® =ws x {~1}.

On pose :

Q =wi x| = 1L1; Qy=wox]—1,1[; Q3 =wsx]—1,1[;
Qo = Q= (U UQRUQ) = wix]| — 1,1} avec wy = w — (w1 U we U ws). Avec les
fonctions us, v, ©°, ¥°, fo, hbe CUME o2 - gf GN,et d® nous associons les fonctions

Sz

correspondantes définies sur €2 a travers les relations :

(@) = wi(e)(2), vi(z%) =vi(w), ¢ =(e), ¥* = (), f*(a7) = f'(e)(w)

(2%) = h'(e)(x), CVM<(a%) = C¥(e)(x), €);(v) (%) = eqi(esv) (@)
7(2) = g(e)(2), (Gi(a%), ) = e(Gile) (), 0), T3 (27) = Th(e) (),

(%) (

Alors, le probléme variationnel (2.3) se reformule sur le domaine fixe €2 comme suit :

(

Trouver (u() (6), ())EKM( ) X Vg, (Q) x (H- ( )3 tel que
e J {07 ()eru(e) (u(e)) —p e () Ex(e)(B(€))leas () (v)
e (E)eun(2) (u(e)) + dlk() () (3(2)) Ei(e) (0 }\/ )da
= = fy FE)/g(E)dn + fo, 1(E)uilgn(2) X go(e)|dT + (G <> ) -
e fo Lot () B(2) (B())eas () (v) — A () Ex(e) (3(2)) Ea(e) ()} g (@), (310)
(0, 1) € Var(Q) X Visy ().
e(Gn(e), tw — in(e)) > 0 Vo € Ky ()

2 {(GT(é‘),@T — tr(e)) + (AlGn ()], [or] — IuT(e)D} >0 Vo e Vy(Q)

\

Le tenseur des déformations et le vecteur champ électrique mis a 1’échelle sont définis

par :
ealp(e)(v) = (Uaﬁ+vﬂ o) — F’;ﬁ(é)vk
Yo € (H'(Q))*{ eafs(e)(v 2:( %)( Fas + V) (gﬁg(s)vk (2.11)
€3)3\€ = ‘U3,3 ) vy,

Fale)($) = s Bo(O)W) = s, Y € H(S).
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

on définit le tenseur des contraintes et le vecteur déplacement électrique relatifs au

probléme homogéne (c’est-a-dire aux inconnues u(e) et @(e)) par

{ - 3Y(e) = 0Y(e) = €V () Erl(e)(9(6)),
=p 7% (e)eru(e)(ule)) + d* () Ex(e)(2(e)),

Le probléme (2.10) se réécrit avec (2.12) comme suit :

(2.12)

([ Trouver (u(g)¢p<g%<;( » e Ky (Q) x vb0@2)><(f{—l(9)) tel que
5f {0 e)ei(£)(v) + Di(e) Ei(e) (%) }/g(e)da
= ¢ Jo f1(e)viv/gle)dx + [ hi(e vz|gl )>< gole )|dF+5<G1(5),1}i>
+e Jolpe™ (e )Ek( )(@(e))eq;)(e )( ) — d*(e) Ex(e)(3(2) Ei(e) (1)} g(e)dwr,  (2.13)
- V(v,9) € V() x Vi, ().
e(Gn(e), v —un(e)) = 0 Vv € Ky ()
L e{(Gr(e), o — ar(e)) + (AIGN ()|, [or] = [ar(e)])} > 0 Vo € Vir(Q)

2.2.2 Meéthode des développements asymptotiques

On applique la méthode développée par Miara et Sanchez-Palencia[1996] pour les
coques élastique. La solution (u(e), ¢(¢), Gy (g)) du probléme (2.3)(ou (2.10))posé sur le
domaine fixe 2 dépend du petit paramétre . On suppose donc que u(e) et ¢(e) admettent
un développement asymptotique formel en e, et puisque le probléme est linéaiare, on

commence ce développement a l'ordre 0, i.e.

_ 0 12,2 .
{ u(e) = u® +eu + 2 + .. (2.14)

Pe) ="+ @+  + 4.
les termes des développements (2.14) étant a priori cherchés dans les espaces Vi () et
Vi, (), i.e. u® € Vi (Q) et ¢° € Vg, (2) pour tout s > 0, ce qui impose en particulier que

@* =0sur Iy, ¥s > 0. (2.15)

Les différentes quantités intervenant dans le probléme (tenseurs des coefficients C*(¢)),
pe"(e) et d*(e), symboles de Christoffel T'};(¢),...) dépendent également de e. Elles ad-

mettent donc un développement au voisinage de x3 = 0 (qui correspond a la surface
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

moyenne) :
( ga(€) = ao + €x3(ga)1 + 52x§(ga)2 +
g(e) —a+5x3g +e%22g% + ..

Th((e) = +8£C3Fk1 +62x2F]32 o 516
Ozgkl( ) Ozykl +€l’ Cz]kl 1 +€2x2czjkl2 —+ .. ( . )
k'Lj( ) Im] + ez ekl_], + 52 2 k'Lj 2,

\ d”“( ) = d”C + 5953de 1y 52:702d’k 2 + ..

Les termes a,, a, F sont des éléments de géométrie différentielle de la surface moyenne
, et les coefficients C¥H eMi et d®* sont respectivement les coefficients des tenseurs
Cikl(g), ,eMi(e) et d*(e) écrits dans la base (a;). D’aprés (2.16), on peut également

écrire :

Cljkl(g \/_ C«'ijl\/_ + Eczjkl 1 + 820'ijl 2 + .
ezkl( >m _ ezkl\/_ + Ep ez]kl 1 + 8267,]’612 + . (217)
d \/_ dzk\/_+€dzk1+€2dzk2 .

En combinant les developpements (2.14)et (2.16), on a les developpements suivants

des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (2.11) :

-pour les inconnues :

{ eifj(e)(u(e)) = %6;\\;(“) + g (u) ey (u) + e (u) + .5 (2.18)
Ei(e)(p(e) = 1B, (9) + E) (@) + eE}(P) + 2B} (@) + .. ‘
-pour les fonctions tests :
{ eij(€)(v) = J(U) + e?”j(v) + ee}Hj (v) + 626?”]‘(1}) T+ (2.19)
Ei(e)(¥) = 1B (%) + EY(Y) + eEL(¥) + B (%) + .. '
| ( eats(u) =0,
e;@(u) = %(%,u[%,

eop() = 5(0auf + dpup) — Fkgum
egnz(u) = %(aaug + Osuy,) — Thzuy Ups (2.20)
6g||3(u) = Dyu3,
ehp(w) = 5(Daul + dpul) — Fkﬂuk — x3raﬂuk,
enys(u) = 5 (Oqud + Osul) — T qu — 23T,

1 o 2 kl 0,
63||3<u) = Osuz — w3l's3 uy
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

( 1a||,8( v) =0,
aH3( v) = 83Ua,
63||3( v) = O3v3
15(v) = (025 + Opva) — Thgur, (2.21)
egug(v) = %8oﬂ)3 —T?0,,
\ 63”3(“) =0,
EZN(@) =0, B (¢) = =05
ES(¢) = ~0a8" E§(p) = ~0s¢", (2.22)
EA(?) = ~0a9", EA(§) = —0u*,
E () =0,y (1) = —01)
{ EO (1)) = —0uth, EX() = 0 (2.23)
m m1k,m
\ 14 il (v) = 2515 o, -
mz 1y WO (224)

Remarque 2.2.1 Les inconnues u(e) et ¢(c) et les fonctions tests v et 1 n'ont pas le
méme role puisqu’on ne considére qu’un développement asymptotique des premieres. C’est
pourquoi les termes des développements des tenseurs des déformations et des vecteurs

champs électriques (2.18)et (2.19) sont différents pour chacune.

Avec les expressions (2.12) du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement élec-

trique du probléme homogeéne, et avec les développement (2.17) et (2.18), on a

—

7 (e)\/g(e) = 56'” L U0 gt 4 2502

_ = 2.25
Di(e)\/g(e) = LDt + D0 4 eDV 4 £2D%2 + (2:25)

avec, pour tout s > —1

g = (CMeg ) (u) +p e ER(@)Va+ 3,4y . 1((ﬁjm’m@&u(U) +p ITER(9)),

D2 = (peedy(u) + A BUODVa+ Eoninms - 6™ () + EEER (2).
- (2.26)

On prend pour les forces mécaniques appliquées f(e) et h(e) ainsi que pour le champ
électrique imposé E(e)(p(¢)), des ordres de grandeur en ¢ arbitraires, c’est-a-dire que ’on

pose :
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

fle) = e f% hle) =) s E@)(@e) =) SE(@); (Gle),d) =) (G, 0).
s>a s>b s>c s>d

(2.27)

ou f*(s > a), ¢*(s > b) et E*(P)(s>¢) G*(s> d) sont indépendants de € et,ab , cet d

(qui sont des entiers relatifs) sont des ordres de grandeur que 'on déterminera plus tard.

Remarque 2.2.2 Les composantes du champ électrique n’interviennent pas toutes au
méme ordre (cf.(2.11)). C’est pourquoi dans (2.27) on a considéré une décomposition du
champ électrique E(e)(p(g)) plutot que de p(g). On rappelle que P(g) est la fonction de
relevement du potentiel électrique. Elle peut -étre construite soit affine, soit constante en

x3 en fonction des conditions aux limites. Ce qui implique que
E<(p) est indpendant de x3,

et, en particulier,

ES(p)=0 si @(e) est affine en xs,
ES(p) =0 si p(e) est constante en xs.

De plus, dans 2y, elle est nécessairement affine puisque le potentiel est appliqué sur
wy X {1}, et donc
EX(p)=0 ¥V s>cdans Q.

On remplace, dans le probléme (2.13)posé sur le domaine fixe Q, 6% () et Di(e) par
leurs expressions (2.25), les e;;(¢)(v) et E;(e)(¢)) par (2.19)et les seconds membres par

(2.27). On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :

;

€ fQ 252—2 €° Zm+n:sm2_1’"2_1 <5ij’me?|\j (v) + DlmEfW’)) dx
=¢Jq {eafi’avi\/a + 2 esa 58fi’kvi} dr + fm {5%@',%2,\/5 + D b 5577}”“%’} dr
< e {5 + X2 (G 0) |
2 o Xime 12 {vsens 1 Lomincs (T ER(@)el;(v) — R ER(B)ENY)) Va | da

. te fQ 2520—1 68 {121m2c,n2—1 Zl+m+n:s pekij’lElT(@)eﬁ\j (U) - dlk,lEgl($>E?(¢)> \/Ed:(:} d.ﬁU
(2.28)
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2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

e {UC (o = WQ)VA) + Xy (G o — %) } 2 0 Vo € Kr(Q)
e {et (G4, (or — i) Va) + (G4, (lor] — i ])v/a) |

e {Sae (G5 (or — i) v/a) + (AIGK (o] — i) Va) } > 0 Vo € Viy(Q)

(2.29)
8a91 1 610928293 — 82928193

Ay = 8a9 = 8a92 s as = E 61(938261 - 81018293 s (230)
(9a93 81‘918282 - 81923291

d = (01050505 — D2050103)% + (9103050, — 910,0503)% + (91010505 — 9102950, )°

puisque :
N = 1;9"%|3 > —0s + cas|s —
alors :
N = Vag™|3 + v3g°|3 > —03 +cas|s — ¢
on obtient :

UN = V40%|3 + v3a®|3 + O(e) > —05 + cas|s — ¢

, on pose 03 = ¢ (c indépendant de x; et x3) alors :
Ky(Q) ={veVy(Q)/ vy > —05}

la méthode des développements asymptotiques consiste & identifier les coefficients des
mémes puissances de ¢ dans (2.28), en cherchant les ordres de grandeur des seconds
membres (c’est -a-dire a, b, ¢ et d dans (2.27)) jusqu’a ce que 'on obtienne un probléme
bidimensionnel dont les premiers termes u° , @ et 9 des développements (2.14) et (2.27)
de u(e) , g(e) et G(e) soient solutions, sans avoir de restrictions (c’est-a-dire de relations

de compatibilités) sur les chargements mécaniques et électriques appliqués.

Remarque 2.2.3 -Le probleme est linéaire. C’est ce qui nous permet de partir de [’ordre

0 pour les développements de u(e) et p(e), et de déterminer les ordres de grandeur des

seconds membres qui conviennent a ces développements, c¢’est-a-dire a, b, c et d;
-Puisque le membre de gauche du probleme (2.28) commence a l'ordre -1, on a néces-

sairement a > —2,b> —1, et ¢ > —1, d > —2 dans (2.27).

27



2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

On énonce deux lemmes qui serviront dans les développements ultérieurs.

Lemme 2.2.1 (Ciarlet [1990, p.19])
Soit w une fonction de L*() (avec Q = wx| —1,+1[) tel que :

/wagvdx =0,Yv € C™(Q), v =0 sur dw x [—1,1].
Q

Alors w=0

Remarque 2.2.4 On appliquera le lemme (2.2.1) en utilisant le fait que ;

{veC™(Q),v=0 sur dwx [~1,+1])} C Vi (Q) = {v € H'(Q),v =0 sur TY'}.

Lemme 2.2.2 1. Soit w une fonction de L*(2;) (avec Qy = wy x| —1,+1[) tel que :

Jo, wosvdr = 0,¥v € C®(Q),v =0 sur dw; x [—1,+1]Uw; x {£1}.
Alors w est indépendante de x5 dans ;.

2. Soit w une fonction de L*(Qy) (avec Qy = wox| — 1, +1[) tel que :
fQ2 wdsvdr = 0,Yv € C®(Qy), v =0 sur Ows x [—1,+1] Uwy x {+1}.
Alors w=0 dans 5.

3. Soit w une fonction de L*(Q3) (avec Q3 = wyx| — 1,+1[) tel que :
Jo, wOsvdz = 0,Vv € C*>(Q3), v =0 sur dws x [—1,+1] Uws x {—1}.
Alors w=0 dans Q5.

Preuve.

Pour plus de détails voir [1,Lemme 2.2.2 | =

Remarque 2.2.5 On rappelle que Q = Qo U Q; U Qs UQ3, avee Q; = w;x| — 1, +1]
pour 1=0,...3, et que toute fonction ¢ dans Vg, vérifie :

Y =0 sur 7§ x [-1,+1]Uw; x {1} Uwy x {+1} Uws x {—1}.

28



2.2. LE CAS DE CONTACT AVEC FROTTEMENT

On appliquera le lemme (2.2.2) en utilisant le fait que [, w0z = 0, Vi) € Vg, (Q),

implique que pour 1=0,...3, on a
w; x {£1} sii=1;
sz’ wdsp =0, Voo € C=(Qy), ¥ =0 sur dw; x [—1,+1]U L w; x {+1} sii=2;
w; X {—1} si i =3;
et donk

w = C, C indépendante de x3, dans € ;
w =0 dans QU Q3 ;
w =0 dans Qg (d’aprés le lemme (2.2.1)).

Notation 2.2.1 On wutilise la notation tensorielle suivante qui a toute paire d’indices ou
d’exposants pouvant étre interchangés associe un entier selon le schéma suivant :
11—=1; 22—2; 33—=3; 23—4; 31 —=5; 12— 6. On pose
Cr = [C14=120), 7 Ce = [C](1,5=3.45),

Cont = [CQ] (i=1,2,6)(j=3,4,5), 7 Cim = [CQ](;‘:3,4,5)(1:1,2,6),

Am Amt
Soit A la matrice A = 0t
A, Ay
ot ] )
Cn = [ imr2) T o
A, = . , Ame = )
b jorng 1A ] e TEVER
Cim - [peﬁl 21:3,47) Ce o [Pegi];':&éw
Atm = ’ At -
[pegl] (j=1,2,6) [dg)\} ] [pe l] (4=3,4,5) 4]

La matrice A est celle de loi de comportement des matériaux piézoélectriques qui relie
le tenseur des contraintes o et le vecteur déplacement électrique D avec le tenseur des
déformations ¢ et le vecteur champ électrique E, ot on a réordonné les composantes pour

séparer celles dans le plan des autres. Elle exprime que
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€alla

[ (0% =1,2,6) ] 2eq)2
i D* ] Am An i E\ i
[ (0h=3,4,5) ] ) A Ay [ [ ess ]

I D3 | 2ey3
L E3 .

Proposition 2.2.1 Les matrices C,,, Ct, A et Ay sont inversibles, Cpy = Cf,. et Ay =

t
tm*

Preuve. Les tenseurs C*, e et d’* sont les tenseurs C7* (e), ,e'*!(g) et d*(e) pris
en x3 = 0. Les résultat de la proposition (2.2.1) découlent donc directement des propriétés

d’ellipticité et de symétrie (1.8)-(1.10) de ces tenseurs. m

Analyse asymptotique

Pour chacun des probléme bidimensionnels obtenus par la méthode des développe-
ments asymptotiques, on montre que la moyenne dans I'épaisseur de la solution du pro-
bléme tridimensionnel converge vers leurs solutions dans des espaces fonctionnels ap-
propriés. On énonce dans le lemme suivant quelque résultats de Ciarlet, Lods [1996a)]

nécessaires aus démonstration

Lemme 2.2.3 (Ciarlet, Lods[1996])

1. Soit v € L*(Q), Q = wx]| — 1,+1[. On définit sa moyenne dans l’épaisseur, que

[’on note v, pour presque tout y dans w par

v(y) = 1/_ v(y, x3)das. (2.31)

1

La fonction v est bien définie pour presque tout y € w et

1
ve LXw) et ellow < 5llvlloo: (2.32)
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2. 1l existe une constante C >0 tell que :

lg(e) — allpcon < Cie. (2.33)

3. 1l emiste des constantes gy et g1 tell que :

0<go<g(e)y) <g1, Ve€l0,e); Vyec. (2.34)

On énonce maintenant quelques propriétés des tenseurs CU* (), ek (e) et d*(e).

Lemme 2.2.4 1. Propriétés L>(12).
Il existe des constantes C>0 telles que :
IC¥ () — CM(0)]lo,m0.0 < O

lpe™ (€) =p €*(0) [l 00 < C; (2.35)
[d7(e) = d?(0)[lo,c000 < Ce.

2. Propriétés d’uniforme ellipticité.
Il existe des constantes C>0 telles que, pour tout e €]0,&q];

CR(e)tuty; > Ctijtiy, Yty =t € Ry

d(e)tit; > Ctitj, Vit € R. (2.36)

Preuve.

1. Les propriétés (2.35) viennent du fait que les tenseurs C7*(e), ,e™(¢) et d¥(¢) sont
écrits dans la base covariante tridimensionnelle (g;(c)), et les tenseurs C*(0),
2€"(0) et d(0) sont écrits dans la base covariante (a;) attachée a la surface

moyenne. Or on a les relations suivantes :
Ga(€) = ao + 230,03 = a, + O(c) et g3(e) = as.

2. Pour tout € > 0, le tenseur C¥*(¢) est défini positif uniformément par rapport a

x € Q, ie. il existe des constantes C'(g) > 0 tel que :

Cijkl(s)(ﬂf)tkltzj > O(g)tijtija Vx € Q, Vtij = tji.
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De plus, il existe une constante C'; > 0 telle que :

CIM(0) () tpts; > Cutijtij, Vti; = tji.

Or lapplication (z,t;;) € Q x S; — CY¥(e)(x)tyts;, ot
Sy = {matrices t;; symétriques d'ordre 3 telles que t;;t;; = 1} étant continue, il
existe une constante C>0 telle que, pour tout £ €]0, g¢], pour tout = € Q, et pour

tout tij = tji;

Cijkl(€)(x)tkltij Z tht”
On démontre de la méme facon qu’il existe une constante C>0 telle que, pour tout

e €]0, &), pour tout = € Q, et pour tout t;,
d”(e)tit; > Ctit,.

2.2.3 Le probléme membranaire

Construction du probléme membrane par les développements asymptotiques

On va construire le probléme membrane par la méthode des développement asympto-

1

tiques. Pour cela, on va identifier les coefficients des termes e, €% et €' dans 1’équation

(2.13). On commence par les résultats obtenus a chaque étape,

Identification des coefficients des termes en '

Le probléme variationnel s’écrit alors, en identifiant les termes en e~! dans (2.13),
Jolo ey j(0) + DY ET (W) o = [ foPu/ade + [ kb un/adD 4 (GE2 dn/a) +
Sl BT @)t (v) — d* B ()7 () h/ada, Y(v, b) € Var(Q) x Vi, (9,

et d’apres les définitions (2.21), (2.23) des e;”;(v) et E71(1), on a

{ Jo{7® s — D3 W ke = [, fo 2v/ade + [ W Vo /adl + (G2, 6 /a)
+ fQ{Peknglgl(@)vi,S + dSkEkjl(@)w,?)}\/adxa V<U7 ¢) € VM(Q> X VEO(Q)7
(2.37)
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Le probléme de Signorini d’oredre ¢!

Les termes (G2, (o —aQ)ny/a) et (G2, ((0—1) — (0n — Q) 1)v/a) + (A|G2|, (Jor| —
|u%.|)ny/a)) dans (2.29) satisfis

{ ' (G2, (0n — i )in/a) > 0 Yoy € Ky (Q)

(G2, ((0 — @) — (on — dfy)n)v/a) + (A|G72], ([ior| — [ag])nv/a)) = 0 Vo € Vi (Q)
(2.38)

En multiplie (2.29) par € est apre entend € ver 0 on obtient le probléme de Signorini

d’ordre 71 :

oo™ty — DY e = [, f-2uade + o K u/adl 4 (G2 b

pl + [o e E (@)vig + AP BN (@)Y s}V ada, (v, ) € Var x Vig, (),
¢ ‘ <G72, (’UN — u?\,)n\/@ >0 V’UN € KM(Q)
(G2, (0 — @) — (on — a}))Va) + (A|GT2[, ([or| — [ag|)ny/a)) = 0 Vv € \(721\43(3)

En prenant des fonctions tests v indépendantes de x3 et 1 nulle, on obtient la relation
de compatibilité suivantte sur les données mécaniques :
Jo [P 2vi/adx + fF+ Rl /adl 4+ (G2, 0;/a) = 0,Vv € Viy(Q), v indépendant de zs.
(G2, (by — W9 ny/a) >0 Yoy € Ky (Q)

(G2, ((0 = 0) = (on — aQ)n)v/a) + (A|G2, (Jor| = [i§])iy/a)) >0 Vo € Vi (Q)
(2.40)

Donc pour que les forces soient les plus générales possible, on impose f=2 =0 et h™! = 0,
iea>—1etb>0dans (2.27) on a :

(G2 0;3/a) = 0,Yv € Viy(Q), v indépendant de 3.
' (G2, (by — i )nv/a) > 0 Yoy € Ky (Q)
(G2, ((0 — ) = (0 — dy)n)/a) + (A|G72], (|ir| — [ag[)ny/a)) >0 Vo € VM((SEM)

on obtient :

G2=0; ied>—1 (2.42)

En appliquant le lemme (2.2.1) avec la remarque (2.2.4) et le lemme (2.2.2) avec la re-
marque (2.2.5), on obtient respectivement :

o3l =, M BN (P)y/a dans
i1 — —d*E N (P)y/a dans Qo U Qy U Qj; (2.43)
~d*E; 1 (P)y/a+ C~t, O indépendante de 3, dans .
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avec d’apres (2.26),

G531 (201'3,\36"13(“) 4 Ci3336;“1:))(u) —, B E7(9))Va,

DA = (2,65 (u) +p ey (u) + AP S (P))Va.

D’ou, avec la notation (2.2.1), (ei_Hé(u), E;*(p)) vérifie le systéme suivant

( kI
. (p61=3,4,5) L
€3 N B (p) dans Q—Qy;
—d
A, 2¢;5(w) = | (2.44)
(pefi3,4,5> L 0

E;(p) E;N(?) + dans €.

L _dk3 0—1

Donc, puisque d’aprés la proposition (2.2.1) la matrice A, est inversible, on peut, dans

Q — Q, exprimer ez’”é(u) et E3'(p) en fonction des B '($) a l'aide du systéme (2.44),

c’est-a-dire :

31(t)
ki
(pegés 4,5)
26;”13(“) = A" E_Y(®) dans Q — Q. (2.45)
_dkz3
E;'()

Dans )y, d’aprés le systéme (2.44), puisque la matrice A;, E; ' ($) (cf. remarque (2.2.2))

et C~! sont indépendants de z3, E5'(@) et e;i(u) sont aussi indépendants de z3. Or

il

E;Np) = —03@° et, d’aprés (2.15), @° = 0 sur w; x {£1}. Donk on a nécessairement
E;'N @) =0 et ¢ =0 dans , (2.46)

c’est-a-dire que, dans Q;, C~! est tel que £y (@) = 0. On a donc en utilisant respective-

ment les seconde et premiére équations de (2.43) :

C1 = (2,e™e55(u) +p Feg iy (u) + dPE; 1 (P))Va

e?j'ﬁg (u) dans €. (2.47)

— 3 1y~
. =G 1(106({:3,475))E3 1(@)
2ey3(u)
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Identification des coefficients des termes en <°

En égalant les coefficients en & dans I'équation (2.13), on obtient le probléme varia-

tionnel

Joloteg ;(0) + DY ER () + 690 (v) + DY E; () da
= o " lvz\/_da:—i-fF hPv;/adl + (G5, 0;4/a)
+ Jodpe™ EO( B)e; (v ) - d““EO(A) () Wadze
ol B, <>,M<> A BN (B) B ()} ads
+ [l B (@)eg; (v) — d“fE H@)E) (¥)}adx, ¥ (v,@b)EVM(Q)XVEO(Q()- |
2.48

Le probléeme de Signorini d’oredre <°

Les termes (G, (o —aQ)ny/a) et (G, (0 —1) — (0n —0d)n)v/a) + (A|G™Y, (Jor| —
|u%|)ny/a)) dans (2.29) satisfis

{ . <G‘(717 (UN - U?v)”ﬁ) Z 0 \V/?JN € KM(Q)
(G7Y (6 — 1) — (by — 0Q)n)Va) + (A|GH, (Jor| — [adnva)) =0 Yo e VME?Z%

De méme nous remplacons (2.42) dans (2.29) et en multiplie le résulta par £, est apre

entend € ver 0 on obtient le probléme de Signorini d’ordre £°

( Jolo™ e, (v) + DY TLER (W) + 60 (v) + DT ()

= Jo " 102\/_dx+fr hlovz\/_df—i-(GZ ~1oi/a)

+fg{p€k”E0(90) €il Ho) — d* (@) B ()} adz

Py - +fg{p€m B (P)e z||J( v) —d*M BN ) ()} adz

+ Jo o B (P)e Z||J(_) d”“E HAEY (W) Wadz, ¥ (v,9) € Var(Q) x Vi, (Q).
(G7Y (on — ¥)ny/a) >0 Yon € Ky ()

L (G (0 — @) = (o — a)n)v/a) + (A|GTY, ([or| = [af])iy/a)) > 0 Yo € Vi (Q)
(2.50)

En prenant des fonctions tests v et 1 indépendantes de x3, donc ¢ = 0 dans €2 — €2

(car v =0 sur wy x {£1} Uws x {+1} Uws x {—1}), € 1”3( v) et F3 1) () sont nuls, et le
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probléme variationnel (2.50) devient

( fQ 6277_163“(1))(13: + Jo Da’_lE?(de
O A NN

po )+ o) E (@) (v)Vad — [ dVE (@) E) () Vadz, ¥ (v,1) € Var(Q) x Vi, (Q),

v et ¢ indépendantes de 3.
‘ (G, (b — i )nv/a) > 0 Yoy € Ky (Q)
(G7H((0 = ) = (y = dy)n)va) + (AIGTY, (Jor] — [ag])nv/a)) >0 Vo 6(2\751\{59)

Daprés (2.26) °7 " et D*~! ne dépendent que des ez_”é(u) et B3%(p), donc, d’aprés (2.45),

\

(2.46) et (2.47) des E;'($). Le probléme (2.51) ne fait donc pas intervenir les inconnues

u(e) et @(g), mais seulement les chargements mécaniques et électriques appliqués, f~1,h°,

et B '(3), (Gt in/a).

Donc, pour ne pas avoir de condition sur les chargements appliqués, on suppose que

=0, 1°=0, E;Y(P) =0 et (G" ' ii/a) =0, ice. a>0, b>1, et ¢>0, (2.52)
D’ou, d’aprés (2.51) et (2.52)
(G io/a) =0 Yo eV(w)={ne H(w); n=0on dw}

(G, (0n —iy)in/a) > 0 Yoy € Ky (Q)
(G ((0 =) = (o — a)n)va) + (AIGTY, ([or] — |az))ny/a)) > 0 Vo € Vi (Q)

(2.53)
on obtient respectivement :

G1=0,ie.d=0 (2.54)

D’ou, d’aprés (2.45),(2.46) et (2.47),
e =0 et E5' =0, (2.55)

et d’aprés (2.20) , (2.22) et (2.15)

0 -0 4

u’ et @° sont indépendants de 3, (2.56)

@" =0 et E°(p) = 0 dans Q2 —
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et d’apres (2.26)
gt =0, D"'=0 (2.57)
Le probléme variationnel (2.48) s’écrit donc, en tenant compte de (2.57) et des définitions

(2:21), (2.23) des e;}(v) et des B (1)),

/&#%W—Dwmﬁm:i/uwwﬁwwmﬂﬂfﬂwwﬁwwmvwwoeWAmxwmm.
Q Q

En utilisant le lemme (2.2.1) avec la remarque (2.2.4) et le lemme (2.2.2) avec la remarque

(2.2.5) on obtient respectivement :

530 =, 3 EY(D)y/a dans

—dSkE,g(@)\/E dans QO U Qg U Qg, (258)
D30 —
—d*EY(p)v/a+ C°, C° indépendante de z3 dans y;

avec, d’aprés (2.26)
= (Cigkleguz(“) —p B () Va + (O 16k||l<u) —p BTN (9)),
D = (0™ el () + A9 ER(E)Va+ (e e (u) + 4 B ().
Or, d’apres (2.20) , (2.22) et (2.55), e,;Hll(u) =0et B, '(p) = 0. Donc

70 = (C"*e) (u) —p P ER(@))Va,

D50 = (el (u) + O BY(P) Va. (259

On cherche un probléme dont les premiers termes u° |, ¢ et G° des développements
(2.14) et (2.27) de u(e) , ¢(e) et G(e) soient solutions.

Or dans le systéme (2.58) avec les relations (2.59), les termes 62||3(u) et EY(p) font
apparaitre (cf. (2.20) et (2.22) ) les termes d’ordre un, u' et @', de ces développements.
On utilise donc ce systéme pour les exprimer en fonction des autres.

Avec la notation (2.2.1), le systéme (2.58) avec (2.59) peut s’écrire

6g||3(u) echa(u) »
(e €li= 345)) 0
Ay 2¢35(w) = —Aun 2¢)5(u) + E)(®)+ ;
k3 CY
E3(p) E3(#)
(2.60)
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ou C° = 0 dans © — € et est indépendante de z3 dans €;. Donc, puisque d’aprés la
proposition (2.2.1) la matrice A; est inversible, on peut, dans 2 — Q;, exprimer e;3(u),

EQ(p) et E3(p) en fonction des e) 5(u), EJ(P), c’est-a-dire, en remarquant que

ki
(p€(i=3.1,5)) o 0 0
E($) = Aim + A R (2.61)
—d* E3(9) E3(Q)
on a, d’apres (2.60)
€313 (u) enjia()
0
2 5(w) = — A Ay, 295 (u) - , dans Q — Q.
O A
5(®)
E3(p) EX(P) + EX(P)

(2.62)
Dans Q;, d’apres le systéme (2.60), puisque A;, Ay, ER(P) (cf. remarque (2.2.2) ) et
(cf.(2.56) ) eqy et EX(u) sont indépendants de x5, E() est aussi indépendant de 3. Or
EY(p) = 03¢ et, d’apres (2.15), @' = 0 sur w; x {#1}. Donc on a nécessairement

E)(p) =0, ¢'=0 et EX(p)=0dans §; (2.63)

et C% est telle que EJ(p) = 0. On a donc en utilisant respectivement les seconde et
premiére équations de (2.58) avec (2.59), et en tenant compte de (2.56),

0 = (p€3kl€2||z( u) + d¥EJ(P))va

eq3(u) eajjW) dans ;. (2.64)

=Ct (pe(z 345)) (@) — Cum
2€}3(u) 2€}(u)

Identification des coefficients des termes en &'

En égalant les coefficients en ! dans I’équation (2.13), on obtient le probléme varia-

tionnel
o091l (0) + D EL(D) + 090, (0) + DIVED + a9 el (v) + DV E(0)}do

ZIIJ

+ Jo [Pvivade + [ hYleiy/adD + (G0 0;1/a)

+ Jolpe™ EQ(@)e ZHJ( v) — d*EY(@)E ( Wadz + [o{pet " EY(@)e;;(v) — dPER(@) B ()

+ [o e B (@)e;;(v) — d*EL@)ET (V) }adz, ¥(v,9) € Var(Q) X Vi, (Q).
(2.65)
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Le probléme de Signorini d’oredre '

Les termes (G0, (0y — 4Q)n/a) et (GO, ((0 — i) — (vn — aQ)n)v/a) + (A|GO), (|or| —
|u%.|)ny/a)) dans (2.29) satisfis

{ (GO, (0 — i )nv/a) = 0 Yoy € Ky(R)

(G° (0 — ) = (on — aQ)n)v/a) + (A|GP], (Jor| = [ag])nv/a)) >0 Vo € Vi (Q)
(2.66)

De méme nous remplagons (2.54) dans (2.29) et en multiplie le résulta par ¢, est apre

entend ¢ ver 0 on obtient le probléme de Signorini d’ordre &*

( Jo{o7 e (v) + DT EN () + U%UHJ( v) + DYOEY + %te (v) + DY BT (¢) b

+fQ flovz\/_derfF hlvi\/adl + (G, 0n+/a)

+ [l E)(@)e ,,H]( v) — d*EY(3)E ( Iade + [o{,e" P EQ(@)ey i (v) — A EY@) BT (¥) Y
+ o™ B (D)e;;(v) — d*EL@)ET (W) }Wadz, V(v,4) € Var() X Vi (Q),

(G°, (b — aR)in/a) > 0 Yoy € KM(Q_)

[ (G ((0 — 1) = (dn — ay)n)Va) + (AIG, (Jor] = |ug])nyva)) > 0 Yo € VM(Q)(2 )

En ne prenant que des fonctions tests v et ¢ indépendantes de x3, donc ¢ = 0 dans
Q2 —Qp, on a ei_H;(v) =0 et E;'(v)) = 0. D’oil en utilisant (2.57) et (2.58), le probléme

variationnel (2.67) devient

Jo, 7700 1p(v)de + fQ DB (¢)dx = [, v/ ads + fF+ hilv;/adl + (G0, 0;1/a)
+ Jo( o EO( B)eq)s(v)vade — fgo " E}(@) Eg(v)y/ad,
V(v,1) € Vr(Q) x Vg (2),v et 1 indépendantes de 3,
(G°, (b — a)i/a) > 0 Yoy € Ky (9)
| (G (0 =) = (0n — ax)n)v/a) + (A|GP, (|or] — [ag])iy/a)) = 0 Vo € Vi (Q)

;

(2.68)
on a :
G = G045 (2.69)
= G*al3 + G*Vg3l3 (2.70)
= G“%, + G*az + O(e) (2.71)
= GY0,03 + G*Paz3 + O(¢) (2.72)
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piusque : 03 = ¢ (c indépendant de x; et z5) on a :
G =G>+ 0(e)

on obtient :

GY. =G+ 0(e)

avec, d’aprés (2.26) en utilisant (2.55),

GO0 = (CPe] i (u) —, € E)(9))V/a, 2.73
D0 — (peo‘ije?”j(u) + d¥EY(p))v/a. 27

Les relations (2.73) s’écrivent avec la notation (2.2.1), en rappelant que d’aprés (2.63)

E?(¢) = 0 dans Q,

o egua(“) eg”?,(u)
(O-Eé:172’6))
=\| A, 26(1)H2(u) + A Qegng(u) Vva dans Q—,
Da,O
EX(9) E3(9)
et
. egna(u) e§H3(u)
<6a:17276)> =\|C, . + Cot ) Vva dans ;.
2€7)5(u) 2€33(u)
On a donc
_1,0 ki
(0—(1‘:1,2,6)> “p€(i=1.26) o
+ Ep(@)Va
Da’o dak
( Caa () ) ( €3)3(1) ) ; dans Q—9Q, |
= [An 2¢),(w) + At 2¢3 5(w) + A ( o ) Vva
E3(®)
EX(¢) + EX(?) E3(?)

et

—13,0 3i R
(aiz’:l,?,ﬁ)) o (P6(1:1,2,6))Eg(80)\/a

[ ( Cafa(t) ) ( s (1) ) ] dans £},
= |C,, + Cout "’Amt[l’Z]Eg(@) \/a

2€p(u) 26} 3(u)
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Soit, en utilisant les relations (2.62), (2.64),

_i,0 ki
T (i=1,2,6) “rC=1,26)
+

Da’o dak

EY(@)va
eg”a(u) dans  — Qy, (2.74)
= | (Am — At A Asn) 26?”2(“) va

ES(@) + EX®)

et
(5%;0:1,2,6)> - (pei()’;:mﬁ))Eg(@\/E
634@(“)
— [(Cm o Cth;ICtm) dans Ql, (275)
26?\\2(“)

H(Ame[1, 2] = CouCy AL, 2]) E3(P)Va

On définit les coefficients C2PA ekl o d9) par :

[Clwlz(i j=1,2 6)] - [Pe;\rf(izl 2 6)]t 1
e (;]j Y = Am — AmtAt_ Atm dans € — Ql, (276)
[pen{(l‘:m,ﬁ)] [d5?)]

i
[ m(g,i=1,2,6)]

Cm - Cmtct_ 1Ctm
Amt[l’ 2] - Cmtct_l-At

1.2 } dans €. (2.77)

37
<p€n§(l‘:1,2,6))

Remarque 2.2.6 Les coefficients COPM, pe%)‘“ et d° correspondent aur composantes
des tenseurs des coefficients mécaniques, piézoélectriques et diélectriques modifiés par les

hypothéses suivantes :

e dans 2 — Qq, les contraintes transverses sont nulles et le déplacement électrique

transverse est constant dans l’épaisseur, i.e. 0 =0 et 03D% =0 ;
) 3 )

o dans )y, seules les contraintes transverses sont nulles,i.e. 0 = 0, et donc C¥PM =
CoPM et e3M = &M o1 les tenseurs CPM et &M sont ceuzx obtenus pour le

probléme bidimensionnel établi au chapitre 2 (cf.(2.3.10)).

Avec les relations (2.74), (2.75), et avec le tenseur C,, défini en (2.77), le probléme varia-
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tionnel (2.68) s’écrit, en rappelant que d’aprés (2.56) @° = 0 dans Q — €,

(o, HCPAe}) ,(w) —p ent® EX(@)]ed5(v) + [pent e}, + drt EX(@) ES(v) v/ adx
+ Jo_q, OV e (Weqy g(v)Vade
= [ [P/ adx + fr hitviy/adl + (G0 vi/a)
+ Jo, lrem P EX(@)e aug( v) — dp EX(P) Ea(¥) }adz,
+fQ2uﬂ3 pe)\aﬁ)Eo( ) allﬁ \/_dx+fQ 3aﬂ EO( ) a||5( )\/_d$
V(v,9) € V(2) X Vg, (), v et 9 1ndependantes de 3,
(G (vy —ul)ny/a) >0 Yoy € Ky (Q);
[ (G ((v =) = (vy — u)n)va) + (AIG, (Jor| = [ugnv/a)) = 0 Vo € VM(?%?S)

Les fonctions tests v et 1 sont prises indépendantes de x3, donc, d’aprés (2.21) et (2.23),
eg”ﬁ(v) et E%(¢) sont indépendants de x3. Et, d,apres (2.46) , (2.20) et (2.22), egnu(u) et
E{ () sont aussi indépendants de z3. En intégrant sur I'épaisseur, le probléme variationnel

(2.78) peut étre considéré comme un probléme bidimensionnel formulé sur w. On pose
1 k
Yap(v) = 5(%115 + 0pva) — Lopvr, (2.79)

et on rappelle que
Eo(¢) = =0t
On a ainsi
(1) = 1au(u®) et e s(v) = Yap(v),
EX(@) = Ex(§") et Eg(y) = Ea(y).

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 Si les deuz premiers termes u® @° et u', @' et le terme G° des dévelop-
pements (2.14),(2.27) des inconnues u(e) et ¢(e), G(e) existent, et si les forces mécaniques

appliqué sont de la forme

) =2 € (L(Q)°, h(e) =eh' € (L)%, G(e) =G’ e (H?)*,

et le champ électrique appliqué est de la forme

E(e)(@(e) = ) "EN$), E(@) € (L))’ E)@) indépendant de s,

k>0
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alors

u’et@’ sont indépendant de w3,
@" =0 dans Q— Qo,

et (u®, g% G°) peut étre identifié a la solution bidimensionnelle (¢°,0° G°) définie sur @

des équations bidimensionnelles membranes de coques piézoélectriques suivant :

Trouver (C°,0°,G%) € Virmem(@) X Vg mem(w) X (H™2)3(w) tel que
2 [ Y72, (C°) —p entP E(0°)7ap(n) + [peni#1an(C0) + di} EX(0°)] Eu(¥) v/ ady
+2 [0 Ca/BAM’YAu(C[))fYaB( )Vady
= [} Fodz)m/ady + [, h'n/adl + (GS, vn/a)
+2 [, e EX(8)Yas(n) — A2 E9(P) Ea (1) )}\/_dy
+2 [, U b D ER (@)Vas(m)Vady + 2 [, (er?) ES(B)vas(n)Vady,
V(% w) € VM,mem( ) X VEo,mem(w)
(G0, n3 — G3v/a) =2 0 VnsK(w);
(GT. ((nr — V@) + (AIG*, (Inr| — [¢2])va)) = 0 Vv € Vi (Q).

Virmem(W) = {n € H'(w) x H'(Q) x L*(w),1a =0 sur 7'}
Ky (w) ={n € Virmem(w)/n3 <d sur T'_}

Vgymem(w) = {tb € HY(w), vy =0 dans w—wo, ¥y =0 sur '};
Yap(v) = 5(0avp + Opva) — Thgur;
an(w) = - ad];

et ou les tenseurs CoPAM - ekab et doN sont définis en (2.77)
(2.80)

Conclusion

L’analyse asymptotique du probléme piézoélectrique tridimensionnel effectuée dans ce
chapitre conduit au probléme de coques piézoélectriques membranaires dans le cas d’une
coque uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontiére latérale.

On a ensuite justifié le modéle bidimensionnel. Pour cela, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas avec frottement, on trouve un

probléme bidimensionnel de Signorini avec frottement.
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RESUME

L'analyse asymptotique du probleme piézoélectrique
tridimensionnel effectuée dans ce chapitre conduit au probleme de
cogues piézoélectrigues membranaires dans le cas d'une coque
uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontiere
latérale . On a ensuite justifié le modele bidimensionnel . Pour cela
, en utilisant la méthode des développements asymptotiques
formelles que dans le cas avec frottement , on trouve un probleme
bidimensionnel de Signorini avec frottement.

Mots-clés: probleme, contact,développement asymptotique,
frottement , piézoélectrique,

ABSTRACT

The asymptotic analysis of the three-dimensional piezoelectric
problem carried out in this chapter leads to the problem of
membrane piezoelectric shells in the case of a uniformly elliptical
shell embedded on part of its lateral boundary. We then justified
the two-dimensional model. For this , using the method of formal
asymptotic expansions that in the case with friction , we find a two
- dimensional Signorini problem with friction .

Keywords :Problem,Contact, formal asymptotic, friction,
piezoelectric.
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