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Introduction

Dans ce memoire, on etude l’existence de quelque problèmes aux limites en résonance
sur un intrvalle non bornée KerL = 1.

Qui on étude la solvabilité d’une classe d’équations diffèrentielles d’ordre supérieure
avec des condition initiale et une condition aux limites intégrale sur la demi-droit.en uti-
lisant la théorème du degré de coincidence de Mawhin et en construisant des opérateures
appropriés,nous prouvons l’existence de solution pour les problèmes posés aux limites de
résonances.
Dans ce mémoire nous nous sommes intéresses à l’existence de solution de l’equation diffé-
rentielle ordinaire d’ordre supérieur

x(n) = f(t, x(t)), t ∈ (0,∞) (1)

avec la condition de valeur limite integrale

x(i)(0) = 0, i = 0, 1, ...., n− 2, x(n−1)(∞) =
n!

ξn

∫ ξ

0

x(t)dt (2)

où n ≥ 3 est un entier, ξ > 0 et f ∈ C([0,∞)× R,R).
Le problème aux limites est dit en rèsonance si le problème aux limites homogéne corres-
pondant a une solution non triviale.
Les problèmes de résonance peuvent être formulés comme une équation abstraite Lx = Nx

,où L est un opérateur non inversible.Quand L est linéare,comme on le sait,la théorie du
degré de coincidence de Mawhin [10] a joué un rôle important dans le traitement de l’exis-
tence de solutions à ces problèmes,pour des résultats plus récents,nous renvoyons le lecteur
à [1], [3], [4], [8], [9], [19], [30], [33], [34], [35] et leurs reférences .
De plus ,des problémes de valeur aux limites sur la demi-droite se posent dans de nom-
breuses applications en physique telle que la modélisation de l‘écoulement instationnaire
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d‘un gaz à travers de milieux poreux semi-infinis ,en physique des plasmas,en déterminant
le potentiel éléctrique dans un atome neutre isolé, ou en théorie de la combustion.Pour une
abondante litterateure de résultats concernant les problèmes aux limites sur des domaines
non bornés,nous renvoyons le lecteur à la monographie d‘Agarwale et O‘Rgan [23].
Récemment,il a etude nombreux travaux concernant l‘exixtence de solutions pour les pro-
blémes aux limites sur la demi-droit.Par exemple voir [2], [5], [11], [13], [14], [17], [21], [24], [25],

[28], [31], [32], ,et leurs références .Soit dit en passant ,une grande partie des traveaux sur
l‘existence de solutions pour les problémes aux limites sur des domaines non bornés im-
plique des equations différentilles du second ou du troisième ordre.
Cependant,pour le cas de la résonance,aucun travail n èst fait pour les problèmes aux valeurs
limites d’ ordre supérieur avec des conditions aux limites integrales sur la demi-droit,telles
que (1)− (2).
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Notations

• (M, d) : espace métrique.

• d(.,.) : application de distance.

• Ω : un ensemble ouvert borné.

• Ω = Ω + ∂Ω : c’est la fermeture de Ω .

• U : un ensemble ouvert.

• deg : degré topologique.

• degB : degré topologique de Brouwer.

• degLS : degré topologique de Leray-Schauder.

• B : la boule unité fermée.

• Im : image d’une application.

• Ker : noyau.

• P,Q : deux projections continues.

• ⊕ : la somme direct

• L : l’opérateur de Fredholm.

• dom : domaine.

• ind : indice.
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• dim : dimension.

• codim : codimension.

• coker : conoyau.

• Kp : l’opérateur linéaire.

• N : L-compact sur Ω .

• ‖.‖∞ = max | . |.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Le but de ce chapitre est l’étude de quelques théorèmes du point fixe. On commencera
par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théorème du point fixe de Banach pour les
applications contractantes. On verra ensuite le théorème du point fixe de Brouwer (valable
en dimension finie) puis le théorème du point fixe de Schauder (qui est la “généralisation”
en dimension infinie) Enfin nous abordons le théorème du point fixe de Krasnoselskii.

1.1 Théorème du point fixe

1.1.1 Théorème du point fixe de Banach

Definition 1 : (Point fixe) Soit T une application d’un ensemble X dans lui même. On
appelle point fixe tout point x ∈ X tel que T(x) = x.

Definition 2 : (L’application lipschitzienne)Soit (M,d) un espace métrique complet et
l’application T : M −→ M , on dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une
constante positive k ≥ 0 telle que l’on ait, pour tout couple d’éléments x,y de M, l’inégalité :

d(T (x), T (y)) ≤ k(d(x, y)), ∀x, y ∈M (1.1)

Si k ≤ 1, l’application T est appelée non expansive.
Si k < 1, l’application T est appelée contraction.

Thèorème 3 [[29]] (Théorème du point fixe de Banach(1922)) Soit (M,d) un espace
métrique complet et soit T : M −→ Mune application contractante avec la constante de

6



contraction k, alors T a un unique point fixe x ∈M . De plus on a :
Si x0 ∈M et xn = T (xn−1), lim

n−→∞
xn = x et

d(xn, x) ≤ kn(1− k)−1d(x1, x0), n ≥ 1, (1.2)

x étant le point fixe de T .

Preuve. (1) Nous montrons d’abord l’unicité :
On suppose que il existe x, y ∈M avec x = T(x) et y = T(y) alors d(x, y) = d(T (x), T (y) ≤
kd(x, y).
Puisque 0 < k < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x; y) = 0 =⇒ x = y, alors
∃!x ∈M tel que T(x) = x.
(2)Pour montrer l’existence :
sélectionnez x ∈M .
Nous montrons d’abord que xn est un suite de cauchy.
Remarquez pour n ∈ {0, 1, .....}
d(xn, xn+1) = d(T (xn−1), T (xn)) ≤ kd(xn−1, xn) ≤ k2d(xn−2, xn−1)........ ≤ knd(x0, x1)

Si m > n où n ∈ {0, 1, .....}
d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ......+ d(xm−1, xm)

≤ knd(x0, x1) + kn+1d(x0, x1) + ......+ km−1d(x0, x1)

≤ knd(x0, x1)[1 + k + k2 + ............]

≤ kn

1− k
d(x0, x1)

Pour m > n, n ∈ {0, 1, .....} on a :

d(xn, xm) ≤ kn

1− k
d(x0, x1) (1.3)

alors xn est une suite de Cauchy dans l’espace complet X en suite alors il existe x ∈ M

avec lim
n−→∞

xn = x De plus par la continuité de T
x = lim

n−→∞
xn+1 = lim

n−→∞
T (xn) = T (x)

Donc x est un point fixe de T.
Finalement,m −→∞ in (1.3), on obtient d(xn, x) ≤ kn

1− k
d(x0, x1)

Exemple 4 Considérons l’application T : R −→ R défini par T (x) =
x+ sin(x)

3
, alors T

une contraction avec 0 < k =
2

3
< 1, et admet comme point fixe x = 0 et lim{T n(x)}∞n=1 = 0
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Remarque : Les conditions du cette théoréme sont nécessaires, consdérons l‘ exemple
suivant.

Exemple 5 (Condition de fermeture) T :]0; 1] −→]0; 1], T(x) =
x

2
, est contractante et

vérifie T (]0; 1]) ⊂]0; 1] mais n’admet pas de point fixe. Le problème est que ]0 ; 1] n’est pas
fermé :limxn = 0 n’est pas contenue dans ]0; 1]

1.1.2 Théorème du point fixe de Brouwer

Definition 6 Soient N ≥ 1 ;R > 0 et f ∈ C(BR;BR) avec BR = {x ∈ RN ; ‖x‖ ≤ R} (on
muni RN d’une norme notée ‖.‖) Alors f admet un point fixe, c’est-à-dire :

∃y ∈ BR tel que :f(y) = y

Le théorème de point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa forme
la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l’application d’un intervalle
fermé borné dans lui-même

Thèorème 7 (Théorème du point fixe de Brouwer)

Soit Bn la boule unité fermée de RN : La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout
n ∈ N∗

1.1.3 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème est une généralisation du théorème du point fixe de Brouwer et affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessaire-
ment unique.

Thèorème 8 (Théorème du point fixe de Schauder)

Soit (E; d) un espace métrique complet. Soit X est partie convexe et fermé de E, et soit
T : X −→ X une application telle que l’ensemble {Tx : x ∈ X}est relativement compacte
dans E. Alors T possède au moins un pont fixe.

Preuve. Soit T : X −→ X une application continue. Comme X est compact, alors T est
uniformément continue. Donc pour ε fixé, il existe δ > 0 tel que, pour tout x, y ∈ X ; on a :
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‖x− y‖ ≤ δ =⇒ ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ε

de plus, il existe un ensemble fini de points {x1, x2, ..., xp} ⊂ K tel que les boules ouvertes
de rayon δ centrées aux xi recouvrent X ; c’est-à-dire, K ⊂

⋃
1≤j≤p

B(xj, δ)

Si on pose L := vect(T (xj)1≤j≤p ; alors L est de dimension finie, et K∗ := K ∩Lest compact
convexe de dimension finie.
Pour 1 ≤ j ≤ p ; on définit la fonction continue ψj : X −→ R par :{

0 si‖x− xj‖ ≥ δ

1− ‖x− xj‖
δ

sinon

Il est clair que ψj est strictement positive sur B(xj; δ) et nulle en dehors. On a donc, pour

tout x ∈ X;

p∑
j=1

ψj(x) > 0 ; et par la suite on peut définir sur X les fonctions continues

positives ϕj par :

ϕj(x) =
ψj(x)
p∑

k=1

ψk(x)

pour les quelles on a
p∑
j=1

ϕj(x) = 1 ;pour tout x ∈ X.

Posons maintenant, pour x ∈ K

g(x) =

p∑
j=1

ϕjxT (xj)

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans X∗

(car g est un barycentre des T (xj) ). Si on prend la restriction g/X∗ : X∗ −→ X∗, (d’après
le théorème de Brouwer) g possède un point fixe y ∈ X∗ : De plus :

T (y)− y = T (y)− g(y)

=
p∑
j=1

ϕj(y)T (y)−
p∑
j=1

ϕj(y)T (xj)

=
p∑
j=1

ϕj(y)(T (y)− T (xj))
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Où si ϕj(y) 6= 0 alors ‖y− xj‖ < δ ; et par suite ‖T (y)−T (xj)‖ < ε : Donc, on a pour tout
j

‖T (y)− y‖ ≤
p∑
j=1

ϕj(y)‖T (y)− T (xj)‖

≤
p∑
j=1

εϕj(y) = ε

Donc, pour tout entier m on peut trouver un point ym ∈ X tel que

‖T (ym)− ym‖ ≤ 2−m

Et puisque X est compact, alors de la suite (ym)m on peut extraire une sous suite (ymk) qui
converge vers un point y∗ ∈ X . Alors T étant continue, la suite (T (ymk) ) converge vers
T (y∗),et on conclut que T (y∗) = y∗, c’est-à-dire y∗ est un point fixe de T sur X.

1.1.4 Théorème du point fixe de Schaefer

Théorème de Schaefer est en fait un cas particulier d’un théorème de plus grande portée
découvert auparavant par Schauder et Leray. Il s’énonce ainsi :

Thèorème 9 (Théorème du point fixe de Schaefer)

Soit T une application continue et compacte d’un espace localement convexe séparé E dans
lui-même, telle que l’ensemble

{x ∈ E/∃λ ∈]0; 1[;x = λT (x)}

soit borné. Alors pour tout λ ∈ [0; 1], il existe x ∈ E tel que x = λT (x)

Preuve. On considére C = B(0) où r > 0 est donné par la condition du bord. considérons
la rétraction ρ de E dans C qui est définie par :

ρ(x) = x, si x ∈ C

et

ρ(x) =
r

‖x‖
,si ‖x‖ > r
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et notons f∗(x) = ρof , f ∗ : C −→ C. comme f∗ est compact, par le théorème de Schauder
il existe x ∈ C tel que f∗(x) = x.
Montrons que f(x) ∈ C car dans ce cas f∗(x) = f(x) et on aura la conclusion. Si f(x) =∈ C
alors x = f∗(x) =

r

‖f(x)‖
f(x) et on a d’une part

‖x‖ = ‖ r

‖f(x)‖
f(x)‖ = r

et d’autre part

f(x) =
‖f(x)‖
r

x = λx

avecλ > 1, ce que est contradictoire.

1.1.5 Théorème d’Arzela-Ascoli

Rappelons que dans espace métrique un sous-ensemble est relativement compact si son
adhérence est un ensemble compact.

Thèorème 10 (Théorème d’Arzela-Ascoli)

Soit (K ; d) un espace métrique compact, (E, ‖.‖) un espace de Banach et A ⊂ C(K,E).
Alors A est relativement compact dans (C(K,E); ‖.‖1, K) si et seulement si les deux condi-
tions ci-dessous sont satisfaites :
(a) A est équicontinue, c-à-d
pour tout x ∈ K et pour tout ε > 0 il existe un voisinage V ⊂ K de x tel que

‖f(x)− f(y)‖ < ε,∀y ∈ V, ∀f ∈ A

(b) Pour tout x ∈ K, l’espace A(x) définie par

A(x) = {f(x); f ∈ A}

est relativement compact dans E.

Preuve. Supposons que A est relativement compact.
Alors pour tout ε > 0 il existe un nombre fini fi ∈ A tel que, pour tout f ∈ A il existe un
indice i pour lequel
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‖f − fi‖∞,k ≤
ε

3

Notons I0 l’ensemble finie de ces indice. Alors d’une part, pour tout x ∈ K,

‖f(x)− fi(x)‖∞,k ≤
ε

3

c-à-dire

A(x) ⊂
⋃
i∈I

Bε/3(fi(x))

et par conséquent A(x) est relativement compact dans E. D’autre part, soit V un voisinage
de x tel que, pour tout y ∈ V on ait

‖f(x)− fi(y)‖∞,k ≤
ε

3

pour tout i ∈ I0. On aura alors que pour tout y ∈ V et pour tout f ∈ A,

‖f(y)− f(x)‖∞,k ≤ ε

Supposons maintenant (a) et (b). Notons Vx le voisinage de x donné par (a). Comme
K ⊂

⋃
x∈K

Vx et K est compact, on peut extraire un nombre fini {x1, x2, ...., xm} telle que

K ⊂
m⋃
i=1

Vx.

Par (b) A(xi) est relativement compact, la réunion finie
m⋃
i=1

A(xi) l’est aussi et on peut

alors trouver dans cette réunion un nombre fini de points c1, ....cn telle que
m⋃
i=1

A(xi) ⊂
n⋃
j=1

Bε/4(cj)

Notons par ϕ une application quelconque de {1, ....,m} dans {1, ...., n}. Il ya seulement un
nombre finie de telles applications, Notons

Lϕ := {f ∈ A,∀i ∈ {1, ....,m}, ‖f(xi)− cϕ(i)‖ ≤ ε/4}

Alors A ⊂ ∪ϕLϕ et puisque ‖f − g‖∞,k ≤ ε pour tout f, g ∈ Lϕ, on conclut.
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1.1.6 Principes de continuation

une autre façon d’obtenir l’existence de point fixe pour une application non définie sur
tout l’espace s’obtient via un processus de continuation. Celui-ici consiste à déformer notre
application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons l’existence d’un point
fixe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra vérifier certaines
condition voir [[26]].

Definition 11 (les application homotopes) Soient X et Y deux espaces topologiques.
Deux applications continues f, g : X −→ Y sont dites homotopes lorsqu’il existe une appli-
cation continue

H : X × [0; 1] −→ Y

telle que : H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x). On note f ' g .

Remarque : En d’autres termes, pour cette définition , il existe une famille d’applications
de X dans Y, à savoir x −→ H(x, t) pour 0 ≤ t ≤ 1 , qui part de f pour arriver à g, et varie
continument.

Exemple 12 Soit f : Rn −→ Rn l’application constante f(x) = 0 , et g : Rn −→ Rn

l’application g(x) = x . Montrons que f et g sont homotopes. Il suffit de prendre :

H : Rn × [0; 1] −→ Rn

H(x, t) = tx .

Alors H(x, 0) = 0× x = 0 = f(x) et H(x, 1) = x× 1 = g(x) .

1.2 Degrè topologique

Dans cette section, nous donnons un brèf aperçu de la notion du degré topologique que ce
soit en dimension finie ou infinie. Le degré, deg(f,Ω, y) de f dans Ω par rapport à y donne
une information sur le nombre de solutions de l’équation f(x) = y dans un ensemble ouvert
Ω ⊂ X, où f : X −→ X est continue, y /∈ f(∂Ω) et X est un espace topologique métrique
la plupart du temps. Voir [?][16][22][?].
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1.2.1 Degrè topologique de Brouwer

Soit Ω un ouvert borné et de Rn de frontière ∂Ω et de fermeture Ω.C
k
(Ω,Rn) l’espace des

fonctions à valeur dans Rn, k fois différentiables dans Ω qui sont continues sur Ω . Cet
espace sera muni de sa topologie usuelle.

Definition 13 :(Jacobien) Soit x0 ∈ Ω , si f est différentiable en x0, on note par Jf (x0) =

detf ‘(x0) le Jacobien de f en x0.

Definition 14 :(Le point critique) Soit f une fonction de classe C1 sur Ω . Notons par
Jf (x0) le Jacobien de f en un point x0 de Ω .Le point x0 est dit point critique si Jf (x0) = 0.
sinon, x0 est dite point régulier.
On pose Sf (Ω) l’ensemble des points critiques. C’est à dire :

Sf (Ω) = {x ∈ Ω, Jf (x) = 0}

Definition 15 :(Valeur régulière) Considérons y un élément dans Rn est dit valeur ré-
gulière de f si f−1(y) ∩ Sf (Ω) = 0. Sinon, y est dit valeur singulière.

Definition 16 :(Degré topologique) Soit f ∈ C1
(Ω,Rn) et y ∈ Rn \ f(∂Ω) une valeur

régulière de f . On appelle degré topologique de f dans Ω par rapport à y le nombre entier

deg(f,Ω, y) =
∑

x∈f−1(y)

SgnJf (x)

où SgnJf (x) représente le signe de Jf (x), défini par

sgn(t) =

{
1 si t>0
-1 si t<0

Avec l’ajoute de ces deux notes
1) si f−1(y) = 0, deg(f,Ω, , y) = 0.
2) f−1(y) contient un nombre fini d’éléments.
Dans le cas où f−1(y) ∩ Sf (Ω) 6= 0, Nous passons à le lemme suivant :

Lemme 1 :(Lemme de Sard) Soit une fonction f ∈ C1(Ω,Rn). Alors l’ensemble f(Sf )

des valeurs critiques de f est de mesure nulle.
Nous verrons maintenant qu’on peut étendre la notion de degré au cas où la fonction f est
seulement continue.
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Definition 17 Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné, f ∈ C(Ω,Rn) et y ∈ Rn tel que y /∈ f(∂Ω).
On définit le degré topologique de f dans Ω par rapport y par

deg(f,Ω, y) = [ lim
n−→∞

deg(fn,Ω, y)]

où {fn}n∈N∗ est une suite de fonction C1(Ω,Rn) qui converge uniformément vers f dans Ω.

Thèorème 18 [[16]](Quelques propriétés importantes du degré topologique de Brou-

wer)

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, et posons A(Ω) = {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω)} .L’application
deg(f,Ω, y) : A(Ω) −→ Z satisfait les propriés suivantes
1. (Normalisation) deg(I,Ω, y) = 1 si y ∈ Ω et deg(I,Ω, y) = 0 si y ∈ Rn/Ω où I désigne
l’application identité sur Ω.
2. (Solvabilité) Si deg(f,Ω, y) 6= 0, alors f(x) = y admet au moins une solution dans Ω.
3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0; 1] × Ω −→ Rn et tout y : [0; 1] −→ Rn

continues telles que y(t) /∈ h(t, ∂Ω) pour tout t ∈ [0; 1], deg(h(t, .),Ω, y(t)) est indépendant
de t.
4.( Additivité) Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de Ω

et y /∈ f(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2) . Alors

deg(f,Ω, , y) = deg(f,Ω1, y) + deg(f,Ω2, y)

5.deg(f,Ω, y) est constant sur toute composante connexe de Rn \ f(∂Ω)

6.deg(f,Ω, y) = deg(f − y,Ω, 0).
7. Soit g : Ω −→ Fm une application continue où Fm est un sous espace de Rn, dimFm =

m, 1 ≤ m ≤ n : Supposons que y est tel que y /∈ (I − g)∂Ω . Alors

deg(f,Ω, y) = deg((I − g)Ω∩Fm
,Ω ∩ Fm, y)

Remarque 19 Dans le but de démontrer l’existence de solutions d’équations non linéaires
dans Rn, la proprié (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’in-
variance par homotopie du degré. L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que
si deux applications sont homotopes, elles ont le méme degré.

Exemple 20 Soit Ω = (−1, 1) et considérons
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h : (t, x) ∈ [0; 1]× Ω −→ h(t, x) = (1− t)x+ t(x2 + 1)ex

Alors,
1.h est continue sur [0; 1]× Ω.
2.h(0, x) = (1− 0)x+ 0× (x2 + 1)ex = x = I(x).
3.h(1, x) = (1− 1)x+ 1× (x2 + 1)ex = (x2 + 1)ex = f(x).
4. Pour tout t ∈ [0; 1] , les fonction I et f sont homotopes , Donc deg(f, (−1, 1), 0) =

deg(I, (−1, 1), 0) = 1.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, Ω ⊂ X un ensemble ouvert et
borné, f : Ω −→ X une fonction continue et y ∈ X tel que y /∈ f(∂Ω) .Dans la section
précédente, nous avons vu qu’en dimension finie, C(Ω, X) est une classe convenable de
fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de Brouwer, satisfaisant
les propriétés 1, 2 et 3 du théorème . Malheureusement, en dimension infinie, C(Ω, X)

ne l’est pas. En effet, un exemple du à Leray montre qu’il faut restreindre la classe des
fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré de Leray-Schauder,
a un ensemble strictement contenu dans C(Ω, X).

Definition 21 [22] Soient X un espace de Banach et Ω une partie fermé de X : Si T :

Ω −→ X est un opérateur continu, on dit que T est compact si pour toute partie bornée B
de Ω , T (B) est relativement compact dans X.

Remarque 22 On notera en particulier que si T est compact, alors T est borné sur les
parties bornées de X.

Definition 23 Soient X un espace de Banach et Ω une partie de X. On dit que l’application
T : Ω −→ X est de rang fini si dim(Im(T )) < ∞, autrement dit, si Im(T ) est un sous-
espace de dimension finie de X.

Lemme 2 Soient X un espace de Banach, Ω ⊂ X : Un ouvert borné et T : Ω −→ X une
application compacte. Alors, pour tout ε > 0, il existe un espace de dimension fini noté F
et une application continue Tε : Ω −→ F telle que
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‖Tεx− Tx‖ < ε ,∀x ∈ Ω

Definition 24 Soient X un espace de Banach , Ω ⊂ X : Un ouvert borné et T : Ω −→ X

une application compacte. Supposons maintenant que 0 /∈ (I − T )(∂Ω). Il existe ε0 > 0

tel que pour ε ∈ (0, ε0), le degré de Brouwer deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0) est bien défini . Par
conséquent , nous définissons le degré de Leray-Schauder par

deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0)

Cette définition ne dépend que de T et de Ω . Si y ∈ X est tel que y /∈ (I−T )(∂Ω), le degré
de I − T dans Ω par rapport à y est défini comme étant

deg(I − T,Ω, y) = deg(I − T − y,Ω, 0)

Thèorème 25 [27](Quelques propriétés importantes du degré topologique de Leray-

Schauder )

Soit X un espace de Banach et A = {((I − T,Ω, 0),Ω un ouvert borné de X,T : Ω −→ X

compacte 160 /∈ (I − T )(∂Ω)} alors, il existe une unique application deg(f,Ω, y) : A −→ Z
appelé le degré topologique de Leray-Schauder telle que :
1. (Normalité) Si 0 ∈ Ω alors deg(I,Ω, 0) = 1

2. (Solvabilité) Si deg(I − T,Ω, 0) 6= 0 ; alors exists x ∈ Ω tel que (I − T )x = 0

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0; 1] −→ Ω une homotopie compacte, telle que
0 /∈ (I −H(t, .))(∂Ω), Alors deg(I −H(, .),Ω, 0) ne dépend de t ∈ [0; 1]

4. (Additivité) Soient Ω1 et Ω2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de Ω et

0 /∈ (I − T )(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)

Alors,

deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − T,Ω1, 0) + deg(I − T,Ω2, 0)

Remarque 26 Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré
de Brower.
Comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver quelques théorèmes de
points fixe topologiques en particulier l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
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1.3 Théorème du point fixe topologiques

Thèorème 27 (Brouwer) Soit B la boule unité fermée de Rn et f : B −→ B continue.
Alors f a un point fixe : il existe x ∈ B tel que f(x) = x

Preuve. S’il existe un x ∈ ∂B, alors il n’y a rien à prouver. Sinon considérons l’application
continue h(t, x) = x− tf(x). Alors, h(0, x) = x− 0× f(x) = x et h(1, x) = x− 1× f(x) =

x− f(x). Si on suppose que h(t, x0) = 0, comme x0 ∈ ∂B, alors on obtient x0 = tf(x0) ce
qui implique comme 0 ≤ t ≤ 1 ; que f(x0) ∈ ∂B ; contradiction. Comme est une homotopie
admissible entre I − f et I. Donc

deg(I − f,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1

En conclusion, ∃x ∈ B, tel que x− tf(x) = 0 i.e. f(x) = x

Thèorème 28 (Schauder) Soit B la boule unité fermée d’un Banach E et f : B −→ B

compacte. Alors f a un point fixe : il existe x ∈ B tel que f(x) = x.
Preuve.

Soit h(t, x) = tf(x) fonction compacte sur [0; 1]× B : Si, pour t ∈ [0; 1] et un x ∈ ∂B ;
on a x − h(t, x) = 0 ; alors tf(x) = x comme |x| = 1 e t|f(x)| ≤ 1, ceci impose t = 1 et
x = f(x) donc un point fixe sur ∂B situation que l’on a exclue. On peut donc appliquer les
propriétés de normalisation et d’invariance par homotopie du degré donne

1 = deg(I, B, 0) = deg(I − f,B, 0)

puisque h(0, .) = 0 et h(1, 0) =f donc l’existence d’un point fixe .

Thèorème 29 [27] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder)

Soit Ω ⊂ X un sous ensemble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 ∈ Ω , et soit
T : Ω −→ X un opérateur compact.Alors un des deux énoncés suivant vérifié :
(1) T a un point fixe dans Ω .
(2) il existe λ > 1 et x ∈ ∂Ω tels que Tx = λx

Preuve.

Si (2) est vraie alors on a rien à prouver. Sinon, on définit l’homotopie

H(t, x) = tTx,∀t ∈ [0; 1]
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Ainsi défini H(t, x) est compacte, H(0, x) = 0 et H(1, x) = Tx. Supposons que H(t, x0) = x0

pour un certain t ∈ [0, 1] et x0 ∈ ∂Ω : Alors on a tTx0 = x0 : Si t = 0 ou t = 1 on a (1)
Sinon

Tx0 =
1

t
x0 pour un certain t ∈ (0, 1)

et alors on a (2). Sinon, on a deg(I − T,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1 et alors T a un point fixe
dans Ω

Thèorème 30 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace
normé de dimension finie (X, ‖.‖) et soit A : M −→ M une application continue, alors A
admet un point fixe .

Thèorème 31 (Schauder) Soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d’un
espace de Banach X et soit A : M −→M une application compacte, alors A admet un point
fixe.

Thèorème 32 (Krasnoselskii) Soit X un espace de Banach et M un ensemble non vide
de X fermé, borné et convexe. U, V sont deux applications de M dans X telles que : U est
une contraction (de constante k) et V est compacte et continue. Ux + Vy ∈ M, ∀x, y ∈ M ,
Alors il existe x ∈M tel que Ux + Vx = x.
Maintenant Considérons X = C([a; b]) muni de la norme ‖u‖ = max

a≤t≤b
|u(t)| avec −∞ <

a < b < +∞.Si M est un sous ensemble de X .

Definition 33 (Ensemble borné) M est borné, alors ‖u‖ ≤ r, ∀u ∈ M et r > 0 un
nombre fixé.

Definition 34 (Ensemble équicontinu) M est équicontinu, alors

∀ε > 0,∃δ > 0, tq |t1 − t2| < δ et ∀u ∈M =⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε

Thèorème 35 (Ascoli-Arzela) si M est borné et équicontinu alors M est relativement
compact.
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Chapitre 2

Théorème de Mawhin

Dans ce chapitre, on fait la présentation du théorème de Mawhin. Mais avant de faire la
présentation plus détaillée du théorème, faisons brièvement l’état de l’art sur les opérateurs
de Fredholm ainsi que les principales notions qui s’y rapportent. En revanche comme nous
le verrons par la suite, ces opérateurs peuvent être obtenus à partir des projections, alors
nous y consacrons une autre section.

2.1 Supplémentaire topologique

Definition 36 (Supplémentaire topologique) Soit E et F deux sous-espaces fermés d’un
R -espace vectoriel normé X. On dit que E est un supplémentaire topologique de F si X est
la somme directe de F et E c-à-d X = F ⊕ E.

Remarque 37 1. Tout sous espace vectoriel de dimension finie admet un supplémentaire
toppologique.
2. Tout sous espace vectoriel fermé de codimension finie admet un supplémentaire toppolo-
gique

2.2 Projection

Definition 38 (Projection) Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un opérateur linéaire
P : X −→ X est une projection si P (P (x)) = P (x), ∀x ∈ X (c-à-d si P 2 = P ).
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Proposition 39 Soit X, un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X −→ X est une
projection si et seulement si (I − P ) est une projection. De plus, si l’espace X est normé,
alors P est continue si et seulement si (I − P ) est continue.

Preuve. (1)On montre que : P projection ⇐⇒ (I − P ) projection
(=⇒) P une projection, alors :

(I − P )2(x) = (I − P )[(I − P )(x)]

= (I − P )[x− P (x)]

= I(x− P (x))− P (x− P (x))

= x− P (x)− P (x) + P 2(x)

= x− 2P (x) + P (x)

= x− P (x)

= (I − P )(x)

donc (I-P) est une projection.
(⇐=) (I-P) est une projection, alors I − (I −P ) projection et I − (I −P ) = I − I +P = P

donc P est une projection.
(2) On montre que : P est continue (⇐⇒) (I - P) est continue
(=⇒) P est continue et I est continue , alors (I-P) continue
(⇐=) (I-P) est continue, alors p est continue car(l’identité est une application continue)

Proposition 40 Si P est une projection dans X, alors :

Ker(P ) = Im(I − P ) et Im(P ) = Ker(I − P )

Preuve. (1) On montre que Ker(P ) = Im(I − P )

D’abord, on montre Ker(P ) ⊂ Im(I − P )

Si x ∈ Ker(P ) =⇒ P (x) = 0. En remplaçant P par (I − P ) alors

(I − P )(x) = x− P (x) = x− 0 = x =⇒ x ∈ Im(I − P )

Alors Ker(P ) ⊂ Im(I − P )

En suite, On montre Ker(P ) ⊃ Im(I − P ).
Si x ∈ Im(I − P ), on définie l’application :
P ((I − P )(x)) = P (x)− P 2(x) = P (x)− P (x) = 0 =⇒ x ∈ Ker(P ).
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alors Ker(P ) ⊃ Im(I − P ) . Donc Ker(P ) = Im(I − P )

(2) On montre que Im(P ) = Ker(I − P ).
D’abord, on montre que Im(P ) ⊂ Ker(I − P ).
Si x ∈ Im(P ) =⇒ P (x) = x, on remplaçant P par (I − P ) alors

(I − P )(x) = x− P (x)x− x = 0 =⇒ ∀x ∈ Ker(I − P )

Alors, Im(P ) ⊂ Ker(I − P ) En suite, on montre Im(P ) ⊃ Ker(I − P ).
Si x ∈ Ker(I−P )(x) alors (I−P )(x) = 0⇐⇒ x−P (x) = 0⇐⇒ x = P (x) =⇒ x ∈ Im(P )

alors Im(P ) ⊃ Ker(I − P ). Donc Im(P ) = Ker(I − P )

2.3 Sous-espace de dimension et de codimension finie

Lemme 3 (Projection sur un sous-espace de dimension finie) Si E est un sous-
espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X, alors il existe un projection P
continu sur X tel que Im(P ) = E.

Preuve. On choisit une base e1, ...., en de E, et on désigne par Bk, k = 1, ...., n les formes
linéaires coordonnées sur E associées reprectivement à e1, e2, ....., en

Bj(ei) = δij =

{
1 si j=i
0 si j 6= i

En utilisant le théorème de Hahn-Banach on peut prolonger B1, B2, ...., Bn en formes linéaire
f1, f2, ..., fn continues sur X, on obtient que l’application P définie par

∀x ∈ X,P (x) =
n∑
i=1

fi(x)ei

est un projection continue de X sur E que répond au probléme.

Corollaire 41 Si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X,
il existe un sous-espace vectoriel fermé Y ⊂ X tel que X = E ⊕ Y.

Definition 42 (Codimension d’un sous-espace vectoriel) Si l’espace quotient X/Y
est de dimension finie, on dit que le sous-espace vectoriel fermé Y ⊂ X est de codimension
finie dans X qu’on écrit
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codim(Y ) = dim(X/Y )

Lemme 4 Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espace vectoriels fermés
de E tels que M ∩N = {0}. Si dim(M) = codim(N) <∞, alors E = M ⊕N .

Preuve.

Soit π = π|N la surjection canonique de E sur E/N . Comme M ∩N = {0}, l’application
πM est injective. D’où

dim(π(M)) = dim(M) = codim(N) = dim(E/N)

Ainsi π(M) = E/N = π(E). Maintenant si x ∈ E quelconque, alors π(x) ∈ π(E) = π(M).
Ainsi il existe xM ∈M tel que π(x) = π(xM).
D’où π(x− xM) ∈ Kerπ = N .
On en déduit donc que x ∈ M + N . Ceci prouve que E = M + N et donc finalement
E = M ⊕N .

2.4 Opérateur de Fredholm

Definition 43 (Opérateur de Fredholm) Soient X et Y deux R-espaces vectoriels nor-
més, on dit qu’une application linéaire L : dom(L) ⊂ X −→ Y est de Fredholm si elle
vérifie les conditions suivantes

1. Ker(L) = L−1({0}) est de dimension finie.
2. Im(L) = L(dom(L)) est fermée et de codimension finie.
Rappelons que la codimension de Im(L) est la dimension de coker(L) = dim(Y/Im(L)).

Definition 44 (L’ndice ) Si L est un opérateur de Fredholm, alors son indice est l’entier

ind(L) = dim(Ker(L))− codim(Im(L))

Exemple 45 l’identité I : X −→ X est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
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ind(L) = dim(Ker(I))− codim(Im(I))

= dim(Ker(I))− dimcoKer(Im(I))

= dim(Ker(I))− dim(
x

Im(I)
)

= dim{0} − dim{0} = 0

Thèorème 46 Si L est un opérateur de Fredholm, K est une application linéaire compacte
, alors L + K est de Fredholm et

ind(L+K) = ind(L)

En particulier, toute perturbation compacte de l’identité est un opérateur de Fredholm d’in-
dice 0.

Proposition 47 Si L est un opérateur de Fredholm d’indice nul, alors L est surjectif si et
seulement si L est injectif.

Preuve. L est surjective, alors Im(L) = Y = Y+{0} et par suite, dim{0} = dim(Ker(L)) =

0, donc Ker(L) = {0}, d’où L est injective.
Dans tout ce qui suit (sauf mention de contraire) L : dom(L) ⊂ X −→ Y désigne un

opérateur de Fredholm d’indice 0.
Si L est de Fredholm, alors d’aprés ce qui précède, (voir aussi [[7]] et [[18]]), il existe deux
projections continues, P : X −→ X et Q : Y −→ Y tel que

Im(P ) = Ker(L) et Ker(Q) = Im(L)

On pose

X1 = Im(I − P ) = Ker(P ) et Y1 = Im(Q)

alors

X = Ker(L)⊕X1 et Y = Im(L)⊕ Y1

Considérons un isomorphisme

J : Ker(L) −→ Im(Q)

dont l’existence est assurée par le fait que dimker(L) = dimIm(Q) = n. Remarquons que
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dom(L) = Ker(L)⊕ (dom(L) ∩X1)

et que la restriction de L à dom(L) ∩ X1 est un isomorphisme sur Im(L), notons par Lp
cette restriction c’est à dire Lp : dom(L) ∩X1 −→ Im(L) ,alors

Lemme 5 Lp est un isomorphisme algébrique.

Preuve.

(1) Montrons que Lp est injective : soit x ∈ Ker(Lp) ⊂ Ker(L) = Im(P ) alors, il existe
un y ∈ dom(P ) tel que x = Py.
Comme P est une projection, on obtient x = Py = P 2y = P (Py) = Px = 0. Par consé-
quent, x = 0, et donc Ker(Lp) = {0}, alors Lp est injective.
(2) Montrons que Lp est surjection :
on a P est une projection , alors nous pouvons écrire l’espace vectoriel X comme somme
directe X = Ker(P )⊕ Im(P ) = Ker(P )⊕Ker(L).
Prenons z ∈ Im(L), donc il existe x ∈ dom(L) ⊂ X tel que Lx = z. Comme X =

Ker(P ) ⊕ Ker(L), alors il existe deux éléments unique e ∈ Ker(P ) et f ∈ Ker(L), tels
que x = e+ f . On a z = Lx = L(e+ f) = Le+ Lf = Le+ 0 = Le, ainsi e ∈ dom(L).
Finalement, on obtient e ∈ dom(L), e ∈ Ker(P ) et Lpe = z, d’où Lp est bien surjective.
Soit Kp : Im(L) ⊂ Y −→ dom(L) ∩ Ker(P ) est bijectif, défini par Kp := L−1

p , que
PKp = 0, et qu’il vérifie les propriétés suivant :

Lemme 6 a. Sur Im(L), on a LKp = I.
b. Sur dom(L), on a KpL = (I − P ).

Preuve. (a) Prenons x ∈ Im(L), alors LKpx = L(Kp(x)) = Lp(Kp(x)) = Ix.
(b) Comme Im(P ) = Ker(L), alors LP = 0, et par suite KpL = KpL(IP ). Donc montrer
(b), revient à vérifier que KpL(I − P ) = KpLp(I − P ).
Si on a Im(I − P ) ⊆ dom(Lp) = dom(L) ∩ Ker(P ), alors le résultat s’ensuit. Prenons
x ∈ dom(L) ,Comme P (x) ∈ Ker(L) ⊂ dom(L) et dom(L) est un sous espace vectoriel de
X, on a (x− Px) ∈ dom(L).
Puisque P (x − Px) = P (x) − P 2(x) = P (x) − P (x) = 0, alors (x − Px) ∈ Ker(P ) et par
conséquent (x− Px) ∈ dom(L) ∩Ker(P ). D’ici obtient Im(I − P ) ⊂ dom(L) ∩Ker(P ).
D’où en utilisant (a) KpL(I − P ) = KpLp(I − P ) s‘ensuit
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Définition maintenant l’opérateur KP ;Q : Y −→ X avec KP ;Q = L−1
p (I −Q) on a

Lemme 7 L’opérateur L+ JP : dom(L) −→ Y est un isomorphisme et

(L+ JP )−1 = KP,Q + J−1Q

En particulier,

(L+ JP )−1x = J−1x,∀x ∈ Im(Q)

Preuve. Pour l’injectivité de L+ JP , soit x ∈ dom(L) tel que

(L+ JP )x = 0

De cette égalité on en déduit que

Lx ∈ Im(L) ∩ Im(J) = Ker(Q) ∩ Im(Q) = {0}

d’où x ∈ Ker(L). Par conséquence, Px = x et compte tenu de u′′′+f(t, u) = 0 où 0 < t < 1,
Jx = 0, par suite x = 0. Pour la surjectivité de L+ JP, y ∈ Y . Affirmons que

x = (KP,Q + J−1Q)y

est une solution de

(L+ JP )x = y

Alors, comme J−1Qy ∈ Ker(L), il en résulte que

Lx = LKP,Qy = LL−1
p (I −Q)y = (I −Q)y

Comme KP,Qy ∈ dom(L) ∩Ker(P ), il en s’ensuit que

JPx = JJ−1Qy = Qy

Donc

(L+ JP )x = (I −Q)y = Qy

et

(L+ JP )−1 = KP,Q + J−1Q
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Lemme 8 Si N : dom(N) ⊂ X −→ X est une application, le problème

x ∈ dom(L) ∩ dom(N), Lx = Nx

est équivalent au problème de point fixe

x ∈ dom(N), x = Px+ J−1QNx+KP,QNx

Preuve. On a

[x ∈ dom(L) ∩ dom(N);Lx = Nx]

⇐⇒ [x ∈ dom(L) ∩ dom(N), (L+ JP )x = (N + JP )x]

⇐⇒ [x ∈ dom(N);x = (L+ JP )−1(N + JP )x]

il s’ensuit que utilisantle lemme 7

(L+JP )−1(N +JP ) = (KP,Q +J−1Q)(N +JP ) = KP,QN +KP,QJP +J−1QN +J−1QJP

Puisque Im(J) = Im(Q) = Ker(I −Q), il en résulte que

KP,QJP = L−1
p (I −Q)JP = 0

Puisque Q|Im(Q) = I|Im(Q) et Im(J) = Im(Q), on en déduit que

J−1QJP = J−1JP = P

Donc, (L+ JP )−1(N + JP ) = P + J−1QN +KP,QN

Soient X, Y deux espaces de Banach et L : dom(L) ⊂ X −→ Y un opérateur de Fredholm
d’indice 0.

Definition 48 (L’application L-compacte) Soit Ω un sous ensemble ouvert borné de X
tel que dom(L) ∩ Ω 6= ∅, l’application N : X −→ Y est dite L-compacte sur Ω si QN(Ω)

est borné et KP,QN : Ω −→ X est compacte.
Comme conséquence des lemmes (7) et (8) on a la définition suivant :

Definition 49 [12] (Le degré de Mawhin) Si les opérateurs L et N satisfont les pro-
priétés mentionnées ci dessus, alors le degré de coïncidence de L et N sur Ω est définit
par

deg[(L,N),Ω] = degLS(I −M,Ω, 0)

où M désignera la quantité donnée par M(P, J,Q) = P + J−1QN +KP,QN
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2.5 Théorème de Mawhin

Thèorème 50 Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et N est L-compact sur Ω .
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Lx 6= λNx pour tout (x, λ) ∈ [(dom(L)\Ker(L)) ∩ ∂Ω]×]0; 1[.

(ii) QNx 6= 0 pour tout x ∈ Ker(L) ∩ ∂Ω.
(iii) degB(J−1QN |Ker(L); Ω ∩ Ker(L), 0) 6= 0, où Q : Y −→ Y est la projection définie ci
dessus avec Im(L) = Ker(Q).
Alors l’équation Lx = Nx admet au moins une solution dans dom(L) ∩ Ω .

Preuve. Pour λ ∈ [0; 1], considérons la famille de problèmes

x ∈ dom(L) ∩ Ω;Lx = λNx+ (1− λ)QNx (2.1)

Soit M : [0; 1]× Ω −→ Y une homotopie définie par

M(λ, x) = Px+ J−1QNx+ λKP,QNx

En vertu du(11), le problème (2.1) est équivalent à un problème de point fixe x ∈ Ω et

x = Px+ J−1Q(λN + (1− λ)QN)x+KP,Q(λN + (1− λ)QN)x

= Px+ λJ−1QNx+ (1− λ)J−1QNx+ λKP,QNx+ (1− λ)KP,QQNx

= M(λ, x)

Donc, cette dernière équation est équivalente à un problème de point fixe

x ∈ Ω, x = M(λ, x) : (2.2)

S’il existe un x ∈ ∂Ω tel que Lx = Nx, alors nous avons terminé. Maintenant supposons
que

Lx 6= Nx pour tout x ∈ dom(L) ∩ Ω (2.3)

et d’autre part
Lx 6= λNx+ (1− λ)QNx (2.4)

pour tout (λ, x) ∈]0; 1[×(dom(L) ∩ Ω). Si

Lx = λNx+ (1− λ)QNx
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pour tout (λ, x) ∈]0; 1[×(dom(L) ∩Ω), on obtient par application de Q aux deux membres
de l’égalité précédente

QNx = 0, Lx = λNx

La première de ces égalités et la condition (ii) impliquent que x /∈ Ker(L) ∩ ∂Ω i :e
x ∈ ∂Ω ∩ (dom(L) \ Ker(L)) et donc la seconde égalité contredit (i). En utilisant une
nouvelle fois (ii), il s’ensuit que

Lx 6= QNx pour tout x ∈ dom(L) ∩ ∂Ω (2.5)

En vertu de (2.3), (2.4)et(2.5) , on déduit que

x 6= M(λ, x) pour tout (λ, x) ∈ [0; 1]× ∂Ω (2.6)

Il est facile de vérifier que M(λ, x) est compacte car N est L-compacte sur Ω , dés lors en
utilisant la propriété d’invariance par homotopie du degré de Leray-Schauder, on obtient

degLS(I −M(0, .),Ω, 0) = degLS(I −M(1, .),Ω, 0) (2.7)

D’autre part on a

degLS(I −M(0, .),Ω, 0) = degLS(I − (P + J−1QN),Ω, 0) (2.8)

Mas le rang de P + J−1QN est contenu dans Ker(L), d’où en utilisant la propriété de
reduction du degré de Leray-Schauder et le fait que P |Ker(L) = I|Ker(L), (car Ker(L) =

Im(P ) = Ker(I − P )), on obtient

degLS(I − (P + J−1QN),Ω, 0) = degB(I − (P + J−1QN),Ω ∩Ker(L), 0)

= degB(J−1QN,Ω ∩Ker(L), 0) (2.9)

En vertu de (2.7), (2.8) et (2.9) , il s’ensuit que degLS(I −M(1, .),Ω, 0) 6= 0, et donc la
propriété d’existence du degré de Leray-Schauder implique l’existence d’un x ∈ Ω tel que
x = M(1, x) i.e x ∈ dom(L) ∩ Ω, Lx = Nx
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Chapitre 3

Application de théorème de Mawhin

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous intéressons à etude l’existence de solutions de quelque problèmes
aux limites en rèsonance sur un intervale non bornèe KerL = 1 ,suivante :

x(n) = f(t, x(t)), t ∈ (0,∞) (3.1)

avec la condition de valeur limite integrale

x(i)(0) = 0, i = 0, 1, ...., n− 2, x(n−1)(∞) =
n!

ξn

∫ ξ

0

x(t)dt (3.2)

où n ≥ 3 est un entier, ξ > 0 et f ∈ C([0,∞) × R,R). Nous montrons que dans certaines
conditions initiale et une condition aux limites intégrale sur la demi-droit,le problème de
valeur est à la résonance.Nous appliqueons la théorème du degré de coïncidences de Mawhin
.

3.2 Préliminaires techniques

Dans cette section, nous présentons quelques notations et théorèmes que nous utiliserons
pour la preuve des principaux résultats.
Soit X,Y deux espaces de Banach réels et soit L : domL ⊂ X −→ Y l ‘opérateur liniéaire
qui est l‘application de Fredholme d‘indice Zéro et soit P : X −→ X , Q : Y −→ Y soit des
projecteurs continus tels que ImP = KerL , KerQ = ImL.Alors X = KerL⊕KerP, Y =
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ImL ⊕ ImQ ,Il s‘ensuit que L|domL∩KerP : domL ∩KerP −→ ImL est inversible de cette
application par Kp.Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné de X tel que domL ∩ Ω 6= ∅
,l‘application N : X −→ Y est dite L-compacte sur Ω si l‘application QN(Ω) est borné et
Kp(I −QN) : Ω −→ X est compacte.

Thèorème 51 ([10]) Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et N est L-compact
sur Ω .
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Lx 6= λNx pour tout (x, λ) ∈ [(dom(L)\Ker(L)) ∩ ∂Ω]×]0; 1[.

(2) Nx /∈ ImL pour tout x ∈ Ker(L) ∩ ∂Ω.
(3) deg(QN |Ker(L); Ω ∩Ker(L), 0) 6= 0, où Q : Y −→ Y est la projection définie ci dessus
avec Im(L) = Ker(Q).
Alors l’équation Lx = Nx admet au moins une solution dans dom(L) ∩ Ω .

Comme le théorème d‘Arzelà Ascoli échoue dans le cas de l‘intervalle non compact,nous
utilisons le résultat suivant pour montre que Kp(I −QN) : Ω −→ X est compact.

Thèorème 52 ([23]) Soit F ⊂ X.Alors F est relativement compact si les condition sui-
vantes sont remplies
(1) F est borné en X.
(2)Les fonctions appartenant à F sont équi contiues sur tout intervalle compact de [0,∞).
(3)Les fonctions de F sont équi convergent en ∞.

3.3 Principaux résultats

Dans cette section,nous présentons quelques résultats de base impliqués dans la reformu-
lation du problème et nous donnons le théorème principal et quelques lemmes,puis nous
montrerons que la preuve du théorème principal est une conséquence immédiate de ces
lemmes et du degré de coincidence de mawhin.
SoitAC[0,∞) l‘espace des fonctions localement absolument continues sur l‘intervalle [0,∞).Soit

X = {x ∈ Cn−1[0,∞) : x(n−1) ∈ ACloc[0,∞), lim
t−→∞

e−t|x(t)| existe}

Muni de la norme ‖x‖ = supt∈[0,∞) e
−t|x(t)|.Soit Y = L1[0,∞) de norme ‖y‖1 =

∫ +∞
0
|y(t)|dt.

Difinissez l‘operateur L : domL ⊂ X −→ Y par Lx = x(n),où
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domL = {x(i)(0) = 0, i = 0, 1, ...., n− 2, x(n−1)(∞) =
n!

ξn
∫ ξ

0
x(t)dt}

Soit N : X −→ Y l‘operateur Nx = f(t, x(t)), t ∈ [0,∞), alors (3.1) − (3.2) peut s‘écrire
Lx = Nx.

On peut maintenant énoncer le résultat sur l‘existence d‘une solution pour (3.1)− (3.2).

Thèorème 53 Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites
(H1)Il existe des fonctions α, β ∈ L1[0,∞),telles que pour tout x ∈ R et t ∈ [0,∞),

| f(t, x) |≤ e−tα(t)|x(t)|+ β(t) (3.3)

(H2)Il existe une constante M > 0 ,tell que pour x ∈ domL ,si |x(n−1)(t)| > M ,pour tout
t ∈ [0,∞) , alors ∫ ∞

0

f(s, x(s))ds− 1

ξn

∫ ξ

0

(ξ − s)nf(s, x(s))ds 6= 0 (3.4)

(H3)Il existe une constante M∗ > 0 , telle que pour tout x(t) = c0t
n−1 ∈ KerL avec

|c0| > M∗/(n− 1)! , alors

c0[

∫ ∞
0

f(s, c0s
n−1)ds− 1

ξn

∫ ξ

0

(ξ − s)nf(s, c0s
n−1)ds] < 0, (3.5)

Où
c0[

∫ ∞
0

f(s, c0s
n−1)ds− 1

ξn

∫ ξ

0

(ξ − s)nf(s, c0s
n−1)ds] > 0, (3.6)

Alors (3.1)− (3.2) a au moins une solution sur C[0,∞) ,pour que

1− 2Mn‖α‖1 > 0 (3.7)

Où Mn = supt∈[0,∞) e
−ttn−1(

n− 1

e
)n−1.

Pour prouver le théorème (53),nous prouver quelque lemmes.

Lemme 9 L‘opérateur L : domL ⊂ X −→ Y est un opérateur de Fredholm d ‘indice
Zéro.De plus, l‘opérateur de projecteur linéaire Q : Y −→ Y peut être défini par

Qy(t) = ae−t[
∫∞

0
y(s)ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)ny(s)ds],

32



Où

1/a = 1−
n∑
k=0

(−1)k
n!

(n− k)!ξk

Et l‘opérateur linéaire Kp : ImL −→ domL ∩KerP peut s ‘écrire

Kpy(t) =
1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)n−1y(s)ds , y ∈ ImL

On autre
‖Kp(y)‖ ≤ Mn

(n− 1)!
‖y‖1, pour tout y ∈ ImL (3.8)

Preuve. Il est clair que

KerL = {x ∈ domL : x = ctn−1, c ∈ R, t ∈ [0,∞)}.

Maintenant,nous montrons que

ImL = {y ∈ Y :

∫ ∞
0

y(s)ds− 1

ξn

∫ ξ

0

(ξ − s)ny(s)ds = 0} (3.9)

Le problème
x(n)(t) = y(t) (3.10)

a une solution x(t) qui satisfait les conditions x(i) = 0 , pour i = 0, 1, .., n−2 et x(n−1)(∞) =
n!

ξn
∫ ξ

0
x(t)dt et seulement si

∫ ∞
0

y(s)ds− 1

ξn

∫ ξ

0

(ξ − s)ny(s)ds = 0. (3.11)

En fait à partir de (3.10) et de la condition aux limites (3.2) on a

x(t) =
1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)(n−1)y(s)ds+ c0 + c1t+ c2t

2 + .....+ cnt
n−1

=
1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)(n−1)y(s)ds+ ctn−1.

À partir de x(n−1)(∞) =
n!

ξn
∫ ξ

0
x(t)dt , on obtient

∫∞
0
y(s)ds =

1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)ny(s)ds.
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Du côté de l‘ordre, si (3.11) est vériie,en posant

x(t) =
1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)(n−1)y(s)ds+ ctn−1

où c est une solution arbitraire,alors x(t) est une solution de (3.10).Donc (3.9) est vérifié.
En définissant

Ry =
∫∞

0
y(s)ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)ny(s)ds ,

définissez Qy(t) = ae−tRy ,il est clair que dimImQ = 1 . Nous avons

Q2y = Q(Qy) = ae−t(a.Ry)(
∫∞

0
e−sds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)ne−sds)

= ae−tRy = Qy

qui implique l‘opérateur Q est un projecteur.De plus. ImL = KerQ.
Soit y = (y−Qy)+Qy , où y−Qy ∈ KerQ = ImL , Qy ∈ ImQ.Il découle de KerQ = ImL

et Q2y = Qy que ImQ∩ImL = {0} . Alors,nous avons Y = Iml⊕ImQ . Ainsi dimKerL =

1 = dimImQ = codimIml = 1 cela signifie que L est un opérateur de Fredholm d‘indice
Zéro.On définit maintenant un projecteur P de X à X en définissant

Px(t) =
x(n−1)(0)

(n− 1)!
tn−1 .

Alors l‘inverse généralisé Kp : ImL −→ domL ∩KerP de L peut s‘écrire

Kpy =
1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)n−1y(s)ds.

Èvidemment ImP = KerL et P 2x = Px.Il résulte de x = (x−Px)+Px que KerP +KerL

. Par simple calcul ,on obtient que KerL ∩ KerP = {0} .Donc X = KerL ⊕ KerP . A
partir des définitions de P et Kp ,il est facile de voir que l‘inverse généralisé de L est Kp .
En fait ,pour y ∈ ImL , nous avons

(LKp)y(t) = (Kpy(t))(n) = y(t) ,

et pour x ∈ domL ∩KerP ,nous savons que

(KpL)x(t) = (Kp)x
n(t) =

1

(n− 1)!

∫ t
0
(t− s)(n−1)x(n)(s)ds
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= x(t)− [x(0) + x‘(0)t+ ....
x(n−2)(0)

(n− 2)!
tn−2 +

x(n−1)(0)

(n− 1)!
tn−1].

Compte tenue de x ∈ domL ∩KerP , x(i)(0) = 0 , for i = 0, 1, .., n− 2 , et Px = 0 , donc

(KpL)x(t) = x(t).

Cela montre que Kp = (L|domL∩KerP )−1 .d ‘aprés ladéfinition de Kp . nous avons

‖Kpy‖ = sup
t∈[0,∞)

e−t|Kpy| ≤ sup
t∈[0,∞)

e−t

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1|y(s)|ds

<
Mn

(n− 1)!

∫∞
0
|y(s)|ds =

Mn

(n− 1)!
‖y‖1.

Ceci complète la preuve.

Lemme 10 Soit Ω1 = {x ∈ domL \KerL : Lx = λNx pour certains λ ∈ [0, 1]} .Alors Ω1

est borné.
Preuve. Supposons que x ∈ Ω ,et Lx = λNx , Ainsi λ 6= 0 ,et QNx = 0 , donc∫∞

0
f(s, x(s))ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)nf(s, x(s))ds = 0 .

Par condition (H2) ,il exist t0 ∈ R+ ,tel que |x(n−1)(t0)| ≤ M . Il résulte de la continuité
absolue de x(n−1) que

|x(n−1)(0)| = |x(n−1)(t0)−
∫ t0

0
x(n)(s)ds| ,

alors,on a

|x(n−1)(0)| ≤M +

∫ ∞
0

|Lx(s)|ds ≤M +

∫ ∞
0

|Nx(s)|ds = M + ‖Nx‖1. (3.12)

Toujours pour x ∈ Ω1 , et x ∈ domL \KerL , on a (I − P )x ∈ domL ∩KerP et LPx = 0

, donc d‘après le lemme 9 .

‖(I − P )x‖ = ‖KpL(I − P )x‖

≤ Mn

(n− 1)!
‖L(I − P )x‖1 (3.13)

=
Mn

(n− 1)!
‖Lx‖1 ≤

Mn

(n− 1)!
‖Nx‖1. Donc

‖x‖ ≤ ‖Px‖+ ‖(I − P )x‖ = Mn|x(n−1)(0)|+ Mn

(n− 1)!
‖Nx‖1. (3.14)
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toujours de (3.12) et (3.13) , (3.14) devient

‖x‖ ≤MnM +Mn‖Nx‖1 +
Mn

(n− 1)!
‖Nx‖1 ≤MnM + 2Mn‖Nx‖1. (3.15)

Par contre par (3.3) on a

‖Nx‖1 =

∫ ∞
0

|f(s, x(s))|ds ≤ ‖x‖‖α‖1 + ‖β‖1. (3.16)

Donc (3.15) et (3.16) , ça donne

‖x‖ ≤MnM + 2Mn‖x‖‖α‖1 + 2Mn‖β‖1 ,

puisque 1− 2Mn‖α‖1 > 0 , on obtient

‖x‖ ≤ MnM

1− 2Mn‖α‖1

+
2Mn‖β‖1

1− 2Mn‖α‖1

.

Donc Ω1 est borné.

Lemme 11 L‘ensemble Ω2 = {x ∈ KerL : Nx ∈ ImL} est borné.

Preuve. Soit x ∈ Ω2 , alors x ∈ KerL implique x(t) = ctn−1 , c ∈ R , et QNx = 0 , donc∫∞
0
f(s, csn−1))ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)nf(s, csn−1)ds = 0.

D‘après la condition (H2) , il existe t1 ∈ R+ , tel que |x(n−1)(t1) ≤M . On a

(n− 1)!|c| ≤M

donc |c| ≤ M

(n− 1)!
. D‘autre part

‖x‖ = sup
t∈[0,∞)

e−t|x(t)| = |c| sup
t∈[0,∞)

e−ttn−1 = |c|Mn ,

c‘est -à-dire . ‖x‖ ≤ MnM

(n− 1)!
<∞ .Donc Ω2 est borné.

Lemme 12 Supposons que la première partie de la condition (H3) soit vérifiée.Soit

Ω3 = {x ∈ KerL : −λJx+ (1− λ)QNx = 0, λ ∈ [0, 1]}
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où J : KerL −→ ImQ est l‘isomorphisme linéaire donné par J(ctn−1) = ctn−1 , pour tout
c ∈ R, t ≥ 0 . Alors Ω3 est borné.

Preuve. En fait x0 ∈ Ω3 , signifie que x0 ∈ KerL c‘est -à -dire x0(t) = c0t
n−1 et λJx0 =

(1− λ)QNx0 . on obtien alors

λc0t
n−1 = (1− λ)ae−t(

∫∞
0
f(s, c0s

n−1)ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)nf(s, c0s

n−1)ds) .

si λ = 1 , alors c0 = 0 . Sinon ,si |c0| > M , au vu de (3.5) on a

λc2
0t
n−1 = (1− λ)ae−tc0(

∫∞
0
f(s, c0s

n−1)ds− 1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)nf(s, c0s

n−1)ds) < 0 ,

ce qui contredit le fait que λc2
0 ≥ 0 . Donc |c0| ≤M∗ ,de plus

‖x‖ = sup e−t|c0|tn−1 = |c0|tn−1 = |c0|Mn ≤M∗Mn .

Donc Ω3 est borné.

Lemme 13 Supposont que la seconde partie de condition (H3) soit vérifieé .Soit

Ω3 = {x ∈ KerL : λJx+ (1− λ)QNx = 0, λ ∈ [0, 1]}

où J : KerL −→ ImQ est l‘isomorphisme linéaire donné par J(ctn−1) = ctn−1 , pour tout
c ∈ R, t ≥ 0 . Alors Ω3 est borné ici J comme dans le lemme 12 . Similaire à l‘argument
ci-dessus,on peut vérifier que Ω3 est borné.

Lemme 14 Supposont que Ω est un sous-ensemlble ouvert borné de X tel que dom(L)∩Ω 6=
∅ . Alors N est L-compact sur Ω.

Preuve. Soppposons que Ω ⊂ X est un ensemble borné.Sans perte de généralité ,on peut
supposer que Ω = B(0, r) , alors pour tout x ∈ Ω, ‖x‖ ≤ r ,pour x ∈ Ω , et par condition
(3.3) ,on obtient

e−t|QNx| ≤ ae−2t[
∫∞

0
|f(s, x(s))|ds+

1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)n|f(s, x(s))|ds]

≤ ae−2t[
∫∞

0
e−sα(s)|x(s)|+ β(s)ds

+
1

ξn
∫ ξ

0
(ξ − s)n(e−sα(s)|x(s)|+ β(s)d])

≤ ae−2t[r
∫∞

0
α(s)ds+

∫∞
0
β(s)ds+ r

∫ ξ
0
α(s)ds+

∫ ξ
0
β(s)ds]

≤ ae−2t[2r‖α‖1 + 2‖β‖1].

≤ 2a[r‖α‖1 + ‖β‖1],
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donc ,
‖QNx‖1 ≤ 2a[r‖α‖1 + ‖β‖1] (3.17)

ce qui implique que QN(Ω) est borné.On montre ensuit que Kp(I − Q)N(Ω) est compact
.Pour x ∈ Ω ,par (3.3) nous avons

‖Nx‖1 =

∫ ∞
0

|f(s, x(s))|ds ≤ [r‖α‖1 + ‖β‖1, ] (3.18)

d‘autr part , à partir de la définition de Kp et avec (3.8) , (3.17) et (3.18) on obtient

‖Kp(I −Q)N‖ ≤Mn‖(I −Q)N‖1 ≤Mn[‖Nx‖1 + ‖QNx‖1]

≤Mn[r(1 + 2a)‖α‖1 + (1 + ra)‖β‖1].

il s‘ensuit que Kp(I −Q)N(Ω) est uniformément borné.
Montrons que T est equi continue.Pour x ∈ Ω et tout t1, t2 ∈ [0, T ] avec t1 < t2 et T ∈
[0,∞),on a

|e−t1Kp(I −Q)Nx(t1)− e−t2Kp(I −Q)Nx(t2)|
=

1

(n− 1)!
|
∫ t1

0
e−t1(t1 − s)n−1(I −Q)Nx(s)ds

−
∫ t2

0
(t2 − s)n−1(I −Q)Nx(s)ds|

≤ 1

(n− 1)!
[
∫ t1

0
e−t2(t2 − s)n−1 − e−t1(t1 − s)n−1|(I −Q)Nx(s)ds

+
∫ t2
t1
e−t2(t2 − s)n−1|(I −Q)Nx|ds]

≤ 1

(n− 1)!
[
∫ t2

0
(e−(t2−s)(t2 − s)n−1 − e−(t1−s)(t1 − s)n−1)

×e−s|(I −Q)Nx(s)|ds
+
∫ t2
t1
e−(t2−s)(t2 − s)n−1e−s|(I −Q)Nx(s)ds]

≤ 1

(n− 1)!
[M ‘

n(t1 − t2)
∫ t1

0
e−s|(I −Q)Nx(s)ds

+e−t2(t1 − t2)n−1
∫ t2
t1
|(I −Q)Nx(s)ds] −→ 0, car t1 −→ t2.

Donc Kp(I−Q)N(Ω) est équi-continue sur tout sous-ensemble compact de [0,∞) . De plus
,on affirme que Kp(I −Q)N(Ω) est équi-convergent à l‘infini.En fait

|e−tKp(I −Q)Nx(t)

≤ 1

(n− 1)!

∫ t
0
e−(t−s)(t− s)n−1e−s|(I −Q)Nx(s)|ds
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≤ Mn

(n− 1)!

∫ t
0
|(I −Q)Nx(s)|ds ≤ Mn

(n− 1)!
‖(I −Q)Nx(s)‖1

≤ Mn

(n− 1)!
‖Nx‖1 + ‖QNx‖1] <∞,

donc , lim
n−→∞

|e−tKp(I − Q)Nx(t)| < ∞.Ce qui signifie que Kp(I − Q)N(Ω) est équi-
convergent.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve de théorème 53 , qui est une
conséquence immédiat du théorème 51 et des lemmes ci-dessus.

Preuve. du théorème 53 : Nous allons prouver que tout les condition du théorème
51 ,sont satisfaites .Définir Ω comme une sous-ensemble ouvert et borné de X tel que
∪3
i=1Ωi ⊂ Ω .On sait que L est opérateur de Fredholm d‘indice zéro et N est L-compact sur

Ω .Par définition de Ω on a
(1) Lx 6= λNx por tout (x, λ) ∈ [(domL \KerL ∩ ∂Ω)]× [0, 1],
(2) Nx /∈ ImL pour tout x ∈ KerL ∩ ∂Ω.
Enfin on prouve que la condition (3) du théorème 51 est satisfaite.Pour cela ,soit

H(x, λ) = ±λJx+ (1− λ)QNx

par la définition de Ω nous savons que Ω3 ⊂ Ω , donc H(x, λ) 6= 0 pour tout x ∈ KerL∩∂Ω

. puis,par la propriété d‘homotopie de degré,nous obtenons

deg(QN |KerL,Ω ∩KerL, 0) = deg(H(., 0),Ω ∩KerL, 0)

= deg(H(., 1),Ω ∩KerL, 0)

= deg(±J,Ω ∩KerL, 0) 6= 0 .

donc ,la troisième hypothèse du théorème 51 est remplie et Lx = Nx a au moins une
solution en domL ∩ Ω , c‘est -à -dire que (3.1) - (3.2) a au moins une solution en X. La
démonstration est complète.
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Conclusion

Dans ce mémoire,nous avons présenté une étude de l’existence de quelque problémes aux
limites en résonance sur un intervalle non bornée KerL = 1, en appliquant la théorie de
coïncidence de Mawhin,et cela en réalisant trios conditions pour prouver l’existence d’une
solution, par l’utilisation de théorème et des lemmes auxiliaires.
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Abstract

In this thesis we studied the existence ability of a solution to the boundary
value problem at resonance on an unbounded interval KerL = 1 , we apply
the degree theory for Mawhin coincidences .
Key words: boundary problem, fixed point theorems, resonance .

Résumé

Dans cette thése, nous étudions l’abilité d’existence d’une solution au problème
aux limites à la résonance sur un intervalle non bornée KerL = 1 ,nous ap-
pliquer la théorie de degré pour des cöıncidences de Mawhin.
Mots clés: problème aux limites, théorèmes de point fixe, résonance.
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