UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA

Faculté des Mathématiques et des Sciences de la Matiére
wio.... DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
MASTER
Spécialité: Mathématiques
Option : Modélisation et Analyse Numeérique
Par : KALTOUM BELAHAMMUO
Théme

Sur un probléme inverse d’ordre deux qui modélise la derection
I’evolution de la corrosion dans un tube meralique encastre et

applications

Soutenu publiquement le :21/06/2022

Devant le jury composé de :

D.r.Kaliche Kaltoum M.C.B.univeersité de KASDI Merbah - Ouargla Pré
D.r. Agti Mohmed M.C.B.univeersité de KASDI Merbah - Ouargla Examir
D.r.Said Mohamed Said M.C.A.université de KASDI Merbah - Ouargla Rapps



Remerciements

Je remercie ceux qui vous ont bénis, et ceux qui vous ont remerciés, ce n’est pas une

survivance de grace si vous ne croyez pas.

Merci a 'honorable professeur Said Mohammed Al-Siad et au comité de discussion

pour leur suivi et leur supervision de ces travaux.

Tous les remerciements et 'appréciation qui ne répondent pas a son droit et ne répondent
pas magnifiquement et ne pésent pas magnifiquement a mes honorables professeurs qui
m’ont inondé de la donne de connaissances tout au long de ma carriére universitaire au

fruit de leur don qui est cette note.
Surtout le professeurKaliche Kalthoum et M. Maflah Mabrouk.

Merci a tous ceux qui m’ont appris les lettres et m’ont diverti avec la douceur et le plaisir

de la science dans les classes d’enseignement et au-dela.

Merci & ceux qui m’ont élevé, et a ceux qui m’ont soutenu dans toutes mes positions, mon

estimée famille.

Un beau merci ne remplit pas son droit a mes amis qui m’ont aidé dans ce travail en

particulier Abouda Lamisse,Bougrada Somaya, Totti Nour Al Huda.

Merci a mes collégues pour leur soutien & moi, en particulier ma jeune Messouda, que Dieu
accorde le repos & son ame, Abbasi Hanan, ... Tous les enseignants, le personnel éducatif
et les travailleurs humains moyens Kadour Said Threshold et Agla, et tout le personnel

éducatif du rugby moyen Abdul Razzaq pour deux siéges sociaux approuveés.

Merci & tous ceux qui ont contribué a la réalisation de ce document uniquement sous la

direction ou le soutien




g lubd ¥

bfa‘}fmﬂ Ag>dl 9 8 peadYl B pnadl olD Q}'Mi

allf Lgladomy of SOl sl 9¢8 L glal g 51 3al) Shay Ol 9 3 g Dby sllaaadl I

Lale 9

D933 (B re g A ja bl Glax (e ) bl Hgastl (B (Guliw g Blaal )

.A#M‘M)@i@jplﬂ‘d}&.@@g&jﬁ@jﬁk@‘

fﬁ)pﬁ‘ﬂj@‘}&id!ib}.ﬁ‘é#j@@ijzpm).)o.b}ld\‘,&é-iy‘;,auﬂ

1931 9 Ol o ald ‘“_,3‘3:'.3

(B dems (g juw (o Hliasliud dee 51 93T Y 9T Al Aomgy g o8 A B )

(s (i 3o 5 ilB Sl 9 Blsd) o8 3> ] als

wukot B3 gun Lacias g Joadl 120 aled] o3 @bl (ro JSo (o)



padklal

U 5o Comdls pgdi Llas (il juall S¥Ladl dapds (b eSall JSoliedl 392 g

4| J o ol pdatind ¥ e w90 LS plaldl JSU o aaSU deusall Aot

B2 53 ) J 303 Ll placdl e Al e SLall A yb Lieiid (d gaua
CSal WS A S T Bl Y] o 0 gl Sl sy (ST

A Lide GlelS

Wads 9 Al ygsn OLISe) (ST ) shad (LY Walas uw gSae WSie (5l eI dgand

JST | edas

Abstract

The presence of reverse problems in the nature of physical conditions, made us look for a
solution to the reverse problem to detect the erosion of the inner surface of a metal tube
that we can not reach with difficulty, we used the method of electric bears on the outer
surface to reach the degree of corrosion , after analyzing the results of u=0 we reach the

severity of corrosion.
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Résumé

La présence de problémes inverses dans la nature des conditions physiques, nous a fait
chercher une solution au probléme inverse pour détecter 1’érosion de la surface interne d’un
tube métallique que nous ne pouvons pas atteindre avec difficulté, nous avons utilisé la
méthode des ours électriques sur la surface extérieure pour atteindre le degré de corrosion ,

aprés avoir analysé les résultats de u=0 nous atteignons la gravité de la corrosion.

Keywords

Potentiel électrique, probléme inverse, équation de laBlass, évolution de la corrosion *pro-

bléme mal pose ,probléme bien pose, potentiel électrique, fonction d’évolution de corrosion.



Introduction

On sait que tous les problémes physiques ont un énoncé et une forme mathématique. Les
problémes de physique mathématique sont modélisés par des équations aux dérivées par-
tielles, qui sont un systéme d’équations aux dérivées partielles associées aux conditions aux
limites et au développement du phénomeéne. modéle mathématique est formé & partir des

conditions initiales "borderline ".

Le chercheur une étude sur une importante source d’eau a Gatineau, au Québec, qui a
été réparée a plusieurs reprises. Cette étude avait un double objectif : déterminer I’étendue
de la corrosion et mesurer I'importance des efforts extérieurs agissant sur la conduite, afin

de pouvoir intervenir en temps utile.

A ce titre, le sujet de I’étude de la corrosion des canalisations est important, notamment
dans les centrales nucléaires, car il participe a la sécurité de la centrale et des autres postes
de travail. Dans ce travail, nous considérons un probléme inverse pour déterminer la cor-
rosion qui se produit dans une partie intérieure inaccessible du tube & partir de mesures

effectuées aux limites extérieures. Notre objectif est de déterminer les informations de cor-




rosion potentielle sur la surface interne du tube et de collecter des données électrostatiques
sur une partie de la surface externe du tube afin que ces "signaux électriques" fournissent
des données sur la surface interne difficile a atteindre. Cette information traduit et montre
a quel point la surface interne du tube est corrodée.parmi les études incluses dans cette
étude figure un livre Choulli.M.Stability estimates for aan inverse elliptic problem, J. In-
verse Ill-posed probl. 2002.et fasino.D et Inglese. G. Discrete methods in the study of an
inverse problem for laplace’s equation 1999. Le probléme inverse peut étre résolu par la mé-
thode d’approximation TPA (thin plate approximation method). En trouvant I'algorithme
et 'analyse numérique en

Au =0 sur (.

Mais cet algorithme ne fonctionne que sur ’hypothése que 1’épaisseur est suffisamment pe-
tite par rapport au rayon du tube. Le cas ol les données de Cauchy pour la borne extérieure
et I’hypothése de faible petitesse sont données est abandonné, non étudié et évidemment

trés important pour les problémes pratiques.

La principale difficulté de ce probléme inverse est la mauvaise formulation d’'un probléme
inverse. Les données mesurées ne sont présentées que sur une partie de la frontiére exté-
rieure et nous voulons définir une fonction inconnue sur la frontiére intérieure. C’est-a-dire
que 'une des limites est inconnue, et c¢’est ce que la nature impose a ’état physique.Si nous
ne traitons pas correctement le probléme inverse, les erreurs dans les données mesurées en

traitement numérique seront amplifiées car toute petite erreur en résultera dans une grande




différ ence dans les résultats. Ce travail se compose de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons des concepts généraux sur les problémes in-
verses avec quelques exemples, nous savons aussi pourquoi et & quoi servent les problémes

mverses.

Dans le deuxiéme chapitre, il montre le role des enjeux inverses dans certains enjeux
de I'étude de I’évolution de la corrosion a l'intérieur des canalisations métalliques, et des
exemples d’enjeux inverses (en dimension 1 et de rang 1, un enjeu inverse en dimension 2

et de rang 2) .

Le troisiéme chapitre est une étude appliquée d’un probléme inverse et sa solution et

comment identifier la corrosion et son pourcentage.

Au terme de cette étude, nous passons en revue la conclusion et la conclusion
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Chapitre 1

Probléme 1nverse

On sait que la plupart des phénomeénes physiques sont modélisés dans des problémes au
moyen d’équations aux dérivées partielles (EDP), qui sont des équations de 'inconnu dans
lesquelles se trouvent des fonctions (fonctions, applications) & plusieurs variables avec leurs
dérivées, décrivant divers phénomeénes physiques tels que le son propagation, distribution de

chaleur, propagation des ondes électromagnétiques, etc.

11



Definition générale d’un probléme 12

1.1 Definition générale d’un probléme

1.1.1 Définition de probléme directe

Problémes directs :[3] Les résultats sont déterminés a partir des causes qui les ont provo-
qués. On retrouve les caractéristiques du milieu (telles que la vitesse du son et la conductivité
de la chaleur), qui sont exprimées en coefficients inclus dans I’équation, ainsi que les condi-
tions initiales ou conditions aux limites. Bien que tous ces coefficients soient considérés
comme connus lors de la modélisation, I'inconnue est la solution de I’équation aux dérivées
partielles dans les problémes directs.

Le probléme (P) consiste a trouver une fonction u solution de

1.1.2 Type de probléme
Problémes bien posé

cited

Trouver la solution qui satisfait un systéme d’équations aux d’étrivées partielles avec des
conditions aux limites (conditions initiales et conditions frontiéres) forme un probléme bien
posé si les trois conditions suivantes satisfaites :
1)La solution existe.

2)Elle est unique.

12



Definition générale d’un probléme

13

3)Elle dépend continument des données.

[3] Et prendre cette forme :

—(a(x)d'(z)) = f(z); pour x €] — 1;1],
u(—=1) =u(1l) = h; pour hestreconnu

Exemples :

g"+ag=0, sur]0;1]

u(0) = f,
u'(1) = g,
\
f=13,g=15 y= Acost + Bsint

2) Le probléme de Dirichlet pour I’équation de Laplace et I’équation de la chaleur avec des

conditions initiales spécifiées. Ils peuvent étre considérés comme des problémes « naturels »,

dans le sens ot il y a des processus physiques qui résolvent ces problémes. Type de conditions

aux limites La définition correcte des conditions aux limites est un des éléments essentiels

pour obtenir un probléme bien posé, on rappelle les différentes maniéres d’imposer des.

Le probléme mal posé

Les problémes inverses sont un phénomeéne physique qui souvent ne se réalise pas de I'une

ou 'autre des conditions, ou méme des trois groupes mentionnés précédemment, et ce n’est

pas trés surprenant car ils sont fragmentés par la nature du phénomeéne, comme l'instabilité

ou 'accés a plusieurs solutions.

13



Probléme inverses 14

1.1.3 Conditions aux limites

[3] 1. La condition de Dirichlet : u = f

2. La condition de Neumann :u = f

3. La condition de Robin :u +u = f

4. La condition de Cauchy : u= fetu=g

Dans ces conditions, wu, représente la dérivée normale a la frontiére du domaine de calcul.

1.2 Probléme inverses

1.2.1 definition

[3] Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramétres
(ou inconnues) d’'un modele doivent étre identifiées a partir d’observations (ou mesures) du
phénomeéne. C’est également en quelques sortes le contraire d’un probléme direct.

supposons que 'on dispose d’un modéle. Si on se fixe des valeurs pour les paramétres du
modeéle, on peut alors faire tourner le modeéle, en déduire une trajectoire, et ’observer. Il

s’agit du probléme direct. Le probléme inverse consiste a remonter le schéma.

connaissant les observations, le but est de retrouver les valeurs des paramétres.
La résolution du probléme inverse passe donc en général par une étape initiale de modélisa-
tion du phénoméne, dite probléme direct qui décrit comment les paramétres du modeéle se

traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, & partir des mesures obtenues

14



Probléme inverses 15

sur le phénoméne réel, la démarche va consister & approximer au mieux les paramétres qui

permettent de rendre compte de ces mesures.

Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de fagon analytique. La ré-
solution mathématique est rendue difficile par le fait que les problémes inverses sont en
général des problémes mal posés, c’est-a-dire que les seules observations expérimentales ne
suffisent pas a déterminer parfaitement tous les paramétres du modéle. Il est donc nécessaire
d’ajouter des contraintes ou des a priori qui permettent de réduire I'espace des possibilités
de fagon a aboutir & une solution unique.

Exemple [3]

On s’intéresse a I'estimation de parameétres dans une équation aux dérivées partielles :

(

% — Ea‘zi (agji) = f dans QJ0;T];
Y (2, 0) = y(2) dans O
\g—z =g sur I']0; T[;  (On #0)

(1.2.1)

C’est I’équation de la chaleur, y est la température, f est un terme source, a est la conduc-
tivité thermique, et g est le flux de chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la méme
équation pour modéliser un écoulement monophasique (comme du pétrole) : y est la pres-
sion, f représente les puits de pompage, a est la perméabilité du milieu, et ¢ = 0 pour un

milieu ferme.

15



Probléme inverses 16

Le probléme est le suivant : & partir de mesures de y en certains points et a certains instants,
il faut identifier a. Le probléme direct est évidemment trivial, mais le probléme inverse peut

étre des plus compliqués.

1.2.2 Problémes inverses linéaire

9]

Un probléme inverse linéaire peut étre décrit par une équation de la forme g = ux.
ol g représente les mesures prises et a une forme linéaire, x représente les valeurs des
parametres du phénomeéne et u est un opérateur linéaire qui représente la relation entre les

mesures et les paramétres du modéle.

1.2.3 Problémes inverses non linéaires

Dans les problémes inverses non linéaires la relation entre les observations et les para-
métres du modeéle est plus complexe. On écrire cette relation sous la forme g = ux ou cette

fois, 'opérateur g est non linéaire.

Un point qu’il est important de remarquer. Infester les exemples de problémes inverses
pas linéaires. En fait, hormis quelques cas particuliers, c’est le cas de tous les problémes

inverses, au moins ceux qui sont les plus intéressants a étudier

16



pourquoi utilises-tu le probléme inverse 17

1.3 pourquoi utilises-tu le probléme inverse

On utilise le probléme inverse pour trouver une solution & un phénomeéne physique de bornes
élémentaires inconnues "une ou toutes" pour éviter de commettre des erreurs et éviter des
risques pratiques, en particulier dans des ateliers tels que les centrales électriques, la base
d’activité nucléaire, les travaux d’extraction, de transport et production de les matiéres
actives, l'informatique revues médicales visuelles, et bien d’autres domaines d’activité la
nature physique de la situation a nécessité que nous utilisions le probléme inverse, et cela

tient & sa nature.|3]

1.4 Utilise le probléme inverse :

9]

On retrouve des problémes inverses dans de nombreux domaines scientifiques, en particu-
lier dans I'etude de systémes complexes pour lesquels on a accés qu’‘a un petit nombre de
mesures, par exemple : la Terre en géophysique, les tissus organiques en imagerie médicale,
I’Univers en cosmologie, une salle de concert en acoustique architecturale . . .

Exemples 1

9]

résolution d’un systéme linéaire, ingénierie pétroliére, tomographie en médecine, de convo-
lution (en imagerie notamment), détermination des constantes d’une réaction chimique, dé-

termination de la forme d’un obstacle par radar, acoustique sous-marine,. . .

17



Utilise le probléme inverse : 18

La résolution du probléme inverse passe en général par une étape initiale de modélisa-
tion du phénoméne, dite probléme direct qui décrit Comment les paramétres du modéle se
traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues
sur le phénomeéne réel, la démarche va consister & approximer au mieux les parameétres qui
permettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation
numérique ou de fagon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par le
fait que les problémes inverses sont en général des problémes mal posés, c’est-a-dire que
les seules observations expérimentales ne suffisent pas a déterminer parfaitement tous les
parameétres du modéle, voire de problémes non linéaires, c’est-a-dire que la modélisation
peut s’approcher des observations en s’écartant des parameétres réels. Il est donc nécessaire
d’ajouter des contraintes ou des a priori qui permettent de réduire ’espace des possibilités

de fagon a aboutir & une solution unique.

Exemple 2

9]

La différentation est 'intégration sont deux problémes inverses I'un de 'autre. Il est plus
habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et a l'intégration comme
probléme inverse. En fait, I'intégration posséde de bonnes propriétés mathématiques qui
conduisent & le considérer comme le probléme direct. Et la différentiation est le prototype
du probléme mal posé, comme nous allons le voit.

Considérons I'espace de Hilbert L?*(€2), et Uopérateur intégral A défini par

Af(x) = / o

18



Utilise le probléme inverse : 19

Il est facile de voir directement que A € L(L?(0,1)). Cet opérateur est injectif , par contre

son image est le sous espace vectoriel
ImA = f € H'(0,1),u(0) =0
ou H'(0.1) est I'espace de Sobolev . En effet , 'équation

Af =g

est équivalente a

f(z) = g'(x)etg(0) = 0.
L’image de A n’est pas fermée dans L?(0.1) ( bien entendu, elle lest dansH'(0.1)) . En
conséquence , l'inverse de A n’est pas continu sur L?(0,1) , comme le montre I’exemple

suivant .

Considérons une fonction f = C*([0,1]) , etn € N. Soit

fu(z) = f(z) + 1 sin(n’z).

n
Alors

fulx) = f(x) + ncos(n’).
De simples calculs montrent que

L sin(2n?))Y/? = 0(1)

11
If = full2 = 5(5 n -

alors que
! ! 1 L 2\11/2
1" = Fall = n(5 = - sin(2n*) /2 = O(n)
Ainsi, la différence entre f’ et f,, peut-étre arbitrairement grande, alors méme que la diffé-

rence entre f et f’ est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I'inverse de A) n’est

19



Utilise le probléme inverse : 20

donc pas continu. au moins avec ce choix des normes .

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques-uns des concepts mathématiques les plus
importants liés au probléme inverse, qui sont implicitement inclus dans ’étude, méme si elle

n’a pas été publiée.

20



Chapitre 2

Le probléme inverse de la corrosion

La détection de la corrosion au sein d’un tube métallique est I'un des sujets les plus im-
portants en ingénierie, notamment dans la gestion de la siireté d’une centrale nucléaire, et il
existe plusieurs facons d’y parvenir. Dans cet article, nous discuterons de la théorie mathé-
matique du probléme inverse de la détection de la corrosion a I’aide de tourillons électriques,
c’est-a-dire que nous considérons la corrosion comme un probléme inverse pour déterminer
le degré de corrosion qui se produit dans une partie inaccessible du tube (plaque) a partir
du mesures sur les limites extérieures. Notre objectif est de déterminer des informations sur
la corrosion qui peut se produire sur la surface interne du tube que nous ne pouvons pas
voir ou de déterminer le pourcentage d’usure a 'ceil nu ou d’autres moyens de toucher (la
capacité d’atteindre la surface étudiée), une partie qui est difficile ou impossible a atteindre,

et collecter des données électrostatiques sur la partie de la surface extérieure du tube.

9]

21



Etud de la corrosion des tubes par probléme inverse 22

2.1 Etud de la corrosion des tubes par probléme inverse
3]

le probléme d’identifier et de localiser la corrosion a I'intérieur d’un pipeline. Ces contréles
sont treés important par exemple en industrie pétroliére car ils permettent de prévenir des
dégradations qui peuvent déboucher sur des incendies difficiles & maitriser. Deux types d’ins-
pection des pipelines sont possibles. Nous pouvons par exemple envoyer un courant électrique
sur la partie extérieure du pipeline et mesurer ensuite le potentiel résultant sur cette méme
partie. En général, le potentiel est solution d’un probléme aux limites pour 1’équation de
Laplace. A partir des mesures, nous essayons de localiser la corrosion et de déterminer son
étendue. Les modéles mathématiques existant dans la littérature sont en dimension deux, ce
qui correspond dans I’exemple présent & une section du pipeline. Le probléme aux limites est
posé sur un domaine dont une partie de sa frontiére intérieure est inconnue (ce qui modélise

la partie corrodée). Dans 'autre méthode d’inspection, nous procédons par imagerie ther-

22



Etud de la corrosion des tubes par probléme inverse 23

mique. Le probléme aux limites est similaire, sauf que ’équation de Laplace est remplacée
par 1’équation de la chaleur. Pour I'un ou I'autre des modeles, le probléme inverse consiste

a déterminer la partie inconnue du bord du domaine a partir de mesures frontiéres.

La formulation de ce probléme inverse est relativement simple. La section du pipeline est
représentée par un domaine € de R?, dont la frontiére extérieure est notée I'y et la frontiére
intérieure I'y. La partie corrodée de I's, inconnue, est notée . Si f est le courant électrique
que nous appliquons sur I'; (en fait f est supportée sur une partie de I'; ) alors le potentiel

électrique a l'intérieur de la section du pipeline est solution du probléme aux limites.

7

Au =10, dans €,

P=9N0wu=/f surly,

Oyu =10 sur .
\
Nous considérons le probléme de déterminer v & partir de mesures sur une partie M de

Fli

U =g, surM.

Pour la stabilité, il est usuel pour ce type de probléme de munir ’ensemble des parties
inconnues v du bord par la distance de Hausdorff dg. Dans ce cas, nous avons des résultats

de stabilité de type

du(71,72)(d(91, g2)), pour dp (71, v2)assezpetit,

pour une certaine distance d sur I’ensemble des mesures.

23



Formulation du probléme inverse 24

2.2 Formulation du probléme inverse

Supposons un domaine Q = z|r; < |z|< ry C R?(voir figure (2.2) et les bornes 'y =
x||z|=ret Ty = z||z]= 19 .

9]

Supposons que €2 est un corps métallique a conductivité constante. Dans le domaine 2
, on considére un champ électrostatique. Le potentiel électrique u satisfait 1’équation de

Laplace en €2, c’est-a-dire

Au = 0,en €.

Soitl'y un ouvert de la frontiére extérieure I's de €2 qui est une partie "accessible". Sur I'y,
les données de Dirichlet et les données de Neumann du potentiel électrique u sont données,

c’est-a-dire

u(z) = o(x), xely

uy(®) = ¢(x), x el

24



Formulation du probléme inverse 25

ol u, est la dérivée normale extérieure de u sur la frontiére. Nous désignons la partie restante

de la frontiére extérieure de €2 par I's.

Ty =T\l

Nous supposons que la corrosion ne s’est produite que sur la frontiére intérieure du do-
maine 2 et la corrosion peut étre décrite par une fonction non négative y dans la condition

aux limites sur la frontiére intérieure.c’est-a-dire
Uy +yu =0, surly

ou v > 0 représente les dommages dus a la corrosion. Le probléme inverse dont nous discu-
tons dans cet article est de trouver le coefficient inconnu v & partir des données de Cauchy
¢ et sur I'y . Nous allons traiter ce probléme inverse par les étapes suivantes :

Etape 1[4] : Obtenir les données de Cauchy sur le cercle intérieur en résolvant le probléme
de Cauchy pour les équations de Laplace. Nous utilisons la méthode itérative des éléments

de frontiére pour résoudre le probléme de Cauchy

u(z) = ¢1(x), x el uy(zx)=9i(z), xely.
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Quelques problémes ouverts 26

Etape 2[5] : Obtenez I'impédance v & partir des données de Cauchy sur le cercle intérieur.

Pour la condition aux limites
Up +yu =0, xsur ['y,

~ peut étre obtenu par

Un ¢1

Y=——"Ir, = 7, SZ¢1§£0613U7£0
u b1

2.3 Quelques problémes ouverts
9]

Nous donnons une sélection de problémes inverses elliptiques et paraboliques ouverts.
Nous nous sommes limités a quelques problémes parmi les plus significatifs. Bien évidem-
ment, il y en a tant d’autres.

Soient {2 un ouvert borné et régulier de R", de frontiére I',QQ = Q(0.7") et X =T'(0,T"). Nous

considérons le probléme aux limites

(

Au+ P(z)u — Ou =0, dans @
u(.,0) = a, (2.3.1)

u =g, sur X

Un premier probléme inverse classique dans ce cas consiste a déterminer P = P(z) a
partir de la donnée finale u(0, 7). Si pest connu dans un sous domaine w de €2, nous avons
unicité et stabilité pour ce probléme. De méme si nous remplagons dans (1), opérateurA

par sA,s > 0 étant le parameétre de diffusion, alors le probléme est génériquement, par
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Quelques problémes ouverts 27

rapport a s, bien posé. Plus précisément, nous avons unicité et dépendance continue. sauf
peut étre pour un ensemble au plus dénombrable de parameétres. En dehors de ces deux cas
le probléme, en toute généralité, reste ouvert. Le second probléme qui reste ouvert aussi
concerne la détermination p = p(z) a partir de la donnée frontiére d,u sur ¥ ou sur une
partie de celle - ci.

Revenons au probléme de conductivité inverse, pour lequel nous avons démontré un résultat
de stabilité pour une famille & un paramétre. De nouveau {2 un ouvert borné et régulier de

R™. Nous considérons le probléme aux limites

div((1 4+ 2p)Vu) =0, dansQ,
u=f, surl’,

Le probléme inverse a déterminer D a partir de la mesure frontiéred, sury,y étant une
partie de I'. Pour ce probléme, nous savons qu’il y a unicité si D est un polyhédre convexe
ou si une partie du bord de D est supposé connue. En dehors de ces cas, le probléme, en

toute généralité, reste ouvert.

Nous avons probléme ouvert pour le probléme inverse que nous. Il s’agissait, dans un maté-
riau semi conducteur, de tester la résistance du contact entre le métal et le semi-conducteur.

Nous introduisons le probléme aux limites

—Au+zpu =0, dans(,

u=f, surl’,
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Quelques problémes ouverts 28

Pouvons - nous alors déterminer de fagon unique D a partir de la mesure frontiére 0,u survy, v
étant une partie del’. Nous avons démontré dans le Probléme 1 que nous avons unicité si
une partie du bord de D est connue. Nous avons aussi unicité dans le cas ot D est un poly-
gone convexe . Comme pour le probléme de la conductivité inverse, hormis ces deux cas, le
probléme en toute généralité reste ouvert.

Le probléme de déterminer le potentiel dans une équation de Schrédinger a partir d’un
opérateur DN partiel reste ouvert malgré les progrés récents. Le dernier résultat en date,
dont nous nous donnons pas les détails ici, est di & C. E. Kenig, J. Sjostrand et G. Uhl-
mann. Enoncons le probléme en toute généralité. Soit encore une foisQ) un ouvert borné et
régulier de R”, de frontiére I', et notons I'y et I'; deux parties fermés del’, d’intérieurs non
videsAq € L>(Q) telle que 0 n’est pas valeur propre de 'opérateur A, = —A + ¢ ayant pour

domaine H}(Q) N H*(Q), nous associons l'opérateur de DN partiel

A, f € he HY*(T), supp(h) C Ty — dyulr,,

ol u est la solution du probléme aux limites

Au+qu =0, dans(,

u=f, surl’,

Le probléme inverse (ouvert) consiste alors a déterminer a partir de & partir A.
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Chapitre 3

Postuler a probléme inverse

Dans ce chapitre, nous allons étudier un probléme inverse pour déterminer la corrosion
dans un tube métallique difficile & atteindre (nous prenons la trés petite surface a étudier
comme une forme plate). Notre zone d’étude est située a U'intérieur d’'un tube métallique
encastré dans sa partie inférieur, et est donc inaccessible. Nous prendrons des mesures sur le
dessus du tube métallique que n’est pas en contact avec le sol. pourcela, nous allons trans-
mettre un champ électrique dans cette partie, et effectuer des mesures. Concevoir ensuite
ce probléme par un probléme de Laplace mixte a terme inconnue dans les conditions aux
limites, ce terme qui peut prendre plusieurs, formes. Cette fonction détecte la présence ou
I’absence de corrosion a l'intérieur du panneau. pour cela, on fait des mesures électriques
sur différentes intervalles de temps, cela nous renseigne sur la détection et le développement
de la corrosion dans cette partie du tube, on va d’abord formuler notre probléme qui est un

probléme inverse, et on fera cela.
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30

Faire une étude théorique. Nous allons montrer que ce probléme a une solution unique,

et que cette solution est également stable.

Ensuite, nous allons résoudre ce probléme en construisant un algorithme itératif qui donne
une série de problémes qui se croisent et qui donne des valeurs approchées des fonctions
d’impedédance, qui determinent. La toux d’usure. Enfin, nous étudions la convergence et

Fournissons une application numérique avec passing.
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Une étude empirique 31

3.1 Une étude empirique

[3] Laisser  =]0;a[]0;0[; a>0; b > 0etI estlafronticre de Q2 la frontiére est décompose

en quatre domaines ouverts disjoints :I'g; I'1; '9; I'3, ou :

Lo =|0;alb; T4 =]0;al0; Ty =0]0;b]; T's=al0;d];

r: rs

r

supposons que I’y , soit la partie enchéassée de €2 , donc inaccessible. alors la valeur limite

sur I'; est inconnue, le potentiel électrique, u satisfait 1’équation différentielle suivante :
Au = Odans (3.1.1)

ou les valeurs de Dirichlet et Neuman sur I'gdu potentiel électrique u sont connues et sont

données comme suit :

u(z,y) = f dans Iy,
(3.1.2)

%ﬂ?’y):g dans I'y  On # 0.
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Une étude empirique 32

ou (f:g) sont deux fonctions données dansH 2 (I')H2 (T). puisque (f;g) sont connus, on peut
facilement résoudre le probleme(1l) — (2) . la partie inaccessible de la frontiére est le I'y
qui est censé étre corrode. 'apparition de tout corrosion I'y, est modélisée par une fonction

v = 7(z), Il s’agit donc de trouver v = (x) tel que :

Ou

an +yu =0 dansl (3.1.3)

Notre probléme est : Trouver les fonctions f; et g;, solution du probléme suit :

;

Au=0 dans I,

b= u = f1 dans Fl, (314)
\g—z = ¢, dans I'.
ou f1 # 0 De (3) on en déduit
= —% I

pour résoudre le probléme (4), nous allons construire un algorithme qui donne une bonne
approximation de la fonction v = y(z). Cet algorithme donne une suite 7, = v,(x);n € N
de valeurs approchées de la fonction v = y(x) .

Nous allons montrer que la suite (y,)nen converge vers la fonctions v = y(z).

Enfin, nous faisons une application numérique en donnant un exemple concret.
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Enonce du probleme 33

3.2 Enonce du probléme

[9] En général, problémes tels que : Trouver une fonction u telle que :

.

Au =0 dans €,

le (3.2.1)

u=g dans I',,

\ g—z =h dans I'.
Ou  est un domaine ouvert borné dans R?, et fi est donné dans L*(Q2).I' = ', U T étant
la frontiére de €2 avec la condition I'. N 'y = ¢.

Admet une unique solution ou moins dans H'(2).

En effet : on peut par exemple appliquer le théoréme du mail gram, et en déduire que : Le
probléme (6) admet une unique solution dans H*(2)[1].

Mais si le € est convexe, on montre dans que le probléme ( 6 ) admet une unique solution

au moins dans l'espace H?(2), de plus cette solution est stable (4) et (5).

3.3 Résolution du probléme (4)

[3] La résolution du probléme (4), se fera en plusieurs étapes.

Premier étape :

On résout le probléme (1) — (2). A partir des valeurs limites (2), nous voulons déterminer
les fonctions des valeurs, limites dans (4). Nous déterminons donc la fonction d’impédance

y donnée, par la formule (5).
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Résolution du probléme (4) 34

3.3.1 Deuxiéme étape :

[10] Construction d’un algorithme itératif de résolution du probléme ( 4 ) Dans cette section,
nous construisons algorithme itératif décrivant une séquence de problémes approches comme
celui construit dans (6), cet algorithme basé sur une itération de pro blémes approches de
notre probléme (4) cet algorithme qui conduit a déterminer la fonction inconnus . On

mettre dans (7), que cet algorithme converge .

3.3.2 Description de l’algorithme

L, . P 0 . , .
1
[9] 1) Spécifiez une valeur initiale V? du potentiel électrique u sur I'

2) Résolvez le probléme suivant :

¢

AU (z,y) =0 dans €2,

Ux,y) = v (x) dans Ty,
Do

Uz,y) =0 dans T, U T3,

U (z,y)
on

= g(x) dans T'p.

\

Nous déterminons UY(z;y); (z;y) € Q et W0(x) = %(;’y)sur I.

) : ) . .\ o .
On peut alors déterminer 7o = —*5y, qui est la premiere approximation de la fonction de

~. Apres, on résout le probléme suivant :

AU (z,y) =0 dans €2,

UMN(z,y) = f(x)  dans I,
D2k+2

UN(x,y) = dans I'y U T,

UW(ry) _ wM(z) dans Ty,
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Résolution du probléme (4) 35

On détermine U (z;%); (z;y) € Q et V) = UM surl'y, alors on détermine y1 = —

lequel a deuxiéme approximation de ~.
Par une récurrence sur K, on suppose que 'approximation d’ordre K est obtenue c’est-a-d

k) _ oUW (a)
wih) = W)

supposons que : sur ', soit connu. Maintenant, nous pouvons résoudre le

probléme suivant :

AU+ (g y) =0  dans Q,
U (z,y) = f(x) dans Iy,

UG (2, y) =0 dans I’y U T3,

(2k+1)
Wa—n(ﬂw/) =w®  dansT}.

Maintenant, nous pouvons déterminer

U (25 9); (259) € Q

etV EHD = UCKF) (g)sur I'y.onenddui o1 = —%.

A partir deVE+D | on peut obtenir

ol (2k+2) (1‘)
UCEAD) (2:9)); (w3 y) € Q et whD) = —, sw I'1, en résolvant le probléme suivant :
v
(
AU+ (1 ) =0 dans €,

U (2, ) = o# 0 (x) - dans T,

[ ]Pl
U2 (g, 94) =0 dans Ty U T,
W%g—z)(“’) = g(x) dans Ty.
\
On détermine alors voi 1 = —% . On obtient donc une suite :

vl
v = () = —m|F1§J €N
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Résolution du probléme (4) 36

On continue l'itération jusqu & obtenir :||ug11 — ug|| < €, ou est un petit nombre réel

fixe positif.

Résolution d’un probléme de modéle (Pk)

[3] Nous allons résoudre le probléme suivant :

”

Au(z,y) =0  dans Q,

u(z,y) = f(z) dans Iy,
P2k41 4

u(z,y) =0 dans I'y U T,

%ﬁ;’y) =g(x) dansT.

\

Il existe plusieurs méthodes de résolution du probléme (P). Nous utiliserons la méthode

de séparation des variables.

On pose : z,(z) = 2sin™=. pourn > 1, le systéme (z,) forme une base orthogonale

dans l'espace L?(]0,a[) et une ortho normale dans 'espace H'(]0;a[). On peut écrire :
u(z;y) = Yu,(y)za(x) on voit directement que : u(0;y) = u(a;y) = 0, alors u = 0 sur

Iy UT's.

nm

Si on pose K,, = “* on obtient :A = Z(a;;; —(—

)2Up)2n = 0.

Puisque le systéme (z,) est libre. On en déduit que :

un(y) = anexp(—K,y) + B, exp(kn(y — b))

On montre dans (2) que toutes les fonctions développables on séries de Fourier forment un

sous-espace dense dans L?
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Résolution du probléme (4) 37

. Supposons que les fonctions f et g soient développables en série de fourier, leur évolution

peut s’écrire :

f = Zanzn( ) et g = Egnzn Oufn - fO da:et gn = fo(z g(x)zn(:v)d:v

Pour le probléme (Fy) les valeurs limites sont :

Uwsy) = f =V sur Iy et 25850 = g(x) sur Ty

an Z_auna(; 2) 2 ()| (e,5)= 9(7) Depuisg(x) = Xgn2z,(z) .

alrsd“"(b) = Gn

On détermine les constantes «,, et [, en utilisant les conditions aux limites sur I'y. Apres

calcul, on obtient la solution du probléme (p) est :

ndn — fn) exp(—=kny) + (kngn — frexp(—kpnb)) exp &, (y — b)

_ (K
u(z,y) =% 2k, exp(—kyb)

zo(z)  (3.3.1)

Nous appliquons cette méthode pour résoudre des problémes (Fy); (Pox11); (Pax12) tel qu’a
chaque itération, on remplace les fonctions f et g par leurs valeurs.

La solution du probléme (F) est :

knv® — g, exp(—knb) + exp(—knb) + (gn + knv® — hy, exp(—k,b)) exp(y — b)

U(O) = n
(.9) (1 + exp(—hnb)) (%)
(3.3.2)
Alors que la solution du probléme (pok + 1) est :
k
UEHD (5 ) = 3 (frknexp(—knb) — )exp( kny) + (w,(1 )(_knb)hn + kn fn) exp(y — b) ()
’ k(1 4 exp(—2knb)) !
(3.3.3)
Maintenant, on peut déterminer 7o 1il est donné par yor 11 = —%
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De la méme maniére, la solution du probléme(psk + 2) est donnée :

k:nvf(lkﬂ) — gn exp(—k,b) + exp(—k,b) + (gn + kvt — g, exp(—k,b)) exp(y — b)

U(2k+2) -y
(z,9) Fon (1 + exp(—knb))

(3.3.4)

(k+1) s o . . e s
et Yorr2 = —arn -On répéte des itérations successives sur k jusqu’ a satisfaire le critere de

convergence comme :||ux+1 — ug|| < €, este un nombre réel positif suffisamment petit fixé.
Remarque : Dans le cas ou la plaque est Minc, on obtient la solution de chaque probléme

en prenant la limite dans la formule 7.8.9.10 quand b tend vers zée.

3.3.3 Application numérique

Méthode numérique Nous utilliserons la méthode des différences pour résor résoudre les
probléme (p,), avec les donnéés suivantes :h = 0.1;a = 0.1;0 = 1, f(z) = 2?2 g(z) =

242 v° = 1l.e = 1072 Nous obtenons les résultants : La premiére colonne du tableau 1,

X 1 y2 ¥3 yd ¥5 y6

0.1 0373 0.345 0312 0.273 0.221 0.189
0.2 0231 0.225 0.189 0.135 0.912 0.613
03 0600| 0.312 0268 0227 0179 0147
04 0827| 0535 0245 0.218 0.727 4018
0.5 0406]| 1.250 1233 2273 0.806 5107
0.6 0.857| 1.241 1.000 2.000 0.857 4.500
0.7 0.891] 1.225 7.000 1.815 0.891 3.769
0.8 0914 1.208 5333 1.664 0.914 3.200
09 0931] 1191 4263 1.568 0.931 2793
1.0 0943| 1176 3.571 1.915 0.943 2.504
1.1 1.067| 1.211 2894 1.450 1.089 2.004

FIGURE 3.1: Resultat de ~

indiquent les valeurs dex; = xg+1th, +=0,1,......... ,10; A = 0.1; 29 = 0.1;
Les autres colonnes du tableau 1, indique les éléments v, & 76 de la suite (v, ) de fonctions

approchées de v = ()
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——y2
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—#—y5
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1.500
1.000
0.500
0.000

FIGURE 3.2: Resultat de analyse numeérique de vy

figure (1) montre le changement de roulements au 1 du temps dans toutes les régions d’ex-

périence plaque métallique la modes est 6 en fonction de temps x ou x € [0;1; 1; 1]

Cette figure est une traduction de tableau (1).

On remarque sur la figure (1) une variation dans les courbes pour les sites et cela indique

la différence du pourcentage d’érosion dans les positions avec la différence Nous concluons

que plus le signal est élevé, plus la corrosion est importante.
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Conclusion

Bien qu’il soit difficile de détecter la corrosion dans les tubes métalliques pour sa surface
interne, le probléme inverse 1’a rendu possible en le rendant stable par analyse numérique

des données du signal électrique de sa surface externe.
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