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Abstract

The presence of reverse problems in the nature of physical conditions, made us look for a

solution to the reverse problem to detect the erosion of the inner surface of a metal tube

that we can not reach with difficulty, we used the method of electric bears on the outer

surface to reach the degree of corrosion , after analyzing the results of u=0 we reach the

severity of corrosion.
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Résumé

La présence de problèmes inverses dans la nature des conditions physiques, nous a fait

chercher une solution au problème inverse pour détecter l’érosion de la surface interne d’un

tube métallique que nous ne pouvons pas atteindre avec difficulté, nous avons utilisé la

méthode des ours électriques sur la surface extérieure pour atteindre le degré de corrosion ,

après avoir analysé les résultats de u=0 nous atteignons la gravité de la corrosion.
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Introduction

On sait que tous les problèmes physiques ont un énoncé et une forme mathématique. Les

problèmes de physique mathématique sont modélisés par des équations aux dérivées par-

tielles, qui sont un système d’équations aux dérivées partielles associées aux conditions aux

limites et au développement du phénomène. modèle mathématique est formé à partir des

conditions initiales "borderline ".

Le chercheur une étude sur une importante source d’eau à Gatineau, au Québec, qui a

été réparée à plusieurs reprises. Cette étude avait un double objectif : déterminer l’étendue

de la corrosion et mesurer l’importance des efforts extérieurs agissant sur la conduite, afin

de pouvoir intervenir en temps utile.

A ce titre, le sujet de l’étude de la corrosion des canalisations est important, notamment

dans les centrales nucléaires, car il participe à la sécurité de la centrale et des autres postes

de travail. Dans ce travail, nous considérons un problème inverse pour déterminer la cor-

rosion qui se produit dans une partie intérieure inaccessible du tube à partir de mesures

effectuées aux limites extérieures. Notre objectif est de déterminer les informations de cor-
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7

rosion potentielle sur la surface interne du tube et de collecter des données électrostatiques

sur une partie de la surface externe du tube afin que ces "signaux électriques" fournissent

des données sur la surface interne difficile à atteindre. Cette information traduit et montre

à quel point la surface interne du tube est corrodée.parmi les études incluses dans cette

étude figure un livre Choulli.M.Stability estimates for aan inverse elliptic problem, J. In-

verse Ill-posed prob1. 2002.et fasino.D et Inglese. G. Discrete methods in the study of an

inverse problem for laplace’s equation 1999. Le problème inverse peut être résolu par la mé-

thode d’approximation TPA (thin plate approximation method). En trouvant l’algorithme

et l’analyse numérique en

∆u = 0 sur Ω.

Mais cet algorithme ne fonctionne que sur l’hypothèse que l’épaisseur est suffisamment pe-

tite par rapport au rayon du tube. Le cas où les données de Cauchy pour la borne extérieure

et l’hypothèse de faible petitesse sont données est abandonné, non étudié et évidemment

très important pour les problèmes pratiques.

La principale difficulté de ce problème inverse est la mauvaise formulation d’un problème

inverse. Les données mesurées ne sont présentées que sur une partie de la frontière exté-

rieure et nous voulons définir une fonction inconnue sur la frontière intérieure. C’est-à-dire

que l’une des limites est inconnue, et c’est ce que la nature impose à l’état physique.Si nous

ne traitons pas correctement le problème inverse, les erreurs dans les données mesurées en

traitement numérique seront amplifiées car toute petite erreur en résultera dans une grande

7



8

différ ence dans les résultats. Ce travail se compose de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons des concepts généraux sur les problèmes in-

verses avec quelques exemples, nous savons aussi pourquoi et à quoi servent les problèmes

inverses.

Dans le deuxième chapitre, il montre le rôle des enjeux inverses dans certains enjeux

de l’étude de l’évolution de la corrosion à l’intérieur des canalisations métalliques, et des

exemples d’enjeux inverses (en dimension 1 et de rang 1, un enjeu inverse en dimension 2

et de rang 2) .

Le troisième chapitre est une étude appliquée d’un problème inverse et sa solution et

comment identifier la corrosion et son pourcentage.

Au terme de cette étude, nous passons en revue la conclusion et la conclusion

8



Contents

Introduction 2

Introduction 3

1 Problème inverse 11

1.1 Definition générale d’un probléme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.1 Définition de problème directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.2 Type de problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Problème inverses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.2 Problèmes inverses linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.3 Problèmes inverses non linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 pourquoi utilises-tu le problème inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 Utilise le problème inverse: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Le problème inverse de la corrosion 21

2.1 Etud de la corrosion des tubes par problème inverse . . . . . . . . . . . . . . 22

9



CONTENTS 10

2.2 Formulation du problème inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Quelques problèmes ouverts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Postuler à problème inverse 29

3.1 Une étude empirique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 Enonce du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3 Résolution du problème (4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1 Deuxième étape: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3.2 Description de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3.3 Application numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Bibliographie 41

10



Chapitre 1

Problème inverse

On sait que la plupart des phénomènes physiques sont modélisés dans des problèmes au

moyen d’équations aux dérivées partielles (EDP), qui sont des équations de l’inconnu dans

lesquelles se trouvent des fonctions (fonctions, applications) à plusieurs variables avec leurs

dérivées, décrivant divers phénomènes physiques tels que le son propagation, distribution de

chaleur, propagation des ondes électromagnétiques, etc.
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Definition générale d’un probléme 12

1.1 Definition générale d’un probléme

1.1.1 Définition de problème directe

Problèmes directs :[3] Les résultats sont déterminés à partir des causes qui les ont provo-

qués. On retrouve les caractéristiques du milieu (telles que la vitesse du son et la conductivité

de la chaleur), qui sont exprimées en coefficients inclus dans l’équation, ainsi que les condi-

tions initiales ou conditions aux limites. Bien que tous ces coefficients soient considérés

comme connus lors de la modélisation, l’inconnue est la solution de l’équation aux dérivées

partielles dans les problèmes directs.

Le problème (P) consiste a trouver une fonction u solution de

Au = f.

[3]

1.1.2 Type de problème

Problèmes bien posé

cite4

Trouver la solution qui satisfait un système d’équations aux d’étrivées partielles avec des

conditions aux limites (conditions initiales et conditions frontières) forme un problème bien

posé si les trois conditions suivantes satisfaites :

1)La solution existe.

2)Elle est unique.

12



Definition générale d’un probléme 13

3)Elle dépend continument des données.

[3] Et prendre cette forme :
−(a(x)u′(x))′ = f(x); pour x ∈]− 1; 1[,

u(−1) = u(1) = h; pour hestreconnu

Exemples :

1)

g′′ + ag = 0, sur ]0; 1[

u(0) = f,

u′(1) = g,

f = 13, g = 15 y = A cos t+B sin t

2) Le problème de Dirichlet pour l’équation de Laplace et l’équation de la chaleur avec des

conditions initiales spécifiées. Ils peuvent être considérés comme des problèmes « naturels »,

dans le sens où il y a des processus physiques qui résolvent ces problèmes. Type de conditions

aux limites La définition correcte des conditions aux limites est un des éléments essentiels

pour obtenir un problème bien posé, on rappelle les différentes manières d’imposer des.

Le problème mal posé

Les problèmes inverses sont un phénomène physique qui souvent ne se réalise pas de l’une

ou l’autre des conditions, ou même des trois groupes mentionnés précédemment, et ce n’est

pas très surprenant car ils sont fragmentés par la nature du phénomène, comme l’instabilité

ou l’accès à plusieurs solutions.
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Problème inverses 14

1.1.3 Conditions aux limites

[3] 1. La condition de Dirichlet : u = f

2. La condition de Neumann :u = f

3. La condition de Robin :u+ u = f

4. La condition de Cauchy : u = f et u = g

Dans ces conditions, un représente la dérivée normale à la frontière du domaine de calcul.

1.2 Problème inverses

1.2.1 definition

[3] Un problème inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramètres

(ou inconnues) d’un modèle doivent être identifiées à partir d’observations (ou mesures) du

phénomène. C’est également en quelques sortes le contraire d’un problème direct.

supposons que l’on dispose d’un modèle. Si on se fixe des valeurs pour les paramètres du

modèle, on peut alors faire tourner le modèle, en déduire une trajectoire, et l’observer. Il

s’agit du problème direct. Le problème inverse consiste à remonter le schéma.

connaissant les observations, le but est de retrouver les valeurs des paramètres.

La résolution du problème inverse passe donc en général par une étape initiale de modélisa-

tion du phénomène, dite problème direct qui décrit comment les paramètres du modèle se

traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, à partir des mesures obtenues

14



Problème inverses 15

sur le phénomène réel, la démarche va consister à approximer au mieux les paramètres qui

permettent de rendre compte de ces mesures.

Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de façon analytique. La ré-

solution mathématique est rendue difficile par le fait que les problèmes inverses sont en

général des problèmes mal posés, c’est-à-dire que les seules observations expérimentales ne

suffisent pas à déterminer parfaitement tous les paramètres du modèle. Il est donc nécessaire

d’ajouter des contraintes ou des a priori qui permettent de réduire l’espace des possibilités

de façon à aboutir à une solution unique.

Exemple [3]

On s’intéresse à l’estimation de paramètres dans une équation aux dérivées partielles :



∂y
∂t
− Σ ∂

∂xi
(a ∂y

∂xi
) = f dans Ω]0;T [;

y(x, 0) = y(x) dans Ω;

∂y
∂n

= g sur Γ]0;T [; (∂n 6= 0)

(1.2.1)

C’est l’équation de la chaleur, y est la température, f est un terme source, a est la conduc-

tivité thermique, et g est le flux de chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la même

équation pour modéliser un écoulement monophasique (comme du pétrole) : y est la pres-

sion, f représente les puits de pompage, a est la perméabilité du milieu, et g = 0 pour un

milieu ferme.
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Problème inverses 16

Le problème est le suivant : à partir de mesures de y en certains points et à certains instants,

il faut identifier a. Le problème direct est évidemment trivial, mais le problème inverse peut

être des plus compliqués.

1.2.2 Problèmes inverses linéaire

[3]

Un problème inverse linéaire peut être décrit par une équation de la forme g = ux.

où g représente les mesures prises et a une forme linéaire, x représente les valeurs des

paramètres du phénomène et u est un opérateur linéaire qui représente la relation entre les

mesures et les paramètres du modèle.

1.2.3 Problèmes inverses non linéaires

Dans les problèmes inverses non linéaires la relation entre les observations et les para-

mètres du modèle est plus complexe. On écrire cette relation sous la forme g = ux où cette

fois, l’opérateur g est non linéaire.

Un point qu’il est important de remarquer. Infester les exemples de problèmes inverses

pas linéaires. En fait, hormis quelques cas particuliers, c’est le cas de tous les problèmes

inverses, au moins ceux qui sont les plus intéressants à étudier

16



pourquoi utilises-tu le problème inverse 17

1.3 pourquoi utilises-tu le problème inverse

On utilise le problème inverse pour trouver une solution à un phénomène physique de bornes

élémentaires inconnues "une ou toutes" pour éviter de commettre des erreurs et éviter des

risques pratiques, en particulier dans des ateliers tels que les centrales électriques, la base

d’activité nucléaire, les travaux d’extraction, de transport et production de les matières

actives, l’informatique revues médicales visuelles, et bien d’autres domaines d’activité la

nature physique de la situation a nécessité que nous utilisions le problème inverse, et cela

tient à sa nature.[3]

1.4 Utilise le problème inverse :

[3]

On retrouve des problèmes inverses dans de nombreux domaines scientifiques, en particu-

lier dans l’etude de systèmes complexes pour lesquels on a accès qu’‘a un petit nombre de

mesures, par exemple : la Terre en géophysique, les tissus organiques en imagerie médicale,

l’Univers en cosmologie, une salle de concert en acoustique architecturale . . .

Exemples 1

[3]

résolution d’un système linéaire, ingénierie pétrolière, tomographie en médecine, de convo-

lution (en imagerie notamment), détermination des constantes d’une réaction chimique, dé-

termination de la forme d’un obstacle par radar, acoustique sous-marine,. . .
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Utilise le problème inverse : 18

La résolution du problème inverse passe en général par une étape initiale de modélisa-

tion du phénomène, dite problème direct qui décrit Comment les paramètres du modèle se

traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, à partir des mesures obtenues

sur le phénomène réel, la démarche va consister à approximer au mieux les paramètres qui

permettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation

numérique ou de façon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par le

fait que les problèmes inverses sont en général des problèmes mal posés, c’est-à-dire que

les seules observations expérimentales ne suffisent pas à déterminer parfaitement tous les

paramètres du modèle, voire de problèmes non linéaires, c’est-à-dire que la modélisation

peut s’approcher des observations en s’écartant des paramètres réels. Il est donc nécessaire

d’ajouter des contraintes ou des a priori qui permettent de réduire l’espace des possibilités

de façon à aboutir à une solution unique.

Exemple 2

[3]

La différentation est l’intégration sont deux problèmes inverses l’un de l’autre. Il est plus

habituel de penser à la différentiation comme problème direct, et à l’intégration comme

problème inverse. En fait, l’intégration possède de bonnes propriétés mathématiques qui

conduisent à le considérer comme le problème direct. Et la différentiation est le prototype

du problème mal posé, comme nous allons le voit.

Considérons l’espace de Hilbert L2(Ω), et l’opérateur intégral A défini par

Af(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

18



Utilise le problème inverse : 19

Il est facile de voir directement que A ∈ L(L2(0, 1)). Cet opérateur est injectif , par contre

son image est le sous espace vectoriel

ImA = f ∈ H1(0, 1), u(0) = 0

où H1(0.1) est l’espace de Sobolev . En effet , l’équation

Af = g

est équivalente à

f(x) = g′(x)etg(0) = 0.

L’image de A n’est pas fermée dans L2(0.1) ( bien entendu, elle l’est dansH1(0.1)) . En

conséquence , l’inverse de A n’est pas continu sur L2(0, 1) , comme le montre l’exemple

suivant .

Considérons une fonction f = C1([0, 1]) , etn ∈ N. Soit

fn(x) = f(x) +
1

n
sin(n2x).

Alors

fn(x) = f(x) + n cos(n2x).

De simples calculs montrent que

‖f − fn‖2 =
1

n
(
1

2
− 1

4n
sin(2n2))1/2 = 0(

1

n
)

alors que

‖f ′ − f ′n‖2 = n(
1

2
− 1

4n
sin(2n2))1/2 = O(n)

Ainsi, la différence entre f ′ et fn peut-être arbitrairement grande, alors même que la diffé-

rence entre f etf ′ est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (l’inverse de A) n’est

19



Utilise le problème inverse : 20

donc pas continu. au moins avec ce choix des normes .

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques-uns des concepts mathématiques les plus

importants liés au problème inverse, qui sont implicitement inclus dans l’étude, même si elle

n’a pas été publiée.

20



Chapitre 2

Le problème inverse de la corrosion

La détection de la corrosion au sein d’un tube métallique est l’un des sujets les plus im-

portants en ingénierie, notamment dans la gestion de la sûreté d’une centrale nucléaire, et il

existe plusieurs façons d’y parvenir. Dans cet article, nous discuterons de la théorie mathé-

matique du problème inverse de la détection de la corrosion à l’aide de tourillons électriques,

c’est-à-dire que nous considérons la corrosion comme un problème inverse pour déterminer

le degré de corrosion qui se produit dans une partie inaccessible du tube (plaque) à partir

du mesures sur les limites extérieures. Notre objectif est de déterminer des informations sur

la corrosion qui peut se produire sur la surface interne du tube que nous ne pouvons pas

voir ou de déterminer le pourcentage d’usure à l’œil nu ou d’autres moyens de toucher (la

capacité d’atteindre la surface étudiée), une partie qui est difficile ou impossible à atteindre,

et collecter des données électrostatiques sur la partie de la surface extérieure du tube.

[3]

21



Etud de la corrosion des tubes par problème inverse 22

2.1 Etud de la corrosion des tubes par problème inverse

[3]

le problème d’identifier et de localiser la corrosion à l’intérieur d’un pipeline. Ces contrôles

sont très important par exemple en industrie pétrolière car ils permettent de prévenir des

dégradations qui peuvent déboucher sur des incendies difficiles à maîtriser. Deux types d’ins-

pection des pipelines sont possibles. Nous pouvons par exemple envoyer un courant électrique

sur la partie extérieure du pipeline et mesurer ensuite le potentiel résultant sur cette même

partie. En général, le potentiel est solution d’un problème aux limites pour l’équation de

Laplace. À partir des mesures, nous essayons de localiser la corrosion et de déterminer son

étendue. Les modèles mathématiques existant dans la littérature sont en dimension deux, ce

qui correspond dans l’exemple présent à une section du pipeline. Le problème aux limites est

posé sur un domaine dont une partie de sa frontière intérieure est inconnue (ce qui modélise

la partie corrodée). Dans l’autre méthode d’inspection, nous procédons par imagerie ther-
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mique. Le problème aux limites est similaire, sauf que l’équation de Laplace est remplacée

par l’équation de la chaleur. Pour l’un ou l’autre des modèles, le problème inverse consiste

à déterminer la partie inconnue du bord du domaine à partir de mesures frontières.

La formulation de ce problème inverse est relativement simple. La section du pipeline est

représentée par un domaine Ω de R2, dont la frontière extérieure est notée Γ1 et la frontière

intérieure Γ2. La partie corrodée de Γ2, inconnue, est notée γ. Si f est le courant électrique

que nous appliquons sur Γ1 (en fait f est supportée sur une partie de Γ1 ) alors le potentiel

électrique à l’intérieur de la section du pipeline est solution du problème aux limites.

p =



∆u = 0, dans Ω,

∂vu = f sur Γ1,

∂vu = 0 sur Γ0.

Nous considérons le problème de déterminer γ à partir de mesures sur une partie M de

Γ1 :

u = g, surM.

Pour la stabilité, il est usuel pour ce type de problème de munir l’ensemble des parties

inconnues γ du bord par la distance de Hausdorff dH . Dans ce cas, nous avons des résultats

de stabilité de type

dH(γ1, γ2)(d(g1, g2)), pour dH(γ1, γ2)assezpetit,

pour une certaine distance d sur l’ensemble des mesures.
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2.2 Formulation du problème inverse

[3]

Supposons un domaine Ω = x|r1 < |x|< r2 ⊂ R2(voir figure (2.2) et les bornes Γ1 =

x||x|= r1et Γ2 = x||x|= r2 .

[3]

Supposons que Ω est un corps métallique à conductivité constante. Dans le domaine Ω

, on considère un champ électrostatique. Le potentiel électrique u satisfait l’équation de

Laplace en Ω, c’est-à-dire

∆u = 0, en Ω.

SoitΓ0 un ouvert de la frontière extérieure Γ2 de Ω qui est une partie "accessible". Sur Γ0,

les données de Dirichlet et les données de Neumann du potentiel électrique u sont données,

c’est-a-dire

u(x) = φ(x), x ∈ Γ0

uv(x) = ψ(x), x ∈ Γ0
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où u, est la dérivée normale extérieure de u sur la frontière. Nous désignons la partie restante

de la frontière extérieure de Ω par Γ2.

Γ̃2 = Γ2\Γ0

Nous supposons que la corrosion ne s’est produite que sur la frontière intérieure du do-

maine Ω et la corrosion peut être décrite par une fonction non négative y dans la condition

aux limites sur la frontière intérieure.c’est-a-dire

uv + γu = 0, surΓ1

où γ ≥ 0 représente les dommages dus à la corrosion. Le problème inverse dont nous discu-

tons dans cet article est de trouver le coefficient inconnu γ à partir des données de Cauchy

φ et sur Γ0 . Nous allons traiter ce problème inverse par les étapes suivantes :

Étape 1[4] : Obtenir les données de Cauchy sur le cercle intérieur en résolvant le problème

de Cauchy pour les équations de Laplace. Nous utilisons la méthode itérative des éléments

de frontière pour résoudre le problème de Cauchy

∆u(x) = 0, x ∈ Ω

u(x) = φ(x), x ∈ Γ0

un(x) = φ, x ∈ Γ0

Notre but est d’obtenir les données de Cauchy sur Γ1 :

u(x) = φ1(x), x ∈ Γ1; un(x) = ψ1(x), x ∈ Γ1.
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Étape 2[5] : Obtenez l’impédance γ à partir des données de Cauchy sur le cercle intérieur.

Pour la condition aux limites

un + γu = 0, xsur Γ1,

γ peut être obtenu par

γ = −un
u
|Γ1 = −ψ1

φ1

, siφ1 6= 0.et u 6= 0

2.3 Quelques problèmes ouverts

[3]

Nous donnons une sélection de problèmes inverses elliptiques et paraboliques ouverts.

Nous nous sommes limités à quelques problèmes parmi les plus significatifs. Bien évidem-

ment, il y en a tant d’autres.

Soient Ω un ouvert borné et régulier de Rn, de frontière Γ,Q = Ω(0.T ) et Σ = Γ(0, T ). Nous

considérons le problème aux limites



∆u+ P (x)u− ∂tu = 0, dans Q

u(., 0) = a,

u = g, sur Σ

(2.3.1)

Un premier problème inverse classique dans ce cas consiste à déterminer P = P (x) à

partir de la donnée finale u(0, T ). Si pest connu dans un sous domaine w de Ω, nous avons

unicité et stabilité pour ce problème. De même si nous remplaçons dans (1), l’opérateur∆

par s∆, s > 0 étant le paramètre de diffusion, alors le problème est génériquement, par
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rapport à s, bien posé. Plus précisément, nous avons unicité et dépendance continue. sauf

peut être pour un ensemble au plus dénombrable de paramètres. En dehors de ces deux cas

le problème, en toute généralité, reste ouvert. Le second problème qui reste ouvert aussi

concerne la détermination p = p(x) a partir de la donnée frontière ∂vu sur Σ ou sur une

partie de celle - ci.

Revenons au problème de conductivité inverse, pour lequel nous avons démontré un résultat

de stabilité pour une famille à un paramètre. De nouveau Ω un ouvert borné et régulier de

Rn. Nous considérons le problème aux limites
div((1 + xD)∇u) = 0, dansΩ,

u = f, surΓ,

Le problème inverse à déterminer D à partir de la mesure frontière∂v surγ, γ étant une

partie de Γ. Pour ce problème, nous savons qu’il y a unicité si D est un polyhèdre convexe

ou si une partie du bord de D est supposé connue. En dehors de ces cas, le problème, en

toute généralité, reste ouvert.

Nous avons problème ouvert pour le problème inverse que nous. Il s’agissait, dans un maté-

riau semi conducteur, de tester la résistance du contact entre le métal et le semi-conducteur.

Nous introduisons le problème aux limites


−∆u+ xDu = 0, dansΩ,

u = f, surΓ,
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Pouvons - nous alors déterminer de façon unique D à partir de la mesure frontière ∂vu surγ, γ

étant une partie deΓ. Nous avons démontré dans le Problème 1 que nous avons unicité si

une partie du bord de D est connue. Nous avons aussi unicité dans le cas où D est un poly-

gone convexe . Comme pour le problème de la conductivité inverse, hormis ces deux cas, le

problème en toute généralité reste ouvert.

Le problème de déterminer le potentiel dans une équation de Schrödinger à partir d’un

opérateur DN partiel reste ouvert malgré les progrès récents. Le dernier résultat en date,

dont nous nous donnons pas les détails ici, est dû à C. E. Kenig, J. Sjöstrand et G. Uhl-

mann. Énonçons le problème en toute généralité. Soit encore une foisΩ un ouvert borné et

régulier de Rn, de frontière Γ, et notons Γ0 et Γ1 deux parties fermés deΓ, d’intérieurs non

videsÀq ∈ L∞(Ω) telle que 0 n’est pas valeur propre de l’opérateur Aq = −∆+ q ayant pour

domaine H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), nous associons l’opérateur de DN partiel

Ãq : f ∈ h ∈ H1/2(Γ), supp(h) ⊂ Γ0 −→ ∂vu|Γ1 ,

où u est la solution du problème aux limites


∆u+ qu = 0, dansΩ,

u = f, surΓ,

Le problème inverse (ouvert) consiste alors à déterminer à partir de à partir Ā.
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Chapitre 3

Postuler à problème inverse

Dans ce chapitre, nous allons étudier un problème inverse pour déterminer la corrosion

dans un tube métallique difficile à atteindre (nous prenons la très petite surface à étudier

comme une forme plate). Notre zone d’étude est située à l’intérieur d’un tube métallique

encastré dans sa partie inférieur, et est donc inaccessible. Nous prendrons des mesures sur le

dessus du tube métallique que n’est pas en contact avec le sol. pourcela, nous allons trans-

mettre un champ électrique dans cette partie, et effectuer des mesures. Concevoir ensuite

ce problème par un problème de Laplace mixte à terme inconnue dans les conditions aux

limites, ce terme qui peut prendre plusieurs, formes. Cette fonction détecte la présence ou

l’absence de corrosion à l’intérieur du panneau. pour cela, on fait des mesures électriques

sur différentes intervalles de temps, cela nous renseigne sur la détection et le développement

de la corrosion dans cette partie du tube, on va d’abord formuler notre problème qui est un

problème inverse, et on fera cela.
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Faire une étude théorique. Nous allons montrer que ce problème a une solution unique,

et que cette solution est également stable.

Ensuite, nous allons résoudre ce problème en construisant un algorithme itératif qui donne

une série de problèmes qui se croisent et qui donne des valeurs approchées des fonctions

d’impedédance, qui determinent. La toux d’usure. Enfin, nous étudions la convergence et

Fournissons une application numérique avec passing.
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3.1 Une étude empirique

[3] Laisser Ω =]0; a[]0; b[; a > 0; b > 0 et Γ est la frontière de Ω la frontière est décompose

en quatre domaines ouverts disjoints :Γ0; Γ1; Γ2; Γ3, ou :

Γ0 =]0; a[b; Γ1 =]0; a[0; Γ2 = 0]0; b[; Γ3 = a]0; b[;

supposons que Γ1 , soit la partie enchâssée de Ω , donc inaccessible. alors la valeur limite

sur Γ1 est inconnue, le potentiel électrique, u satisfait l’équation différentielle suivante :

∆u = 0dans Ω (3.1.1)

ou les valeurs de Dirichlet et Neuman sur Γ0du potentiel électrique u sont connues et sont

données comme suit : 
u(x, y) = f dans Γ0,

∂u(x,y)
∂η

= g dans Γ0 ∂n 6= 0.

(3.1.2)
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ou (f ;g) sont deux fonctions données dansH
3
2 (Γ)H

1
2 (Γ). puisque (f ;g) sont connus, on peut

facilement résoudre le problème(1) − (2) . la partie inaccessible de la frontière est le Γ1

qui est censé être corrode. l’apparition de tout corrosion Γ1, est modélisée par une fonction

γ = γ(x), Il s’agit donc de trouver γ = γ(x) tel que :

∂u

∂η
+ γu = 0 dansΓ1 (3.1.3)

Notre problème est : Trouver les fonctions f1 et g1, solution du problème suit :

p =



∆u = 0 dans Γ1,

u = f1 dans Γ1,

∂u
∂η

= g1 dans Γ1.

(3.1.4)

ou f1 6= 0 De (3) on en déduit

γ = −g1

f1

Γ1

pour résoudre le problème (4), nous allons construire un algorithme qui donne une bonne

approximation de la fonction γ = γ(x). Cet algorithme donne une suite γn = γn(x);n ∈ N

de valeurs approchées de la fonction γ = γ(x) .

Nous allons montrer que la suite (yn)n∈N converge vers la fonctions γ = γ(x).

Enfin, nous faisons une application numérique en donnant un exemple concret.

32



Enonce du problème 33

3.2 Enonce du problème

[9] En général, problèmes tels que : Trouver une fonction u telle que :

le



∆u = 0 dans Ω,

u = g dans Γa,

∂u
∂η

= h dans Γb.

(3.2.1)

Ou Ω est un domaine ouvert borné dans R2, et fi est donné dans L2(Ω).Γ = Γc ∪ Γd étant

la frontière de Ω avec la condition Γc ∩ Γd = φ.

Admet une unique solution ou moins dans H1(Ω).

En effet : on peut par exemple appliquer le théorème du mail gram, et en déduire que : Le

problème (6) admet une unique solution dans H1(Ω)[1].

Mais si le Ω est convexe, on montre dans que le problème ( 6 ) admet une unique solution

au moins dans l’espace H2(Ω), de plus cette solution est stable (4) et (5).

3.3 Résolution du problème (4)

[8] La résolution du problème (4), se fera en plusieurs étapes.

Premier étape :

On résout le problème (1) − (2). A partir des valeurs limites (2), nous voulons déterminer

les fonctions des valeurs, limites dans (4). Nous déterminons donc la fonction d’impédance

y donnée, par la formule (5).
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3.3.1 Deuxième étape :

[10] Construction d’un algorithme itératif de résolution du problème ( 4 ) Dans cette section,

nous construisons algorithme itératif décrivant une séquence de problèmes approches comme

celui construit dans (6), cet algorithme basé sur une itération de pro blêmes approches de

notre problème (4) cet algorithme qui conduit à déterminer la fonction inconnus γ. On

mettre dans (7), que cet algorithme converge .

3.3.2 Description de l’algorithme

[9] 1) Spécifiez une valeur initiale V 0 du potentiel électrique u sur Γ1

2) Résolvez le problème suivant :

p0



∆U0(x, y) = 0 dans Ω,

U0(x, y) = v(0)(x) dans Γ1,

U0(x, y) = 0 dans Γ2 ∪ Γ3,

∂U0(x,y)
∂η

= g(x) dans Γ0.

Nous déterminons U0(x; y); (x; y) ∈ Ω et W 0(x) = ∂U0(x,y)
∂η

sur Γ1.

On peut alors déterminer γ0 = −w(0)

v(0)
, qui est la première approximation de la fonction de

γ. Apres, on résout le problème suivant :

p2k+2



∆U (1)(x, y) = 0 dans Ω,

U (1)(x, y) = f(x) dans Γ0,

U (1)(x, y) = 0 dans Γ2 ∪ Γ3,

∂U(1)(x,y)
∂η

= w(1)(x) dans Γ1.
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On détermine U1(x; y); (x; y) ∈ Ω et V (1) = U (1) surΓ1, alors on détermine γ1 = −w(0)

v(0)
,

lequel à deuxième approximation de γ.

Par une récurrence sur K, on suppose que l’approximation d’ordre K est obtenue c’est-à-d

supposons que : w(k) = ∂U(k)(x)
∂η

sur Γ, soit connu. Maintenant, nous pouvons résoudre le

problème suivant :

p



∆U (2k+1)(x, y) = 0 dans Ω,

U (2k+1)(x, y) = f(x) dans Γ0,

U (2k+1)(x, y) = 0 dans Γ2 ∪ Γ3,

∂U(2k+1)(x,y)
∂η

= w(k) dans Γ1.

Maintenant, nous pouvons déterminer

U (2K+1)(x; y); (x; y) ∈ Ω

etV (K+1) = U (2K+1)(x)sur Γ1.onenddui γ2K+1 = − w(k)

v(k+1) .

A partir deV (K+1), on peut obtenir

U (2K+1)(x; y); (x; y) ∈ Ω et w(k+1) =
∂U (2k+2)(x)

∂v
sur Γ1, en résolvant le problème suivant :

[10]p1



∆U (2k+2)(x, y) = 0 dans Ω,

U (2k+2)(x, y) = v(k+1)(x) dans Γ1,

U (2k+2)(x, y) = 0 dans Γ2 ∪ Γ3,

∂U(2k+2)(x,y)
∂η

= g(x) dans Γ0.

On détermine alors γ2K+1 = −w(k+1)

v(k+1) . On obtient donc une suite :

γj = γj(x) = −U
j
v

U j
|Γ1 ; j ∈ N

35



Résolution du problème (4) 36

On continue l’itération jusqu à obtenir :‖uk+1 − uk‖ ≤ ε , ou est un petit nombre réel

fixe positif.

Résolution d’un problème de modèle (Pk)

[8] Nous allons résoudre le problème suivant :

p2k+1



∆u(x, y) = 0 dans Ω,

u(x, y) = f(x) dans Γ1,

u(x, y) = 0 dans Γ2 ∪ Γ3,

∂u(x,y)
∂η

= g(x) dans Γ0.

Il existe plusieurs méthodes de résolution du problème (P). Nous utiliserons la méthode

de séparation des variables.

On pose : zn(x) = 2
a

sin nπx
a
. pourn ≥ 1, le système (zn) forme une base orthogonale

dans l’espace L2(]0, a[) et une ortho normale dans l’espace H1(]0; a[). On peut écrire :

u(x; y) = Σun(y)zn(x) on voit directement que : u(0; y) = u(a; y) = 0, alors u = 0 sur

Γ2 ∪ Γ3.

Si on pose Kn = nπ
a

on obtient :∆ = Σ(∂
2un
∂y2
− (

nπ

a
)2un)zn = 0.

Puisque le système (zn) est libre. On en déduit que :

un(y) = αn exp(−Kny) + βn exp(kn(y − b))

On montre dans (2) que toutes les fonctions développables on séries de Fourier forment un

sous-espace dense dans L2
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. Supposons que les fonctions f et g soient développables en série de fourier, leur évolution

peut s’écrire :

f = Σfnzn(x) et g = Σgnzn(x),oufn =
∫ a

0
f(x)zn(x)dxet gn =

∫ a
0
g(x)zn(x)dx.

Pour le problème (P0) les valeurs limites sont :

U(x; y) = f = V (0) sur Γ1 et ∂U(x;y)
∂η

= g(x) sur Γ0

∂u
∂η

= Σ∂un(x,y)
∂y

zn(x)|(x,b)= g(x) Depuisg(x) = Σgnzn(x) .

alrsdun(b)
dy

= gn

On détermine les constantes αn et βn en utilisant les conditions aux limites sur Γ0. Apres

calcul, on obtient la solution du problème (p) est :

u(x, y) = Σ
(kngn − fn) exp(−kny) + (kngn − fn exp(−knb)) exp kn(y − b)

2kn exp(−knb)
zn(x) (3.3.1)

Nous appliquons cette méthode pour résoudre des problèmes (P0); (P2K+1); (P2K+2) tel qu’a

chaque itération, on remplace les fonctions f et g par leurs valeurs.

La solution du problème (P0) est :

U (0)(x, y) = Σ
knv

0
n − gn exp(−knb) + exp(−knb) + (gn + knv

0
n − hn exp(−knb)) exp(y − b)

kn(1 + exp(−knb))
zn(x)

(3.3.2)

Alors que la solution du problème (p2k + 1) est :

U (2k+1)(x, y) = Σ
(fnkn exp(−knb)− w(k)

n ) exp(−kny) + (w
(k)
n (−knb)hn + knfn) exp(y − b)

kn(1 + exp(−2knb))
zn(x)

(3.3.3)

Maintenant, on peut déterminer γ2k+1il est donné par :γ2k+1 = − w(k)

v(k+1)
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De la même manière, la solution du problème(p2k + 2) est donnée :

U (2k+2)(x, y) = Σ
knv

(k+1)
n − gn exp(−knb) + exp(−knb) + (gn + knv

k+1
n − gn exp(−knb)) exp(y − b)

kn(1 + exp(−knb))
zn(x)

(3.3.4)

et γ2k+2 = −w(k+1)

v(k+1) .On répète des itérations successives sur k jusqu’ à satisfaire le critère de

convergence comme :‖uk+1 − uk‖ ≤ ε, estε un nombre réel positif suffisamment petit fixé.

Remarque : Dans le cas ou la plaque est Minc, on obtient la solution de chaque problème

en prenant la limite dans la formule 7.8.9.10 quand b tend vers zée.

3.3.3 Application numérique

Méthode numérique Nous utilliserons la méthode des différences pour résor résoudre les

problème (pn), avec les donnéés suivantes :h = 0.1; a = 0.1; b = 1, f(x) = x2 g(x) =

2 + x v0 = 1.ε = 10−3 Nous obtenons les résultants : La première colonne du tableau 1,

Figure 3.1: Resultat de γ

indiquent les valeurs dexi = x0 + ih, i = 0, 1, ........., 10;h = 0.1;x0 = 0.1;

Les autres colonnes du tableau 1, indique les éléments γ1 à γ6 de la suite (γn) de fonctions

approchées de γ = γ(x)
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Figure 3.2: Resultat de analyse numèrique de γ

figure (1) montre le changement de roulements au l du temps dans toutes les régions d’ex-

périence plaque métallique la modes est 6 en fonction de temps x ou x ∈ [0; 1; 1; 1]

Cette figure est une traduction de tableau (1).

On remarque sur la figure (1) une variation dans les courbes pour les sites et cela indique

la différence du pourcentage d’érosion dans les positions avec la différence Nous concluons

que plus le signal est élevé, plus la corrosion est importante.
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Conclusion

Bien qu’il soit difficile de détecter la corrosion dans les tubes métalliques pour sa surface

interne, le problème inverse l’a rendu possible en le rendant stable par analyse numérique

des données du signal électrique de sa surface externe.
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