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NOTATIONS

— Φ : Fonction echelle (onde père).

— Ψ : Onde mère.

— (AMR) : Analyse multirésolution.

— dbN : Ondelettes de Daubechies.

— L2(R) : L’espace des fonctions carrés intégrables.
— l2(Z) : Espace des suites de carré sommable.
— f ∗ g : produit de convolution.
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INTRODUCTION

LA théorie des ondelettes, comme nouvel outil mathématiques important, elle a été deve-
loppée par Yves Meyer et de nombreux collaborateurs au milieu des année 80 [6]. Elle est

imposée dans de divers domaines qu’ils soient théoriques ou pratiques [7, 5] : traitement du
signal, compression et débruitage d’images numériques, analyse harmonoque,etc... Son succés
est dû à son pouvoir d’approximation et à sa facilité d’implémentation. En général [1], une on-
delettes mère est une fonction dans L2(R) qui engendre une base avec ses versions translatées
et dilatées. Dans ce contexte, la problématique que nous avions fixée au début de notre travail
était la mise en oeuvre des ondelettes en statistiques, et précisément l’éstimation d’une dansité
de probabilité par la méthode des noyaux engendrés par les ondelettes proposée par [3, 4]. Le
présent manuscrit est structuré de la manière suivante :

Premier chapitre : Donne d’une manière détaillé les rapels de base concernant les ondelettes
et analyses multirésolutions .

Deuxième chapitre : présente les ondelettes de Daubechies et la technique de leurs construction

Troisième chapitre : Focalise sur l’exploitation des ondelette dans le domaine des statistiques
précisément l’estimation d’une densité de probabilité à l’aide des noyaux engendrés par les on-
delettes.

A la fin, une conclusion générale est rédigée pour résumer le travail.
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CHAPITRE 1

ONDELETTES ET ANALYSE
MULTIRÉSOLUTION

1.1 Analyse multirésolution

Voire [2]

Soit L2(R) l’espaces des fonctions définies sur R à valeurs complexes et carré intégrable muni
du produit scalaire et de la norme suivants :

(x, y) =

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx

∥f∥22 =
∫ +∞

−∞
| f(x) |2 dx

Définition 1.1.1. Un système de fonctions {Φk/k ∈ Z} est appelé système orthonormé si est seulement
si

(Φk,Φj) =

∫ +∞

−∞
ΦkΦkdx = δk,j

Avec δk,j =

{
1 k = j

0 k ̸= j

Un système orthonormé {Φk/k ∈ Z} est appelé base orthonormale d’un sous-espace F de
L2(R) si

∀f ∈ F, f(x) =
∑
k∈Z

αkΦk(x) avec
∑
k∈Z

| αk |2< +∞.

2



Ondelettes et Analyse multirésolution

Soit Φ est une fonction de L2(R), tel que la famille de ces versions translatées (i.e
{Φ(x− k)/k ∈ Z}) est orthonormale.
On pose

Φj,k(x) = 2
j
2Φ(2jx− k)

et
Vj = { f(x) =

∑
k∈Z

αkΦj,k(x) :
∑
k∈Z

| αk |2< +∞}

Dans ce cas on dit que Φ engendre la suite {Vj}j∈Z
Définition 1.1.2. Soit Φ est une fonction de L2(R), on appelle la suite des sous-espaces {Vj}j∈Z analyse
multirésolution (AMR) de L2(R) engendrée par Φ ssi :

1. ∀j ∈ Z la famille {Φj,k}k∈Z est une base orthonormal pour l’espace Vj

2. ∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1

3.
⋃
j≥0

Vj est dense dans L2(R)

Définition 1.1.3. Si {Vj} est une analyse multirésolution de L2(R) engendrée par Φ, on appelle Φ
ondelette-père.

1.2 Ondelettes

Soit {Vj} est une (AMR) dans L2(R). D’après la deuxième propriété on à

∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1 ⇒ Vj+1 = Vj ⊕Wj

avec Wj est le complément orthogonal de Vj dans Vj+1

donc nous pouvons écrire avec la façon suivante :

Vj+1 = Vj ⊕Wj = Vj−1 ⊕Wj−1 ⊕Wj = ... = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ ....⊕Wj

⇒Vj+1 = V0 ⊕
k=j⊕
k=0

Wk

D’ou

L2(R) =
⋃
j≥0

Vj = Vj+1 = V0 ⊕
+∞⊕
j=0

Wj

Définition 1.2.1. S’il éxiste une fonction Ψ ∈ R telle que : ∀j ∈ Z, {Ψj,k(x) = 2
j
2Ψ(2jx− k)} est une

base orthonormale de Wj . On appelle la fonction Ψ ondelette mère.

D’après les définitions précédentes nous pouvons représenter n’impote quelle fonction
f ∈ L2(R) avec la série suivante

f(x) =
∑
k∈Z

akΦ0,k(x) +
+∞∑
j=0

∑
k∈Z

bj,kΨj,k(x)

Avec les coefficients ak, bj,k sont :

ak =
∫ +∞
−∞ f(x)Φ0,k(x)dx, bj,k =

∫ +∞
−∞ f(x)Ψj,k(x)dx

Remarque 1.2.1. On peut commencer à un niveau j0 arbitraire et on obtient la formule suivante :

f(x) =
∑
k∈Z

akΦj0,k(x) +
+∞∑
j=j0

∑
k∈Z

bj,kΨj,k(x)

3



Ondelettes et Analyse multirésolution

1.3 Construction d’une base d’ondelettes

Le problème de la construction d’une onde mère est lié à la résolution du problème suivant :

1. Trouver Φ ∈ L2(R) tq : {Φ0,k}k∈Z est une famille orthonormale.

2. Quelle est la condition imposée sur Φ pour que

(a) ∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1

(b)
⋃
j∈Z

Vj est dense dans L2(R)

3. Trouver une ondelette mère Ψ

Les propositions suivantes va nous permettre de résoudre le problème précédent.

Proposition 1.3.1. Soit Φ ∈ L2(R) le système de fonctions {Φ0,k(x)/k ∈ Z} est orthonormale si est
seulement si ∑

k∈Z

| Φ̂(ω + 2kπ) |2= 1

Avec Φ̂ est la transformée de Fourier de f .

Preuve : On pose

ak =

+∞∫
−∞

Φ(x)Φ(x− k)dx

D’après Parseval on a :

ak =
2

2π

+∞∫
−∞

Φ̂(ω)(Φ̂(ω) exp(−ikω))dω

⇐⇒ ak =
2

2π

+∞∫
−∞

| Φ̂(ω) |2 exp(−ikω)dω

Par la décomposition de l’intégrale sur R en intervalle de longueur 2πonobtient :

ak =
1

2π

∑
k∈Z

2(l+1)π∫
2lπ

| Φ̂(ω) |2 exp(−ikω)dω

Par le changement de variable ω = ξ + 2lπ on a :

ak =
1

2π

∑
k∈Z

2π∫
0

| Φ̂(ξ + 2lπ) |2 exp(−ikξ)dξ

=⇒ ak =
1

2π

2π∫
0

∑
k∈Z

| Φ̂(ω + 2lπ) |2 exp(−ikω)dω (1.1)

D’autre part la transformée de Fourier inverse de la suite {ak} est :

4



Ondelettes et Analyse multirésolution

ak =
1

2π

2π∫
0

â(ω) exp(ikω)dω (1.2)

de (1.1) et (1.2) on obtient le fameux résultat suivant :

â(ω) =
∑
k∈Z

| Φ̂(ω + 2lπ) |2

Finalement,
{Φ0,k(x)/k ∈ Z} est orthonormale

⇐⇒ ak =

+∞∫
−∞

Φ(x)Φ(x− k)dx = δ0,k

⇐⇒ â(ω) =
∑
k∈Z

ak exp(−ikω) = 1

⇐⇒
∑
k∈Z

| Φ̂(ω + 2lπ) |2= 1

Proposition 1.3.2. La suite des sous espaces {Vj}j∈Z est emboités,Vj ⊂ Vj+1 si et seulement s’il existe
une fonction m0(ω) 2π-périodique et m0 ∈ L2(0, 2π) tq :

Φ̂(ω) = m0(
ω

2
)Φ̂(

ω

2
) (1.3)

Démonstration. Condition nécessaire : Supposons que V0 ⊂ V1, et Φ ∈0

=⇒ ∃(hk)k∈Z : Φ(x) =
√
2
∑
k∈Z

hkΦ(2x− k)

=⇒ Φ̂(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

hk exp(−ik
ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

Posons m0(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

hk exp(−ikω), m0 est 2π-périodique

=⇒ Φ(ω) = m0(
ω

2
)Φ(

ω

2
)

.
Condition suffisante : Il suffit de prouver que V0 ⊂ V1 (puisque la condition V0 ⊂ V1 implique
Vj ⊂ Vj+1,∀j ∈ Z).
On note par V̂0 (resp V̂1 l’ensemble des transformées de Fourier des fonctions de V0 (resp V1)
alors :

V̂0 = {f̂(ω) = m(ω)Φ(ω)/m ∈ L2(0, 2π) ∧m2π-périodique}
V̂1 = {f̂(ω) = m′(ω

2
)Φ(ω

2
)/m′ ∈ L2(0, 2π) ∧m′2π-périodique}

5



Ondelettes et Analyse multirésolution

Soit f ∈ V0 ⇐⇒ ∃(hk)k∈Z tq : f(x) =
∑
k∈Z

hkΦ(x− k) ⇐⇒ Φ̂(ω) =
∑
kinZ

hk exp(−ikω)Φ̂(ω)

mais on à :
Φ̂(ω) = m0(

ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

=⇒ f̂(ω) =
∑
k∈Z

hk exp(−ikω)m0(
ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

Posons : m′(ω) =
∑
k∈Z

hk exp(−2ikω)m0(ω), donc on à, m′(ω + 2π) = m′(ω) =⇒ m′(ω) est

2π-périodique.
Donc

f̂(ω) = m′(
ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

=⇒ f̂ ∈ V̂1

=⇒ f ∈ V1

■

Lemme 1.3.1. Soit Φ une fonction dans L2(R) tq : {Φ(x−k)}k∈Z est orthonormale. Pour chaque fonction
m0 ∈ L2(0, 2π) et 2π-périodique vérifiant (1.3) vérifie

| m0(ω) |2 + | m0(ω + π) |2= 1 (1.4)

Démonstration. Avec la condition (1.3) on a :

| Φ̂(2ω + 2kπ) |2=| m0(ω + kπ) |2| Φ̂(ω + kπ |2 (1.5)

Puisque {Φ(x− k)}k∈Z est orthonormale alors
∑
k∈Z

| Φ̂(2ω + 2kπ |2= 1

(1.5) =⇒
∑
k∈Z

| m0(ω + kπ) |2| Φ̂(ω + kπ) |2= 1

En séparant la somme en deux cas : k pair et k impair∑
l∈Z

| m0(ω + 2lπ) |2| Φ̂(ω + 2lπ) |2 +
∑
l∈Z

| m0(ω + 2lπ + π) |2| Φ̂(ω + π + 2lπ) |2= 1

=⇒ | m0(ω) |2 + | m0(ω + π) |2= 1

■

Proposition 1.3.3. Soit Φ une fonction dans L2(R) tq : {Φ(x− k)}k∈Z est orthonormale vérifiant (1.3)
et (1.4). Si Φ vérifie les conditions suivantes :

1.
∫
R
K(x, y)dy = 1, avec K(x, y) =

∑
k∈Z

Φ(x− k)Φ(y − y)

6



Ondelettes et Analyse multirésolution

2. supess(
∑
k∈Z

| Φ(x− k) |< +∞

Alors
⋃
k∈Z

Vj est dense dans L2(R)

Pour une démonstration détaillée de de cette proposition voir, [2]

Proposition 1.3.4. Soit Φ engendrant une (AMR) dans L2(R) et m0(ω) est une fonction vérifie (1.3).
Si on pose

Ψ̂(ω) = m1(
ω

2
)Φ̂(

ω

2
) (1.6)

Avec : m1(ω) = m0(ω + π) exp(−iω)
Alors la fonction Ψ est une ondelette mère (avec Ψ est la transformée de Fourier inverse de m1(

ω
2
)Φ̂(ω

2
)).

Démonstration. On va démontrer la proposition sur 3 étapes

1. la famille des fonctions {Ψ(x− k)}k∈Z est orthonormale∑
k∈Z

| Ψ̂(ω + 2kπ) |2=
∑
k∈Z

| m1(
ω

2
+ kπ) |2| Φ(ω

2
+ kπ) |2

=
∑
k∈Z

| m0(
ω

2
+ kπ + π) |2| Φ(ω

2
+ kπ) |2

=
∑
l∈Z

| m0(
ω

2
+2lπ+π) |2| Φ(ω

2
+2lπ) |2 +

∑
l∈Z

| m0(
ω

2
+π+2lπ+π) |2| Φ(ω

2
+2lπ+π) |2

=| m0(
ω

2
+ π) |2

∑
l∈Z

| Φ(ω
2
+ 2lπ) |2 + | m0(

ω

2
) |2

∑
l∈Z

| Φ(ω
2
+ π + 2lπ) |2

D’après la proposition 1.3.1 on obtient :∑
k∈Z

| Ψ̂(ω + 2kπ) |2=| m0(
ω

2
+ π) |2 + | m0(

ω

2
) |2= 1

Donc l’ensemble {Ψ(x− k)}k∈Z est orthonormale.

2. Dans cette étape on va montrer que {Φ(x− k)}k∈Z est orthonormale à {Ψ(x− k)}k∈Z
Pour la démonstration de cette étape nous avons besoin à la formule de Poisson sui-
vantes :
Formule de Poisson : ∑

k∈Z

f̂(ω − k

a
) = a

∑
k∈Z

f(kπa) exp(−2ikπaω)

7



Ondelettes et Analyse multirésolution

On a {Φ(x−k)}k∈Z est orthonormale à {Ψ(x−k)}k∈Z ⇐⇒ ∀k ∈ Z :
∫
R
Φ(x)Ψ(x− k)dx = 0

Posons :f(k)=
∫
R
Φ(x)Ψ(x− k)dx

=⇒ f(k) = (Φ ∗ Ψ̃)(k); avec Ψ̃(x) = Ψ(−x)

=⇒ f̂(ω) = Φ̂(ω)Ψ̂(ω)

D’après la formule de poisson on a :
Pour a = − 1

2π ∑
k∈Z

f̂(ω + 2kπ) = − 1

2π

∑
k∈Z

f(−k) exp(ikπω) (1.7)

D’autre part ∑
k∈Z

f̂(ω + 2kπ) =
∑
k∈Z

Φ̂(ω + 2kπ)Ψ̂(ω + 2kπ)

=
∑
k∈Z

Φ̂(
ω

2
+ kπ)m0(

ω

2
+ kπ)Φ̂(

ω

2
+ kπ)m0(

ω

2
+ kπ + π) exp(−i

ω

2
) exp(−ikπ)

=
∑
l∈Z

Φ̂(
ω

2
+ 2lπ)m0(

ω

2
+ 2lπ)Φ̂(

ω

2
+ 2lπ)m0(

ω

2
+ 2lπ + π) exp(−i

ω

2
)

−
∑
l∈Z

Φ̂(
ω

2
+ 2lπ + π)m0(

ω

2
+ 2lπ + π)Φ̂(

ω

2
+ 2lπ + π)m0(

ω

2
+ 2lπ + 2π) exp(−i

ω

2
)

= m0(
ω

2
)m0(

ω

2
+ π) exp(−i

ω

2
)−m0(

ω

2
+ π)m0(

ω

2
) exp(−i

ω

2
) = 0

D’après (1.7)
∑
k∈Z

f(−k) exp(ikπω) = 0 =⇒ ∀k ∈ Z : f(k) = 0 =⇒ {Φ(x − k)}k∈ est

orthonormale à {Ψ(x− k)}k∈

3. Dans cette étape on va démontrer que toute fonction f ∈ V1 a une seule représentation
de la forme suivante :

f(x) =
∑
k∈Z

αkΦ(x− k) +
∑
k∈Z

βkΨ(x− k)

tq : (αk) et (βk) sont deux suites dans l2(Z)
On a

f ∈ V1 =⇒ f(x) =
√
2
∑
k∈Z

akΦ(2x− k)

=⇒ f̂(ω) =
1√
2
a(
ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

8



Ondelettes et Analyse multirésolution

D’autre part {Φ(x− k)}k∈Z est orthonormale

=⇒ | m0(
ω

2
) |2 + | m0(

ω

2
+ π) |2= 1

=⇒ | m0(
ω

2
) |2 + | m1(

ω

2
) |2= 1

=⇒ m0(
ω

2
)m0(

ω

2
) +m1(

ω

2
)m1(

ω

2
) = 1

=⇒ Φ̂(
ω

2
) = m0(

ω

2
)m0(

ω

2
)Φ̂(

ω

2
) +m1(

ω

2
)m1(

ω

2
)Φ̂(

ω

2
)

⇐⇒ Φ̂(
ω

2
) = m0(

ω

2
)Φ̂(ω) +m1(

ω

2
)Ψ̂(ω)

Donc
f̂(ω) =

1√
2
a(
ω

2
)m0(

ω

2
)Φ̂(ω) +

1√
2
a(
ω

2
)m1(

ω

2
)Ψ̂(ω)

En passant au domaine temporel, on déduit que f possède une représentation unique
dans la base {Φ(x− k),Ψ(x− k)}k∈Z

■
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CHAPITRE 2

ONDELETTES DE DAUBECHIES

Dans ce chapitre nous essayons d’exposer la méthode de construction des ondelettes de
Daubechies orthogonale et a support compact dans L2(R). Pour un plus de détail concernant
cette technique de construction voir [1]

2.1 La construction des ondelettes de Daubechies

L’idée de la construction d’une base d’ondelettes orthogonale et a support compact proposée
par I.Daubechies [1] est basée sur les étapes suivantes :

1. poser m0(ω) = (1+e−iω

2
)NL(ω) (avec : N ≥ 1 et L(ω) est un polynome

trigonométrique).

2. De la condition d’orthogonalité | m0(ω) |2 + | m0(ω + π) |2= 1 trouver m0(ω)

3. A partir de l’équation Φ̂(ω) = m0(
ω
2
)Φ̂(ω

2
) nous pouvons obtenir la formule suivante :

Φ̂(ω) = lim
j→+∞

j=n∏
j=1

m0(
ω

2j
)Φ̂(0) (2.1)

où Φ(0) = 1

Avec la transformée de Fourier inverse nous pouvons trouver l’onde père de
Daubechies.

4. Grace a la relation
Ψ̂(ω) = m1(

ω

2
)Φ̂(

ω

2
) (2.2)

où m1(ω) = m0(ω + π) exp(−iω)

nous obtenons l’onde père de Daubechies.
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Ondelettes de Daubechies

2.1.1 Méthode de la construction des ondelettes de Daubechies

Etape 01 : Soit m0(ω) = (
1 + e−iω

2
)NL(ω) (avec : N ≥ 1 et L(ω) est un polynome

trigonométrique).
On pose :

M0(ω) =| m0(ω) |2

=⇒ M0(ω) = (cos2(
ω

2
))NP (sin2(

ω

2
))

Démonstration. puisque L(ω) est un polynome trigonométrique, | L(ω) | est un

polynome de cos(ω). Utilisant la relation sin2(ω
2
) =

1− cos(ω)

2
on obtient

| L(ω) |= P (sin2(ω
2
)).

D’un autre coté on a | 1− e−iω

2
|= cos2(ω

2
) =⇒ M0(ω) = (cos2(ω

2
))NP (sin2(ω

2
)) ■

Etape 02 : De la condition d’orthogonalité

| m0(ω) |2 + | m0(ω + π) |2= 1

⇐⇒ M0(ω) +M0(ω + π) = 1

⇐⇒ (cos2(
ω

2
))NP (sin2(

ω

2
)) + (cos2(

ω

2
+

π

2
))NP (sin2(

ω

2
+

π

2
)) = 1

En effectuant le changement de variable suivant : y = sin2(ω
2
)

=⇒ (1− y)Np(y) + yp(1− y) = 1 tq : y ∈ [0, 1] (2.3)

Dans [1] Daubechies a donner des conditions nécessaire et suffisantes pour qu’un
polynome P () soit une solution de l’équation ( 2.3), et dans [2] elle a prouvé que toute
solution de ( 2.3) est sous la forme :

p(y) =
N−1∑
k=0

Ck
N−1+ky

k + yNR(
1

2
− y)

avec : R(.) est un polynome de degré impair et R(y) ≥ 0 ∀y ∈ [0, 1]
Finalement, nous pouvons obtenir le polynome L(ω) de l’équation suivante :
| L(ω) |2= P (sin2(ω

2
))

Dans ce context, Daubechies dans [1] a démontré que :

| m0(ω) |2= cN

π∫
ω

sin2N−1(x)dx (2.4)

dans le cas R ≡ 0, et cN est calculée sous la contrainte m0(0) = 1.

Définition 2.1.1. Les ondelettes construisées à l’aide des fonctions m0(ω) satisfaisant ( (2.4)) sont
appelées ondelettes de Daubechies (on les note par dbN ).
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Ondelettes de Daubechies

2.2 Quelques propriétés des dbN

Les ondelettes de Daubechies possèdent les propriétés suivantes :
1. supp(Φ) ⊆ [0, 2N − 1]

2. supp(Ψ) ⊆ [−N + 1, N ]

3. ∀l = 0, 1...., N − 1 :
∫
R
xlΨ(x)dx = 0 (possède N momments nuls)

2.3 Exemples

Soit N = 1 on va construire dans ce cas les ondelettes de Daubechies db1(Phi,Psi)
On a

| m0(ω) |2= c1

π∫
ω

sin(x)dx (2.5)

Etape 01 : Trouver c1 sous la contrainte m0(0) = 1

(2.5) =⇒ 1= c1
π∫
0

sin(x)dx = c1[− cos(x)]π0 =⇒ c1 =
1
2

Etape 02 : (2.5) =⇒ | m0(ω) |2= 1
2

π∫
ω

sin(x)dx =
1 + cos(ω)

2

D’autre part on a : cos(ω) =
eiω + e−iω

2

=⇒ 1 + cos(ω)

2
=

2 + eiω + e−iω

4
= (

1 + e−iω

2
)(
1 + eiω

2
)

Puisque m0 est un polynome trigonométrique à coefficients réels on a m0(ω) = m0(−ω)
=⇒ | m0(ω) |2= m0(ω)m0(−ω)

Etape 03 : posons m0 =
1 + e−iω

2
D’après (2.1) on obtient :

Φ̂(ω) = lim
n→+∞

n∏
j=1

m0(
ω

2j
)Φ̂(0)

où Φ̂(0) = 0

=⇒ lim
n→+∞

n∏
j=1

1

2
(1 + e

−i
ω

2j )

=⇒
n∏

j=1

1

2
(1 + e−i ω

2j ) =
1

2n

n∏
j=1

(
1− e−i ω

2j−1

1− e−i ω

2j
) =

1

2n
(
1− e−iω

1− e−i ω
2n
)

=⇒ Φ̂(ω) = lim
n→+∞

1

2n
(
1− e−iω

1− e−i ω
2n
) =

1− e−iω

iω

Avec la transformée de Fourier inverse nous obtenons Φ(x) = 1[0,1](x)
Concernant Ψ, de l’équation (2.2) on a :

Ψ̂(ω) = m0(ω + π) exp(−iω)
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=⇒ Ψ̂(ω) = (
1 + e−i(ω+π)

2
)e−iω =

e−iω − 1

2

Prenant la transformée de Fourier inverse nous obtenons :

Ψ(x) =


1 si 0 ≤ x < 1

2

−1 1
2
≤ x < 1

0 sinon

2.4 Quelques exemples concernant les ondelettes de Daube-
chies

FIGURE 2.1 – Ondelettes de Daubechies-db1-
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FIGURE 2.2 – Ondelettes de Daubechies-db2-

FIGURE 2.3 – Ondelettes de Daubechies-db3-
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FIGURE 2.4 – Ondelettes de Daubechies-db5-
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CHAPITRE 3

ESTIMATION D’UNE DENSITÉ DE
PROBABILITÉ PAR ONDELETTES

L’application la plus répandue des ondelettes en statistiques est l’estimation d’une densité de
probabilité, ceci est lié au fait que les ondelettes possèdent la propriété d’engendrer des
noyaux aux éstimateurs. Ce chapitre focalise l’attention sur une technique d’estimation d’une
densité de probabilité à l’aide des noyaux engendrés par les ondelettes de Daubechies proposé
par [3]

3.1 Technique d’estimation par ondelettes

On considère

1. {Vj}j∈Z est une (AMR) dans L2(R) engendrée par la fonction Φ

2. X1, X2, ....., Xn est un échantillion i,i,d de densité f(x)

3. K(x, y) =
∑
k∈Z

Φ(x− k)Φ(y − k) est un noyau engendré par Φ

4. L’opérateur de projection de f ∈ L2(R) dans Vj est :

Ph(f(x)) =
+∞∫
−∞

Kh(x, y)f(y)dy

où h =
1

2j
et Kh(x, y) =

1

h
K(

x

h
,
y

h
)

L’estimateur proposé par [3] est sous la forme

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

Kh(x,Xi) =
1

h

n∑
i=1

K(
x

h
,
y

h
) (3.1)
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Estimation d’une densité de probabilité par ondelettes

Pour étudier le comportement asymptotique de l’estimateur nous avons besoins aux
définitions et théorèmes suivants

Définition 3.1.1. On dit qu’un noyau d’ordre m si est seulement si :

∫ +∞

−∞
ykK(x, y) =


0, k = 0
xk, si k = 1, .....m− 1
α(x) ̸= xm

(3.2)

Définition 3.1.2. On dit q’une onde mère Ψ(x) possède des moments nuls d’ordre m si est seulement
si :

+∞∫
−∞

ylΨ(y)dy = 0, l = 0, 1, ....,m− 1

et
+∞∫

−∞

ymΨ(y)dy ̸= 0

Théorème 3.1.1. Soit {Vj} est une (AMR) dans L2(R) et Ψ est une onde mère.
Ψ possède des moments nuls d’ordre m si est seulement si K(x, y) est d’ordre m.

Démonstration. Pour chaque polynome p(x) d’ordre m on a :

p(x) =
∑
k∈Z

akΦ(x− k) +
+∞∑
j=0

∑
k∈Z

bj,k
√
2jΨ(2jx− k)

avec

ak =

∫ +∞

−∞
p(x)Φ(x− k)dx

et

bj,k =
√
2j

∫ +∞

−∞
p(x)Ψ(2jx− k)dx

condition nécessaire :
Supposons que Ψ possède des moments nuls d’ordre m

∀l = 0, 1, ...,m− 1 : xl =
∑
k∈Z

(

∫ +∞

−∞
ylΦ(y − k)dx)Φ(x− k) =

∫ +∞

−∞
yl
∑
k∈Z

Φ(y − k)Φ(x− k)dy

Donc

∀l = 0, 1, ...,m− 1 : xl =

∫ +∞

−∞
ylK(x, y)dy

Pour l=m on a

xm =

∫ +∞

−∞
ymK(x, y)dy +

+∞∑
j=0

∑
k∈Z

bj,k
√
2jΨ(2jx− k)

et la partie (
∑+∞

j=0

∑
k∈Z bj,k

√
2jΨ(2jx− k) ̸= 0 puisque Ψ possède des moments nuls d’ordre m)
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Estimation d’une densité de probabilité par ondelettes

=⇒ xm ̸=
∫ +∞

−∞
ymK(x, y)dy

Donc K(x, y) est d’ordre m.
Condition suffisante :
Voir [3] ■

Définition 3.1.3. Soit {Vj} est une (AMR), et K(x, y)le noyau engendré par Φ.
On dit que l’(AMR) est symétrique si est seulement si K(−x, y) = K(x,−y)

3.2 Le biais asymptotique

Dans cette étape nous éssayons d’étudier le biais asymptotique de l’estimateur 3.1.

On pose bm(x) = xm −
+∞∫
−∞

−K(x, y)ymdy

Proposition 3.2.1. Soit K(x, y) est un noyau engendré par ondelettes d’ordre m alors :

1. bm(x) est périodique de période 1

2. ∀h > 0 : xm −
+∞∫
−∞

Kh(x, y)y
mdy = hmbm(

x

h
)

3. si (AMR) est symétrique on a :bm(−x) = (−1)mbm(x)

Théorème 3.2.1. Soit f ∈ △m,α(R) tq :

△m,α(R) = {f ∈ Cm(R) :| f (m)(x)− f (m)(y) |≤ A | x− y |α /x, y ∈ R}

avec α > 0 et A > 0

On supose que le noyau vérifie la condition suivante :

∃C > 0tq :

+∞∫
−∞

| K(x, y)(x− y)m+α | dy ≤ C

quand n → +∞ h → 0 et nh → 0) alors :

E(f̂(x))− f(x) =
−1

m!
f (m)(x)bm(

x

h
)hm +O(hm+α) (3.3)

.
Concernant la démonstration voir [3].
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Estimation d’une densité de probabilité par ondelettes

3.3 Exemple :

Soit ΦN l’onde père de Daubechies (La fonction échelle de dbN ) à support compact dans
[0, 2 pi]. Les hauteurs dans [???] ont montré que :

1. Le noyau K(x, y) engendré par ΦN est d’ordre N .

2. bN(x) = xN −
N∑
l=0

C l
Na

l
NΦ

N−l
N (x)

avec : 

C l
N =

N !

l!(N − l)!

alN =
2π∫
0

xlΦN(x)dx

ΦN−l
N (x) =

0∑
k=−2N+2

kN−lΦN(x− k)

Les figures ci-dessous donne une interpretation au comportement des bN(x) pour les
différentes ondelettes de Daubechies.

FIGURE 3.1 – Le comportement du biais de l’estimateur à noyau engendré par les ondelettes de
Daubechies [3]
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3.4 Variance asymptotique

Dans cette partie nous donnons la formule de la variance asymptotique pour l’estimateur (3.1)
a l’aide du théorème suivant :

Théorème 3.4.1. Soit f ∈ C1(R), f(x) et f ′(x) sont uniformément bornées alors :

V ar(f̂(x)) =
1

nh
f(x)V (

x

h
) +O(

1

n
)

avec :

V (x) =

+∞∫
−∞

K2(x, y)dy = K(x, y)

FIGURE 3.2 – Le graphe de la variance utilisant les ondelettes de Daubechies [3]
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Durant l’élaboration de ce modeste que nous nous sommes fixés, nous avons essayé de donner
d’une manière détaillé les définitions et les propriétés de base concernant les ondelettes et
analyses multirésolutions dans le premier volet, puis nous avons englobé d’une manière
suffisante les ondelettes de Daubechies et la technique de leurs construction. A la fin de ce
mémoire nous avons présenté une technique qui exploite les ondelettes de Daubechies dans
l’estimation d’une densité de probabilité à l’aide des noyaux engendrés par les les versions
dilatées et translatées des ondelettes. Finalement nous espérons avoir la capacité de continuer
à explorer le vaste monde des statistiques.
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Résumé :
Notre objectif dans ce mémoire est de présenter la notion des ondelettes et analyses multirésolutions,
focaliser sur les ondelettes de Daubechies à support compact et estimer une densité de probabilité à
l’aide des ondelettes.

Mots-Clés : Ondelettes-Ondelettes à support compact-Estimation-Densité-Noyau

Absract :
Our aim in this dissertation is to present the wavelets and multiresolutions notion, focuse on the study
of the compactly-supported Daubechies wavelets and estimate a probability density function using
wavelets.

Key-Words :Wavelets-Compactly-supported wavelets-Estimation-Density-Kernel


