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Introduction

Au cours de la marche du vingtiéme siècle et du début du siècle
actuel, le monde a connu un grand développement dans le domaine de
la recherche scienti�que dans tous les domaines.

Les statistiques jouent le rôle principal dans l�établissement des
plans et des programmes. Grâce à l�analyse statistique, nous mon-
trons les aspects négatifs du passé et prédisons l�avenir, la prévision
de l�avenir est l�un des principaux enjeux qui permettent aux décideurs
de prendre des décisions judicieuses dans les domaines de la santé, du
social, des services et autres. Les séries chronologiques qui est une suite
d�observations indexées par le temps sont l�une des méthodes systéma-
tiques les plus importantes grâce auxquelles il est possible de prédire
ce qui se passera dans le futur en fonction de ce qui lui est arrivé dans
le passé.

L�aspect santé est d�une grande importance dans l�aspect dévelop-
pement, car il se soucie de la vie humaine et du salut de toutes les
maladies, en particulier du cancer, qui est considéré comme l�une des
maladies dangereuses et mortelles. Par conséquent, cette thèse s�est
concentrée sur l�étude de cette maladie en se basant sur les e¤ectifs
mensuels de personnes infectées par cette maladie, hommes et femmes,
Ouargla dans la période (Janvier2017-Décembre 2022).
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La prédiction du nombre de patients atteints de cancer du pou-
mon sera basée sur la méthode de �ltre de Kalman. Nous mentionnons
quelques-unes des études précédentes qui concernaient le �ltre de Kal-
man, le chercheur Dahmani, M. étudié le �ltre de Kalman linéaire et
non linéaire (2012), le Chercheur Belmahdi, F. à fait un étude de l�ap-
plication de �ltre de Kalman pour le débruitage des sigaux (2015),
Smaoun, M., Kettab, A. et Boukharouba, K. ont fait un étude de la
Modélisation par le �ltre de Kalman et Prédiction des Précipitations
annuelles de deux stations pluviométriques au Nord-Ouest de l�Algé-
rie, et Boukharouba,K. et Kettab, A. (2017) ont fait un comparaison
de prediction de la méthode de Box-Jenkins et la méthode de �ltre de
Kalman-Cas des débits annuels et mensuels en Algérie.

Ce travail est répartit comme suit :
Le premier chapitre est comprend les notions de base sur les

séries chrono logiques et tout ce qui y est lié .
Le deuxiéme chapitre présente les principaux modéles : AR,

MA, ARIMA.
Le troisiéme chapitre est présente les étapes méthodologiques

de �ltre de Kalman et consacré à l�application de cette méthode avec
le programme R sur nombre des malades dans service de cancer de
Bou-Diaf de Ouargla ( Janvier 2017-Decembre 2022).
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Chapitre 1

Notions de base sur les
processus stochastique et les
séries chronologiques

Nous introduisons dans ce premier chapitre quelques outils fon-
damentaux que nous utiliserons pour modéliser certains phénomènes
aléatoires évoluant avec le temps. [3], [6], [7], [8], [12], [16], [17], [23],
[25].

1.1 Processus stochastique

on considérera un espace probabilisé (
; F; P ), un espace mesurable
(E; �) ou 
 est un espace des èvénements, F une tribu adapté à 
 et P
une mesure de probabilité sur F . Alors on a les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.1 (Variable aléatoire) est une fonction de l�ensemble
fondamontal 
 à valeurs dans E, X : (
; F ) ! (E; �), E l�espace
d�état pouvant être continu ou discret.

3



On parle de variable aléatoire réele si l�espace d�arrivée est
(R; �(R)):

Dé�nition 1.2 (Processus stochastique) On appelle processus sto-
chastique toute famille (Xt)t2T de variables aléatoires dé�nies sur un
même espace de probabilité (
; F; P ), indexées par l�espace des temps
T et à valeurs dans un même espace des états (E; �).

Nous rencontrerons le plus souvent des processus aléatoires à temps
discret (avec T = N ou T = Z ) à valeurs réelles (avec E = R et
� = �(R)). Un processus aléatoire (Xt) dé�ni sur Z possède un passé
asymptotique ainsi qu�un futur asymptotique, et l�ensemble de ses va-
leurs est entièrement explicité par

X�1; :::; X�1; X0; X1; :::; X+1:

Au contraire, si un processus aléatoire (Xt) dé�ni sur N possède
bien un futur asymptotique, il ne possède en revanche pas de passé
asymptotique (qui est remplacé par des valeurs initiales). Il est carac-
térisé par

X0; X1; :::; X+1:

De la même manière, un processus (Xt)dé�ni sur N�possède un
futur asymptotique et une valeur initiale X1 (et non plus X0).

Remarque 1.1 si T = N ou T = Z, on dit que (Xt)t2T est un pro-
cessus à temps discret, T = R, ou un intervalle de R, on parle de
processus à temps continu.

1.1.1 Classi�cation des processus stochastique

Soit (Xt)t2T un processus stochastique tel que :

4



X : T � 
! E

(t; !)! X(!)

En se basant sur la nature des ensemble T et E, on distingue les
processus stochastiques suivants :

1. Processus à temps discret et à espace d�état discret.

2. Processus à temps continu et àespace d�état discret.

3. Processus à temps discret et àespace d�état continu.

4. Processus à temps continu et àespace d�état continu.

Le processus dépend de deux paramétres : Xt(!) dépent de t (on
général le temps) et de l�aléatoire ! 2 
 :
i) Pour t 2 T �xé, ! 2 
 ! Xt(!) est une variable aléatoire sur

l�espace de probabilité (
; F; P ).

ii) Pour ! 2 
 �xé, t 2 T ! Xt(!) est une fonction à valeurs réelles,
appelée trajectoire du processus.

1.1.2 Stationnarité

Dé�nition 1.3 (Stationnarité stricte) Un processus (Xt)t2Z est dit
strictement stationnaire ou stationnaire au sens stricte si les lois jointes
de (Xt1; :::; Xtk) et de (Xt1+h; :::; Xtk+h) sont identiques pour tout en-
tier positif k et pour tous t1 < t2 < ::: < tn tel que ti 2 Z, 8i = 1; :::; n:

Intuitivement, une série chonologique strictement stationnaire doit
avoir le mème comportement statistique sur des intervalles de temps
égaux.

Remarque 1.2 Cette notion de stationnarité forte est très di¢ cile
à véri�er en pratique. On lui préfère généralement la notion de sta-
tionnarité faible qui porte sur les moments d�ordre 1 et 2 du processus
.
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Dé�nition 1.4 (Stationnarité faible) Un processus (Xt) est sta-
tionnaire au second ordre si :

i) Pour tout t, E(X2
t ) < +1:

ii) Pour tout t, E(Xt) = �:

iii) Pour tout t et pour tout h, (h) = Cov(Xt; Xt+h); indépendante
de t.

Relation entre stationnarité faible et stricte

Un processus strictement stationnaire du second ordre est faible-
ment stationnaire. La réciproque n�est pas vraie en général.
Proof.
! 1er�etape
Si (Xt)t2Z est strictement stationnaire alors,si n = 1, toutes ses valeurs
(Xt) ont la même loi qui ne dépend pas de t.
Ainsi,

E[Xt] = cte et V (Xt) = cte 8t 2 Z

De plus, si n = 2, tous les couples (Xt; Xs) ont la même loi que les
couples (Xt+k; Xs+k), pour tous t, s 2 Z et tout décalage temporel
k 2 Z. Il s�ensuit que Cov(Xt; Xs) = Cov(Xt�s; X0) et la covariance
ne dépend donc que de l�amplitude t�s. Le processus (Xt)t2Z est donc
stationnaire au second ordre.
! 2�em�e�etape ( par contre exemple)
Pour montrer que la réciproque est généralement fausse, considérons
un contre-exemple. Soit (Xt)t2Nl le processus dé�ni par

Xt = (�1)tZ;

où Z est une variable aléatoire non symétrique (la loi de Z n�est pas
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la même que la loi de�Z ), telle que E[Z] = 0 et E[Z2] = 1. Pour tout
t 2 N, on a

E[Xt] = (�1)tE[Z] = 0;
et

E[X2
t ] = (�1)2tE[Z2] = 1:

De plus, pour tous t; s 2 N;

Cov(Xt; Xs) = (�1)t(�1)sE[Z2] = (�1)t+s = (�1)t�s;

car, puisque
(�1)�2s = 1; il est clair que (�1)t+s = (�1)t+s(�1)�2s = (�1)t�s:
Ainsi, l�espèrance et la variance de Xt sont constantes et la cova-
riance entre Xt et Xs ne dèpend que de t � s, ce qui fait que le pro-
cessus (Xt)t2N est stationnaire au second ordre. Cependant, comme
Xt = �Xt�1 = �Z, la loi de Xt et la loi de Xt�1 sont di¤èrentes
(puisque la loi de Z n�est pas symètrique). En conclusion (Xt) n�est
pas strictement stationnaire.

1.1.3 Non stationnarité

La classe des processus non stationnaire est relativement vaste, il
existe di¤èrents types de non stationnarité , on prèsente deux classes
des processus non stationnaires : les processus TS et DS.

Processus TS

Si le processus non stationnaire (Xt) s�ècrire sous la forme :

Xt = f(t) + "t;
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on dit que est un processus non stationnaire de type TS, où f(t)
est une fonction polynômiale du temps, linèaire ou non linèaire et ("t)
est un processus stationnaire représente l�erreur du modèle à la date
t, avec E("t) = 0:
Le prossesus TS le plus utilsé porte le nom linéaire puisque est re-
prèsenté par une fonction polynômiale de degrè 1. Le processus TS
(Trend Stationary) s�ècrit

Xt = a0 + a1t+ "t

Le processus TS est non stationnaire car E(Xt) = a0+a1t dépend
du temps t:

Processus DS

Le processus DS (Di¤erency Stationary) avec dérive (� 6= 0) s�ex-
prime comme suit :

Xt = Xt�1 + � + "t:

Par récurrence, on obtient (dans le cas avec dérive) :

X1 = X0 + � + "t

X2 = X1 + � + "2 = X0 + � + "1 + � + "2 = X0 + 2� + "1 + "2

:

:

:

Xt = X0 + �t+

tX
i=1

"i , "i~iid(0; �2") ("i est identiquement et indépendamment

distribuée).
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Le processusDS avec dérive est non stationnaire car on a E(Xt) =
X0 + �t qui dépend du temps t.
Le processusDS (Di¤erency Stationary) sans dérive (� = 0) s�écrit :

Xt = Xt�1 + "t:

Par récurrence, on obtient (dans le cas sans dérive) :

X1 = X0 + "1

X2 = X1 + "2 = X0 + "1 + "2 = X0 + "1 + "2

:::

Xt = X0 +
tX
i=1

"i , où "i~iid(0; �2"):

Le processus DS sans dérive est non stationnaire car on a :

var(Xt) = var

 
tX
i=1

"i

!

=

tX
i=1

var ("i)

=
tX
i=1

�2"

= t�2"

On constate que la variance du processus DS sans dérive dépend
du temps t.
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1.1.4 Autocorrélations simple et partielle

Les principales caractéristiques temporelles sont données par l�au-
tocorrélation (simple) et l�autocorrélation partielle.

La fonction d�autocovariance

La fonction d�autocovariancef f(h)gh2Z mesure la covariance entre
une variable et cette mème variable des dates di¤érentes, pour un délai
h.

X(h) = cov(Xt;Xt�h)

= E(XtXt�h)� E(Xt) E(Xt�h):

Ainsi,

(0) = V ar(Xt) = E[((Xt)� (E(Xz))
2] = �2x:

Proposition 1.1 La fonction d�autocovariance véri�e les propriétés
suivantes :

i) (0) � 0:
ii) j (h) j� (0) pour tout h, la fonction autocovariance est donc

bornée.

iii) X(h) = X(�h) pour tout h, autrement dit l�autocovariance est
une fonction paire.

La fonction d�autocorrélation

La notion d�autocorrélation découle de la notion d�autocovariance.
Par dé�nition l�autocorrélation (ou le coe¢ cient d�autocorrélation) de
la série Xt est :
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'X(h) = corr(Xt; Xt�h)

=
cov(Xt; Xt�h)q

var(Xt)
p
var(Xt�h)

=
X(h)

X(0)
;

avec '(0) = 1 et j '(h) j< 1:

Dé�nition 1.5 On défnit la matrice de corrélation (de dimension m)
de la manière suivante :

R(m) =

0BBBBBB@
1 '(1) '(2) '(m� 1)
'(1) 1 '(1) '(m� 2)

'(m� 1) '(m� 2) '(1) 1

1CCCCCCA :

La fonction d�autocorrélation partielle

Elle mesure la liaison linèaire entre Xt et Xt�h, une fois retirés les
liens transitant par les variables intermèdiaires Xt�1; :::Xt�h+1:

Le coè¢ cient d�autocorrèlation partielle d�ordre h, noté r(h) est
dé�nie par :

r(h) = cov(Xt; Xt�h=Xt�1; :::; Xt�h+1):

Le coe¢ cient d�autocorrèlation partielle d�ordre h d�un processus
stationnaire se calcule de la manière suivante :
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r(h) =
j R(h)� j
j R(h) j ;

avec

R(h) =

0BBBBBB@
1 '(1) '(h� 1)
'(1) 1 '(h� 2)

'(h� 1) '(h� 2) 1

1CCCCCCA
et R(h)�est la matrice R(h) dans la quelle on a remplacé la colonne

h par 0BBBBBB@
'(1)
'(2)

'(h)

1CCCCCCA
Ainsi

r(1) = R(1) , r(2) =
'(2)� '(1)2
1� '(1)2 ; :::

1.1.5 Processus bruit blanc

Dé�nition 1.6 (Bruit blanc) Le processus �t est un bruit blanc faible
s�il existe �2 telle que :

1. E(�t) = 0 pour tout t;

2. V ar(�t) = E(�2t ) = �
2pour tout t;
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3. cov(�t; �t�h) = E(�t�t�h) = 0 pour tout t et h 6= 0:

L�hypothése d�indépendance des variables aux di¤èrentes dates per-
met toute fois de dé�nir un bruit blanc fort.

1.2 Séries chronologiques

L�étude des séries temporelles, correspond à l�analyse statistique
d�observations régulierement espacées dans le temps. Elles ont été uti-
lisées en diverses domaines : en astronomie, en métiorologie, en théorie
du signal...etc

Dé�nition 1.7 ( Série temporelle ou chronologique) Une série
temporelle est une suite d�observations indexées par le temps, notée
Xt: Elle représente généralement l�évolution d�un phénoméne au cours
du temps, telle que :

Xt = fXt; t = 1; :::; t = Tg T 2 N;Z ou R:

L�indice t représente une unité de temps (qui peut être le mois, l�an-
née,...etc).

Remarque 1.3 Une série chronologique peut être à temps continu
ou temps discret. Dans le cas continu, les observations sont mesurées
chaque instant de temps (T est un intervalle de R). Par contre, la série
chronologique à temps discret contient des observations mesurées des
points discrets de temps (en général T 2 Z).

On désignera dans la suite par une série temporelle à temps discret.
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Objectifs de la modélisation chronologique

Les objectifs de l�analyse d�une sèrie chronique sont :
1.Modélisation
-Identi�cation du type d�évolution du processus.
-Modélisation pertinente du processus et estimation des paramètres

associés.
2.Prèvision
étant donnèes des observations X1; :::; XT , la prévision consiste à

èvaluer un valeur non observèe XT+h. La prévision peut être ponc-
tuelle, ou prendre la forme d�un intervalle de prèvision.

Les composantes d�une série chronologique

Cette décompostion est fait en fonction des quatres éléments sui-
vants :
Tendance (Tt) : La tendance, notée Tt est une fonction repré-

sente le mouvement long terme de la série étudiée. La tendance prend
plusieurs forme.
1.Tendance linèaire : Tt = a+ bt.
2.Tendance quadratique : Tt = a+ bt+ ct2:
3.Tendance polynomiale d�ordre q : Tt = b0+ b1t+ b2t2+ :::+ bqtq:
4.Tendance exponentielle : Tt = a+ � exp(t):
5.Tendance logistique : a; b; c 2 R+

Tt =
c

1 + be�at
:

Les variations saisonniéres (St) : Le facteur saisonnier, noté
St, se répéte un intervalles de temps égaux avec une forme à peu prés
constante. Il peut être dû au rythme des saisons ou à des facteur
humains. Elles sont de nature périodique, c�est-a-dire qu�il existe un
entier p, appelé période, tel que :
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St = St+p pour tout t � 1:
Cycle (Ct) : C�est une succession de mouvement persistant des

variations de mouvement ascendant (période de prospérité) et de mou-
vement descendant (période de dépression). Pour de longues séries, un
mouvement cyclique peut se superposer à la tendance.
Les variations accidentelles ou résiduelles (�t) : Constitue la

partie non expliquée par la tendance, le cycle oula saisonnalité. Elle
résultante de áuctuations irréguliéres, en particulier accidentelles, dont
le caractère est exceptionnel et imprévisible (catastrophes naturelles,
grèves, guerres,...) dues à des facteurs perturbateurs non permanents.
Le graphique suivant présente l�ensemble des composantes précitées

Les composantes de srie chronologique.

1.2.1 Schémas de décomposition d�une série chro-
nologique

La technique de décomposition d�une série chronologique, repose
sur un modèle qui l�autorise. Ce modèle porte le nom de schéma de
décomposition. Il en existe essentiellement trois grands types
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Schéma additif
Dans un modèle additif, on utilise les 4 composantes : tendance,

variations saisonnières, composante cyclique et composante résiduelle
sont indèpendantes les unes des autres. On considère que la sèrie Xt

s�écrit comme la somme de ces 4 composantes :

Xt = ft + Ct + St + "t:

Fig. 1.1 �Schéma additif.
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Schéma multiplicatif
Dans un modèle multiplicatif on utilise aussi les 4 composantes :

tendance, variations saisonnières, composante cyclique et composante
rèsiduelle sont indépendantes les unes des autres. On considère que la
sèrie Xt s�écrit comme la produit de ces 4 composantes :

Xt = ft � Ct � St � "t:

Fig. 1.2 �Schéma multiplicatif.

Schéma mixte
Dans un modèle mixte on utilise les deux schéma muliplicatif et

additif avec les 4 composantes : tendance, variations saisonnières, com-
posante cyclique et composante rèsiduelle sont indèpendantes les unes
des autres, on considère que la sèrie Xt s�écrit comme la produit et la
somme de ces 4 composant :
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Xt = (ft + ct)st + "t

Xt = ft + (ct � st) + "t
:

:

:

1.2.2 Deux opérateurs de chronologie

Dé�nition 1.8 (Opérateur de retard) On appelle opérateur retard
(et l�on note L) l�opérateur qui à une donnée chronologique associe sa
valeur précédente dans le temps.

Il peut s�agir de quantités déterministes. Par exemple, on a

Lt = t� 1 et Lf(t) = f(t� 1);
si t représente le temps sur l�espace discret Z, et f une fonction

déterministe du temps. L�opérateur s�applique aussi sur des quantités
aléatoires. En particulier, si (Xt) est une série chronologique dé�nie
sur Z, on a
.

L : Xt ! L(Xt) = LXt = LXt = Xt�1

Avec la convention : L0 = I (opérateur indentité).

Remarque 1.4 L�opérateur L est linéaire et inversible. Son inverse
L�1 = F :

F : Xt ! F (Xt) = FXt = Xt+1

L�opérateur F est appelé opérateur avance.
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Dé�nition 1.9 (Opérateur de di¤érenciation) On appelle opéra-
teur di¤érenciation (et l�on note � ) l�opérateur qui à une donnée chro-
nologique associe la valeur de son dernier incrément dans le temps.

Reprenant les exemples précédents, on a

�t = (1�L)t = t�(t�1) = 1 et �f(t) = (1�L)f(t) = f(t)�f(t�1):

De même, pour une série chronologique (Xt) dé�nie sur Z, on a

�Xt = (1� L)Xt = Xt �Xt�1

On véri�e facilement que l�on a

Xt = LXt +�Xt

et donc que l�on a l�équivalence � � 1� L en termes d�opérateurs.

Généralisation

!Examinons les propriétés de l�opérateur L :
1. La = a; l�opérateur d�une constante a est une constante.

2. L0Xt = Xt:

!Nous venons de présenter les deux opérateurs à l�ordre 1 : lorsque
le retard porte sur la valeur précédente. Cependant, on peut facilement
les généraliser à l�ordre h quelconque. Ainsi, appliqué à la série chro-
nologique (Xt), pour tout h � 1, on note
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LhXt = (L � L � ::: � L| {z }
h fois

)Xt = L(L(:::LXt:::)) = Xt�h:

De même,

�hXt = (1� L)hXt et �hXt = (1� Lh)Xt = Xt �Xt�h:

Par exemple lorsque h = 2, on obtient

L2Xt = Xt�2; et �2Xt = (1� L2)Xt = Xt �Xt�2;

et

�2Xt = (1� L)2Xt

= (1� 2L+ L2)Xt

= Xt � 2LXt + L
2Xt

= Xt�2Xt�1 +Xt�2

= (Xt �Xt�1)� (Xt�1 �Xt�2)

= �(�Xt):
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Chapitre 2

Processus autorégressif
moyenne mobile intégré

Les processus ARIMA(p,I,q) sont des combinaison de trois types
de processus temporels : les processus autorègressifs AR d�ordre p, les
processus moyenne mobile MA d�ordre q et les processus intègrès I.
Ces di¤érents modèles seront décrits dans ce qui suit. [4], [5], [9], [13],
[16], [18], [20], [21], [22], [26].

2.1 Les modèles autorègressifs AR(p)

Dé�nition 2.1 On dit que la série chronologique (Xt) dé�nie sur Z
est un processus autorégressif d�ordre p si elle est dé�nie, pour tout
t 2 Z par :

Xt =

pX
i=1

�iXt�i + "t:
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Ou 8<:
"t est un bruit blanc ("t v BB(o; �2"));

�i 2 R; i = 1; :::p;
�p 6= 0:

donc

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � :::� �pXt�p = "t;

(1� �1L� �2L2 � :::� �pLp)Xt = "t:

Si on note par �(L) = 1 � �1L � �2L2 � ::: � �pLp le polynome
caractéristique de ce modèle, alors

�(L)Xt = "t:

2.1.1 Stationnarité

Pour qu�un modèle AR(p) soit stationnaire, il faut que toutes les
racines du polynome �(z) sont de module supèrieur à 1.
Où

�(z) = 1� �1z � �2z2 � :::� �pzp:

2.1.2 La fonction d�autocovariance

On considère le cas �(z)Xt = "t avec E(Xt) = 0

X(h) = cov(Xt; Xt�h) = E(Xt; Xt�h) pour h � 1:
On a

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t:
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Si h > 0

XtXt�h = �1Xt�1Xt�h + �2Xt�2Xt�h + :::+ �pXt�pXt�h +Xt�h"t:

Par passage de l�espèrance

X(h) = E[�1Xt�1Xt�h + :::+ �pXt�pXt�h +Xt�h"t]

= �1E(Xt�1Xt�h) + :::+ �pE(Xt�pXt�h) + E(Xt�h"t)| {z }
=0 car "t?Xt�h

=

pX
i=1

�iX(h� i):

De même façon, on a

X2
t = �1XtX1 + �2XtXt�2 + :::+ �pXtXt�p +Xt"t:

Alors

X(0) = �1X(1) + �2X(2) + :::+ �pX(p) + E(Xt"t):

Or

E(Xt"t) = E[�1"tXt�1 + :::+ �p"tXt�p]| {z }
=0 car "t?(Xt�1;Xt�2;:::;Xt�p)

+ E("2t )| {z }
=V ar("t)=�2"

= �2" :

Donc

X(0) =

pX
i=1

�iX(i) + �
2
" :

et pour avoir une autre forme de la variance

X(0)

X(0)
=

PX
i=1

�i
X(i)

X(0)| {z }
'X(i)

+
�2"
X(0)

:
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Donc

X(0) =
�2"

1�
pP
i=1

�i'X(i)

:

2.1.3 Fonction d�autocorrèlation et système de Yule-
walker

D�après les relations précédentes on obtien l�èquation de récur-
rence :

'X(h) =
X(h)

X(0)
=

pX
i=1

�i'X(h� i);

'X(h) = �1'X(h� 1) + :::+ �p'X(h� p):
Ces dernières équations sont appelèes équations de Yule-walker.
Les équations de Yule-Walker peuvent être écrites :

' = Rp�:

La forme matricielle est :0BBBBBB@
'(1)
:
:
:
:

'(p)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
1 '(1) : : : '(p� 1)
'(1) 1 : : : '(p� 2)
: : : : : '(p� 3)
: : : : : :
: : : : : :

'(p� 1) '(p� 2) '(p� 3) : : 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
�1
�2
:
:
:
�p

1CCCCCCA :
Les solutions de l�équation de rècurrence sont complètement dèter-

minèes par la donnèe de conditions initiales '(1); :::; '(p).8>>>><>>>>:
'(1) = �1 + �2'(1) + :::+ �p'(p� 1)

:
:
:

'(p) = �1'(p� 1) + :::�p�1'(1) + �p

:
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2.1.4 Fonction d�autocorrèlation partielle

On note par Qh = (Q1; Q2;:::;Qh) le vecteur des autocorrèlation
partieles tel que :

Qh =
det(R�p)

det(Rp)
:

Ou R�p est la matrice Rp défnie prècèdemment juste en remplaçant
la dernière colonne par : ('X(1); 'X(2); :::; 'X(h))t:

Proposition 2.1 Pour un modèle AR(p) les autocorrèlations par-
tielles sont nulle au-delà de rang p, Qh = 0 si h > p.

Cette propriété permet d�estimer l�ordre ou le degré p du modèle
AR(p).

2.1.5 Estimation des paramètres (Estimateurs de
Yule-Walker)

A l�aide des observations fX1; :::; XTg de longueur T qu�elles soit
disponibles, d�un processus stationnaire XT supposé suivre un modèle
AR(p) :

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t, t 2 Z:

On cherche alors à estimer (�1; :::; �p), des paramètres inconnus.
Par la mèthode basèe sur les èquations de Yule-Walker, on trouve les
paramètres estimès d�après les auto-corrèlation estimées.
Auparavant, nous avons vu que :

'X(h) = �1'X(h� 1) + :::+ �p'X(h� p):

En prenant l�èquation de Yule-Walker

' = Rp�:
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()8>>>><>>>>:
�1'(0) + �2'(1) + :::+ �p'(p� 1)'(1) = '(1) h = 1
�1'(1) + �2'(0) + :::+ �p'(p� 2)'(1) = '(2) h = 2

:
:

�1'(p� 1) + �2'(p� 2) + :::+ �p'(0) = '(p) h = p

:

Donc
�̂ = R̂�1p '̂:

Avec '̂ = ('̂(i))i=1;:::;p et

R̂p =

0BBBBBB@
1 '̂(1) : : : '̂(p� 1)
'̂(1) 1 : : : '̂(p� 2)
: : : : : '̂(p� 3)
: : : : : :
: : : : : :

'̂(p� 1) '̂(p� 2) '̂(p� 3) : : 1

1CCCCCCA
On a alors, les estimateurs des paramètres inconnus

�̂ =

0BBBBBB@
�̂1
�̂2

�̂p

1CCCCCCA
2.1.6 Propriétés d�un AR(1)

Nous dérivons les fonctions d�autocovariance et d�autocorrélation
pour un processus AR(1) (Xt), en utilisant deux méthodes alterna-
tives. La première méthode est basée sur l�utilisation de l�équation du
modèle :

Xt = �Xt�1 + "t t 2 Z:
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On a
E(Xs"t) = 0 s < t:

La variance est

E[X2
t ] = �

2E[X2
t�1] + 2�E[Xt�1"t] + E["

2
t ];

i.e
X(0) = �

2X(0) + �
2
" :

Où �2" = var("t), donc

X(0) =
�2"

1� �2 ;

pour trouver une équation par regressive de X(h), on a le processus
autorégressif d�ordre 1 qui véri�er :

Xt = �Xt�1 + "t.

Par passage à l�espérance et avec multiplier le precessus par Xt�h,
où h � 1

E[XtXt�h] = �E[Xt�1Xt�h] + E[Xt�h"t]| {z }
=0 car ��1

X(h) = �X(h� 1) h � 1;

c�est à dire
X(h� 1) = �hX(0) h � 1:

Alors

X(h) =
�2"

1� �2�
h h � 0

Rappelant que 'X(h) = X(h)=X(0) on obtient

'X(h) = �
h h � 0:
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Une approche alternative pour trouver les expressions de X(h) est
basé sur l�utilisation de l�expression de la moyenne mobile in�nie :

X(h) = E(XtXt�h)

= E

" 1X
i=0

�i"t�i

1X
j=h

�j"t�h�j

#

= E

" 1X
i=0

�i"t�i

1X
j=�

�j�h"t�j

#

=

1X
i=0

1X
j=h

�i+j�h� ["t�i"t�j]

=
1X
j=h

�2j�h�2" :

2.1.7 La prévision des modèles autorègressifs AR(p)

On suppose queXt est un processus stationnaire qui suit un modèle
AR(p), c�est à dire s�ècrit comme suit :

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t,

avec "t � BB(0; �2"):
Le principe est d�après la connaissance les valeurs de processus

jusqu�à l�instant T , c�est à dire de X1; X2; :::; XT on cherche à prèdire
la valeur prise par le processus aux instants T + 1; T + 2; :::; T + h:
La prévision à l�horizon h est

X^
T+h = E(XT+hnXT ; XT�1; :::; X1)

La prévision à la date T + 1

X̂T+h = E(XT+hnXT ; :::; X2; X1);
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alors

X̂T+1 = �1XT + �2XT�1 + :::+ �pXT�p+1:

La prévision à la date T + 2

X̂T+2 = �1XT+1 + �2XT + :::+ �pXT�p+2:

En générale

X̂T+h = �1X̂T+h + :::+ �pXT�p+h:

2.2 Les modèles moyennes mobiles MA(q)

Dé�nition 2.2 On appelle modèle moyenne mobile (Moving Average)
d�ordre q, noté MA(q), un processus Xt qui véri�é :

Xt =

qX
i=1

�i"t�i + "t:

Où 8<:
"t est un bruit blanc ("t v BB(o; �2"))

�i 2 R; i = 1; :::q
�q 6= 0

:

Donc

Xt = �1"t�1 + �2"t�2 + :::+ �q"t�q + "t

= (1 + �1L+ �2L
2 + :::+ �qL

q)"t:

Si on note par �(L) = 1 + �1L + �2L
2 + ::: + �qL

q le polynome
caractéristique de ce modèle, alors

Xt = �(L)"t:
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2.2.1 Stationnarité

La défnition d�un MA(q) est explicite et ne pose donc pas de pro-
blème : le processus Xt est parfaitement dé�ni et est automatiquement
stationnaire.

2.2.2 Les fonction d�autocovariance et d�autocor-
rélation

Les autocorrèlations des modèles MA(q) est :

X(h) = E(XtXt+h)

= E[("t + �1"t�1 + �2"t�2 + :::+ �p"t�q)("t+h + �1"t+h�1 + �2"t+h�2 + :::

+ �q"t+h�q)]:

On a trois cas selon h: On dè�nit d�abord la règle

�("t"t�h) =

�
�2" h = 0
0 h 6= 0 :

-Si h = 0
X(h) = (1 + �

2
1 + �

2
2 + :::+ �

2
q )�

2
" :

-Si h � q

X(h) = E(Xt; Xt+h)

= E[("t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q)("t+h + :::+ �h"t ++:::+ �q"t+h�q)]

= (�1 + �1�h+1 + �2�h+2 + :::+ �q�h+q)�
2
" :

-Si h > q
X(h) = 0:

Donc la fonction d�autocorrélation est dé�nie comme suit :

'X(h) =

(
�1+�1�h+1+�2�h+2+:::+�q�h+q

1+�21+�
2
2+:::+�

2
q

si h � q
0 si h > q
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Les autocorélation '(h) d�un MA(q) soit nulles au delà d�ordre q :

8h > q : 'X(h) = 0

Remarque 2.1 Les formules de la fonction d�autocorrélation partielle
Qh d�un MA(q) sont compliquèes et Qh ne s�annule pas au delà de rang
q (h > q):

2.2.3 Moyennes mobiles de premier ordre

Dans le cas particulier du processus MA(1) :

Xt = "t + �"t�1 t 2 Z:

La fonction d�autocorrélation est donnée par

'X(1) =
�

1 + �2
;

'X(h) = 0 h � 2:
Autre écriture du processus Xt :

Xt = "t + �(Xt�1 � �"t�2)
= "t + �Xt�1 � �2(Xt�2 � �"t�3)
:

:

:

= "t �
nX
k=1

(��)kXt�k � (��)n+1"t�n�1:
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Ici, nous aimerions prendre la limite comme n!1 dans un sens
approprié pour l�équation précédent, on obtient la représentation au-
torégressive d�ordre in�nie de Xt

Xt = �
nX
k=1

(��)kXt�k + "t:

2.2.4 La prévision des modèles moyennes mobiles
MA(q)

Dans ce paragraphe, on suppose Xt un moyennes mobiles station-
naire, c�est à dire :

Xt = �1"t�1 + �2"t�2 + :::+ �q"t�q + "t;

avec "t un bruit blanc.
La prévision à la date T + 1

X̂T+1 = E(XT+hnXT ; XT�1; :::; X1):

Alors ,

X̂T+1 = E("t+1)| {z }
=0

+�1"T + �2"T�1 + :::+ �q"T+1�q

= �1"T + �2"T�1 + :::+ �q"T+1�q:

La prévision à la date T + h

X̂T+h = �h"T + :::+ �q"T+h�q:
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2.3 Les modèles autoregressif moyenne mo-
bile ARMA(p,q)

Les modèles autoregressif moyenne mobile ARMA(p,q) sont reprè-
sentatifs de processus gènèrès par une combinaison des valeurs passèes
et des erreurs passèes.

Dé�nition 2.3 On appelle modèle autoregressif moyenne mobile noté
ARMA(p,q) tout modèle écrit sous la forme :

8<: Xt =
pP
i=1

�iXt�i +
qP
j=1

�j"t�j + "t;

"t � BB(0; �2"):
()

(1� �1L� :::� �pLp)Xt = (1 + �1L+ :::+ �qL
q)"t

�(L)Xt = 	(L)"t:

Où �p 6= 0 et �q 6= 0

2.3.1 Stationnarité

Pour que le modèle ARMA(p,q) soit stationnaire, il faut que toutes
les racines du polynome �(z) sont de module supèrieur à 1:

2.3.2 Autocorrèlation d�un ARMA(p,q)

Dans ce paragraphe, on suppose queXt est un processus ARMA(p,q),
c�est à dire

Xt =

pX
i=1

�iXt�i +

qX
j=1

�j"t�j + "t:
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La fonction d�autocovariance est

X(h) = E[(

pX
i=1

�iXt�1 +

qX
j=1

�j"t�j + "t)Xt�h]

=

pX
i=1

�iE(Xt�iXt�h) +

qX
j=1

�jE("t�j"Xt�h) + E("tXt�h)

=

pX
i=1

�iX(h� i) +
qX
j=1

�jX"(h� i) + X"(h):

Si on note par X"(h) = E("tXt�h); la covariance entre "t et Xt�h

X"(z) =

8<:
0 z > 0
�2" z = 0
6= 0 z < 0

X"(0) = E("tXt) = E[(

pX
i=1

�iXt�i +

qX
j=1

�j"t�j + "t)"t]

= �iE(

pX
i=1

Xt�i"t)| {z }
=0 car i>0

+� jE(

qX
j=1

"t�j"t)| {z }
=0 car j>0

+E("2t )| {z }
�2"

= �2"

Exemple 2.1 Dans ce paragraphe, on suppose queXt est un processus
ARMA(1,1) :

Xt = �Xt�1 � �"t�1 + "t;

avec "t un bruit blanc.
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On calcule X(0), X(1) et puis 'X(1)

X(0) = cov(Xt; Xt)

= E(XtXt)� E(Xt)E(Xt)

= E[(�Xt�1 � �"t�1 + "t)Xt]

= �E(Xt�1Xt)� �E("t�1Xt) + E("tXt)

= �X(1)� �X"(�1) + X"(0)| {z }
=�2"

:

X"(�1) est inconnu :

X"(�1) = E("t�1Xt)

= E((�Xt�1 � �"t�1 + "t)"t�1)
= �E(Xt�1"t�1) + �E("t�1"t�1) + E("t�1"t)

= �X"(0)� ��2"
= (�� �)�2"

donc
X(0) = �X(1)� (��� �2 � 1)�2" :

De la même façon pour X(1)

X(1) = E[(�Xt�1 � �"t�1 + "t)Xt�1]

= �E(Xt�1Xt�1)� �E("t�1Xt�1) + E("tXt�1)

= �X(0)� ��2" :

Alors
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X(0) = �X(1)� (��� �2 � 1)�2" :
X(1) = �X(0)� ��2" :

, �
X(0)� �X(1) = �(��� �2 � 1)�2" :

X(1)� �X(0) = ���2" :

X(0) =
(�2�� + �2 + 1)�2"

1� �2 ;

et

X(1) =
(�2�� + �2 + 1)�2"

c1� �2 � ��2" :

On déduit 'X(1)

'X(1) =
(�2�� + �2 + 1)� �(1� �2)

(�2�� + �2 + 1) :

2.3.3 Prédiction dans le modèle ARMA(p,q)

Soit Xt � ARMA(p; q) :

�(L)Xt = 	(L)"t;

alors

Xt =

pX
i=1

�iXt�i +

qX
j=1

�j"t�j + "t;

et donc

Xt+h =

pX
i=1

�iXt+h�i +

qX
j=1

�j"t+h�j + "t
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pour h = 1 la prévision d�un processus ARMA(p,q) est

X̂T+1 = E(XT+1=XT ; XT�1; :::; X1)

= �1XT + �2XT�1 + :::+ �pXT+1�p + �1"T + �2"T�1 + :::+ E("T+1)

= �1XT + :::+ �pXT+1�p + �1"T + :::+ �q"T+1�q:

pour h = 2 la prévision d�un processus ARMA(p,q) est

X̂T+2 = �(XT+2=XT ; XT�1; :::; X1)

= �1X̂T+1 + �2XT + :::+ �pXT+2�p + �1E("T+1) + �2"T + :::+ E("T+2)

= �1X̂T+1 + �2XT + :::+ �pXT+2�p + �2"T + :::+ �q"T+2�q:

En générale, si h > q

X^
T+h = �1X̂T+h�1 + :::+ �pX̂T+h�p:

2.4 Modèle autorégressif moyenne mobile
intégré ARIMA(p,d,q)

Dé�nition 2.4 Xt est un modèle autorègressif moyenne mobile inté-
gré stationnaire s�il admet la reprèsentation :

�(L)(1� L)dXt = 	(L)"t;

�(L)�dXt = 	(L)"t:

Où

�(L) = 1� �1L� :::� �pLp

	(L) = 1 + �1L+ :::+ �qL
q
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2.4.1 Prévisions des processus ARIMA(p,d,q)

On considérons ici (Xt) satisfaisant une équation de la forme :

�(L)(1� L)dXt = 	(L)"t:

Posons alors 	(L) = �(L)(1� L)d alors :

Xt =

p+dX
i=1

	iXt�i +

qX
j=1

�j"t�j + "t;

et donc

Xt+h =

p+dX
i=1

	iXt+h�i +

qX
j=1

�j"t+h�j + "t:

La prévision à la date T + h est

X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):

Alors

X̂T+h =

p+dX
i=1

	iX̂T+h�i +

qX
j=1

�j "̂T+h�j + 0:

Ou

"̂T+h�j =

�
0 pour j < h

"T+h�j pour j � h :

En particulier, pour h � q on obtient une relation de récurence de
la forme :

X̂T+h =

p+dX
i=1

	iX̂T+h�i:
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Chapitre 3

Prédiction par la méthode
de �ltre de kalman

Nous décrivons dans cette partie quelques principes de base de la
théorie de la prévision d�une variable aléatoire X par la mesure ou
l�observation d�une autre variable aléatoire : l�estimation au sens des
moindres carrés qui conduit à la construction de l�estimateur linéaire
optimal au sens des moindres carrés et à l�estimateur linéaire optimal
récursif au sens des moindres carrés. [1], [2], [10], [11], [14], [19], [24],
[27], [28].

3.1 Estimation au sens des moindres car-
rés

Les variables considérées sont vectorielles et nous distinguerons
la variable aléatoire (en lettre majuscule) de sa réalisation (en lettre
minuscule).

Dé�nition 3.1 Soit x une réalisation de la variable aléatoire réelle
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X, l�estimation x̂ de la réalisation x au sens des moindres carrés doit
satisfaire le critère d�optimalité suivant :

E[j X � x̂ j2] � E[j X � l j2] pour tout réel l:

Nous allons maintenant possée une question plus compliquer : étant
données deux variables aléatoire X et Y; le probléme sera d�estimer la
réalisation x de la variable X à partire d�une information y est une
réalisation de la variable aléatoire Y , et la condition sera que les deux
variables sont liées .

3.1.1 Problème

Soient deux vecteurs aléatoires X et Y liés de dimension n et m
respectivement et de densité conjointe fX;Y .Étant donnée une réalisa-
tion y du vecteur aléatoire Y , on va chercher une estimation x̂ de la
réalisation correspondante x de X véri�ant :

E[k X � x̂ k2j Y = y] � E[k X � l k2j Y = y];

pour tout vecteur l 2 Rn:

Théorème 3.1 L�estimation x̂ de la réalisation x de X à partir de
l�information Y = y qui véri�e l�inégalité du problème précédent est
donnée par l�espérance conditionnelle :

x̂ = E(X=Y = y):

Remarque 3.1 L�estimation x̂ est appelée estimation au sens des
moindres carrés de x.

Nous dé�nissons maintenant l�estimateur d�un vecteur aléatoire X
à partir de l�observation d�un autre vecteur aléatoire Y .
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Dé�nition 3.2 X̂(Y ) peut être vu comme un opérateur de prédiction
qui prend comme valeur d�entrée une observation de Y et donne la
valeur prédite x̂ deX. D�après la construction de X̂(Y ) et pour toute
fonction g de Rm dans Rnon a :

E[k X � X̂(Y ) k2j Y = y] � E[k X � g(Y ) k2j Y = y]:

Or on a :

EY [k X � g(Y ) k2j Y = y j] = E[k X � g(Y ) k2]:

Alors
E[k X � X̂(Y ) k2] � E[k X � g(Y ) k2]:

ce qui implique que l�estimateur construit X̂(Y ) satisfait le critère
d�optimalité suivant :

EX;Y [k X � X̂(Y ) k2] � EX;Y [k X � g(Y ) k2];

X̂(Y ) est appelé estimateur au sens des moindres carrés, ou bien l�es-
timateur sans biais de variance minimale, de X étant donnée une ob-
servation de Y .

Remarque 3.2 L�estimation x̂ = E(XjY = y) est en fait une réalisa-
tion du vecteur aléatoire X̂(Y ) = E(XjY ), c�est à dire un estimateur
de X à partir de l�observation Y est une veucteur aléatoire noté X̂(Y ).
Pour chaque observation y de Y , x̂ = X̂(y) est appelée une estimation
de X.

Puisque l�estimateur X̂(y) est donnée par l�espérance condition-
nelle, alors il est :

1. sans biais, c�est-à-dire

E(X̂(y)) = E(X):
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2. linéaire, c�est-à-dire pour toute matrice B 2Mm(R) et tout vec-
teur c 2 Rm on a :

E(BX + c=Y ) = BE(X=Y ) + c:

3.2 Estimateur linéaire optimal

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de trouver une solution
au même problème de la section précédent en imposant la linéarité de
l�estimateur. Plus précisément si X et Y sont deux vecteurs aléatoires
liés, on va construire l�estimateur linéaire optimal E� de X en fonction
de Y :

E�(X=Y ) = B0X + C0;

minimisant la variance de l�erreur d�estimation

E(k X �B0X + C0 k2);

avec B0 et C0 sont des matrices réelles (déterministes) de tailles
convenables.

Dé�nition 3.3 la matrices de covariances de X et Y qui sont deux
vecteurs aléatoires est dé�nie par :

E
h
(X �mX) (X �mX)

T
i
= PXX

E
h
(X �mX) (X �mY )

T
i
= PXY

E
h
(X �mY ) (X �mY )

T
i
= PY Y

Où E(X) = uX et E(Y ) = uY .
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Proposition 3.1 Si nous supposons de plus que PY Y est inversible,
alors l�estimateur linéaire optimal de X en fonction de Y est

E�(X=Y ) = mX + PXY P
�1
Y Y (Y �mY );

et la matrice de covariance de l�erreur d�estimation est

E
�
(X � E�(X=Y ))

�
X � E�(X=Y )T

��
= PXX � PXY P�1Y Y P TXY :

Lemme 3.1 L�estimateur E�(X=Y ) possède les propriétés suivantes :

1. sans biais , c�est-à-dire

E(E�(X=Y )) = E(X):

2. l�estimeur optimal linéaire est linéaire c�est-à-dire véri�e pour
toute matrice déterministe M de Mn(R) et tout vecteur déter-
ministe b

E�(MX + bnY ) =ME�(X=Y ) + b:

3. posséde un erreur (X � E�(XnY )) décorrélée avec l�observation
Y

E(X � E�(XnY )Y T ) = 0:

3.3 Estimateur linéaire optimal et récur-
sif

Dans cette section on va dé�nir l�estimateur linéaire optimale d�une
variable aléatoireX à partire d�une suite de variable aléatoire Y1; Y2; :::; Yn
de facon récursive.
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3.3.1 Vecteurs aléatoires décorrélés

Dé�nition 3.4 l�estimateur linéaire optimal et récursif de X un va-
riable aléatoire à partire de deux variables aléatoires Y et Z qui sont
décorrélés est :

E�fX=Y; Zg = E�fX=Y g+ E�
�
X~
jY =Z

	
Où

X~
jY = X � E�fX=Y g

Dé�nition 3.5 La matrice de covariance de l�erreur d�estimationX~
jY;Z =

X � E�fX=Y; Zg est donnée par

PX~
jY;ZX

~
jY;Z

= E(X~
jY;Z ; X

~
jY;Z)

= PXX � PXY P�1Y Y P TXY � PXZP�1ZZP TXZ :

3.3.2 Vecteurs aléatoires corrélés

Proposition 3.2 Soient X; Y et Z des vecteurs aléatoires tels que Y
et Z sont possiblement corrélés. Alors

E�fX=Y; Zg = E�fX=Y; Z~jY g

Avec Z~jY = Z � E�fZ=Y g:

Dé�nition 3.6 Soient X;Y et Z des vecteurs aléatoires tels que Y
et Z sont corrélés. L�estimateur linéaire optimal de X à partir de Y
et Z est

E�fX=Y; Zg = E�fX=Y g+ E�
�
X~
jY =Z

~
jY
	

Avec X~
jY = X � E�fX=Y g et Z~jY = Z � E�fX=Zg .
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Dé�nition 3.7 la matrice de covariance de l�erreur d�estimationX~
jY;Z

est donnée par

PX~
jY;ZX

~
jY;Z

= E(X~
jY;Z ; X

~
jY;Z)

= PX~
jYX

~
jY;Z

� PX~
jY Z

~
jY
P�1
Z~jY Z

~
jY
P TX~

jY Z
~
jY

Proposition 3.3 SoientX;Y1; Y2; :::; Yk+1 des vecteurs aléatoires, alors
l�estimateur linéaire optimal de X à partir de la suite des vecteurs
aléatoires X; Y1; Y2; :::; Yk+1 est donné par :

X̂jk+1 = X̂jk + E
�fX~

jk=Y
~
k+1jkg;

avec

X~
jk = X � X̂jk = X � E�fX=Y1; Y2; :::; Ykg;

Y ~k+1jk = Yk+1 � Ŷk+1 = Yk+1 � E�fYk+1=Y1; Y2; :::; Ykg:

La matrice de covariance de l�erreur d�estimation X~
jk+1 est donnée

par :

PX~
jk+1X

~
jk+1

= �(X~
jk+1; X

~
jk+1)

= PX~
jk;X

~
jk
� PX~

jk;Y
~
k+1jk

P�1
Y ~
k+1jk;Y

~
k+1jk

P TY ~
k+1jk;X

~
jk
:

3.4 Filtre de Kalman

Le �ltre de Kalman est un estimateur récursif. L�objectif sera de
déterminer une estimation optimale et récursive des états Xk à partir
des mesures Yk: En e¤et, pour ces problèmes, nous disposons à l�instant
k d�une suite Y1; Y2; Y3; :::; Yk d�observations. Chaque observation Yk
est reliée à l�état inconnu Xk, un modèle d�état est constitué de deux
équations :

45



� L�équation récursive de modélisation du processus aléatoireXt (vecteur
d�état) discret, dite équation d�état ou équation de transition.

� L�équation d�observation (ou équation de mesure) du processus
Yt (vecteur de mesure).

3.4.1 Position du problème

Les équations de base du �ltre de Kalman sont alors les suivantes :

(F n;m)

�
Xk+1 = AkXk +BkUk +Wk (équation d�état),
Yk = HkXk + Vk ( équation d�observation).

où
�Xk est le vecteur d�état du processus, de taille n�1, tel que l�état
initial X0du processus est d�espérance et de variance connues.

� Ak; Bk et Hk sont des matrices réelles aux dimensions appro-
priées.

� Yk est le vecteur d�observation à l�instant k ,de taille m� 1:
� Uk est le vecteur des entrées déterministes et connues, de taille
n� 1:

�Wk est un bruit blanc qui modélise l�erreur du processus, de taille
n� 1, de moyenne nulle et de matrice de covariance Qt:

� Vk est un bruit blanc qui modélise l�erreur d�observation, de
taillem� 1, de moyenne nulle et de matrice de covariance Rt:

Dans la suite en posant :

�ik =

�
1 si i = k
0 si i 6= k

Nous noterons :
� E(WkW

T
i ) = Qt�ik

� E(VkV Ti ) = Rt�ik
� E(WkV

T
i ) = 0 8k; i 2 N Wt et non corrélée avec Vi pour i =

0; 1; 2:::
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3.4.2 Equations du �ltre

Initialisation : L�application des formules récurrentes du �ltre de
Kalman nécessite le bon choix des valeurs initiales du vecteur d�état
X̂0 et sa matrice de covariance P0:On peut l�estimer X0 par son espé-
rance. Nous avons alors :

X̂0 = E(X0);

et la matrice de covariance de l�erreur est :

P0 = E
h
(X0 � X̂0 )(X0 � X̂0 )

i
:

Notez que si nous connaissons parfaitement l�état de départ du système
nous prenons X̂0 = X0 et dans ce cas P0 est nulle.
Étape de prédiction : à l�instant k nous disposons d�une esti-

mation initiale fondée sur la connaissance du processus et des obser-
vations Y1; Y2; Y3; :::; Yk�1. Nous chercherons un estimateur X̂kjk�1 de
Xt en utilisant uniquement l�équation d�état dans le système(F n;m):
Nous obtenons :

X̂kjk�1 = Ak�1X̂k�1jk�1 +Bk�1Uk�1;

ainsi que la matrice de covariance de l�erreur :

Pkjk�1 = E(X
~
kjk�1X

~
kjk�1)

= E[(Xk � X̂kjk�1)(Xk � X̂kjk�1)]

= Ak�1Pk�1jk�1A
T
k�1 +Qk�1:

Étape de correction : Nous allons maintenant utiliser l�observa-
tion Yk pour améliorer l�estimation X̂knk�1 et obtenir un nouvel esti-
mateur X̂knk de Xk, d�aprés la dernière proposition que nous avons vu
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dans la section précédent, nous obtenons :

X̂knk = X̂knk�1 + E(X
~
kjk�1=Y

~
kjk�1)

= X̂knk�1 + PX~
kjk�1jY

~
kjk�1

P�1
Y ~
kjk�1jY

~
kjk�1

(Yk � Ŷkjk�1)

où

PX~
kjk�1jY

~
kjk�1

= E(X~
kjk�1Y

~
kjk�1)

= E[(HkX
~
kjk�1 + Vk)X

~
kjk�1]

= Pkjk�1H
T
k ;

et

P�1
Y ~
kjk�1jY

~
kjk�1

= E[Y ~kjk�1Y
~
kjk�1]

�1

= E[(HkX
~
kjk�1 + Vk)(HkX

~
kjk�1 + Vk)]

�1

= (HkPkjk�1H
T
k +Rk)

�1;

ce qui implique que :

X̂knk = X̂knk�1 +Kk(Yk � Ŷkjk�1)

où Kk = Pkjk�1H
T
k (HkPkjk�1H

T
k +Rk)

�1 est appelé le gain du �ltre
de Kalman.
ainsi que la matrice de covariance de l�erreur :

Pkjk = E
h
(Xk � X̂knk)(Xk � X̂knk)

i
;

où

Xk � X̂knk = Xk � X̂knk�1 �Kk(Yk � Ŷkjk�1)
= X~

kjk�1 �Kk(Y
~
kjk�1):
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Ceci implique

Pkjk = Pkjk�1 � E(X~
kjk�1Y

~T
kjk�1)K

T
k �KkE(Y

~
kjk�1X

~T
kjk�1)

+Kk(HkPkjk�1H
T
k +Rk)K

T
k

= Pkjk�1 �Kk(HkPkjk�1H
T
k +Rk)

�1KT
k

= Pkjk�1 � Pkjk�1HT
k (HkPkjk�1H

T
k +Rk)

�1Pkjk�1Hk

= [In �KkHk]Pkjk�1:

3.4.3 Algorithme

En résumé l�algorithme proposé est le suivant :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

X̂0 = E(X0)
P0j0 = P0

Pour k = 1; 2; 3::: faire
X̂kjk�1 = Ak�1X̂k�1jk�1 +Bk�1Uk�1
Pkjk�1 = Ak�1Pk�1jk�1A

T
k�1 +Qk�1

Kk = Pkjk�1H
T
k (HkPkjk�1H

T
k +Rk)

�1

Pkjk = [In �KkHk]Pkjk�1
X̂knk = X̂knk�1 +Kk(Yk � Ŷkjk�1)

:

3.5 Application de la méthode de �ltre
de kalman sur données réelles

Nous intéressons à appliquer la méthode de �ltre de kalman sur des
données réelles notées "cancerpouments" telles sont le nombre de cas
de cancer des pouments de l�hopital Boudiaf de Ouargla, les données
considérées sont mensuelles et la période retenue pour l�étude est de
janvier 2017 à décembre 2022. Les données sont dans le tableau :
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Mois/Années 2017 2018 2019 2020 2021 2022
Jan 127 130 111 162 169 142
Fév 123 133 136 115 177 182
Mars 145 134 140 122 171 160
Avr 126 143 104 243 153 168
Mai 132 133 83 131 155 161
Jui 161 144 82 127 136 147
Juil 161 117 75 132 164 148
Aou 168 120 74 101 112 127
Sep 125 138 70 109 107 137
Oct 147 127 113 125 144 180
Nov 163 143 124 136 149 169
Dec 118 131 130 134 156 164

Tab. 3.1 �L�évolutions du nombre de cas de cancer de pouments de
l�hopital Boudiaf de Ouargla ( 2017 - 2022 ).

sous R
>cancerpouments<-read.table(�le.choose(),header=TRUE)
>x<-ts(cancerpouments$X,frequency=12,start=c(2017,1),end=c(2022,12))

3.5.1 Etude de la stationnarité

Le graphe de la série de cancer de pouments montre que la série
est non stationnaire :
>plot(x)
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Fig. 3.1 � Graphique de l�évolutions du nombre de cas de cancer de
pouments de l�hopital Boudiaf de Ouargla ( 2017- 2022).

On utilise aussi le test de racine unitaire (test PP) sous R pour
con�rmer la non stationnarité :
>pp.test(cancerpomont$X,alternative="stationnary")

Le résultat de p-value=0.01609 et d�aprés Phillips Perron 0,01609>0,01
la série n�est pas stationnaire.

3.5.2 Stationnarisation

Pour rendre la série stationnaire nous utilisons l�instruction de dif-
férence sur R
>x<-ts(cancerpomont$X,frequency=12,start=c(2017,1),end=c(2022,12))
>x1<-di¤(x)
>pp.test(x1,alternative="stationnary")

La p-value=0.01et d�aprés Phillips Perron la série est stationnaire.
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Fig. 3.2 �Graphique aprés transformer la série.

3.5.3 Le modèle de notre série chronologique

>auto.arima(x1,ic="aic",trace=TRUE)
Les résultats sont
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Modéles AIC
ARIMA(2,1,2) 622,1031
ARIMA(0,1,0) 626,9511
ARIMA(1,1,0) 625,565
ARIMA(0,1,1) 622,589
ARIMA(0,1,0) 624,9725
ARIMA(1,1,2) 621,4254
ARIMA(0,1,2) 619,4261
ARIMA(0,1,3) 621,426
ARIMA(1,1,1) 619,5321
ARIMA(1,1,3) 623,1506
ARIMA(0,1,2) 617,5619
ARIMA(0,1,1) 620,644
ARIMA(1,1,2) 619,56
ARIMA(0,1,3) 619,5616
ARIMA(1,1,1) 617,7637
ARIMA(1,1,3) 621,2691

Tab. 3.2 �Modèles et AIC de la série.

Le modéle ARIMA(0,1,2) a la plus basse AIC, alors

(1� L)1cancerpomontt = �1"t�1 + �2"t�2 + "t:

3.5.4 Estimation des paramétres du modéle ARIMA(0,1,2)

Les paramètres �1 et �2 sont inconnus jusq�à cette partie, pour
retrouver ses valeurs :
>auto.arima(x1)

Finallement, le modèle est dé�ni selon l�équation :

(1� L)1cancerpomontt = �0:3185"t�1 +�0:3644"t�2 + "t:
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ma1 ma2
paramètres -0.3185 -0.3644
s.e 0.1238 0.1347

Tab. 3.3 �Estimation des paramètres.

3.5.5 Les entrées de l�équations de base du Fltre
de Kalman sous R

(F n;m)

�
Xk+1 = AkXk +BkUk +Wk (équation d�état)
Yk = HkXk + Vk ( équation d�observation)

n<-100
ar1 <- 0
ar2 <- 0
ma1 <- -0.3561
ma2<�0.3444
sigma <- sqrt(320.1)
a <- arima.sim(model = list(ar = c(ar1, ar2), ma = c(ma1,ma2)),

n = n,
innov = rnorm(n) * sigma)
arma21ss <- function(ar1, ar2, ma1, sigma) {
At <- matrix(c(ar1, ar2, 1, 0), ncol = 2)
Ht <- matrix(c(1, 0), ncol = 2)
ct <- matrix(0)
BU <- matrix(0, nrow = 2)
QQt <- matrix(0)
R <- matrix(c(1, ma1), nrow = 2) * sigma
RRt <- R %*% t(R)
a0 <- c(0, 0)
P0 <- matrix(1e6, nrow = 2, ncol = 2)
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return(list(a0 = a0, P0 = P0, ct = ct, dt = dt, Ht = Ht, At = At,
QQt = QQt,
RRt = RRt))
}

3.6 La prévision

Les étapes
� Insttaler package TSpred .
� Diviser data (cancerpomont) en deux parties : (cencar.cont) qui
contient les valeurs des 7 premiers mois de chaque année .et
(cencar) qui contient les valeurs des derniers mois de chaque
année.

� Faire la prévition avec utiliser l�instruction �ttestPolyRKF.
� Tracer le graphique.
Algorithme
cencar.cont<-read.table(�le.choose(),header=TRUE)
cencar<-read.table(�le.choose(),header=TRUE)
fPolyRKF <- �ttestPolyRKF(cencar[,1],cencar.cont[,1])
pred <- fPolyRKF$pred
fs <- KFAS : :KFS(fPolyRKF$model,�ltering=c("state","mean"),

smoothing=c("state","mean"))
f <- �tted(fs, �ltered = TRUE)
s <- �tted(fs)
plot(c(cencar[,1],cencar.cont[,1]),type=�o�,lwd=2,xlim=c(1,12),ylim=c(0,300),
xlab="Time",ylab="PRKF")
lines(s,col=�green�,lty=2,lwd=2)
lines(ts(pred$mean,start=6),lwd=2,col=�blue�)
lines(ts(pred$upper,start=6),lwd=2,col=�light blue�)
lines(ts(pred$lower,start=6),lwd=2,col=�light blue�)
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Nous obtenons les intervalles de prévision suivants avec les obser-
vations disponible .

Jan Fév Mars Avr Mai
Prévision 2023 [115,180] [101,194] [91,204] [82,213] [74,221]

Tab. 3.4 �Prévisions

Fig. 3.3 �Gra�que de prévision.
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Conclusion

Le �ltre de Kalman est une méthode récursive visant à estimer des
paramètres d�un système évoluant dans le temps.
La force de ce �ltre est sa capacité de prédiction des paramètres et

de recti�cation des erreurs, non seulement des mesures, mais aussi du
modèle lui-même.
En conclusion, pour appliquer un �ltre de Kalman, il faut mo-

déliser de manière linéaire le système pour lequel on veut estimer les
paramètres. Dans une méthode d�estimation classique (par exemple, la
méthode des moindres carrés), une simple erreur dans la modélisation
du système entraîne forcément une erreur au niveau de l�estimation.
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Résumé 

Ce mémoire est essentiellement consacré à la méthode de filtre de Kalman. Cette méthode en 

trois étapes vise à faire des prévisions des valeurs futures. Nous applicons cette méthode afin 

de déterminer le modèle le plus approprié pour prédire une série de données réelles, en 

utilisant le logiciel R. 

Mots clés: séries temporelles, processus ARIMA , la méthode de filtre de kalman , prévision. 

 

 

Abstract 

This thesis is essentially devoted to the Kalman filter method. This method consists of three 

steps aims to make predictions of future values.We apply this method to determine the most 

appropriate model to predict a series of real data, using R software. 

Keywords: time series, ARIMA process, kalman filter method, forecast. 

 

 

 

 ملخص

Enregistrer la traduction 

التنبؤ بالقيام ب خطوات ثلاث من المكونة الطريقة هذه تهدف. كالمان مرشح لطريقة أساسي بشكل مكرسة الأطروحة هذه

 .Rبرنامج باستخدام الحقيقية البيانات من بسلسلة للتنبؤ الأنسب النموذج لتحديد الطريقة هذه نطبق. المستقبلية بالقيم

 
 .كالمان،التنبؤ مرشح ،طريقةARIMAالزمنية، السلاسل:  المفتاحية الكلمات

 


