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moi,sans lui, je n’aurais pas atteint

mon objectif .
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âme,”mon cher père FAT AH”.

A

Ma soeur SAJIDA et mes frères
AHMEDE et SAIF , je demande à
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mon estimé professeur KALICHE KALT OUM, qui m’a honoré de
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⋆ Ω : Domaine ouvert de Rn.

⋆ ∂Ω ou Γ : Frontière de Ω.

⋆ Ω̄ : la fermeture de Ω qui défini par Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω.

⋆ ∂iu : Dérivée partielle de u par rapport ou composant xi.

⋆ ∇u : Gradient de u défini par ∇u = [∂1u, ....., ∂nu]
t.

⋆ div u : Divergence de u défini par div u =
∑n

i=1 ∂iui.

⋆ ∆u : Laplacien de défini comme suite ∆u =
∑n

i=1 ∂
2
iiu = div(∇u).

⋆ C(Ω̄) : L’espace des fonctions continu sur Ω.

⋆ D(Ω) : L’espace des fonctions infiniment différentiable et à support compact dans Ω.

⋆ D′(Ω) : Espace des distributions dans Ω.

⋆ diam(E) : Diamètre de l’élément E.

⋆ ⟨., .⟩ : Le produit de dualité.

⋆ [s] : La partie entier de s.

⋆ Wm,p(Ω) , Hm(Ω) : Espaces des Sobolev

⋆ Wm,p
α (Ω) : Espace de Sobolev avec poids.

⋆ Lp(Ω) : Espace des fonctions de puissance p-ème intégrables sur Ω pour la mesure dx.

⋆ L∞(Ω) : Les espace des fonctions essentiellement bornées sur Ω.

⋆ W : Espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)

⋆ Wh : Espace approchée de W .
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⋆ δij : Symbole de Kronecker.
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Plusieurs modèles en physique et en ingénier conduisent à des équations aux dérivées partielles bidimen-

sionnelles en des domaines non borné, ceci est mis en évidence dans astrophysique, en électromagnétisme,

en mécanique des fluides et en chimie quantique.

Nous comptons généralement pour résoudre de telles équations sur la prise en compte complique un peu sa

résolution. Plusieurs méthodes ont été abordé pour surmonter cette difficulté comme la méthode infinis, les

méthodes spectrales et la méthode des équations intégrales.

Dans [8] Boulmezaoud a créé une nouvelle méthode pour résoudre des EDP de type elliptique en domaines

non bornés. Cette méthode est appelé méthode des éléments finis inversés. elle ne nécessite aucune déduction

du domaine et elle divise le domaine géométrique en deux parties librement choisies, une partie bornée où

en utilise des éléments finis classique, et une partie non bornée où on utilise des éléments finis inversés. cette

dernière est réduite à un domaine borné par un inversion polygonal comportant une singularité. Dans cette

méthode, nous nous appuyons sur des espace de Sobolev avec poids .

Ces espace de Sobolev avec poids forment un cadre fonctionnel adéquat pour l’étude des (EDP) dans

domaine non borné comme on peut citer par exemple : l’éspace tout entier, domaine extérieur, demi

espace.... Ce sont des extensions des espace de Sobolev classique avec des poids qui permettent de décrire

la décroissance ou la croissance des fonctions à l’infini. Il peut également restaurer la plupart des propriétés

fonctionnelles du espace de Sobolev classique par exemple l’inégalité de Poincaré, les formule de Green et

les inclusions compactes qui sont en général perdues lorsque le domaine non borné .

Ce mémoire visée à utiliser la méthode des éléments finis inversés pour résoudre une équation elliptique du

second ordre de type

−div(a(x)∇u(x)) + b(x)∇u(x) + c(x)u(x) = f(x) dans Ω

u(x) = 0 sur ∂Ω
(1)

1
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Posé en domaine extérieurs R2 \ ω̄, avec ω ∈ R2 , oú a,b et c des coefficients variables et f une fonction

donnée.

Ce mémoire est répartie en trois chapitre :

1er chapitre :

Nous présentons quelques notations, définitions et certaines propriétés fondamentales des l’espaces de

Sobolev avec poids.

2ème chapitre :

Ce chapitre est consacré la discrétisation du problème par la méthode des éléments finis inversés. Première-

ment, nous donnons une formulation variationnelle. Deuxièmement, nous prouvons l’existence et l’unicité

de la solution du problème étudié. Troisièmement, nous présentons la discrétisation du problème. Enfin, on

donne une estimation de l’erreur.

3ème chapitre :

Ce chapitre est consacré à la présentation de quelques résultats numériques.

Tourne la page 2
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CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Chapitre1

LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

1.1 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 L’espace de Sobolev avec poids Wm,p

α (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.1 Quelques propriétés fondamentales de l’espace Wα

m,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Les espaces de trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Inégalité de Hardy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.6 Théorème de lax-Milgram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.7 Méthode de Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS 13

Tourne la page 3
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CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Dans ce premier chapitre, nous présentons un rappel sur les espaces de Sobolev avec poids en mentionnant

des définition ainsi ses propriétés essentielles avec quelques théories, que nous utiliserons dans ce mémoire.

Tourne la page 4
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1.1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

1.1 Notations et définitions

Dans toute la suite n sera un entier non nul. Soit Ω un ouvert de Rn, (n ≥ 2) pas nécessairement borné ayant
une frontière régulière.
Pour tout point x = (x1, x2, ....., xn) ∈ Rn et tout multi-indice µ = (µ1, ..., µn) on note

|x| = (x21 + x22 + ....+ xn1 ) , |µ| = µ+ ....+ µ , Dµ =
∂|µ|

∂xµ1

1 ...∂x
µn
n

On note D (Ω) l’espace des fonction indéfiniment différentiable à support compact dans Ω et D′(Ω) l’espace des
distribution (son dual).
Soit un exposant réel p tels que 1 ≤ p < +∞. L’exposant conjugué de p est p′ l’unique nombre réel p satisfaisant

1

p
+

1

p′ = 1

Pour k ∈ N, Pk est l’espace de polynômes de degré inférieur ou égal à k.

Définition 1. (l’espace Lp(Ω) )

Soit Ω un ouvert de Rn, pour 1 ≤ p < +∞ on définit l’espace

Lp(Ω) = {u : Ω → R : mesurable et

∫
Ω

|u|pdx < +∞}

Pour u ∈ Lp(Ω) on note

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

2

Définition 2. (Espace L∞(Ω) )

Pour p = +∞ on définit l’espace des fonctions mesurables

L∞(Ω) = {u : Ω → Rn; mesurable et ∃ c > 0 tels que |u(x)| ≤ c p.p sur Ω}

On le muni de la norme

∥u∥L∞(Ω) = inf{c > 0 ; tels que |u(x)| ≤ c p.p sur Ω}

.

Tourne la page 5
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1.2. L’ESPACE DE SOBOLEV WM,P (Ω) CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

1.2 L’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 3. Soit Ω ⊂ Rn pour tout entier m et 1 ≤ p ≤ ∞ , Wm,p(Ω) désignera l’espace de Sobolev défini

par

Wm,p(Ω) = {u ∈ D′(Ω) | ∀µ ∈ Nn : 0 ≤ |µ| ≤ m , Dµu ∈ Lp(Ω)}

L’espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme

∥u∥Wm,p(Ω) =


(∑m

|µ|=0 ∥Dµu∥pLp(Ω)

) 1
p

, si 1 ≤ p ≺ +∞

max|µ|≤m

(
∥Dµu∥Lp(Ω)

)
, si p = +∞

1.3 L’espace de Sobolev avec poids Wm,p
α (Ω)

Nous définissons les fonction poids de base

ρ = (1 + |x|2) 1
2 lg ρ(x) = ln(2 + |x|2)

Définition 4. (L’espace de Sobolev avec poids) [4]

Soient Ω ⊂ Rn, α ∈ R, m ∈ N et p > 1.

les espace de Sobolev avec poids définit comme suit

Si n/p+ α /∈ {1, ....,m}

Wm,p
α (Ω) = {u ∈ D′(Ω),∀µ ∈ Nn, k + 1 ≤ |µ| ≤ m, ρα−m+|µ|∂µu ∈ Lp(Ω)}

Sinon,

Wm,p
α (Ω) = {u ∈ D′(Ω) , ∀µ ∈ Nn , 0 ≤ |µ| ≤ k , ρα−m+|µ|(lg ρ)−1∂µu ∈ Lp(Ω)}

Cet espace est préparé de la norme

∥u∥Wm,p
α (Ω) =


(∑

|µ|≤m ∥ρα−m+|µ|

lg ρ
∂|µ|u∥pLp(Ω)

) 1
p

, si n
p
+ α ∈ {1, ....,m}(∑

|µ|≤m ∥ρα−m+|µ|∂|µ|u∥pLp(Ω)

) 1
p

si n
p
+ α /∈ 1, ....,m}

Tourne la page 6
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1.3. L’ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS WM,P
α (Ω)CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Et de la semi norme

|u|Wm,p
α (Ω) =

(∑
|µ|=m

∥ρα∂µu∥pLp(Ω)

) 1
p

.

Exemple

1. pour m = 2 et α = 1 on a

W 2,p
1 (Ω) = {u ∈ D′(Ω), ρ−1u ∈ Lp(Ω),∇u ∈ Lp(Ω), ρ∂2iju ∈ Lp(Ω), i, j = 1, ..., n}

qui muni par la norme

∥u∥W 2,p
1 (Ω) =

(
∥ρ−1u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω) +

∑
1≤i,j≤n

∥ρ∂2iju∥pLp(Ω)

)1/p

et la semi norme

|u|W 2,p
0 (Ω) =

(
∥ρ∂2iju∥pLp(Ω)

)1/p

2. pour m = 1 et α = 0

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ D′(Ω), ρ−1u ∈ Lp(Ω),∇u ∈ Lp(Ω)}

muni de la norme

∥u∥W 1,p
0 (Ω) =

(
∥ρ−1u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω)

)1/p

et la semi norme

|u|W 1,p(Ω) = ∥∇u∥pLp(Ω)

Dans l’étude précédente, nous avons abordé la définition de l’espace Wm,p
α (Ω), maintenant nous trouvons ses

propriétés [7].

1.3.1 Quelques propriétés fondamentales de l’espace Wα
m,p(Ω)

⋆ Les inclusion suivantes sont valables avec injection continues

Wm,p
α (Ω) ↪→ Wm−1,p

α−1 (Ω) ↪→ ........ ↪→ W 0,p
α−m(Ω)

Tourne la page 7
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1.4. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

⋆ L’application suivante

u ∈ Wα
m,p(Ω) 7→ φu ∈ Wm,p(Ω) pour φ ∈ D(Ω)

est linéaire continue

⋆ Pour tout nombre entier k ⊂ Z
Pk ⊂ Wm,p

α (Rn)

où k < m− α− n/p.

⋆ Soit α, β deux réels et m ∈ Z, l’application

u ∈ Wm,p
α (Ω) 7→ ρβu ∈ Wm,p

α−β(Ω)

est isomorphisme.

⋆ Pour λ ∈ Nn , |λ| ≤ m

u ∈ Wm,p
α (Ω) 7→ Dλu ∈ Wm−|λ|,p

α (Ω)

est une application linéaire continue.

⋆ D(Ω̄) est dense dans Wm,p
α (Ω).

1.4 Les espaces de trace

Définition 5. [9] Pour α ∈ R , 0 < σ < 1 et p > 1. On définit l’espace W σ,p
α (Rn)

W σ,p
α (Rn) =

{
u ∈ D′(Rn);wα−σu ∈ Lp(Rn),

∫
Rn

∫
Rn

|ραu(x)− ραu(y)|p
∥x− y∥n+σp

dxdy <∞
}

Avec

w =

 ρ si n/p+ α ̸= σ

ρ(lg ρ)1/(σ−α) si n/p+ α = σ

Dans le domaine extérieur (Ω = Rn \ ω̄) les trace des fonction de Wm,p
α (Ω) sur ∂Ω se comportent comme

celles de Wm,p(Ω)

Nous présentons l’espace W s,p
α (Rn), pour s ∈ R+.

Tourne la page 8
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1.4. LES ESPACES DE TRACE CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Définition 6. Soient p > 1,α ∈ R et s ∈ R+ et

k =

 s− n/p− α si n
p
+ α ∈ {σ, ...., σ + [s]} avec σ = s− [s]

1 sion
(1.1)

L’espace W s,p
α (Ω) définit par

W s,p
α (Ω) =

{
u ∈ D′(Rn); 0 ≤ |µ| ≤ k, ρα−s+|µ|(lg ρ)−1∂µu ∈ Lp(Rn); k + 1 ≤ |µ| ≤ [s]− 1,

ρα−s+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn); |µ| = [s], ∂µu ∈ W σ,p
α (Rn)

} (1.2)

Cet espace est un de Banach réflexif muni de la norme

∥u∥W s,p
α (Ω) =

( ∑
0≤|µ|≤k

∥ρα−s+|µ|(lg ρ)−1∂|µ|u∥pLp(Ω) +
∑

k+1≤|µ|≤[s]−1

∥ρα−s+|µ|∂|µ|u∥pLp(Rn)

) 1
p

+
∑
|µ|=[s]

∥∂µu∥Wσ,p
α (Rn).

(1.3)

Dans le cas d’un demi espace, nous introduisons d’abord la définition de l’espace W s,p
α (Rn) pour s réel.

Théorème 1. [7]

Soit ω un ouvert borné de Rn avec un bord Γ de classe CK,1 et k ≥ 0, soient s, p ∈ R avec s ≥ 0 et p ≥ 1 tels

que s ≤ k + 1, s− 1/p = m+ σ où m ∈ N avec m ≥ 0, et 0 ≤ σ ≤ 1.

Alors l’application u 7→ γ0u = u |∂ω définit sur D(ω̄) a un unique extension linéaire continue de W s,p(Rn) dans

W s−1⧸p,p(Γ).

Et, dans W 1,p(Ω) on a

ker γ0 = W 1,p
0 (ω)

avec γ0u noté la restriction à Γ des valeurs de u et

W s,p(ω) = {u ∈ Wm,p(ω);∀|µ| = m,

∫
ω

∫
ω

|∂µu(x)− ∂µu(y)|p
∥x− y∥n+σp

dxdy <∞}

Alors on définit l’espace

W̊m,p
α (Ω) = {u ∈ Wm,p

α (Ω); γ0u = γ1u = ... = γm−1u = 0}.

Tourne la page 9



K.
G

ou
gu

i .
U

ni
v

de
KA

SD
I M

er
ba

h

1.5. INÉGALITÉ DE HARDY CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

1.5 Inégalité de Hardy

L’inégalité de Hardy joue un rôle important dans le démonstration de certaines équivalences de norme dans

la Wm,p
α (Ω).

Lemme 1. (Inégalité de Hardy)[2]

Soit p ∈]1,+∞[ et

⋆ si ϵ < p− 1

F (t) :=

∫ t

0

f(x)dx

⋆ si ϵ > p− 1

F (x) :=

∫ ∞

t

f(x)dx.

où f ∈ D(]0,∞[). Alors nous avons ∫ ∞

0

F p(t)tϵ−pdt ≤ C

∫ ∞

0

fp(t)tϵdt.

avec

C =

(
p

|ϵ− p+ 1|

)p

.

L’inégalité de Hardy donne un résultat important qui est le théorème suivant

Théorème 2. [7] Soit Ω = Rn
+ où Rn \ ω̄ avec ω ⊂ R2. Soient m ∈ N avec m ≥ 1 et α, p ∈ ]1,∞[ deux réels

tels que α + n
p
∈ {1, ...,m}. On pose q′ = min(m− 1, [m− α− (n/p)]). Alors

1. La semi- norme |.|Wm,p
α

définit une norme sur l’espace Wm,p
α (Ω)/Pq′ équivalente á la norme quotient.

2. La semi- norme |.|Wm,p
α

est une norme sur espace W̊m,p
α (Ω) équivalente à la norme ∥.∥Wm,p

α
(Ω)

il existe un constante C > 0 telle que

∀u ∈ W̊m,p
α (Ω) , ∥u∥Wm,p

α (Ω) ≤ C |u|Wm,p
α (Ω).

Définition 7. ( formule de Green )[1]

Soit Ω un ouvert, pour toute u ∈ W 1
log(Ω), v ∈ W 1

log(Ω)∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx i = 1, .., n

Tourne la page 10
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1.6. THÉORÈME DE LAX-MILGRAM CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Définition 8. (La formule de divergence)

Soient Ω ⊂ Rn un ouvert bornée de classe C1 et u : Rn 7→ Rn, f : Ω 7→ R deux champs des vecteurs de classe

C1 dans un voisinage de Ω̄, on a∫
Ω

fdiv u dx = −
∫
Ω

u∇fdx+
∫
∂Ω

f.v.ηids.

Où ηi est la i-ième composante de la normale extérieure unité de ∂Ω.

Théorème 3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[6]

Soit (E, ⟨., .⟩) est un espace préhilbertien réel, pour tout (x, y) ∈ E2 on a l’inégalité suivante

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

où ∥.∥ noté la norme induite par le produit scalaire.

1.6 Théorème de lax-Milgram

Nous considérons le problème variationnel sous la formeTrouver u ∈ H tels que

A(u, v) = L(v) ∀v ∈ H
(1.4)

Théorème 4. Soient H un espace de Hilbert réel muni de produit scalaire noté (.,.), on suppose que

— A(., .) une forme bilinéaire qui est

∗ continue sur H ×H

∃ c > 0,∀(u, v) ∈ H ×H, |a(u, v)| ≤ c∥u∥H∥v∥H
∗ coercive sur H (H-elliptique)

∃ α > 0,∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α ∥ u ∥2H
et soit

— L une forme linéaire continue sur H

∃ β > 0,∀v ∈ H | L(v) |≤ β∥u∥H

Tourne la page 11
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1.7. MÉTHODE DE GALERKIN CHAPITRE 1. LES ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

Alors, il existe une unique solution u dans H , de plus le problème (1.4) satisfait l’estimation a priori suivant :

∥u∥ ≤ ∥L∥
α

1.7 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est un méthode très générale et qui fonctionne pour transformé un problème continu

en un problème discret. Selon la méthode suivante. Commencer à partir d’un problème variationnel posé dans

un espace de dimension infinie, on faire d’abord à une approximation dans un sous-espace de dimension finie.

Ensuite on résout le problème d’approché. Et enfin, on passe d’une façon ou d’une autre à la limite quand on fait

tendre la dimension des espaces d’approximation vers l’infini pour construire une solution du problème de départ

(voir [5]).

Lemme 2. (Lemme de Céa [3])
Soit V un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire et l une forme linéaire vérifiant les hypothèses du théorème de

Lax-Milgram. Soit Wh(Ω) un sous-espace fermé de W. Alors il existe un unique uh ∈ Wh(Ω) tel que

∀vh ∈ Wh a(uh, vh) = l(vh).

Et nous avons

∥u− uh∥W ≤ M

α
inf

vh∈Wh

∥u− vh∥W =
M

α
d(u, vh).

où M est constante de continuité de a et α la constante de W-ellipticité

Tourne la page 12
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

Chapitre2
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

Dans ce chapitre, nous discutons la discrétisation du problème elliptique de type suivant


−div

(
a∇u

)
+b∇u+ cu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(2.1)

En utilisant la méthode des élément finis inversés, avec Ω = R2 \ ω̄ est un domaine extérieur et ω ∈ R2 un

ensemble borné .

On trouve d’abord la formulation variationnelle associé à ce problème dans le cadre fonctionnel ( l’espace So-

bolev avec poids W 1
log). Ensuite, nous prouvons l’existence et unicité de la solution du problème en utilisant

le théorème de Lax-Milgram. Après, on donne la discrétisation du problème par la méthode des élément finis

inversés. Finalement, on donne une estimation d’erreur.

Tourne la page 14
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2.1. PROBLÈME VARIATIONNELLE
CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME

PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

2.1 Problème variationnelle

Considérant le problème étudié comme suit
−div

(
a(x)∇u(x)

)
+b(x)∇u(x) + c(x)u(x) = f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

avec a(x), b(x), c(x) sont des coefficients variables et f(x) est une fonction donnée.

Nous cherchons la solution du problème (2.1), dans l’espace de Sobolev avec poids W 1
log(Ω) qui satisfait∫

Ω

|v|2
(|x|2 + 1)(log(|x|2 + 2))2

dx < +∞
∫
Ω

|∇v|2dx < +∞

il est muni de la norme

∥v∥2W 1
log(Ω) =

∫
Ω

|v|2
(|x|2 + 1)(log(|x|2 + 2))2

dx +

∫
Ω

|∇v|2dx

et aussi on pose

W̊ 1
log(Ω) = {v ∈ W 1

log(Ω), v = 0 sur ∂Ω}

Nous faisons maintenant les hypothèses suivantes

(A1) a ∈ L∞(Ω) et il existe une constante α > 0 tels que a(x) ≥ α > 0 in Ω

(A2) b ∈ L∞(Ω)2 et [x ∈ Ω 7→ (|x| log |x|)b(x)] ∈ L∞(Ω)2

(A3) c ∈ L∞(Ω) et [x ∈ R2 7→ (|x| log |x|)2c(x)] ∈ L∞(Ω).

(A4) f ∈ W−1
log (Ω) c’est à dire vérifie

∫
Ω

(|x|2 + 1)(log(|x|2 + 2))2|f(x)|2dx < +∞.

(A5) div b ∈ L∞(Ω), [x ∈ Ω 7→ |x|2(log |x|)2divb(x)] ∈ L∞(Ω)

Proposition 1. Supposons que les hypothèses (A1),(A2),(A3), (A4) et (A5) sont vérifiées, une fonction u ∈
W̊ 1

log(Ω) est solution de (2.1) si et seulement si u est solution du problème suivant

Tourne la page 15
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

Trouver u ∈ W̊ 1
log(Ω) tels que

A(u, v) = L(v) ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

(2.2)

avec

⋆ A est forme bilinéaire définit par

A(u, v) =

∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx+
∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

et

⋆ L forme linéaire définit par

L(v) =
∫
Ω

f(x)v(x) ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

preuve : [⇒]

Soit u ∈ W̊ 1
log(Ω) est solution de (2.1).

D’abord, on multiplie le problème (2.1) par une fonction test v ∈ D(Ω) et on intègre sur Ω on obtient

−
∫
Ω

div

(
a(x)∇u(x)

)
v(x)dx+

∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx

Par suite on applique la formule de Green on trouve∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx−
∫
∂Ω

a(x)u(x)∂nv(x)ds+

∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx

Comme D(Ω) est dense dans W̊ 1
log(Ω) Alors on trouve

∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx+
∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx v ∈ W̊ 1
log(Ω)

Donc l’écriture variationnelle du problème (2.1) prend toujours une forme de type

Tourne la page 16
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

{
Trouver u ∈ W̊ 1

log(Ω) tels que

A(u, v) = L(v) ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

avec

⊙ A est forme bilinéaire définit par

A(u, v) =

∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx+
∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

et

⊙ L forme linéaire définit par

L(v) =
∫
Ω

f(x)v(x) ∀v ∈ W̊ 1
log(Ω)

Maintenant, en montre la réciproque [⇐]

Soit, u ∈ W̊ 1
log(Ω) est solution de problème (2.2) on a donc

u |∂Ω= 0

On choisit ensuite une fonction test v de D(Ω) et on a∫
Ω

a∇u∇vdx = ⟨a∇u,∇v⟩,
∫
Ω

(b∇u)vdx = ⟨(b.∇u), v⟩,

∫
Ω

(cu)vdx = ⟨cu, v⟩ et
∫
Ω

fvdΩ = ⟨f, v⟩

et par définition de la dérivation au sens des distribution

⟨a∇u,∇v⟩ = ⟨−div(a∇u), v⟩

On a alors
⟨−div(a∇u) + b.∆u+ cu− f, v⟩ = 0, ∀v ∈ D(Ω).

On déduit que
−div(a∇u) + b.∇u = f dans D′(Ω).

Comme f est u sont dans L2(Ω), on trouve que −div(a∇u) ∈ L2(Ω) .

Tourne la page 17



K
.G

ou
gu

i .
U

ni
v

de
K

A
SD

I M
er

ba
h2.1. PROBLÈME VARIATIONNELLE

CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

On a donc
−div(a∇u) + b∇u+ c = f dans L2(Ω)

et donc presque partout dans Ω. On conclusion, u solution de (2.2) est également de
−div

(
a(x)∇u(x)

)
+ b(x)∇u(x) + c(x)u(x) = f(x) p.p sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

2.1.1 L’existence et l’unicité

Dans cette paragraphe, nous référons à l’existence et l’unicité de la solution de problème (2.1) en utilisant
quelques lemme.

Pour montrer l’existence et l’unicité, on na besoin l’inégalité de Hardy suivante

Lemme 3. Il existe un constant η0 telle que

∀u ∈ W̊ 1
log(Ω) ,

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ η0

∫
Ω

|u(x)|2
(|x|2 + 1)(log 2 + |x|2)2dx.

On modifie l’ hypothèse (A5) comme suit

(A5) div b ∈ L∞(Ω), [x ∈ Ω 7→ |x|2(log |x|)2divb(x)] ∈ L∞(Ω)], il existe un constante réel η ≺ η0α tels que

c− 1

2
divb ≥ − η

|x|2 log(|x|2 + 2)2

Proposition 2. Supposons que les hypothèses (A1), (A2), (A3), (A4) et (A5) sont vérifiant. Alors le problème (

2.1) admet une solution unique u ∈ W̊ 1
log(Ω) et l’estimation suivante

∥u∥W 1
log(Ω) ≤ C∥f∥W−1

log (Ω)

Preuve : Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1). Nous précédons comme suite :
On pose

⟨x⟩ = (|x|2 + 1) (log(|x|2 + 2))2

Tourne la page 18
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

▶ Nous montrons la continuité de la forme bilinéaire A(., .) , on a

|A(u, v)| = |
∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx+
∫
Ω

b(x)∇|u(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx|

≤ |
∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx|+ |
∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx|+ |
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx|

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|
∫
Ω

a(x)∇u(x)∇v(x)dx| ≤ ∥a(x)∥L∞(Ω)

∫
Ω

a(x)|∇u(x)∇v(x)|dx

≤ ∥a(x)∥L∞(Ω)∥∇u(x)∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω)

≤ c1∥∇u(x)∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω)

Avec c1 = ∥a(x)∥L∞(Ω)

D’autre part

|
∫
Ω

b(x)∇u(x)v(x)dx| = | −
∫
Ω

div b(x)u(x)v(x)dx−
∫
Ω

b(x)u(x)∇v(x)dx|

= |
∫
Ω

div b(x)⟨x⟩2u(x)⟨x⟩
v(x)

⟨x⟩ dx+
∫
Ω

b(x)⟨x⟩u(x)⟨x⟩ ∇v(x)dx|

≤ ∥⟨x⟩2div b(x)∥L∞(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥
v(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)

+ ∥b(x)⟨x⟩∥L∞(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω)

D’autre part

|
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx| = |
∫
Ω

c(x)⟨x⟩2u(x)⟨x⟩
v(x)

⟨x⟩ dx|

≤ ∥c(x)⟨x⟩2∥L2(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥
v(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)

Tourne la page 19
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CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

Donc

|A(u, v)| ≤ ∥a(x)∥L∞(Ω)∥∇u(x)∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω) + ∥⟨x⟩2div b(x)∥L∞(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥
v(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)

+ ∥b(x)⟨x⟩∥L∞(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω) + ∥c(x)⟨x⟩2∥L2(Ω)∥
u(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)∥
v(x)

⟨x⟩ ∥L2(Ω)

D’après les hypothèses (A2), (A3) et (A5) on a

|A(u, v)| ≤ ∥a(x)∥L∞(Ω)∥∇u(x)∥L2(Ω)∥∇v(x)∥L2(Ω) + (∥⟨x⟩2divb(x)∥L∞(Ω)∥⟨x⟩2c∥L2(Ω))

× ∥⟨x⟩−1u∥L2(Ω)∥⟨x⟩−1v(x)∥L2(Ω) + ∥⟨x⟩b(x)∥L∞(Ω)∥⟨x⟩2u(x)∥L2(Ω)

≤ C1|u|W̊ 1
log(Ω)|v|W̊ 1

log(Ω)

C1 = ∥a(x)∥L∞(Ω) + ∥⟨x⟩2divb(x)∥L∞(Ω) + ∥⟨x⟩2c(x)∥L∞ + ∥⟨x⟩b(x)∥L∞(Ω)

Alors A(u, v) est continue sur W̊ 1
log(Ω)× W̊ 1

log(Ω).

▶ Nous montrons la coercivité de A(., .)

A(v, v) =

∫
Ω

a(x)∇v(x)2dx+
∫
Ω

b(x)∇v(x)v(x)dx+
∫
Ω

c(x)v(x)2dx

=

∫
Ω

a(x)|∇v(x)|2L2(Ω)dx+
1

2

∫
Ω

b(x)∇v2(x)dx+
∫
Ω

c(x)v(x)2dx

on applique la formule de divergence

A(v, v) =

∫
Ω

a(x)|∇v(x)|2L2(Ω)dx+

∫
Ω

(
c(x)− 1

2
divb(x)

)
v(x)2dx

d’après l’inégalité de Hardy et les deux hypothèses (A1) et (A5)

A(v, v) ≥ α

∫
Ω

|∇v(x)|2dx− η0

∫
Ω

v(x)2

⟨x⟩2 dx

≥
(
α− η

η0

)∫
Ω

|∇v(x)|2L2(Ω)dx

≥ C2|v(x)|2W̊ 1
log(Ω)

dx

avec C2 =

(
α− η

η0

)
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Alors A(, ) est coercive sur W̊ 1
log(Ω)× W̊ 1

log(Ω)

▶ Nous montrons La continuité de la forme linéaire L(.)

|L(v)| = |
∫
Ω

f(x)v(x)|dx

= |
∫
Ω

f(x)⟨x⟩v(x)⟨x⟩ |dx

d’après l’hypothèse (A4) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

|L(v)| ≤ ∥f∥W−1
log
∥⟨x⟩−1v∥L2(Ω)

L’inégalité de Hardy donne :

|L(v)| ≤ 1

η0
∥f∥W−1

log
∥∇v∥L2

≤ 1

η0
∥f∥W−1

log
|∇v|L2

≤ C3|v|W̊ 1
log(Ω)

Avec C3 =
1

η0
∥f∥W−1

log (Ω)

Donc L(.) est continu sur W̊ 1
log(Ω)

D’après le théorème de Lax-Milgram le problème (2.1) est admet un solution unique u ∈ W̊ 1
log(Ω)

Maintenant, on montre l’estimation
∥u∥W 1

log(Ω) ≤ C∥f∥W−1
log (Ω)

Dans le problème (2.2) on prend v = u, puisque A(u, u) est coercive et |L(v)|(u) continue alors

C2∥u∥2W 1
log(Ω) ≤ A(u, u) = L(u) ≤ 1

η0
∥f∥W−1

log (Ω)∥u∥W 1
log(Ω)

Alors
C2∥u∥W 1

log(Ω) ≤
1

η0
∥f∥W−1

log

Donc
∥u∥W 1

log(Ω) ≤ C∥f∥W−1
log (Ω)

Avec C =
1

C2.η0

Tourne la page 21
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2.2 Discrétisation du problème

Dans cette partie on consacre à la discrétisation du problème par la méthode des éléments finis inversés
[12],[10].

Nous rappelons d’abord quelques notations géométriques.

Définition 9. Le simplexe infini (ou triangle infini) de sommets a0, a1 et a2 de R2 est défini comme suit :

T (a0|a1, a2) = {λ0a0 + λ1a1 + λ2a2|λ0 ≤ 0, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ0 + λ1 + λ2 = 1}

Le sommet a0 est appelé sommet fictif de T et les autres sommets a1, a2 sont appelé les sommets réels de T (voir

figure (2.1)).

On associé à T le simplexe fini ST (voir figure (2.1)) définit par

ST (a0, a1, a2) = {λ0a0 + λ1a1 + λ2a2 , 0 ≤ λ0, λ1, λ2 ≤ 1, λ0 + λ1 + λ2 = 1}

On note hT le vecteur altitude associé à ce triangle infini T défini par hT = πa0 − a0 où πa0 est la projection

orthogonale du sommet fictif a0 sur le droit (a1, a2). On note aussi |hT | la distance enter a0 et la droite (a1, a2)

ceci est illustré par figure (2.1).

On définit les simplexes infini et fini de référence

T̂ = {x = (λ̂1, λ̂2) ∈ R2/ω̄, λ̂k ≥ 0 pour k = 1, 2,
2∑

k=1

λ̂k ≥ 1}

K̂ = Ŝ = {x = (λ̂1, λ̂2) ∈ R2/ω̄, 0 ≤ λ̂k ≤ 1 pour k = 1, 2,
2∑

k=1

λ̂k ≤ 1}

Tourne la page 22
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FIGURE 2.1 – le simplexe fini et infini en 2D

FIGURE 2.2 – le simplexe fini et infini de référence en 2D

2.2.1 Décomposition du domaine

⋇ 1er étape :
Nous décomposons le domaine extérieur Ω = R2 \ ω̄ en deux sous - domaines Ω0 et Ω∞ tels que

Ω̄ = Ω̄0 ∪ Ω̄∞

• Ω0 est un domaine borné et polygonal.

• Ω∞ = Ω \Ω0 est domaine non borné qui est divisé en M simplexes infinis T1,...., TM vérifiant

1. Ω̄∞ = ∪M
l=1T

l,

2. T1,...,TM ont le même sommet fictif a0. On supposera, sans perdre de généralité que a0 = 0,

3. pour tous l, m ≤M avec l ̸= m , Tl ∩ Tm est soit vide, soit un sommet ou soit une arête infini .

Tourne la page 23
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Notes

⋆ On domaine borné, les simplexes infinis ne vont pas jouer le rôle des élément finis.

⋆ M est nombre fixé, généralement M = 1, 2, 3, 4.

⋆ La décomposition du domaine Ω en sous-domaine formés par les simplexes infinis avec Ω0.

L’exemple suivant illustre cette division

Exemple 1. Soit Ω = R2/ω̄ oú ω est un ouvert borné de R2. On définit le rectangle

Q = {(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ R1 et |y| ≤ R2} = [−R1, R1]× [−R2, R2]

oú R1 et R2 sont deux réels choisis tels que

ω ⊂ Q

On pose

Ω0 = Ω ∩ int(Q) = Q \ ω̄,
Ω∞ = R2 \Q = {(x, y) ∈ R2; |x| > R1 et |y| > R2}

On peut décomposer Ω∞ comme suit

Ω̄∞ = T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4 (2.3)

avec

T1 = {(x, y) ∈ R2 ; x ≥ R1 et x ≥ R1

R2|y|
},

T2 = {(x, y) ∈ R2 ; y ≥ R2 et y ≥ R2

R1|x|
},

T3 = {(x, y) ∈ R2 ; x ≤ −R1 et x ≤ − R1

R2|y|
},

T4 = {(x, y) ∈ R2 ; y ≤ −R2 et y ≤ − R2

R1|x|
},

Le figure 2.3 illustre cette décomposition.

Les vecteurs hauteurs de T1, T2, T3 et T4 sont

h1 = R1e1, h2 = R2e2, h3 = −R1e1, h4 = −R2e2,

Avec e1 = (1, 0)T et e2 = (0, 1)T sont les vecteurs unitaires de la base canonique de R2.

Dons le cas particulier où ω est un rectangle tels que ω = [−R1, R1]× [−R2, R2] et R1 > 0 et R2 > 0.

Tourne la page 24
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On décompose Ω en l’union de quart simplexes infinis T1, T2, T3 et T4 définis comme ci-dessus. Dans ce cas

Ω0 = ∅. Cette division est représentée dans la figure (2.4).

FIGURE 2.3 – Décomposition des domaine extérieur R2 \ ω̄ en la réunion d’un domaine borné et de quatre
simplexes infinis

FIGURE 2.4 – décomposition d’un domaine extérieur R2 \ ω̄ en la réunion de quatre simplexes infinis.

⋇ 2ème étape
On pose

Ω∗ = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4 − {0}

Tourne la page 25
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Ω∗ est appelé le domaine fictif, il est borné et polygonal, Il faut la distinguer de Ω0

On considère l’application suivante

∀x ∈ G = Ω̄∗ ∪ Ω̄∞ − {a0} , ϕ(x) =
x− a0
r(x)2

+ a0, .

Cette application s’appelle l’inversion polygonal ϕ(x) qui transforme Ω∞ en domaine borné Ω∗

Avec r(.) est le rayon polygonal défini de la façon suivante

∀l ∈ {1, ...,M},∀x ∈ Tl ∪ Sl, r(x) =
(x− a0)hl

|hl|2
.

L’application ϕ et le rayon r(x) vérifient les propriétés suivantes

⋆ la fonction r(x) est continu sur G;

⋆ r(x) ≃ |x|,∀x ∈ G ;

⋆ r(x)=1, ∀x ∈ ∂Ω = Ω̄∗ ∩ Ω̄∞ ;

⋆ ϕ(x) transforme Tl en Sl et vice versa ;

⋆ ϕ est continu et injective de Ω∞ dans Ω∗. Elle laisse invariant les points d’intersection de Ω̄∞ et Ω̄0 ;

⋆ ϕ = ϕ−1, ϕ ◦ ϕ = idR2 \ {0} ;

La démonstration de ses propriétés se trouve dans [11]
Maintenant, fixons un paramètre θ > 0.

FIGURE 2.5 – transformation des Ω∞ par l’inversion polygonal ϕi .

Tourne la page 26



K
.G

ou
gu

i .
U

ni
v

de
K

A
SD

I M
er

ba
h2.2. DISCRÉTISATION DU PROBLÈME

CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÉME
PAR ÉLÉMENTS FINIS INVERSÉS

Ètant donné une fonction à valeur réelle v définie sur Ω∞, on définit la fonction v̂ sur Ω∗ comme suit

v̂(x∗) = r(x∗)
−θ+1v(ϕ−1(x∗)) pour x∗ ∈ Ω̄∗.

On observe que v(x) = r(x)−θ+1v̂(ϕ(x)) pour x ∈ Ω̄∞.

et v̂(x∗) = v(x∗) x∗ ∈ Ω̄∗ ∩ Ω̄∞.

Tourne la page 27
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2.2.2 Espace discret

Pour construire l’espace approchéWh on commence par la construction du maillage, ceci est fait en utilisant

deux types des triangulation pour les sous-domaines Ω∗ et Ω0 séparément, tels que

1. Dans le domaine Ω0, on construit une triangulation classique {K;K ∈ Th} qui vérifiant les condition

de régularité suivantes.

• L’intersetion de deux simplexes adjacents est vide ou est une face k-dimensionnelle entière avec

0 ≤ k ≤ n− 1.

• Il existe une constante σ telle que

∀K ∈ Th,
hk
ρk

≤ σ pour chaque h

où

h : est le paramètre de discrétisation qui défini par h = maxK∈Th diam(K).

hK : la diamètre de K.

ρK : le rayon de sphère inscrite dans K.

2. Dans le domine fictif Ω∗. On construit une triangulation {K;K ∈ T̃h}(un maillage gradué ), satisfai-

sant en plus des condition de la régularité, les hypothèses suivantes :

• Pour tout K ∈ T̃ ∗
h = {K ∈ Th; 0 /∈ K}

hk ≤ h1−µ
K

h1/µ ≤ dK .

avec

dK : désigne la distance entre l’origine 0 et K

µ : réel > 0 est la paramètre de graduation, indépendant du raffinement.

• Pour tout K ∈ T̃h − T̃ ∗
h

hK ≤ h
1
µ ,

• Il existe i ∈ {1, ..,M} tel que K ⊂ Si

Tourne la page 28
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Maintenant, nous allons expliquons comment construire un maillage gradué sur l’élément de référence.

K̂ = {(x, y) ∈ R2;x ≤ 0 y ≤ 0 x+ y ≤ 1}.

FIGURE 2.6 – Le maillage du sous-domaine borné Ω0

D’abord, Soit (αi)i≤1 une suite croissante définie par

α1 = 1, αi+1 = αi + α1−µ
i .

On pose hN = α−µ
N pour tout entier N ≤ 2.

et on définit la suite finie di qui définie comme suit

di = αih
1/µ
N =

αi

αN

pour i ∈ [1,M ].

De plus, an considère les segments

Di = {(x, y) ∈ K̂2;x+ y = di}, i ∈ [1, N ].

On subdivisons le segmentDi en i segments égaux. Dans cela, on relie les sommets pour obtenir le maillage
final de K̂2 (voir le figure 2.7 )
Soit k ≥ 1 est un entier, On a

Wh(Ω) = {v ∈ C0(Ω̄); v|K ∈ PK(K),∀K ∈ Th, v̂|K ∈ Pk(K),∀K ∈ T̃ ∗
h et v̂(0) = 0, vh = 0 sur ∂Ω}.
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FIGURE 2.7 – Un illustration de maillage gradué de l’élément de référence quand,µ = 0.7 (gauche),µ = 0.2
(droite).

Lemme 4. (voir[8])

Si θ > 0, alors on a

Wh(Ω) ↪→ W̊ 1
log(Ω)

donc, le problème approché associé au (2.2){
Trouver uh ∈ Wh(Ω) tels que :

A(uh, vh) = L(vh) ∀vh ∈ Wh(Ω)
(2.4)

Conclusion, pour θ > 0 le problème approché (2.4) admet une solution uh unique dans Wh.

2.3 Estimation d’erreur

Nous présentons maintenant le résultat principal lié à l’erreur d’approximation dans le théorème suivante

Théorème 5. Soit uh ∈ Wh solution du problème discret (2.4). On suppose que u ∈ Hk+1
loc (Ω) et

∀|λ| ≤ k + 1, ∥(∂λu)(|x|, .)∥L2(S1) ≤
C

|x|θ+|λ| pour|x| ≥ R, (2.5)

où S1 est cercle unitaire. Pour deux nombres constantes C > 0 et R > 0

Alors, pour chaque nombre réel ϵ tel que 0 < ϵ < min(1, θ), il existe une constante Cϵ ne dépend pas de u, h et p

telle que

∥u− uh∥W 1
log(Ω) ≤ Cϵ

(
hk
{
∥u∥Hk+1(Ω0)

}
+hkmin(

µ0
µ
,1)

{
∥u∥Wk+1

k+θ−ϵ(Ω∞)

})
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avec µ0 =
θ − ϵ

k

preuve : Soit u ∈ Hk+1
loc (Ω),

d’après la (2.5), on a u ∈ W k+1,2
k+θ−ϵ(Ω) pour tout ϵ > 0. D’après le lemme de Céa on a l’estimation suivant :

∥u− uh∥W 1
log(Ω) ≤ C inf

vh∈Wh

∥u− vh∥W 1
log(Ω)

Puisque Wh ⊂ W 1
0 (Ω) ↪→ W 1

log(Ω)

on a

∥u− uh∥W 1
log(Ω) ≤ C inf

vh∈Wh

∥u− vh∥W 1
0 (Ω)

Soit l’opérateur d’interpolation πh qui définit de C0(Ω̄) dans Wh comme suit :

pour tout v ∈ C0 on associée un élément unique z ∈ Wh vérifie :

z |K = πKv pour tout K ∈ Th

ẑ | K∗ = πK∗ v̂ pour tout K∗ ∈ T̃h

où

▶ pour K ∈ Th ou K∗ ∈ T̃h , πK est un opérateur d’ interpolation local dans K.

▶ πK∗ désigne l’opérateur d’interpolation local P̊k dans K∗ avec P̊k = {P ∈ PK|P (a0) = 0}, pour K̃ ∈
T̃h \ T̃ ∗

h (c’est -à-dire a0 ∈ K∗).

Supposons que u est continue d alors on obtient

∥u− uh∥W̊ 1
log(Ω) ≤ C∥u− πhu∥W̊ 1

log(Ω)

D’après le théorème 1 dans [11] on a

∥u− πhu∥W 1
log(Ω) ≤ hk

{
∥u∥Hk+1(Ω0)

}
+hkmin(

µ0
µ
,1)

{
∥u∥Wk+1,2

log (Ω∞)

}
(2.6)

avec µ0 =
θ − ϵ

k
.
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Finalement, on trouve

∥u− uh∥W 1
log(Ω) ≤ Cϵ

(
hk
{
∥u∥Hk+1(Ω0)

}
+hkmin(

µ0
µ
,1)

{
∥u∥Wk+1,2

log (Ω∞)

})
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3.1. MISE EN ŒUVRE DE LA MÉTHODE CHAPITRE 3. QUELQUES TESTS NUMÉRIQUES

Le but de ce chapitre est présente comme calculer la matrice de rigidité.

3.1 Mise en œuvre de la méthode

3.1.1 La matrice de rigidité

Soit (xi)1≤i∈J (resp.(x∗,i)i∈Ĵ ) les nœuds du maillage Th (resp.T̃h). Certains de ces nœuds sont communs à Ω∗

et Ω∞.
On pose

J = {i ∈ J |xi ∈ Ω̄∞ ∩ Ω̄0} = {i ∈ J |xi ∈ ∂Ω∗},
J = {i ∈ J |xi ∈ ∂ω}
Ĵ = {i ∈ Ĵ |x̂i ∈ Ω̄∗ ∩ Ω̄∞} = {i ∈ Ĵ |x̂i ∈ ∂Ω∗}.

Parce que les triangles Th et T̃h ont les même nœuds sur la frontière commune Ω̄∞ ∩ Ω̄0 = Ω̄∗ ∩ Ω̄∞. On a

{xi | i ∈ J} = {x̂i | i ∈ Ĵ} (3.1)

Pour chaque (i ∈ J), considérons la fonction de base ψi définie sur Ω comme suite

• ψi ∈ Wh(Ω),

• ψi(xj) = δi,j , ∀j ∈ J ,

• ψ̂i(x∗,j) = 0 ,∀j ∈ Ĵ \ Ĵ.

On définit la deuxième fonction de base (ψ∗
i )i∈Ĵ comme suit

• ψ∗
i ∈ Wh(Ω),

• ψ̂∗
i (x∗,j) = δi,j ,∀j ∈ Ĵ ,

• ψ∗
i (xj) = 0, ∀j ∈ J \ J.

La famille

{ψi | i ∈ J \ J } ∪ {ψ∗
i | i ∈ Ĵ \ Ĵ}

forme un de base de Wh, tout fonction wh ∈ Wh peut décomposer sous la forme suivante

wh(x) =
∑

i∈J\J

wh(xi)ψi(x) +
∑
i∈Ĵ\Ĵ

ŵh(x̂i)ψ
∗
i (x̂), x ∈ Ω.

Tourne la page 34
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avec {
ψi | K = wi K ∈ Th

ψi | K∗ = w∗
i K∗ ∈ T̃h

Pour tout uh , uh est composé de la forme suivante

U(x) =
DOF∑
i=1

uiψi

Les coefficients ui sont donnés par

ui =

uh(xi) si xi ∈ K, pour K ⊂ Ω0

ûh(x∗,i) si x∗,i ∈ K, pour K ⊂ Ω∗

Nous formulons le système discret (2.4) sous la forme d’un système linéaire

AU = b

avec U = {u1, ....., uDOF} et
A = (Ai,j)1≤i,j≤DOF , B = (bi)1≤i≤DOF

Où DOF de degré de Freedholm .

Ai,j = a(ψi, ψj) = a(wi, wj) + a(w∗
i , w

∗
j ), bi = l(ψi)

Les coefficients de la matrice Ai,j s’écrivent

Ai,j =

∫
Ω0

a(x)∇ψi∇ψjdx+

∫
Ω∞

a(x)∇ψi∇ψjdx.

= I1 + I2

On commence par le premier intégrale I1

I1 =

∫
Ω0

a(x)∇ψi∇ψjdx

=
∑
k∈T

∫
k

a(x)∇ψi∇ψjdx
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On définit est la transformation affine Fk qui transforme le triangle de référence K̂ en autre triangleK du maillage
est donnée par

FK(x̂, ŷ) = BK

(
x̂

ŷ

)
+ bK

avec

BK =

(
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)
et bk =

(
x1

y1

)
Comme

ψ(x) = ψ̂(F (x̂)) et ∇ψ(x) = B−t
k ∇ψ̂ ◦ F−1

k = B−t
k ∇ψ̂(x̂)

alors ∫
k

a(x)[∇λi]t∇λjdx =

∫
K̂

[Bt
k∇λ̂j(x̂)]tBt

k∇λ̂j(x̂)|detBk|dx̂

= |detBk|
∫
K̂

[∇λ̂i(x̂)]tBt
kB

−1
k ∇λ̂j(x̂)dx̂

Nous rappelons que
λ̂1 = 1− x̂− ŷ, λ̂2 = x̂, λ̂3 = ŷ

Donc
∇λ̂1 = (−1,−1)t, ∇λ̂2 = (1,−0)t, ∇λ̂3 = (0, 1)t

Donc, la matrice élémentaire s’exprime

AK =
1

4|K| =

∥−−→s2s3∥2 −−→s1s3.−−→s3s2 −−→s1s2.−−→s2s3
−−→s1s3.−−→s3s2 ∥−−→s1s3∥2 −−→s1s3.−−→s2s1
−−→s1s2.−−→s2s3 −−→s1s3.−−→s2s1 ∥−−→s1s2∥2


Pour calculer I2 on procédé comme suit
On a

ψi = ψ̃i(x∗)

avec
ψ̃i(x∗) = r(x∗)

γψ̂i(xi) , x∗ = ϕ(x) et γ = θ − 1

Nous trouvons
∇ψi(x) =M(x∗)∇∗ψ̃i(x∗).

où
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• ∇∗ψ̂i : est le gradient de ψ̃i par rapport à x∗.

• M(x∗) : est la matrice carrée telle que.

M(x∗) =

(
∂ϕj

∂xi
(x)

)
1≤i,j≤2

=
1

r(x)2

(
δij − 2

h(x).eixj
r(x)|h|2

)
1≤i,j≤2

, x = ϕ(x∗)

= r(x∗)
2I2 − 2

r(x∗)

|h|2 M̂(x∗),

Avec
M̂(x∗) = h(x∗)(x∗)

t.

On montre facilement que .
det(M(x∗)) = −r(x∗)4.

Donc ∫
Ω∞

a(x)(∇ψi)
t(∇ψj)dxdy =

∫
Ω∗

a(ϕ(x∗))∇∗(ψ̃i)
tM(x∗)M(x∗)

t∇∗ψ̃j|det(M(x∗)
−1)|dx∗

=

∫
Ω∗

a∗(x∗)(∇∗ψ̃i)
tH∗(x∗)(∇∗ψ̃j)dx∗.

Avec

H∗(x∗) =
1

r(x∗)4
M(x∗)

tM(x∗) et a∗(x∗) = a(ϕ(x∗)) pour x∗ ∈ Ω∗

qui peut s’écrit aussi

H∗(x∗) = I − 2

|h|2r(x∗)
(M̂(x∗)

t + M̂(x∗)) +
4

|h|4r(x∗)
M̂(x∗)

tM̂(x∗).

Observant que
M̂(x∗)

tM̂(x∗) = |h(x)|2x∗(x∗)t

Alors
H∗(x∗) = I − 2

1

|h|2r(x∗)
(M̂(x∗)

t + M̂(x∗)) + 4
1

|hl|2r(x∗)
x∗(x∗)

t.

D’autre part, on a
ψ̃i(x∗) = r(x∗)

γψ̂i(x∗).
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3.1. MISE EN ŒUVRE DE LA MÉTHODE CHAPITRE 3. QUELQUES TESTS NUMÉRIQUES

Ainsi,
∇∗ψ̃i(x∗) = r(x∗)

γ−1[r(x∗)∇∗ψ̂1(x∗) + γψ̂i(xi)∇∗r(x∗)].

alors, On obtient∫
Ω∞

a(x)(∇ψi)
t(∇ψj)dx =

∫
Ω∗

a∗(x∗)r(x∗)
2γ(∇∗ψ̂i)

tH∗(x∗)(∇∗ψ̂j)dx∗

+ γ2
∫
Ω∗

a∗(x∗)r(x∗)
2(γ−1)ψ̂i(x∗)ψ̂j(x∗)(∇∗r(x∗)

tH∗∇∗r(x∗))dx∗

+ γ

∫
Ω∗

a∗(x∗)r(x∗)
2γ−1[ψ̂i(x∗)∇∗ψ̂j(x∗) + ψ̂2(x∗)∇∗ψ̂i(x∗)]

tH∗∇∗r(x∗))dx∗.

Pour la partie droite, sa formule est donnée sous la forme suivante∫
Ω

f(x)ψi(x)dx =
∑
k∈T

∫
k

f(x)ψi(x)dx+
∑
k∗∈T

∫
k∗

r(x∗)
γ−4f(ϕ(x∗))ψ̂i(x∗)dx∗. (3.2)

Ces intégrales sont calculés en utilisant une forme quadrature∫
k

f(x)dx ≈ |k|
q∑

i=1

ωif(ξi),

oú ξi, 1 ≤ i ≤ q sont des points de quadrature et ωi sont les poids associés .
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3.2 Testes numériques

Exemple 2. On considère l’équation (2.1) pour

a(x) = 1, b(x) = 0, c(x) = 0.

et

ω = x2 + y2 ≤ 1 , R1 = 4 , R2 = 3.5

La fonction f est choisit de telle sorte que la solution exact est donnée par :

u(x, y) =
x2 + y2 − 1

(x2 + y2 + 1)2

(a) Solution exacte dans R2 \ ω̄ (b) Solution approché dans R2 \ ω̄
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Conclusion
Dans ce travail, nous avons étudié la résolution d’un équation elliptique du second ordre posé en domaine
extérieur dy type R2 \ ω̄ avec ω un ouvert borné par la méthode des élément finis inversés où nous avons
utilisé les espace de Sobolev avec poids comme cadre fonctionnel. Après avoir montrer l’existence et l’unicité
de la solution, nous avons discuté la discrétisation du problème et donner une estimation d’erreur. à la fin de
ce travail, nous avons présenté quelques résultats numériques pour montrer l’efficacité de cette méthode.
En perspective, on propose d’étudier d’autre type des problème posé en domaine illimité.
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Résumé

Ce travail vise à résoudre une équation elliptique du second ordre posé en domaine non

borné (domaine extérieurs) par la méthode des éléments finis inversés. Cette méthode re-

pose sur l’utilisation des espaces de Sobolev à poids comme cadre fonctionnel, ainsi que

des éléments finis inversés.

Mots clés : éléments finis inversés, problème elliptique du second ordre, domaines illimi-

tés, espaces de Sobolev à poids.

Abstract

This work aims to solve second order elliptic equation in unbounded outer domain by the

inverted finite elemens method. This method is based on the use of Weighted Sobolev spaces

as a functional framework, as well as inverted finite elements.

Keywords : inverted finis element, second-order elliptic problem, bounded domains, Weigh-

ted Sobolev spaces.
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