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Résumé

L’objectif de cette thése est d’étudier 'existence et 'unicité des solutions d’une classe
de problémes a frontiére libre engendrés par des équations aux dérivées partielles qui
apparaissent naturellement dans de nombreux phénoménes scientifiques appliqués
tels que la physique des plasmas, milieux poreux et combustion.

Le premier résultat est de prouver I'unicité de la solution d’un probléme d’évolution
non linéaire de la digue dans un milieu poreux hétérogéne de R", (n € {2,3}), avec
un fond horizontal imperméable en utilisant la méthode de double variables et des
fonctions tests convenables. Le second résultat concerne 'existence d’une solution
du probléme d’évolution non linéaire de la digue dans un domaine non borné de
R™*! par une technique d’approximation.

Mots-clés : Probléme a frontiére libre, probléme de la digue, existence, unicité,
fonction test, méthode de double variables, méthode d’approximation.

Abstract

The objective of this thesis is to study the existence and uniqueness of the solutions
of a class of free boundary problems generated by partial differential equations.
These problems arise in various phenomena applied sciences, such that the physics
of plasmas, porous media and combustion.

The first result is to prove the uniqueness of the solution of a nonlinear evolution
dam problem in an arbitrary heterogeneous porous medium of R", (n € {2,3}),
with an impermeable horizontal bottom using the method of doubling variables and
convenient test functions. The second result is concerned with the existence of a
solution of the nonlinear evolution dam problem in an unbounded domain of R"*!
by an approximation technique.

Keywords: Free boundary problem, dam problem, existence, uniqueness, test func-
tion, method of doubling variables, approximation technique.
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NOTATIONS

R™ : ’ensemble des vecteurs réels de dimension n.
N : 'ensemble des nombres naturels.
d(.,.) : la distance euclidienne dans R™.
(f,g) : le produit scalaire de f et g.
@ : la fermeture d’un ensemble Q.
sup f(z) : la borne supérieure de la fonction f.
inf f(x) : la borne inférieure de la fonction f.
—: convergence faible.
—: convergence forte.
—: injection.
|@|: la mesure de Lebesgue de ’ensemble Q.
A€ : 'ensemble complémentaire de A.

B(0, R) : la boule du center 0 et du rayon R.
+

H.(s) = min(1, S—), ou s € Ret e €]0, +o0.
€

(u—2)” = min(u — z,0).

(u— )" = max(u — x,0).

u; - la dérivée partielle de u par rapport ¢ d’une fonction wu.

du
ov
Vu : le gradient de u définie par (

: la dérivée normale extérieure.

ou OJOu 8u>T
Ox,’ Oxy’ 7 Ox,/

> : le symbole de la somme.

(2 : un ouvert dans R".

supp(§) = {z € Q: £#£ 0} C €, le support de la fonction &.
p-p- : presque partout.




INTRODUCTION

Un probléme non stationnaire de la digue est une modélisation d’'un phénomeéne qui
décrit I’évolution d’un fluide dans un milieu poreux. L’étude de la pression du fluide dans
un milieu poreux et de la zone saturée figure parmi les préoccupations du probléme de
la digue. Le graphe qui sépare les zones humide et séche de la digue s’appelle la frontiére
libre. Les problémes de la digue ont été étudiés par plusieurs chercheurs en utilisant des
différentes méthodes de résolution. Le probléme d’evolution non linéaire de la digue est

modélisé par 'equation
(9 — au); + div(B(x,Vu) — gB(z,e)) =0 dans Qx]0,T7,

ot  est un ouvert borné de R", n > 2, T €0, 00|, e = (0,...,0,1) € R", v est un nombre
positif qui référe a I'état du fluide, incompressible (o = 0) ou compressible (o > 0),
B : Q xR" — R" est une fonction de Carathéodory satisfait des conditions d’ellipticité,
de bornitude et de monotonie, et (u, g) est la solution a trouver telle que u est la pression
du fluide et g est la saturation du milieu poreux. Si B(x,Vu) = Vu, on dit que le
milieu poreux est homogéne et si B(z, Vu) = a(x)Vu, ol a(x) est une matrice carrée
d’ordre n représentant la perméabilité de €2, le milieu poreux est dit hétérogéne. Le p-
Laplacien B(z,Vu) = |Vu|P=2Vu, p €]1, o[ et la perturbation mesurable du p-Laplacien
B(x,Vu) = |a(z)Vul[P~2a(x) Vu peuvent étre cités comme des exemples utiles du probléme
non linéaire de la digue.

Si on considére une forme étendue de la fonction B(z, e) que I'on note H(x), I’équation
ci-dessus engendre le probléme d’evolution non linéaire & frontiére libre. L’équation du

probléme stationnaire non linéaire & frontiére libre s’écrit comme suit :

div(B(z,Vu) — gH(z)) =0 dans Q.



Sih:Q CR? — R est une fonction, H(x) = (0, h(z)) et

Blx, V) = ( hi()x) h;()x) ) Vu,

on obtient 'éqution qui engendre le probléme de lubrification, voir [13]. Le modéle qui
correspond & H(z) = (h(z),0) et

B(z,Vu) = ( k(osc) k(oa:) ) -Vu,

nous donne le probléeme d’é¢lectrolyse de Paluminium (voir [15]), ou k : 2 C R* — R est
une fonction.

Dans le cas stationnaire, les premiers résultats remontent a C. Baiocchi ( [9], [10])
qui a résolu le probléme de la digue dans un domaine rectangulaire en introduisant une
transformation dite de Baiocchi, ce qui I’a amené a considérer des problémes d’inégalités
variationnelles. Puis, il a établit des résultats d’existence et d’unicité, mais sa méthode
n’a été pas adaptée a la situation générale. De nombreux auteurs ([11], [12], [28], [46])
ont utilisé les mémes techniques pour traiter des questions liées aux digues rectangulaires
hétérogenes ou tridimensionnels.

Quelques années aprés, le probléme stationnaire a été étudié dans le cas général par
H.W. Alt ([2], [14], [4]), H. Brezis, D. Kinderlehrer et G. Stampacchia [21], J. Carrillo et
M. Chipot [24]. L’existence, I'unicité et la régularité de la frontiére libre ont été prouvées
pour une certaine classe de fonctions perturbatrices.

A. Torelli ([47], [48]) a utilisé une transformation similaire a Baiocchi pour résoudre
le probleme d’évolution de la digue qui lui a permis de réduire le probléme & un probléme
d’inégalités quasi-variationnelles. Il a obtenu ainsi des résultats d’existence, d’unicité et
la régularité de la solution. Malheureusement, cette méthode n’est pas adaptée au cas
général.

Dans un milieu poreux homogene, J. Gilardi [31] a démontré un théoréme d’existence
pour une formulation du probléme d’évolution linéaire de la digue associé a un fluide
incompressible. E. Dibenedetto et Friedman [30] ont prouvé un théoréme d’existence par
une autre méthode pour des fluides compressible et incompressible, et 1'unicité de la
solution dans une digue rectangulaire. L’unicité de la solution dans un domaine de R" a
été établie par J. Carrillo [23] en utilisant la méthode de double variables. L’utilisation
d’une telle méthode a permis A. Lyaghfouri [38] d’obtenir I'unicité dans le cas non linéaire.

Dans un domaine hétérogéne, M. Bousselsal, A. Lyaghfouri et E. Zaouche [17] ont

prouvé l'existence d’une solution du probléme d’évolution a frontiére libre par la méthode




de régularisation et le théoréme du point fixe de Tychonoff [45]. Ainsi, des résultats de ré-
gularité ont été obtenus. En supposant que la digue est mouillée au fond et séche en haut,
A. Lyaghfouri et E. Zaouche [41] ont montré I'unicité dans un milieu poreux rectangulaire
d’une idée de [30]. E. Zaouche a obtenu 'unicité dans un domaine rectangulaire pour des
fluides incompressible [50] et compressible [51], respectivement, par la méthode de double
variables et une tranformation de I’équation du probléme a une forme ne contient pas du
terme temporel en u. Par la technique de régularisation, nous renvoyons aux papiers M.
Bousselsal et E. Zaouche [18] et A. Lyaghfouri [38] liés respectivement & des fluides com-
pressible et incompressible pour 'existence d’une solution du probléme d’evolution non
linéaire de la digue en utilisant les théorémes du point fixe de Schauder et de Tychonoff.

Dans le contexte d’'un domaine non borné et d’un fluide incompressible, on référe aux
articles G. Gilardi et D. Kroner [32] et J. Carrillo et A. Lyaghfouri [26], respectivement
pour l'existence d’une solution du probleme d’évolution linéaire de la digue et I'existence
d’une solution d’un probléme non linéaire de filtration.

Cette thése est divisée en quatre chapitres dans lesquels nous allons étudier une classe
de problémes & frontiére libre. Dans le premier chapitre, on va parcourir des outils de base
qui seront ensuite utilisés. Dans le deuxiéme chapitre, nous expliquerons les étapes de
position du probléme d’évolution non linéaire de la digue et donnons quelques propriétés
des solution d'un probléme d’évolution non linéaire de la digue dans un milieu poreux
hétérogéne arbitraire de R™, n € {2,3}, a fond horizontal imperméable. En utlisant la
méthode de double variables et des fonctions tests convenables, on prouve dans le troisiéme
chapitre 'unicité de la solution du probléme considéré au deuxiéme chapitre. Le quatriéme
chapitre est consacré a l’existence d’une solution du probléme d’évolution non linéaire
de la digue dans un domaine non borné Q. de R™™! li¢ & des fluides compressible et
incompressible. On approxime @, par une suite de domaines bornés (Q,), et considére
le probléme régularisé (P,.) d’un paramétre e sur le domaine borné @), qui a une solution
unique [18]. Alors, on passe a la limite dans (P,.) lorsque ¢ — 0 et puis r — 0o a obtenir

une solution au probléme original.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Nous présenterons quelques outils fondamentaux dans le premier chapitre que nous uti-

liserons dans les chapitres suivants. Le contenu de ce chapitre se trouve dans les références
[1], [21] et [45].

1.1 ESPACES FONCTIONNELS

1.1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1.1 (Espace métrique) Le couple (E,d) est dit un espace métrique si E un
ensemble et d : E X E — R une application vérifiant pour tout x,y et z de E :

(1) d(z,y) =0z =y,

(2) d(x,y) = d(y, z),

(3) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Par example,
R"xR" — R

(x = (21, s @), Y= (Y1, .00y Yn)) — d(z,y) =

définit une distence sur R™ s’appelle la distence euclidienne.

Définition 1.1.2 Soit (E,d) un espace métrique. La distance entre deux ensembles Fy et



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

F, de E est
d(Fl,FQ) = inf{d([L‘l,Ig)/I'l € Fl, To € FQ}

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E
est une fonction ||.||: E — [0, +00] vérifiant :

(1)Vx e E, |z|]|=0 < x=0.

(2)Vx € E\NAER, |[Az|| =|)||z]].

(3)V(x,y) € B2, |lx+yll < [zl + [lyll

On dit que (E,||.||) est un espace vectoriel normé. Par example,

R* — R

x = (21, .., Tp) —>|z| =

définit une norme sur R™ s’appelle la norme euclidienne.

Définition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel. Une semi-norme sur E est une application
P:E — [0, +oo[ vérifiant

(1)Vx € E\NA e R, P(A\x) = |A|P(x).

(2)V(x,y) € E*, Pz +vy) < P(x)+ P(y).

En particulier P(0) = 0 mais il manque la propriété P(z) =0 = x = 0 pour que P soit

une norme.

Définition 1.1.5 Soient (t;);en une suite de nombres réels et t € R. On dit que la suite

(tj)jen converge verst et on note lim t; =t si et seulement si
Jj—+oo

Ve>0, INeN, Vn >N, |t;—t]<e

Définition 1.1.6 (Convergence forte). Une suite (t;);en est dite converge fortement vers

t dans un espace vectoriel normé E, st
lim [t — ¢ = 0,
j—oo

et on note t; — t.

Définition 1.1.7 Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (t;)jen C E est dite de
Cauchy si
Ve >0,dN e N:Vj,i > N = Htj_tz” < €.

8



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.8 Un espace vectoriel normé (E,||.|) est un espace de Banach si tout

suite de Cauchy de (E, ||.|) est convergente.

Définition 1.1.9 Soit (E, ||.|) un espace vectoriel normé. On définit la boule ouverte de

centre x et de rayon r > 0 par
Bla,r) = {y € B |le—yll<r}.

Définition 1.1.10 Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et U une partie non-vide de
E. On dit U est ouvert st,

Ve e U, Ir >0 tel que B(x,r) C U.

Définition 1.1.11 Soient E un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble de E. On

dit que A est fermé si son complémentaire est un ouvert.

Théoréme 1.1.1 Soient E un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble de E. On
dit que A est fermé si et seulement si pour tout suite (t;);en d’éléments de A qui converge

vers un €élément t de E, alors t appartient a A.

Définition 1.1.12 Soit ' un espace vectoriel normé. Un recouvrement ouvert de E est
une famille (V;);er d’ouverts de réunion égale a X .
Un recouvrement ouvert d’une partie A de E est une famille (V;);e; d’ouverts dont la

réunion contient A.

Définition 1.1.13 Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que A
est une partie compacte de E si de tout recouvrement par des ouverts on peut extraire un

sous-recouvrement fini.

Définition 1.1.14 Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que
A est une partie compacte de E si de toute suite (t);en d’éléments de A on peut extraire

une suite convergeant dans A.

Définition 1.1.15 L’adhérence d’une partie A d’un espace vectoriel normé E est le plus

petit ensemble fermé de E qui contient A.

Définition 1.1.16 Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite relativement
compacte si son adhérence est une partie compacte de E. Ceci revient a dire que toute

suite d’éléments de A admet une sous-suite qui converge dans E.




Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.17 Soit E un espace vectoriel et A un sous-ensemble de E est dit convexe
St

Y(z,y) € A2,YA€[0,1], Iz +(1—Nyc€ A

Soient (E, ||.||g), (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés et T': E — F une appli-

cation.

Définition 1.1.18 (Application continue) On dit que T est continue en xo de E si :
Ve >0, 30, >0, Ve € E, ||z —20||p< 0y = ||T(x) — T'(z0)||p< €.

On dit que T est continue sur une partie F' non vide si elle est continue en tout point x
de E.

Proposition 1.1.1 T est continue en xy si et seulement si T transforme toute suite

convergente vers xo en suite convergente vers T(x), c’est-a-dire :

(xj)jEN C E, lim Tj =Ty = lim T(l‘]) = T(.To)

j—+oo j—+oo

Définition 1.1.19 On dit que T est Lipschitzienne si :
3k >0, V(x,y) € E?, ||T(z) = T(y)llr< kllz - yllp.

Définition 1.1.20 Soit E un espace de Banach. On appelle dual de E et note £’ ’espace

de toutes les formes linéaire continue f sur E.

Proposition 1.1.2 Une application f € E’ est continue si et seulement si
3C >0, Ve e E, |f(2)|<C|z|e,

et on écrit f(x) =< f,x > (v € E). De plus, E' est un espace vectoriel normé par :

Iflle = sup |f(x)] = sup |f(z)]= sup |/ (@)l

2B, |lz]|=1 2B, |lz||<1 vcBaz0 ||zl

1.1.2  Topologie faible

Définition 1.1.21 Soit E un espace de Banach. La topologie faible o(E, E') sur E est la
topologie la moins fine sur E, c¢’est-a-dire, avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant

continues toutes les applications f € E'.

10



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.22 Soit (t;);en une suite de E. On dit que (t;)jen converge faiblement
vers t € E pour la topologie faible si

VfeFE, <ftj>—<ft>,
et on note t; — 1.

Proposition 1.1.3 Soit (t;);en une suite dans E. Alors

(1) t; —t faiblement pour o(E,E') ssi < f,t; >— < f,t > Vf e L.

(2) Si t; —> t fortement, alors t; —t faiblement pour o(E, E').

(3) Sit; =t faiblement pour o(E, E'), alors (||t;||);en est bornée et ||t||< jli_)rgo inf||¢;|.
(4) Sit; —t faiblement pour o(E,E') et si f; — [ fortement dans E', alors (f;,t;) —
(f:1).

Théoréme 1.1.2 Soient E un espace de Banach et C' un sous-ensemble convexe de E.
Alors C' est fermé dans la topologie faible o(E, E') si et seulement si elle est fermé dans
la topologie forte.

Définition 1.1.23 Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si et seulment

si toute suite bornée (t;);en de E admet une sous-suite extraite faiblement convergente.

1.1.3 Espace Hilbertien réel

Définition 1.1.24 (Produit scalaire) : Soit E un R-espace vectoriel. Le produit scalaire

est une forme bilinéaire symétrique définie positive (.,.) : E x E — R.

Définition 1.1.25 FEspace Hilbertien H est un espace de Banach dont la norme ||.|| dé-

coule d’un produit scalaire {.,.) par la formule
vee H, || = /z 2.
Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit H un espace Hilbertien réel. Alors

Y(,y) € H*, [z, 9)] < =]yl

1.1.4 Espaces de fonctions réguliéres

Définition 1.1.26 L’espace C*(Q) est un espace des fonctions k fois continues différen-
tiables k > 0.

11



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.27 C>(Q) est l’espace défini comme suit

C=(Q) =) CH9)

keN

Définition 1.1.28 C(Q2) est l’espace des fonctions C*°(Q) a support compact dans Q.
De plus, on note

C(Q) = D(Q).

Définition 1.1.29 On définit C.(2) l’espace de toutes les fonctions continues sur §2 avec

support compact, c’est-a-dire

Ce(Q) = {f € C(Q); supp(f) C Q}.

De plus, on note

Ce () = C*(Q) N Ce()

et
C(€2) = C(Q2) N Ce(Q).

Définition 1.1.30 C%*(Q) est l'espace des fonctions héldériennes d’ezposant o (a €
10, 1)) défini par

C0o(Q) = {f € () : 3K € [0,00], V(w,y) € 2%, |f(x) — f)] < Ko —y|*},
Proposition 1.1.4 C%*(Q) est un espace de Banach muni de la norme suivante

1l =suplf@)+ sup  LEZIWI

e (z,y)€Q2, z#y ‘LE - y‘a

Définition 1.1.31 C%%(Q) est l’espace des fonctions a-héldériennes sur Q.
1.1.5 Espaces de Lebesgue
Définition 1.1.32 Soit p € R. Pour 1 < p < 0o on définit l’espace LP(SY) par
r(Q) = {f : Q) — R; f est mesurable et /|f|pd:1: < oo},
Q
et pour p = 0o,

LOO(Q):{f:Q—HR

f est mesurable et il existe une constante C}

tel que |f(z)|<C p.p. z€N

12



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Proposition 1.1.5 L?(Q) est un espace de Banach muni de la norme

11l =170 = ([ (st

pour 1 < p < oo et pour p = o0,

[l = I Floe = inf {3 |f(@)| < C pp. 2 € ).

Définition 1.1.33 L’espace vectoriel des fonctions localement intégrables sur 2 noté par

Ll

loc

Q) = {f mesurable sur Q telle que f € L'(K) V K C Q}
De méme

LP

loc

Q) = {f mesurable sur ) telle que f € LP(K) ¥V K C Q}
Théoréme 1.1.4 Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q) est réflexif.

Théoréme 1.1.5 (Inégalité de Holder) Supposons que f € LP(Q) et g € LU(Q) avec
1 <p<oo,alors fg € L) et

/Q Faldz < 11,19l

ol q est l’exposant conjugué de p qui vérifie
1 1

p q

sip=o00 alors q=1, et st p=1 1l vient ¢ = o0.

=1,

Théoréme 1.1.6 Soit 1 < p < co. L’espace dual de LP(2) est LI(€2).

Théoréme 1.1.7 (Fubini) Soient Qy et Qo deuxr ouverts de R™. Supposons que F €
LY N Q). Alors, pour p.p. © € Q,

Fle,y) € LL(Qy) et / Fle,y)dy € L}(),
Qo

et pour p.p. y € o,

F(x,y) € LL(Q)) et /Q F(z,y)dx € Ly ().

De plus on a

// F(x,y)da:dy:/ dx/ F(x,y)dy:/ dy/ F(z,y)dx.
Q1><QQ Ql Q2 QQ Q1
13




Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Théoréme 1.1.8 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit ( f;)jen une suite
des fonctions de L*(Q2). On suppose que (f;)jen converge p.p. sur Q vers une fonction f

et qu’il existe une fonction g € L*(Q) tell que
VjieN, |fj(@)| <g(z) pp. z€Q

Alors f € L}(Q) et
lim |[f; — fl1 = 0.
j—o0

Théoréme 1.1.9 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi). Soit (f;);en une

suite des fonctions de L*(Q) qui vérifie :

(1) i< fo<. . < fj < fia <. pop. dans Q,

(2) sup/ fj dx < oo.
JEN JQ
Donc (f;)jen converge p.p. dans S vers une limite finie, que l’on note par f. La fonction

f appartient a L'(Q) et
lim [| f; = f[[1=0.
j—o00

Soit E un espace vectoriel normé et 0 < T < o0.

Définition 1.1.34 Soit 1 < p < oo . On définit LP(0,T; E) l’espace des fonctions u :
10, T[— E mesurables telle que t —||u(t)||g appartient o LP(0,T).

Proposition 1.1.6 Pour 1 < p < oo, l'espace LP(0,T; E) est un espace vectoriel normé,

muni de la norme

T 1
o = ( [ Tuolr)"

Définition 1.1.35 C°([0,T); E) est l'espace des fonctions continues de [0,T] dans E.

1.1.6  Espaces de Sobolev W!r(Q)
Soit 1 < p < 0.

Définition 1.1.36 L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini comme suit

Wi (Q) = {ue 2(Q): Iy € I/(Q) tel que /

' da::—/ggo dx V@EC&(Q)}.
Q Q

Nous fixons

HY(Q) = W2(Q).

14



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Théoréme 1.1.10 Pour 1 < p < oo, l'espace WHP(Q) est un espace de Banach muni de

la norme suivante
=X 1/p
ooy = lullsp = (lally + > Nosul) ™
=1

Définition 1.1.37 Pour 1 < p < oo, [’espace Wol’p(Q) est l’adhérence de l’espace D(S2)
dans WhP(Q).

Définition 1.1.38 Pour 1 < p < oo, l'espace W19(Q) est Uespace dual de Wy ().

Remarque 1.1.1 La semi-norme

=N 1/p
ol = (3 o)
=1

sur WHP(Q) est une norme sur WyP(Q) équivalente & la norme induite par celle de

Wy (Q) dans WP(Q).
Proposition 1.1.7 Pour 1 < p < oo, l'espace WP(Q) est réflexif.

Théoréme 1.1.11 (Inégalité de Poincaré) Soit 1 < p < oco. Alors, il existe une constante
C > 0 telle que
17
lull, < ClIVull, Vu e Wy™(€).

Théoréme 1.1.12 (Opérateur de trace) Soient p € [1,00] et Q un ouvert Lipschitzien

borné de R™. Il existe une constante C' telle que
ulleoo) < Cllullwisg) Yu € C(R).
L’application u —— ujpq est une application linéaire prolonge continiment en
v WEP(Q) — LP(0Q).
Cette application, appelée 'opérateur de trace. Son noyau coincide avec Wol’p(Q).

Théoréme 1.1.13 (Formule de Green) Soient Q0 un ouvert borné, régulier de R™, sa

frontiére 02 et n le vecteur normale unitaire vers [’extérieur. On a

0 0
Vf, g€ H(Q), /af'g da::—/fag' da:+/ fgn do.
Q 0% Q 0% o0

15



Chapitre 01 Point fixe, Injection continue et compacte

Définition 1.1.39 Soient (f;)jen une suite de W'P(Q), f € W'P(Q) et 1 < p < oo. La

convergence faible f; — f dans lespace WP (Q) est équivalente a

Vg e LP(Q), Vi=1,..,n: hrn /f]g dx—/fg dz,

af; / of
I
L A

Théoréme 1.1.14 Siu € WHP(Q) et f : R — R est une fonction continue telle que
e L=(Q), alors, fou e WY (Q). De plus, V(f ou) = f' ouVu.

1.2 POINT FIXE, INJECTION CONTINUE ET COMPACTE

Définition 1.2.1 Pour une application T' d’un ensemble X dans lui-méme, un élément
x de X est un point fize de T’ si
T(x)=ux.

Théoréme 1.2.1 (Théoréeme du point fivze de Schauder) Soient E un espace vectoriel
normé, K un convexe fermé non vide de E, T : K — K continue et T(K) est relative-

ment compact ( T(K) est compact). Alors T admet un point fize.

Définition 1.2.2 Un opérateur compact est une application continue entre deux espaces
vectoriels normés X et'Y envoyant les parties bornées de X sur les parties relativement

compactes de Y .

Définition 1.2.3 Soient X etY deux espaces vectoriels normés. Si X est un sous-espace
de Y et toute suite convergente dans X est convergente dans Y, on dit X est injecte

contindment dans Y . Autrement, l'identité I - X — Y, v +—— x est continue telle que
ully < Cllullx, Vue X,
ou C est une constante positive.

Définition 1.2.4 Soient X etY deux espaces vectoriels normés. Si X s’injecte contini-
ment dans Y et [injection canonique de X dans 'Y est compacte, on dit que ["injection de
X dans 'Y est compacte et on note

X =Y

16



Convolution,
Chapitre 01 Lemme d’Urysohn et Partition de 'unité

Autrement dit, I transforme toute suite bornée dans X en un ensemble relativement com-
pact de Y.

Théoréme 1.2.2 Soient Q) un ouvert borné, régulier, p € [1, 00|, p* = et B = -2
Alors les injections P
(1) WHP(Q) < LI(Q) avec 1 < p < p*, si1 < p < n,

(2) WhP(Q) < LI(Q) avec 1 < p < o0, sip=mn,

(3) WLP(Q) — C%(Q) avec 0 < a < 3, sip > n,

sont des injections compactes.

1.3 CONVOLUTION, LEMME D’URYSOHN ET PARTITION DE L’UNITE

La convolution est une technique simple avec de nombreuses utilisations. Son appli-
cation principale sera les fonctions d’un outil de régularisation. Pour la convolution, on

utilise la mesure de Lebesgue et on opere en R™.

Théoréme 1.3.1 Soient f € L*(R") et g € LP(R™) avec 1 < p < co. La fonction

y— flz—y)g(y)

est intégrable pour x € R™ et la fonction

frg= [ [flz—y)gly)dy
R’I’L
appartient a LP(R™), elle est appelée la convoluée de f et g et on a f+xg = g=* f. De plus,

1+ gllp <Al llgllp-

Définition 1.3.1 Soit (p;)jen~ une suite de fonctions définies sur R™ a valeurs dans

[0, 00[. On dit (p;)jen~ est une suite régularisante sur R™ si
1)V > 1, / pi=1.
RTL
(2) p; € C=(RY).
(3) supp(p;) C B(0,¢€;) avec ¢, — 0 si j — o0.

Théoréme 1.3.2 Supposons f € LP(R™) et (pj)jen+ est une suite régularisante sur R™

avec 1 < p < oo. Alors

p; * [ — f dans LP(R"), j — oc.

17
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Chapitre 01 Lemme d’Urysohn et Partition de 'unité

Lemme 1.3.1 (Lemme d’Urysohn) Soient K un compact de Q et F' un fermé de 2 tels
que KN F = 1{. Alors, il existe une fonction ¢ € D(Q) a valeurs dans [0,1], qui vaut 0
sur un voisinage de F' et 1 sur un voisinage de K.

Théoréme 1.3.3 (Partition de l'unité) Soient K C R"™ un compact et (;)i1<j<n des

ouverts de ) tels que
N
K c|]J9.
j=1

Alors, il existe des fonctions (¢;)i1<j<ny C D(R™) telles que
v.] S {LvN} OS(P] <1 Supp(@]) CQj

et
N

Z w; =1 sur un voisinage de K.
j=1

18



CHAPITRE 2

POSITION DU PROBLEME D’EVOLUTION
NON-LINEAIRE DE LA DIGUE ET
QUELQUES PROPRIETES DES SOLUTIONS

Il y a deux sections principales dans ce chapitre. Nous présentons la formulation
faible de problemes d’évolution non-lincaire de la digue dans la premiére section. Dans
la deuxiéme section, nous avons introduit quelques propriétés de la solution d’un type de

ces problemes.

2.1 POSITION DU PROBLEME D’EVOLUTION NON-LINEAIRE DE LA
DIGUE

Soit Q un domaine borné de frontiére localement Lipschitzienne de R™ (n > 2) repré-
sentant un milieu poreux, qui est défini par sa frontiere ', telle que ' est divisée en deux
parties. La partie imperméable I'y et Ty est la partie en contact avec [’air ou recouverte
de fluide. Nous supposons aussi que I's est un sous ensemble non vide relativement ouvert
de I'. On s’intéresse au mouvement des fluides compressibles et incompressibles dans le
temps [0,T). Le probleme est maintenant de chercher la pression de fluide u et la satura-
tion g de la partie humide W de @Q := Qx]0,T7.

Soit ¢ une fonction Lipschitzienne positive définie sur Q de classe C%' en x et de C!

en t qui représente la pression assignée a I's. Nous donnons les définitions suivantes :
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Chapitre 02  Position du probléme d’évolution non-linéaire de la digue

X = F1X]O,T[, Yo = FQX]O,T[, di3 =N {(,0 > 0} et Xy = 2N {QO = O} La FIGURE

2.1 est un exemple de la digue.

r g =0
2 7\ @=0
=0 \ [ 1 N
) =0 | {1
. “ . |
.-"(f \\\ ~ ;/" h I ]Jj |
| \\ ._f | =
| g ' J i [
N, el fl ]') >0 |
[ N - - $=
| i @ >0
. -
. ¢>0
.I
'y
FIGURE 2.1 -

Ensuite, la loi de Darcy donne une expression liant la pression p du fluide dans W
et sa vitesse v telles que : v = —B(z,V(p + x,)), ot & = (x1,...,x,) € R". B est une

fonction définie sur 2 x R™. Dans ce qui suit nous mettons p + x, = u, alors
v=—B(z,Vu). (2.1)
Supposons que la partie humide W = {u > x,} soit donnée par
W ={(x1, .., Tn_1, T, t) = (', 2, 1) € Q/, < (', 1)},

ot @ est une fonction réguliere sur R™. Nous ajoutons (2.1) a l’équation de conservation

de la masse, nous obtenons
au; + div(B(z,Vu)) =0 dans W (2.2)

ot « est une valeur positive, qui indique ’état du fluide s’il est compressible (o > 0) ou

incompressible (a = 0). Le fluide ne peut pas passer par 3,
v-v=0 sur X,

ot v = (v, ) indique la normale extérieure de l'unité a ¥y, donc par (2.1) :

ou
%B(x, Vu) =0 sur X;.
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Chapitre 02  Position du probléme d’évolution non-linéaire de la digue

Ensuite, on peut écrire le flux de flurde a travers ¥4 comme
v-v >0 sur Xy, (2.3)
alors nous aurons en appliquant (2.1) :
B(z,Vu) v <0 sur X,. (2.4)

D’autre part
u=¢ sur X, (2.5)

parce que la pression sur Yo est représentée par ¢. Supposons que la surface ¥ = {x, =
O(2' 1)} = 0{u > z,}) N Q est représentée la frontiere libre. Prolongeons u en dehors
de Q\W par z, et dénotons toujours par u qui est une fonction supposée étre réguliére.

L’unité extérieure normale est ainsi déterminée par :
(Vau, uyp)

V|Veul? + u?

v= (v, 1) =—

Nous concluons de (2.1) que
v =B(z,Vu)-v, surX (2.6)

puisque v - (v,1) = 0 sur X. Ainsi, pour une fonction test & € D(Q), nous avons :

(div(B(z,Vu)),§) = —/ V¢ - B(x,Vu) dxdt (2.7)
Q
= —/ V¢ - B(x,Vu) dxdt —/ V¢ - B(z,e) dxdt
{U>73'n} {u:acn}
ot e = (0,...,0,1) € R". De plus, en utilisant (2.2), on obtient
/ V¢ - B(x,Vu) dedt = /fB(Z‘,VIO@dO' - a/ &u dxdt
{u>zn} by v {u>zn}
= /&/t do — a/ &u dxdt (2.8)
by {u>zyn}

= / & dxdt — oz/ &u dxdt.
{u>an} {u>zn}

En utilisant (2.7)-(2.8) et la fonction caractéristique de l’ensemble {u > x,} dénotée par

Jfusz,}, ON peut dériver

(div(B(z,Vu)), &) = —/Qg{uﬂn}Vé - B(x,e) dxdt + /Q& (u — Giusany) dadt.
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Chapitre 02  Position du probléme d’évolution non-linéaire de la digue

Par conséquence :
(au - g{u>xn})t + dZU(B([E, vu) - g{u>xn}B(xv 6)) =0 dans D/(Q)

Maintenant, a partir de la loi non linéaire de Darcy, en prenant des conditions aux limites
de Dirichlet sur le bord et la condition initiale de aug— go, le flux est régi par les équations

sutvantes

>, 0<g <1, glu—2) =0 pp. dans Q
(au —g), 4+ div(B(z, Vu) — gB(x,€e)) =0 dans Q

u=¢ sur o

(au — g) (‘, O) = augy — go dans §2 (29)
(B(z,Vu) — gB(z,¢e)) v =0 sur 3
| (B(x,Vu) — gB(z,e)) - v <0 sur Y.

Pour trouver la formulation faible correspondante a (2.9), on multiplie
(o — g)t + div(B(z,Vu) — gB(z,¢e)) =0

par une fonction réguliere £ et intégre par parties, on obtient

/ V¢ - (B(z,Vu) — gB(z,e)) dudt —/ ¢(B(z,Vu) — gB(z,e))v do
Q 0Q

—i—/@ﬁt(au—g) dxdt—i—/g§(x,T)(au—g)(x,T) dx—/gf(x,O)(au—g)(x) dx = 0.

On utilise les conditions
(au — g) (~, 0) = aug — go dans (1,

(B(x,Vu) — gB(z,e)) - v =0 sur %,
(B(z,Vu) — gB(z,¢e)) - v <0 sur 3y,
et nous considérons

E=0 sur X3, £>0 sur Xy et {(z,T)=0pp. z€Q,

nous trouvons la formulation faible suivante :
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Quelques propriétés des solution d’un probléme
Chapitre 02 d’évolution non-linéaire de la digue

[ Trouver (u,g) € LP(0, T; W'P(Q)) x L=(Q) tel que :
u>r,,0<g<1g(u—2,) =0 pp. dans Q

u=¢@ sur s

/th(g —au) + V¢ - (B(x7 Vu) — gB(x, e)) dxdt

- [ (a0 — m)(o) do <0,
VE e WH(Q), E=0 sur X3, £>0 sur Xy,

&(x, T) = 0 pour pp.x € £,
ol B: Q xR" — R"™ est une fonction satisfaisant les conditions suivantes :

la fonction x+—— B(x,§) est mesurable V¢ € R™,

la fonction £ +— B(x,&) est continue pour p.p x € 2
pour certaines constantes § > a >0et p > 1
VEER”, pp.x € Q £B(z,§) = offf,
VEER", pp.x €Q, |B(x,&)| < plEPT,
VECERY, £4¢ (£-Q)(B(#,§) — B(,() >0,
dy>1, div(B(z,e)) € L7(Q).

En outre, soient gq et uy deux fonctions mesurables dans 2 telles que :

0<go<1 pp. dans,
T, <ug < Hy p.p.dans €,

oul Hy est une constante.

2.2 QUELQUES PROPRIETES DES SOLUTIONS D’UN PROBLEME
D’EVOLUTION NON-LINEAIRE DE LA DIGUE

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des solution d’un probléme non
linéaire de la digue dans le cas d'un fluide incompressible et 2 est un milieu hétérogene
borné de R? avec un fond horizontal. Soient A, B et D des nombres réels tels que B > A.
La partie imperméable est 'y = [A, B] x {D} et T'y est la partie perméable. La FIGURE

2.2 représente un exemple de la digue en question.
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Chapitre 02 d’évolution non-linéaire de la digue
A
t-l’
@=0 =0
0
/---\ N v
\ N ~ @=0
L[ |/ "
' \ / \
J Yy @y
. @ >0 >0 o
| @=>0
0 4
| _ |
ry
A B =
FIGURE 2.2 —

La matrice de perméabilité du mileu poreux est donnée par :

0 0
M(r) = (O km))’

ou k :JA, B[— R est une fonction de la variable 2. Ensuite, la vitesse du fluide est
0 = (b)) i PPt
Si on pose h(x1) = (k(z1))P~! et b(ug,) =|tis, [P~ *u,,, nous pouvons réécrire v comme suit :
v = h(z1)b(uy,).

Par conséquent, si nous prenons les conditions aux limites et le donné initial de gy, nous

obtenons la formulation faible suivante :

( Trouver (u,g) € LP(0,T; W1P(Q)) x L>(Q) tel que :
Hu>xe, 0<g<1, glu—z)=0 ppdans@Q
(P) i) u=¢ sur s
i11) / &9 + Euh(1) (b(ug,) — gb(1)) dudt + / &(z,0)go(x) dx <0,
Q Q
| VEe WP(Q), £E=0sur 33, £>0 sur 3y, &(x,T)=0pp. z€Q,
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ol gp est une fonction mesurable sur 2 qui vérifie
0<go<1 p.p. dans$ (2.10)

et b: R — R est une fonction satisfaisant les hypothéses suivantes :

la fonction r+—— b(r) est continue sur R, (2.11)
VreR, rb(r) > Arf?, (2.12)

VreR, |b(r)| < AP, (2.13)

Vrire € Rorp # ey (r1—12)(b(r1) — b(r2)) > 0, (2.14)

ot A > A>0etp>1sont des constantes. D’autre part, h :]A, B[— R est une fonction

Lipschitzienne de la variable x; telle que pour deux constantes ho > hy > 0,
V:cl E]A,B[, hl < h(&?l) < hg. (215)

Pour 'existence d’une solutions du probléme (P), nous renvoyons a la référence [38|.

Dans la suite, nous présentons quelques propriétes des solutions de tel probléme.

Lemme 2.2.1 [38] Soient v une fonction de W'P(Q) et F une fonction de W, >°(R?)

loc

satisfaisant

1)F(u — z9,v) € LP(0, T; WhP(Q)),
2) F(¢ — x2,v) € WHP(Q),

3) F(z1,2) >0 p.p. (21, 29) € R,

F or
4) 27— (21,22) 2 0 p.p (21, 22) €R® ou ——(21,22) <0 p.p. (21, 22) € R?.
821 821

Alors, si (u,g) est une solution de (P) et & est une fonction de D(Qx]0,T[), nous avons
/Qg(SF(O,v))t + (EF (u —m9,0)) h(w1) (b(ug,) — gb(1)) dadt
= /Q 9(EF (¢ — w2,0)), + (EF (6 — x2,0))  h(wr) (blus,) — gb(1)) dadt.
En particulier, si EF(¢ — x2,v) = 0 sur X,
/Qg(éF(O, v)), + (EF (1 — 22,v))  h(x1) (b(uz,) — gb(1)) dardt = 0.

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du Lemme 2.2.1.
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Corollaire 2.2.1 Soiente > 0 et k > 0 des nombres réels et & une fonction de D(R?*x]0, T')
tels que £ >0 et £ =0 sur Xy. Si (u,g) est une solution de (P), nous avons

(u—x9 — k)t

/ (¢ min (1, f))mh(xl)b(um) dxdt = 0.
Q
Posons

g1 = 22 N 21 = (fg N F1>X]O,T[,

09 = 23 NXy = (FQX]O,TD N {QO > 0} N {QD = 0}

et supposons dans la suite que 0y et o9 sont des ensembles polaires (1, ¢) de @ (voir [1]), oi
q est 'exposant conjugué de p. Comme ’ensemble vide est le seul (1, ¢) ensemble polaire

de @ dans le cas p > 3, alors on peut considérer p < 3.

Pour prouver la proposition suivante, on utilise la régularisation par convolution par

rapport aux variables x5 et t.

Proposition 2.2.1 Soient A\ un nombre de [0, 1] et & une fonction de D(R*x]0,TY) telle
que £ >0 et £ =0 sur X, UX3. Si (u,g) est une solution de (P), nous avons

/Q {(h@)b(D)es, — &) (A — 9) " + Esh(a1)(blusy) — b(1))} dedt <0. (2.16)

Preuve. On applique le Corollaire 2.2.1 pour k = 0 & obtenir

PR
/ (§min (1, %))mh(m)b(um) dxdt = 0. (2.17)
Q
D’autre part, nous avons
)t
/ (fmin(l,u))mh(xl)b(l) dwdt = 0. (2.18)
Q €
. , (u—x9)"
dés que € min (1, —) = 0 sur ¥ et (h(x1))z, = 0 p.p. dans Q. En soustrayant

2.18) de (2.17), on ob%ient
(2.18) ,

/Q (€ min (1, M))mh(m)(b(um) — (1)) dwdt =0,

€

qui peut s’écrire comme

) & (1tzs — 1) A1) (b(uzs) — b(1)) ddt (2.19)
{u—z2<e}nN@Q

€

+ f min (1, - _GIQ)ngh(xl) (b(ttay) — (1)) dazdt = 0.
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Par (2.14) et le fait que £h(zq) > 0 p.p. dans @, la premiére intégrale de (2.19) est positive,

alors
/ min (1, — xz)gm h(1) (b(ug,) — (1)) dadt < 0. (2.20)

On fait € —» 0 dans (2.20), on obtient
/Qﬁmh(xl)(b(um) (1)) dadt <0, (2.21)

et alors (2.16) est valable pour A = 0. De plus, I'inégalité (2.16) est valable pour A\ = 1
puisque 0 < g < 1 p.p. dans @ et £ est une fonction test pour (P),

| {60+ €ablon) () = (1)} dt < 0 (229

Maintenant, nous allons prouver (2.16) pour A €]0, 1[. Sans perte de généralité, on peut
supposer que
d(31 U X3, supp(€)) = ¢ > 0.

Posons
A=53U0,U (R3]0, T)\ ),

et
Ay = {(2,t) € R*X]0,T[ / d((z,1), 5, U S5 Uy) > %0}.

Nous prolongeons u(resp. g) sur A\ Q par xa(resp. 1) et on note toujours cette fonction
par u(resp. g). De plus, la fonction h peut étre étendue a une fonction Lipschitzienne
sur R, toujours désigner par h. On utilise une régularisation par convolution pour b(u,,)
et g par rapport aux variables x5 et ¢, (b(uy,))e = pe * b(uz,), ge = pe ¥ g o0t € €]0, %O[,
pe € D(Rx]0,TY), supp(p.) C B(0, €) est une suite de régularisation. Nous pouvons utiliser

le théoréme de Fubini a écrire

[ A+ €l () = gib(1)) } d
= / { / pe(y,s)g(z1, 20 — y, t — s) dyds}& dudt
Aeg Rx]0,T[
+/ { / pe(y, 5)(b(um2) — gb(l)) (371, XTog — Yy, t — s) dyds}h(xl)fxz dxdt
Ae Rx]0,T[
/ / &g(z, 20—y, t — s) dadt}pe(y, s) dyds
Rx]0,T[ Ae

+/ { Erh(x )( (Ugy) — gb(l)) (371,562 —y,t— 3) dxdt}pg(y,s) dyds.
Rx)0,T[  JAq,
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Alors, si on fait le changement de variables 7 =t — s et z = x5 — y, on obtient

0

/A {ftge + &enh(21) (b(ux2)€ - geb(l))} dxdt
:/ {/ (f(fL’bZ‘i’ZLT—FS))Tg(:tl,Z,t) dxldsz}pe(y,s) dyds
B(0,¢) Aeg
+/ {/ (5(1’1, 24y, 7+ s))zh(m)(b(uz) — gb(l)) (:El, z7t) da:lclsz}pE(y, s) dyds.
B(0,¢) Aeg
L’équation ci-dessus peut étre récrite comme suit

/ {gtge + &y h(xq) (b(um)E — geb(l))} dedt

Ae

:/ {/ (E(z1, 24y, 7+5)) _g(21,2,t) d:cldzdr}pe(y, s) dyds
B(0,e) L Jo
+ /B(O’E) { /Q (E(21, 2+ y, 7+ 5)) h(z1) (b(uz) — gb(1)) (21, 2, 1) da:ldzdr}pe(% s) dyds.

Observons que (x1,2,7) +— &(z1, 2 +y, T+ s) est une fonction positive dans D(R?x]0, T'[)
et s’annule sur 3, U X3 pour tout (y,s) € B(0,¢). Par conséquent, comme p, > 0, on
déduit de (2.22) que

/ {ftge + £x2h<xl)<b(ux2>g — geb(l))} dzdt <0,

Ae

qui peut étre écrit

/,4 { ()b, = &) (A= 00) + Eahl@r) (buzy)e = b(1)) } dadt <0

€0
puisque

€, h(z1)b(1) dxdt = / At dxdt = 0.

Acq Acg

De méme, en utilisant (2.21), on arrive a

Eoa (1) (D(tugy)e — (1)) dadt < 0.
Acq

Maintenant, pour tout nombre réel positif §, on pose

(A — ge)+)

¥ = min (1, 5
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qui vérifie U5 € LY (Ae), D5y, Ot € LY (A, ). En utilisant l'intégration par parties, on

loc loc
obtient

/A { ()b, = €)05 (A = g.) + Eauh(@1) ((b(uzy))e = b(1)) } dodt

€0

—g /A (h(z1)b(1)&s, — &)V dadt
- /A {(h(xl)bm(%g)m = (95€),) (A = g¢) + (95€) ,, (1) (b(uz,))e — b(l))} dadt
+/ (1 =05)€), P(x1) ((D(uay))e — (1)) dadt
A

€0

et comme (2.21) et (2.22) restent valables, respectivement, pour 5§ et (1—135¢), il s’ensuit

/A { ()b, = €)05 (A = 92) + Eau(@1) ((B(uzr))e = b(1)) } dodt

J

—§/A (7(21)b(1)&r, — &)V dadt < 0. (2.23)

€0

Enfin, en passant successivement a la limite dans (2.23) lorsque 6 — 0 et puis € — 0

et en utilisant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on obtient

/A { (@b, = &) (A= 9) + &hlw1) (buay) = b(1)) } dedt <0,

€0

et alors (2.16) est vérifié puisque u = 25, g = 1 p.p. dans A\ @ et ¢ est arbitraire m

Lemme 2.2.2 Soit x une fonction de L*>(Q) vérifiant
x(z) €[0,1] p.p. xz € Q et xzph(x1)b(1) — x; = 0 dans D'(Q). (2.24)

Soient &, &, & € D(R?*x]0,T) tels que £,& >0, =& =0 sur By U3, & = 0 sur
0Q. Soient k, \ et € des nombres réels positives, tel que € > 0 et X € 1 — H(k) avec H

désigne le graphe monotone maximale associé a la fonction Heaviside,

1, t>0
H(t)=1410,1], t=0
0, t<0.
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Alors, si (u, g) est une solution de (P), on a

A (0r 0, =) (A= x) "+ (061~ ) (A= 0)

u—xo — k)"

+(§ min(1, ( ))xzh(xl)b(um)} drdt < C(u, k, &), (2.25)

€
ol

C(u,0,&) = /flm (z )( (uu)—b(l)) dxdt

U — To

= lim §1(m1n(

e—0

: ))mh(xl)(b(um) - b(l)) dedt,
C(u,k,&) = 0 pour k > 0. (2.26)

Preuve. De (2.24), on a immédiatement pour tout A € R et & € D(R?x]0,T) tel que
& =0 sur 0Q),

/Q (h(xl)b(l)gm . §2t> <>\ . x)+ drdt = 0. (2.27)
(u— a9 — k)*)

€

Puisque & min <1, = 0 sur Y5 pour tout k& > 0, on déduit du Corollaire

2.2.1,
/Q (5 min (1, M))mh(%)b(uxz) dadt = 0. (2.28)

En additionnant (2.27) et (2.28), on déduit (2.25) pour k£ > 0 puisque dans ce cas A = 0.
En utilisant (2.28) pour k = 0, £ = & et le fait que £ min (1, — xQ) = 0 sur 00x]0,T7,
on obtient :

/{1{<m1n< u _€x2)>x2h(x1)<b(ux2) . b(a;m))} dwdt + (2.29)
+/Q (min (1, “ _€x2)> {fuzh(%) <b(ux2) - b($2w2)>} drdt = 0.

Maintenant, en passant a limite e — 0 dans (2.29), on obtient :

/Q fmh(ml)(b(um) —b(l)) dudt = (2.30)
= —lim fl{(mm( U _E$2))I2h(x1)(b(um) - b(1))} dadt.

En additionnant (2.27) et (2.28), il vient

[ (b, — ) (=) "+ (2.31)

+(§min (1, (u—mo— k)7 xi — k)"

)) h(z1)b(uy,) dedt = 0.
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En écrivant (2.16) pour £ = & et tenant compte de (2.30), on déduit

/c; (h<$1)b(1)51x2 - flt) <)\ — g>+d:cdt <

< lim Q§1{<min(1, ))mh(xl)(b(um)—b(l))} drdt.  (2.32)

On additionne (2.31) et (2.32), on obtient (2.25) pour £ =0. =

Lemme 2.2.3 Supposons que
(O, h(xl)b(l)) v <0 surly. (2.33)

Soit W une fonction de C°(R) N C%Y(R) telle que ¥(0) =0, ¥ >0, ¥ < 1 et soient k,
A, € les nombres réels positives définis au Lemme 2.2.2. Alors, si (u,g) est une solution

de (P) et £ € D(R*x]0,TY), £ >0, 5(1 - \If(u—x2)> =0 sur Xq, on a

/Q {(6(1 = wtu—a2) ) min (1, 210 a:2>>+>>$2h(m) (b(uzs) — A0(1))

€

—(h(xl)b(l)fm - gt) (g - )\>+} drdt > 0. (2.34)

Preuve. Soit B = R2x]0,T[\Z,. Puisque o, et oy sont (1,q) des ensembles polaires

de @, alors sans perte de généralité on peut supposer que ¢ une fonction de D(B) et

d(X4, supp(€)) = € > 0. Pour € > 0, on considére H (u — x5) = min(l,u_xQ). En
appliquant le Lemme 2.2.1 pour
F(z1,22) = He(z)
et
F(Zl, ZQ) = He(Zl)\I/(Zl),

on obtient

/ <§H6(u — o) (1= (u— xQ))) h(w1)b(uy,) dzdt = 0 (2.35)

Q @2

puisque g = 0 presque partout H(u — z3) # 0. En utilisant (2.35) et en tenant compte
de (2.14) et (2.33), il vient

/Q {(60 =W —22))) ) (bluy) = 0(1)) Hols = ) dvdt <
< /Z ~¢(1= W= 22)) (Ae)b()v) do(z1). (2.36)
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On fait € — 0 dans (2.36), on obtient

/ (g(1 —W(u— xQ))) h(a1)b(ug,) drdt < 0. (2.37)
Q &
En appliquant le Lemme 2.2.1 pour

F(Zl,Zg) =1- \11(21),

on obtient puisque F(0, z3) = 1,
/Qg(ﬁmh(xl)b(l) _ gt) drdt — /Q (5(1 —(u— xz))>$2h(x1)b(um) drdt <0 (2.38)

pour tout £ € D(B) tel que £ > 0, 5(1—\11(u—a:2)) = 0 sur Xq et d(X4, supp(€)) = €9 > 0.
Prolongeons g par 0 en dehors de ) et notons toujours cette fonction par g. Pour € €
10, €0/2[, soit p. € D(R*x]0,T]) une suite régularisante avec supp(p.) C B(0,¢). Posons

ge = pe * g. Pour tout nombre réel positive 9, on définit

7 = min (1,96(;)\).

De (2.38), on a

L (00tab) = (1) (5.~ ) dodt =+ <0, (230)

J1 = /R?x}O,T[ (96 — )\> min <1 —) (5,,:2 (1)b(1) — ft) dxdt,

% N /RQX}O,T[g(ge B )\) <<min (1’ o ; )\))Mh(flfl)b(l) - (min (1; Je 6_ )\)>t> dxdt
N 215 (min (57 9e ~ A>>2 (h(:cl)b<1)£@ - &) dadt.

10,77

En passant successivement 6 — 0 et ¢ — 0 dans (2.39), on obtient (2.34) pour k = 0.
(k — s)*)
— | est

Supposons que k > 0. Alors A =0 et (g — \)™ = g. Puisque s — min (1,
€

une fonction decroissante, on obtient en appliquant le Lemme 2.2.1,

[ (6= vt min (1 Em ) ) () = k) +

€

-+ min (1, E)f,gg dzdt = 0,
€
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qui s’écrit en tenant compte de (2.34) pour k = 0 et le fait que g(u — x3) = 0 p.p. dans
Q :
(k= (u—m))"

€

/ <f(1 — U(u — 25)) min (1,
Q
—g(€h(a)b(1) ~ &) dodt
B (min (L. é) - 1) /Qg(fmh(asl)b(l) - 5}) dxdt > 0.

), hlaab(us,)

D’otu le lemme pour £ > 0. m
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CHAPITRE 3

UNICITE DE LA SOLUTION D’UN
PROBLEME D’EVOLUTION NON-LINEAIRE
DE LA DIGUE

Le but de ce chapitre est de démontrer que la solution du probléme ( P) est unique. Pour
cela, nous utilisons la technique de double variables qui est inspirée de S.N. Kruzhkov dans
[30] afin d’obtenir une L'-propriété de contraction pour solutions d’entropie de problémes
hyperboliques. Voir [8], [16], [26], [33], [34], [36], [42], [43], [44] et [49] pour quelques
utilisations de cette technique. Pour les applications de la méthode de Kruzhkov aux

problémes stationnaires et non stationnaires a frontiére libre, nous référons aux [5|-[7],

23], [26], [38] et [50].

3.1 UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (P)

Théoréme 3.1.1 Supposons que (2.10) — (2.15) sont vérifiés et (0, h(x1)b(1))-v <0 sur

I'y. Alors, la solution du probléme (P) associé a la donnée initiale gy est unique.

Tout d’abord, nous cherchons a obtenir un résultat de comparaison de solutions qui
nous permet de prouver l'unicité de la solution du probléme (P). Tout d’abord, nous

commencons par les deux lemmes suivantes de comparaison de solutions.
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Lemme 3.1.1 Soit B un sous-ensemble ouvert borné de R? tel que BNQ = 0 ou BN est
un graphique de Lipschitz. Pour deuz solutions (u1, g1) et (us, g2) a (P), nous posons w,, =
min(uy,us) et gy = max(gy, g2). Alors, pour tout & € D(Bx|0,T[), £ > 0, (X1,%3) N
supp(§) =0 et pouri=1,2, on a :

/Q {& (9: — gar) + Eanhlz1) (b<um2> — b(thma,) — (9 — gM>b<1>)} dedt <0.  (3.1)

Preuve. Soient (uq, g;) et (us, g2) deux solutions de (P) et soit £ la fonction définie au
Lemme 3.1.1. Pour tout (z,y,t,s) € Q X ), on définit :

+y t+ - - t—
0(e,t.9.5) = (5L T (B2 e (P ra (50).

ou d1,0 sont des nombres réels positifs, p1s,,024,,03.0,€ D(R) et p1.s,.024 035, > 0 dans
R,

/plﬁl(t) dt =1, /p2,51(t> dt =1, /p3,52(t) dt =1,
R R

R
supp(p,s, ), supp(pas,) C] — 01,01, supp(pss,) C] — d2, ]

et pour tout (z,y) € (B\ Q) x (BNQ),
T2 — Y2 T1— U
P3,62( )P2,61 ( ) =0.
2 2
Remarquons qu’en choisissant d; et do suffisamment petits, 9 appartient a
D(Bx]0, T[xBx]0,T7) et

U=0 sur (QxX)U((Z1UZ3) x Q). (3.2)

Donc, en appliquant le Lemme 2.2.2 & (uq,91) avec k = us(y,s) — y2, A = ga2(y, 9),
E(x,t) =& (x,t) = I, t,y, s), &z, t) =0, pour p.p. (z,s) € Q nous obtenons :

/Q {(f min (1, (uy — T2 + Yo — us) ))mh(aﬁl)b(ulxz)

€

+

_l’_
o+ (Re)b(1)00 = 00) (92 = 1) } dadt < C (s, uz — g, 9).
En intégrant sur @), il vient

/Q . {(np(1)0., —0.) (92 - 91)+ + (3.3)

(U1 — T2 + Y2 — uz) ™
€ ’1)§>

+ ( min ( h(z1)b(u1a, )} drdtdyds

2

§/C(u17u2—y2,19) dyds.
Q
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En outre, on applique le Lemme 2.2.3 & (ug,¢2) avec k = uy(x,t) — xa9, A = g1(x, 1),

&(y, s) =d(x,t,y,s) et ¥ =0, nous avons pour p.p. (z,t) € Q,

/Q {(19 min (1’ (ug — z9 — ug + y2>+>)y2h(yl) (b(uzw) — glb(1)>

€

—(h<y1)b(1)19y2 — ﬁt) (92 - 91>+} dyds = 0.

(3.4)

On utilise (3.2) et le fait que la fonction (y,s) — h(y1)g1b(1) ne dépend pas de ys, on

trouve

/Q (19 min (1, (ur — 9 — uy + y2)+>>y291h(y1)b(1) dyds = 0.

€

Par conséquent, (3.4) peut étre écrit comme

/Q {(19 min (1, (w1 — 22 —up + y2)+)>y2h(y1)b(um)

—(h(yl)l)(l)z9y2 — 19t> (gg — gl>+} dyds > 0.

En intégrant sur (), nous obtenons

/QXQ { (19 min <1’ (up — x9 — ug + 3/2)*7 1>>y2h(y1)b(u2y2)

€

- <h(y1)b(1)19y2 - 19t> (92 — 91>+} dxdtdyds > 0.
Nous avons

+
U1—$2—U2+y2)

€

19min<1,< )zO sur (QXE)U(EXQ).

(3.5)

D’autre part, comme les fonctions h(z1) et ui(resp.h(y;) et ug) ne dépendent pas de

ya(resp.xq), il vient

+
/ (19 min (1, (11 =22 — 2 + 1) >> h(z1)b(u1s,) dedtdyds = 0,
QxQ Y2

€

+
/ <19 min (1, (11 = 22— w2 + o) )) h(y1)b(ugy,) drdtdyds = 0,
QxXQ T2

€
Uly, = U2z, = 0 p.p. dans Q.
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En soustrayant (3.5) de (3.3) et utilisant (3.6)-(3.8), on obtient

. (u1—$2—u2+y2)+
/QXQ { <8x2 + 3y2> (ﬁmm(l, - ))
5 (R(b(Bey + 0, ) = BB + By Jr))
+<(h(x1)79xz + h(y1)19y2)b(1) — U — 195) (gg — gl>+} dxdtdyds

S/C(Ulﬂm—’yz;ﬁ) dyds,
Q

ce qui conduit a

/ . (1’ (ur — 2 —up + y2)+> y
QxQ €
X (h(xl) - h(yl))b<(6x2 + ayQ)u2> (am + ayQ)ﬁ drdtdyds
. (Ul—Iz—U2+yz)+
—|—/QXQ{m1n<1, - >><
xh(:) b((@m + ayz)ul) - b((@m + ayz)u2)> (a@ + 8312)19
+<h(y1)b(1)(19x2 + ) — U — 198) (92 - gl>+} drdtdyds (3.9)

+ B(ar) — h(yn) )b(1)0a, (g2 — g1 ) dudtdyds
<Q
(

/QXQ Op, + ay2> <min (1, (=2 —us + y2)+)) X

X (h(ml) - h(y1)>b<(8x2 + ayQ)uz)ﬁ drdtdyds

+
O

Uy — T2

+/ ﬂ(min (L, )) h(z1) (b(um) — b(l)> dxdtdyds
Qx(QN{uz=y2}) € z2

S/C(Ulﬂw—yz,ﬂ) dyds,
Q

en tenant compte des conditions (2.14) et (2.15). On considére les changements de va-
riables suivants :
T +y T —y _l+s t—s

— 9 —
T Ty 2

(3.10)

. . . . . T +
Soient respectivement I; et Iy désignent les domaines des variables z5 = 2T Y2

et o9 =
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2 ; y27 et notons J le domaine des variables x5 et y5. Posons
A—-—B B-A -T T
Q1 =|A, B[xI;x]0,T[, Q- Z} 5 T 5 [X I x ]775[;
A—-B B-A -T T
Qs =|A, B[xJx]0,T[, Q4 —] 5 ' o [X J X ]7,5[
En utilisant (3.10) et (3.9), on trouve
Des, 5, + Ees, 5, + Fsy 50 + Gesyn
+/ 19<min (1, = 552)) h(mﬁ(b(ulm) - b(1)) drdtdyds
Qx(Q@N{uz=y2}) € T2
< / C(ul,uQ —yg,ﬁ) dyds, (3.11)
Q

ou

— . ('LALl —ﬂ2—20'2)+
D.s,s5 = min (1, )
Q1xQ2 €

><1§Z2 (h(zl +01) — h(z — 01))6(56222) dzdrdodd,

€

Boss = / {min(l ('&1_&2_202)+)& h(z +a)<b(a ) — b(a ))
€,62,61 oo, , 221 1 12 220

~

+(h(e1 = 0)b(1)d, = 02) (32 - gl)+} dzdrdods,

_ + _
Fs, 50 = / (§2 - 91) Uy (h(21 +01) —h(z — 01))b(1) dzidxodrdoy dydh,
Q3xQ4

€ )

_ (fbl —ﬂ2—20'2)+
G€752,51 = / min (1, ))
Q1xQ2
xﬁ(h(zl +oy) = h(z — 0—1)>b(ﬁ222)dzd7dad0.
avec
U = w(z+o0,7+0), 4 =ui(z1+ 01,79, 7+ 0),
ty = uy(z — o, 7 = 0), 0 = §(2,7)p1,5,(0) 2.5, (01) p3.6,(02),

= To + Yo To — Y2
¥ = &(21, 5 7T)P1,51(9)92,61(01)P3,62(T)=

h=gi(z+0,7+0), Ggo=go(z—0,7—0),

G =0g1(z1 + 01,22, 7+ 0), G2 = ga(21 — 01,92, 7 — 0).
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Comme h est une fonction Lipschitzienne et supp(pas,) C]— 91, 1], il existe une constante
K telle que

‘Fag,al <K |0 [0, |0(1) (G2 — 1) T dzrdasdrdodysdd
Q3XQa
< Ké / 192, [6(1) (32 — §1) " dzidadrdodysdo
Q3xQ4
1= 01 Mj, 5., (3.12)
= ~ ('LAL1 —ﬂ2—20'2)+
‘GE,aQ,al < K / 19) (min (1, )) b(t2z, )| dzdrdodd
Q1xQ2 € z2
= §1M€2,62,617 (313)
— (7:1,1 —ﬁg —20'2)+ A
]De,az,,(sl < K6, / min (1, )192219(@222) dzdrdodd
Q1XQ2 €
= 6 M2, 5. (3.14)

Comme (Mj, 5 )550, (MZ5, 5, )5,50 €t (M?25, 5 )5,50 sont bornés, on peut passer a la limite
dans (3.12) — (3.14) lorsque 6; — 0 & obtenir

lim ( _52751> = 6111210 (66752751) = 5111310 <D5752’51) =0. (315)

61—0

D’autre part,

lim ( lim (Eeg,s,)) :L{mm@ﬂﬂzﬂi)%m%wag—wm@)

62—0 *91—0 €
+(h(1)b(1)Es, — &) (g2 — gm} dzdr, (3.16)

ou uy = U1(2,7'), Uy = u2(277—>7 g1 = gl(sz)7 go = gQ(’Z?T) et £ = £<Z7T)' Maintenantv en

utilisant (2.26) et le théoréme de Lebesgue, on trouve

/C’(ul,uz —y2,19) dyds
Q

= lim \ {/Qﬁ(min (1, M)>22h(:v1)(b(u1m) —b(1)) d:z:dt} dyds.

~0Jan { U2=y2 ¢

Alors, en passant successivement 0; — 0, o — 0, ¢ — 0 dans (3.11) et en utilisant
(3.15) — (3.16), il vient

A{@wwm@ffa@—mr+xmﬂﬁﬁymnwwm—Mm@»}wmsm
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Ol X {u; —us>0} Teprésente la fonction caractéristique de 'ensemble {u; — ugy > 0}. Ceci nous
donne (3.1) pour i = 1. Si on change les roles de (u1, g1) et (u2, g2), on obtient aussi (3.1)

pour:=2. m

Lemme 3.1.2 Soit B un sous-ensemble ouvert borné de R? tel que BNQ =0 ou BNQ
est un graphe de Lipschitz. Soient (uy,g1) et (ug,g2) deux solutions de (P) et soit g une
fonction de L>*(Q) telle que

0<9=<g1,92 pp dans Q, Go,h(1)b(1) —g =0 dans D'(Q). (3.17)
Alors, pour toute fonction & de D(Bx|0,T[), £ > 0, (34 U oy) N supp(§) = 0 et pour
4,j=121#7j, ona
/Q {gt (gj - g)Jr + gxah(xl)(b(uim) - b(umm) - (gj - f])er(l))} dxdt < 0. (3-18)
Preuve. Soient (uy,g1) et (ug,g2) deux solutions de (P) et soit & la fonction définie dans
le Lemme 3.1.2. Pour tout (z,y,t,s) € Q X (), on définit :

+y t+ = - t—
I, t,y,s) = €(= 5 3 5 %) psss (2 5 2) pass (- 5 yl)ﬂm(TS)?

ou 51752763 sont des nombres réels pOSitifS, p1,51ap2,527p3,536 D(R) et P1,615 P2,625 P3,65 Z 0
dans R,

[ s a=1. [ sy ie=1. [ st de=1.
R R R
supp(prs,) C|] — 61,61, supp(pas,) C] — 2, 2], supp(pss,) C| — 03, 03]

et pour tout (z,y) € (B\ Q) x (BNQ),

XTg — xy —
p3,53( 2 yQ)qu( 1 y1) —0.
2 2
Pour 4y, 0 et d3 suffisamment petits, la fonction 9 appartient & D(Bx]0, T[xBx]0,T)

et
V=0 sur (Q x (o;UXy)U(XxQ).

D’autre part, puisque supp(€) N (o1 NYy) = () et si on suppose supp(§) N X3 # (), on peut

trouver 7o € (0, II(I;)HE @) et U € C*(R) N C"Y(R) telle que ¥/ >0, U(r) =0sir <0
supp(£)NE3
et W(r) =1sir > rg, et cette fonction W satisfait pour dy, do suffisamment petits,

V(1 —=T(ups —y2)) =0 sur (ExQ)U(Q xXs). (3.19)
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Si supp(§)NX3 = 0, on choisit ¥ = 0. Maintenant, en appliquant le Lemme 2.2.2 & (uy, g1)

avec k = Uz(?J,S) — Y2, A= 92(% S); 5(1‘71:) - gz(l‘,t) - ﬁ(x7t7yvs)a gl(xvt) =0et X = g’
on obtient pour p.p. (y,s) € Q,

L {00w, =) (02 - 9)" +

+
ul—x2+y2—u2)

€

+(19 min (1, ( )) h(xl)b(ulm)} ddt < 0.

En intégrant sur @), on trouve
QxQ

+
U1—9€2+y2—U2)

€

+<19min (1, ( ))x h(ajl)b(um)} dxdtdyds <0

De méme, pour p.p. (z,t) € @, on applique le Lemme 2.2.3 & (u2, g2) avec k = uy (x,t) —xo,

A=g(x,t), &(y,s) = I(x,t,y,s), alors on intégre sur () a obtenir

[ (o0 s ymin ()
sh(y1) <b(u2y2) _ gb(l)) _ (h(yl)b(l)ﬁm _ m) <92 _ g)+} drdtdyds
<0.

D’autre part, d’aprés le Corollaire 2.2.1, on a

+
/ (9 min (1, (1 — 22t 4o — ) ) h(@)blun.,) dedtdyds = 0. (3.22)
QxQ T2

€

L’utilisation de (3.17) et (3.19) conduit a

/QXQ (9(1 = W(u — ) min (1, (1 = o tyQ - “2)+))m2§h<y1)b(1) dudtdyds = 0,

(3.23)

€

/QXQ (19(1 — W(uz — y2)) min (1, (=22t U2)+)>m2h(y1>b(u2y2) drdtdyds = 0.

(3.24)
L’addition de (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) donne

Kes, 5050 + Ly 5350 + Mes, 555, <0, (3.25)
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ou

Kebr 02,02 = /QxQ { ((19502 + §y2)h(y1)b(1> — U — 195> <92 - g)+ +

+ (8, +0,,) (9min (1, (0 — 73 + o — ug)*

€

)) <h(a€1)b(u112) - h(y1)b(qu2)>} dxdtdyds,

Lsy 506, = /Q . (h(xl) . h(y1)>b(1)q9x2 <g2 B g)+ drdtdyds,

]\7[6,51753752 = /QXQ ((%2 + GyQ) (ﬁ\P(uQ — Yo) min (17 (ug — 2+ Yo — u2)+)> X

€

xh(y1) (b((@m + ) ua) — gb(1)> drdtdyds
. (U1 — 22 + Yo — ug)™
_ /QXQ (812 + 8y2) (ﬁmm (1, ))

€

xh(z1) (b((&m + ayz)ul) - gb(l)) drdtdyds
. (u1 — 29 4+ Y2 — ug)™
_ /QXQ ((912 + 3y2) (ﬂmln (1, ))

% gb(1) (h(xl) - h(yl)) dzdtdyds.

En passant a la limite dans Ls, 5,5, lorsque dy — 0, il vient

(E51,53,52) = 0. (326)

lim
d2—0
D’autre part,

lim ( lim (M.5, 5,5,))

93—0 " 62—0

— /OT/Q <§\I’(U2 — Z2) min (1, M))mpmlh(ml) (b(U2m2) — gb(1)>d:pdtd8

€
T , U — ug) "
. / / (5 min(1, M)) pl,(glh(xl)(b(um) - gb(l))dwdtds
0 Q € T2
= S5, (3.27)
N _ _ t+s t—s
ou up = ul(x7t)a Uy = U,Q(CU,S), g = g(az,t), 6 = £(x> 2 ) et PLo = p1,51( 2 ) En

appliquant le Lemme 2.2.1 a

F(z1,2) = (1 = ¥(2)) min (1, M)
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avec v = ug — X9 et en tenant compte

&(,

pour tout (z,t,s) € X9x]0, T, on obtient

/ / (1= W(w — 23)) min (1, <“1_€“2)+>) ; (3.28)

xp16,h(1) (b(um) - gb(1)> dxdtds = 0.

t—s

(1= W, )~ 2) prs

En utilisant (3.28) et le fait que g < g; et ¥(0) = 0, on déduit de (3.27) que
Uy — up) "
Seor = / / EWU(us — x2) min (1, (ur — up) )) prsh(x )(b(um) —92[9(1)) drdtds

/ / §U (ug — x5) min (1, (uy — u2)+)> 2p1,61h($1)(b(ul$2) — 915(1)> drdtds.
(3.29)

Remarquons que

(= 0 )%) gy (8000 = 05

€ €

+EU (gb(:(:, s) — ac2> <min (1,

sont des fonctions tests pour (P) correspondant a (usg,g2). De plus, en appliquant le

P1,6,

Lemme 2.2.1 & uy avec v = uy — 2o,

(22 —621) )

F(z1,22) = (1 — ¥(z)) min (1,

et

(22 — Zl)+)
€

en soustrayant I'une des équation de 'autre et tenant compte de ¥(0) = 0, go(ug —x2) =0

F(z1,22) = min (1,

)

p.p. en @, on déduit que
/OT/Q <£\D(U2 — @) min (1, M))mm,alh(ml)(b(um) — 925(1)> dedtds
— /OT/Q { (5\11(¢(a:, ) — 2) min (1, (¢(x,1) — o(z, 8))+)>mp1,51h(x1) <b(u2x2) - ng(1))

€

(¢($, t) — ¢($7 8))+)

€

+ 92 (ﬁ\lf (¢(x,s) — x2) min (1,

De méme, si on applique le Lemme 2.2.1 & u; avec v = ug — x5 €t

p1,51>s} dxdtds. (3.30)

+

(21 — 22) )7

F(z1,2) = ¥(22) min (1,
€
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/ / U(uy — x2) min (1, M))mpmlh(wl) (b(ulm) - gb(1)> dxdtds
— /0 /Q 1Y (gb(az, s) — :EQ) min (1, (6(,1) _€¢(37, 8))+))z2p1’61 h(z:) <b(u1x2) - glb(l)>
+ ¢ (5\1/(¢(a:, s) — ) min (1, (¢lz,1) —6¢(:c, S>>+)p1,51) } dxdtds. (3.31)

Comme g;(resp. g2) ne dépend pas de s(resp. t), on obtient de (3.29), (3.30) et (3.31),

S.s = /// €U ((x, s) — ) min (1, (¢(x,t)—€¢(x78))+)>z2

x () (butzes) = blutnas) + (91— 92)b(1)) (3.32)
- (91 - gg> <8t + 88) <§\If(gz§(:c, s) — x2) min (1, (9, 8) = 9l 8))+)) }p1,51 dxdtds.

€

On peut alors passer a la limite dans (3.32) lorsque §; — 0 a déduire
iz, (o, (i, (Ve ) = Jim, (Ses) =0 (8.53)
Ainsi, pour K. 4, 5,5, on utilise (2.14) et (2.15) a écrire
Koty = /Q L fmin (L (w — 72 t” =12 (9, 4+ 0,)0 [h(an) ((utres) — Bluzys)]
A+ [(9ay + 0y ) R(y1)D(1) — 0y — 9] (92 — §) "} dadtdyds

+/ { (0, + 9y,) min (1, (ur — 2 + Yo — up
QxQ

+ / {(8h, +0,,) (9min (1, =22 H 82 TNy 0y ) by, ) ) dadtdyds
QxQ

)+)h(9€1)<b(u1x2) — b(uay, )V} dudtdyds

€

+ [(191‘2 + §y2>h(yl)b(1) — U — 193} (92 — §)+} dzdtdyds

. {(02y + 0,,) (¥ min (1, (w1 = 2 tyQ - “2)+)) (h(x1) — ")) b(uay,) } dadtdyds,

Maintenant, on passe successivement a la limite lorsque 9o — 0, 63 — 0, 0; =+ 0, ¢ — 0 a

> [ i (1 SR (50,0 ) () — D)
QxQ

trouver

/QXQ {X{u1—uz20}19m2h('rl) <b(ulzg) - b(umg)) + </7J(x1)b(1)199;2 - 19t) (gz — §)+}dxdt
< liminf ( lim ( lim ( lim (Kes, 5,5))))- (3.34)

e—0 61—0 “93—0 " 52—0
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Maintenant, en faisant successivement do — 0, 63 — 0, §1 — 0, ¢ — 0 dans (3.25) et en
utilisant (3.26), (3.33) et (3.34), on obtient (3.18) pour i = 1 et j = 2. On peut changer
les roles de (u1, g1) et (ug, g2) & obtenir (3.18) pouri =2e¢t j=1. m

Pour arriver au résultat de comparaison de solutions, nous avons besoin des deux

lemmes suivants.
Lemme 3.1.3 Soient (u1,g1) et (uz, g2) deuz solutions de (P). Soit B un sous-ensemble
ouvert borné de R? tel que BNT = 0 ou BNT est un graphe de Lipschitz. Alors on a
pourt=1,2:
[ {60 = gar) + €aaon) (uie) = blan) = (00 = 9a0)b(D)) } dade < 0
Q
VE e D(Bx]0,T)), £€>0, supp(§)N(orUXy)=0. (3.35)
Preuve. Soit ¢ la fonction définie dans (3.35). Soit 6, € WH>(Q) la fonction définie par
+
6, — (1 B d(aQ,x)) |

€

ou € > 0. Posons
Q.= {x € Q/d(0Q,z) < e}

et soit g comme dans (3.17). D’aprés le Lemme 3.1.1, on a pour ¢ = 1,2,
/Q {5t (gi - 9M> + &an (1) <b(uix2) — b(tmay) — (9i — gM)b(l))} drdt <
SLA;{(SQJt(%“gM)‘+(594x2hCM>(bﬁam)-—bﬁumxg-—(gi—-gM)buJ)} dudt
=LK;{-—(£9Jt(gj—-§)+-+(£0Jm2hcm>(bowxg-—zmummg-+(gj-_g)+ba))} ddt
+/Q (h(xl)b(l)(éﬁe)xz - (€9€)t> ((gj —g)t — (g, — g)*) dzdt. (3.36)
Par le Lemme 3.1.2, (3.36) récrit comme suit
/L{Q(Qr—gM)-%ﬁmhﬂm)(MUMJ——Mumm)—-Qh—qnﬂbﬂ))}dxdtg
< /Qex}[) - (h<1’1)b(1)(596)m2 - (fee)t) ((gj —gi)" — (95 — §)+) dzdt <
f? doat)*+ ( |

Qe x]0,T

gmwﬂﬁNMgmjwm«/ I&fdmﬂm)

Qex]0,T]

1
+_/ € dadt). (3.37)
€ JQ.x]0,T[
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En utilisant les I'inégalités de Holder et de Poincaré, on déduit ’existence d’'une constante

C' telle que :
/Q {ft (gi - QM) + &b () <b(uix2) — b(tma,) — (9 — gM)b(1)>} dxdt <
<max(18) (12100 + 2O) ([ el o)+ ([ el dudt))),

Qe x]0,T7] ex]0,T
ce qui conduit & (3.35) en passant € tendre vers 0. ®

Lemme 3.1.4 Soient (u1,g1) et (ug, go) deuz solutions de (P). Soit B un sous-ensemble
ouvert borné de R? tel que BNT = () ou BNT est un graphe de Lipschitz. Alors on a

pourt=1,2:
/Q {69 = 911) + (1) (buties) = bltmas) = (01 = gr)b(1) ) } ddt <0,
VE e D(Bx]0,T]), €>0, supp(&)N(S1UNy) = 0. (3.38)

Preuve. Soient £ la fonction définie comme dans Lemme 3.1.4, 6 une fonction réguliére
telle que

Soient 6., 2, et g comme dans la preuve précédente. On déduit pour 7,57 = 1,2 :
/ {€(9: = 9) + Eashl@r) (b(uias) = Bltmas) = (9 = gar)b(1)) } devdt <
Q
< [ (b)) (€001 - 0w 22y~ (€0) (95— 90" (9~ 9)") da.
Qe x]0,T]

Nous concluons en utilisant les inégalités de Holder, de Poincaré et en faisant e tendre
vers (. m

Preuve du Théoréme 3.1.1. Soit £ une fonction telle que :
£ €D(Bx|0,T]), £>0, &(x,0)=¢&x,T)=0 p.p. xdans Q.

En tenant compte que oy et g9 sont (1, q) ensemples polaires de @), il existe une suite &

telle que :
fe € D(QX]Oa T[\(Ul U 0_2))a 56 Z 0 et €€ — € dans WLP(Q)'
En utilisant la partition de 1'unité, nous pouvons écrire :

ge = Ue,1 + 56,1 + We,1
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ol Ue 1, &1 et we vérifient respectivement les Lemme 3.1.1, 3.1.3 et 3.1.4. Pour ¢ = 1, 2,

on obtient
/Q {gﬁt (gi - gM) + exs P(21) (b(uiwz) — b(Umay) — (95 — gM)b(l))} dxdt < 0.
(3.39)

En passant ¢ — 0 dans (3.39), on arrive au résultat de comparaison de solutions suivant,

/Q {&(gi B gM) + &y (1) (b(uirz) — b(Umay) — (95 — gM)b(l))} dxdt < 0.
(3.40)

Si on choisit & € D(0,7T), £ > 0 dans (3.40), on obtient

/ ft(gl- — gM) dxdt <0,
Q

qui peut étre écrire comme
d /

— [ (9m — ;) dz <0, dans D'(0,T).
dt Jq

Puisque g; € C°([0,T); L*(2)) (voir [40]) et g1(z,0) = ga(x,0) = go(x) p.p. = € £, il vient

/ (gM — gi) dxr <0, dans [0,T],
Q

qui conduit &

9i = gu  p-p- dans Q. (3.41)
En utilisant (3.41) — (3.40), on trouve

Ve € D(Ox]0,T), £ >0, / Eash(21) (b(Wizy) — b(tnnzy)) dadt < 0. (3.42)
Q

De (2.14) — (2.15) et le fait que (3.42) reste vrai pour & = wu; — u,, on déduit que
(u; — Upm)e, = 0 p.p. dans Q. Puisque u; — u,, = 0 sur Xy, on peut étendre u; — u,,
RX]|D, +00[x]0, T[ par 0 et toujours noté par u; — u,. Ainsi, pour p.p. (z1,t) € Rx]0,T7,
il existe w € CO([D, +o0[) tel que w(xs) = (u; — up) (1, T2, t) p.p. T2 €]D, +00] et

V21, 29 € [D,+o0[, w(z)—w(z) = / (w; — ) (21, 2,t) dz =0,

22
ce qui signifie que w = ¢ dans [D, +00[ pour une constante ¢ > 0. Dés que w(x2) = 0 pour
xo assez grand, il s’ensuit que w = 0 dans [D, +oo[, et donc u; = u,, p.p. dans @ pour

¢ = 1,2. D’ou la preuve est compléte. m
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Remarque 3.1.1 Si E, F sont des nombres réels tels que FF > E, n =3 et T'; = [A, B] X
[E, F|, le résultat d’unicité obtenu reste vrai si on remplace x1 pary = (y1,y2) € [A, B] X

[E, F) et zo parys, oty = (v, y3) = (y1, y2,y3) est un point générique de 2 C R3.
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CHAPITRE 4

EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU
PROBLEME D’EVOLUTION NON-LINEAIRE
DE LA DIGUE DANS UN DOMAINE NON
BORNE

Soit L une constante réele et 0, un domaine non borné dans R"!'x| — oo, L[(n >
2), qui représente un milieu poreux de frontiére lacalement Lipschitzienne 02 := T" et
Qoo = 2x]0, 00[. Nous désignons par I'y la partie imperméable de T" et par I'p la partie
perméable. Soit p € C%'NC} une fonction bornée positive définie sur Q. représentant la
pression assignée sur I'px|0, co[:= Xp. Posons ThH =XpN{e >0}, T4 =SpN{p =0}
et ¢ = o+ x,, ouz = (r1,...,x,) est le point générique dans Q.. Soit B : Oy, x R — R”
une fonction vectorielle telle que pour tout £ € R™, la fonction x — B(x, &) est mesurable
et pour p.p. = € Q, la fonction £ — B(x, ) est continue. Pour certaines constantes p > 1

et 0 < A < A < 00, nous supposons que

VEER", pp.w € O, EB(w€) > NP, (4.1)

VEER, pp. v €Qu, [B(z,6)] < AP, (4.2)

Ve neRY, &Fn, (E—=n)(B(x,&) = Blx,n) >0 pp. ze Qu, (4.3)
d8>1, div(B(z,e)) € L. () (4.4)
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avec e = (0,...,0,1) € R™. De plus, soient ug et go deux fonctions définies sur {2, telles

que pour une certaine constante Hy :
Ty <up(zr) < Hy pp x€Qy, (4.5)

0<go(z) <1 pp. x€ Q. (4.6)

On considére la formulation faible suivante du probléme de la digue d’évolution non
linéaire sur le domaine @), :
( Trouver (u,9) € (L,

loc

U > Xy, O§g§1, g(u_xn)zo b-p. dans Qoo

(0,005 W2 () 1V L, (Q)) X L¥(Quc) tel que :

loc

u=¢ sur Xp

(P) /Q [6(g — o) + VE - (B(z, Vu) — gB(x,¢))] dudt

/ &(z,0) (auo(z) — go(x)) da,
V¢ € W (Qy), £E=0sur Yh, £€>0 sur Y%, et supp(€) est borné.

Nous établissons I'existence d’une solution du probléme de la digue d’évolution non
linéaire dans le domain non borné ., de R™! 1i¢ & un fluide compressible ou incom-
pressible. On approxime (), par une suite de domains bornés (@), ), et nous sélectionnons
le probléme régularisé (P,.) sur le domaine borné @), qui admet une unique solution. On
peut construire une suite de fonctions monotones définies sur (), en appliquant le lemme
4.2.1 de comparaison obtenu dans le cas borné. Par conséquent, en passant & la limite
comme r — 0o dans (P,.) pour obtenir une solution de (P,) qui représente un probléme
régularisé a (P) sur le domaine non borné (). Finalement, en faisant ¢ — 0 dans (F;)

pour obtenir une solution a (P).

4.1 RESULTATS PRINCIPAUX

Soit B, la boule ouverte dans R™ du center 0 et du rayon » € N, > 1 assez grand et
soit (6,), C D(R™) une suite telle que pour une certaine constante positive C' indépen-

dante de 7,

0<6,<1, V8| <C dans R"™ 6, =1 dans B,_1x] —r+1,7r—1],
0, =0 dans R"\ (B,x] —r,7r]).
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Posons
Or =00+, Qo =Q.NB,, I =00.\Ty, Q- =Q,%x]0,r] et X, =T,x]0,r].
Pour € €]0,1] et v € LP(Q,) ou L?(f,), nous définissons

0 ST VU — Ty > €

S(v)={1-2""n

st 0<v—ua,<c¢
€

1 st v—x, <0,

et Ge(v) = Se(v) — av.

D’abord, nous avons le théoréme suivant sur le domaine borné @,

Théoréme 4.1.1 Le probleme régularisé suivant admet une solution unique
( Trouver Ure € WHP(Q,) N LX(Q,) telle que : Uy = ¢, sur 3,

/ [gt (€|Uret|p_2ur5t + Gg(u,ﬂg)) + €§(|ure|p_2ure _ |xn|p_2xn)
Qr

(Pre) § +VE- (B(:L‘, V) — Se(ure)B(z, e))] dxdt — &(z, )G, (u,,e(:v, r)) dx

Qr

= | &(x,0)(auo(x) — go(2)) dz,

Qp

\ VE e WHP(Q,), € =0 sur %,.
Ensuite, nous passons a la limite dans (P,.) lorsque r — oo pour avoir le résultat

suivant :

Théoréme 4.1.2 Selon les hypothéses (4.1) — (4.6) le probléme suivant admet une solu-
tion : )
Trowver ue € WP(Quo) N L3S

loc loc

/ |:§t (€‘u€t’p_2u6t + Ge(u6)) —+ 66(‘u6‘p—2u6 _ ‘xn‘p_zxn)
Qoo

+V¢ - (B(z, Vue) — Se(uc)B(z,€))] dudt = /Q &(z,0) (auo(z) — go(x)) da,

VE € WEP(Qo), € =0 sur Bp et supp(€) est borné.

loc

(Quo) telle que : upe = ¢, sur Xp,

(P)

Finallement, en faisant ¢ — 0 dans (P.) a obtenir une solution & (P) qui prouve
I'existence d’une solution du probléme d’évolution non linéaire de la digue, associé & un

fluide compressible ou incompressible, dans un domaine non borné :

Théoréme 4.1.3 Nous supposons que (4.1) —(4.6) sont vérifiés. Alors, il existe au moins

une solution (u, g) de (P).
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4.2 PREUVE DU THEOREME 4.1.1

Les étapes pour prouver ce théoréme sont basées sur la référence [18]. D’abord, nous
prouvons 'unicite de la solution du probléme (P,.). Pour cela, nous avons besoin du lemme

de comparaison suivant.

Lemme 4.2.1 Soient u, v deuz fonctions de WP(Q,.) et § un nombre réel positif. Posons
s si |s| <o
d— st |s| >¢
et & = fs((v—w)™). Si
[ el = il 2u) + (G0) = Gut)]
—I—VT&; - [B(z,Vv) — B(z,Vu) — (Se(v) — Se(uw))B(z,€)| } dzdt
+/ & ([vfP v — [uP~?u) dadt (4.7)

Qr
< A &(z,r)(Ge(v(z, 1)) — Ge(u(z,1))) d,

alors, nous avons u > v p.p. dans Q,.
Pour prouver le Lemme 4.2.1 on a besoin du lemme suivant :
Lemme 4.2.2 [29] 1l eziste 1 > 0 tel que pour tout (t,z) € R" x R", on a

plt — 2P < ([tP2t—]2P%2,t — 2)  sip € [2,+0],
plt — 22 < (|t+12) 7 (1t 2= 2P 22t — 2)  siop €]1,2].

Preuve du Lemme 4.2.1. On remarque que & € WP(Q,) et
Vfg = X{(v—u)*ﬁd}v(v - u)+7

puisque fs est Lipschitzienne. Grace a la monotonie de G, et fs, I'intégrale de membre de

droite de (4.7) est négative. De plus, si on utilise (4.3) et le Lemme 4.2.2; on trouve
[l (Gt - Gw)
{(v—u)*<d}
—V(v—u)" (S(v) = Sc(w)B(z,e)] dxdt (4.8)

—l—(5/ e(|v|P?v — |u[P"?u) dadt < 0.
{(v—u)*t>6}
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De (4.2), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de Lipschitz de S, et G, il vient
‘ / (v—u)t- (SE(U) - Se(u))B(x, e)) dxdt’
(v—u +<6}
A
<

< / V(v —u)*||v - u| dedt (4.9)
€ J{(w—u)t<s}

/ V(v —u)"| dzdt,
{(v—u)* <6}

(VAN
o
=

et

/ (v—u) (Ge(v) - GG(U/)) d:cdt)
(v—u)+ <5}
‘ /(U ies) (v _ u>+(Se(U) — S (u) — a(v— u)) d:vdt‘ (4.10)

t

1
/ }(v — u)ﬂ (o + =) dadt.
{(v—u)* <6} €
En utilisant (4.9)-(4.10), on déduit de (4.8) que

A
/ e<|v|p_21) — |u|p_2u> drdt < —/ V(v —u)"| dzdt
{(v—w)*>6} € J{(v—u)t<s}

1
+/ (v —u)f (a+ =)| dadt. (4.11)
{(v—u)T<68} €

| /\

En passant a la limite lorsque 6 — 0 dans (4.11), on obtient

/ <|v|p_21) - |u|p_2u> dxdt < 0.
{(v—u)t>0}

En utilisant le Lemme 4.2.2, on trouve

/ plo —ulP~t dedt <0 sip € [2,+o0],
{(v—u)*T>0}

v —ul .
pr————— dadt <0 sipe€]l, 2.
/{(v w0y ([ol+[ul)?P

Cela implique que u > v p.p. dans Q),.

Maintenant, supposons que u,..; et u,.2 soient deux solutions de (P,.). Si on choisit fs(t.¢ —
Ure2) comme fonction test pour les deux solutions et on soustrait une équation de l'autre,
on voit que la relation (4.7) est satisfaite. Alors, d’aprés le Lemme 4.2.1, on a .2 < Uy
p.p- dans @,. On peut changer les roles de u,.; et U2, & obtenir u,; < Uy p.p. dans Q,.

Donc, nous avons

Upel = Upea  p.p. dans Q,. (4.12)
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Ceci prouve que (P,.) admet au plus une solution.
La proposition suivante montre que toute solution de (P..) est uniformément bornée

indépendamment de r et € .
Proposition 4.2.1 Pour une certaine constante
M > max (1 + H,sup {(ﬁr(x,t)/(x, t) € X,,r > 1 assez grcmd}7 HO)
indépendamment de r et €, nous avons
Tp < Upe < M p.p. dans Q,. (4.13)

Preuve. Montrons d’abord que w,. > x, p.p. dans @),. En utilisant £ = (ur6 — xn)

comme fonction test pour (F,.), on obtient

/ [(ur — ), <€|Uret‘p_2uret + Ge(ure)) +
Qr
+e(ur€ — xn)f (|ur€|p_2u,n6 - |:En|p_2:L‘n> + (4.14)

+V (e — ) - (B(x, V) — Se(une) Bz, e))} dudt
_ /m (tre — ) (2,7)Ge(tre(z, 7)) da
= /QT (tre — ) (2,0) <ocu0(x) — go(l‘)> dr.

De la définition de S, et G, on a

/ V(ur6 — xn)_ - Se(ure)B(x,€) dedt = / V(u,n6 — xn)_ - B(x,e) dxdt,
Qr

r

Upe — xn)_(x, G, (um(m, 7’)) dx

S~
3\@\%/_\ 3

(ur6 — xn)_(x,r) dx — / Qe (1) (uTE - xn) (x,r) dz

Qr

T

(u,,6 - mn)_(x,r) dr — / (Jz(urE — xn) (x,r) (ur6 - xn)_(x,r) dx

T T

oz, (z, 1) (Ure — ) (,7) da

2

(ur6 = xn)_(x,r) dr — / (Jz(urE - xn)_ (x,7) dx

T T

S— 5

|
S~

oy (z,7) (We — ) (z,7) d

r
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et
/ (e — 22); Gelure) dadt = / (e — ) dcdt
- / e (upe — )] dadt.
En intégrant par rapport a ¢, on obtient
/ (e — ) dardt = /Q (wre — @) "(2,7) do — /Q (tre — ) (2,0) dr,
/ e upe — )] dadt
/ oty — )7 (tpe — ) ddt + / (e — 1) dadt

r

= ad Upe — T, - dxdt + Xy (Upe — ), dadt
2 t 0 t
a _

— §/T{(ur6 — ) 2(1‘,7“) — (e — a:n)J(x,O)} dx
+ /m ax, (urE — xn)_(x, r) dx — /QT ax, (uqu — xn)_(x, 0) dx.

En utilisant les identités ci-dessus, on déduit de (4.14) que

[ oo o))
+V (e — @) - (B(a:, Vu,) — B(z, Vxn)ﬂ dxdt
< /Qr (uTe — xn>_(x, 0) (a (ug(x) — xn> +1— go(x)> dx,

et par (4.3) et (4.5)-(4.6), il vient

/ e(ur6 — :L‘n> (|ure|p_2ur6 — |:L‘n|p_2£L‘n> dxdt < 0.
{UT€<I7L}

D’apreés le Lemme 4.2.2, on déduit que u,. > x, p.p. dans @,
Maintenant, nous prouvons que u,. < M dans p.p. dans @,.. On choisit (u,..—M)T comme

fonction test pour (P,.), on obtient
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/ [(ure - M):_ (€|uret’p_2uret + Ge(ure))

4—e(ur6 — M)+(|u,ﬂ€|p_2u,n6 — |xn|p_2xn) (4.15)
—i—V(uTE - M)Jr . (B(x, V) — Se(upe) B(z, e))} dxdt

_/ (UT€ B M)+(I7 r)Ge (ure(x, 7’)) dz

— / (ure — M)+(3:,O) (auo(z) — go(z)) da.

En utilisant la définition de S., G, et M, il vient

/ V (e — ]\4)+ - Se(ure)B(z, €) dadt = 0,

T

/ (ure — M)+(x )G (ure(x r)) dx / e (7, 7) (Ure — M)+(x,r) dx
Qr

= —/ Oé(ure — dx —/ ure - (.fL',T') d.

On intégre par rapport a t a obtenir

/ (uT6 — M)ng(ure) dxdt = / OUye (u,n€ M) dxdt

= —/ a(urg—M):r(u%— dxdt — / aM u,,E— " dadt
s Q

= —%/ {(ure—M)+2( (ur6 — )+2 (2,0)} dx
Q'r

—aM {(uTE—M)Jr(x,r) dx — (ure—M)+(x,O)} dx.

Qr

En combinant les identités ci-dessus et utilisant la définition de M et la monotonie de la

fonction R 3 r —|r[P~2r € R pour p > 1, on déduit de (4.15) :
+ + +
/ e[(ure—]\/[)t \p—l—V(u%—M) -B(x,V(ure—M) ) dadt

e|(ur€ - M):r|p + V(ur€ — ]\/[)Jr - B(z, Vu,.) dxdt

T

Il
S

IN

(e — M)+(x, 0) (a(uo(z) — M) — go(z)) da

Q2

T

IA
o

)
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puisque M > ug(z) et 0 < go(z) < 1 p.p. x € .. Donc, (4.1) conduit & u,e < M dans
Q. m

Dans ce qui suit, nous prouvons l'existence d’une solution du probléme (P,.). Consi-

dérons d’abord la fonction de troncature suivante de G, définie par

(

G (M) siue>M

Ge(ure) = § Getpe) 512y < Upe < M
\Ge(xn) $i Upe < Ty,

qui peut s’écrire, en utilisant la définition de M, G, et S, , comme

(

—aM st upe > M
Ge(u’re) = Gg(u%) st Ty S Upe S M

1—ax, stu.<z,.
\

Dong, si u,. est une solution de (P,¢) , on voit que u,. satisfait :

(e /Q e (elutrel ™ ure + Golune) ) + €6 (urel e = a2,
+VE- (B(x, V) — Se(uq)B(x, e))] dxdt

_/QT §(x,r)ée(un(x,r)) dr = /QT &(x,0) (auo(x) — gg(x)> dz,
VE e WHP(Q,), € =0 sur %,.

Inversement, soit v,. une fonction de W1?(Q,) vérifiant v,. = ¢, sur 3, et (4ii),.. Alors,
de la méme maniére que la preuve de la Proposition 4.2.1, on voit que z,, < v, < M, ol
M est la méme constante positive dans la Proposition 4.2.1. Alors, v,. est une solution
de (P,¢), et par unicité nous avons v, = u,.. Alors, il suffit donc de trouver une fonction
ue € WHP(Q,) satisfaisant u,. = ¢, sur X, et (iii), pour prouver l'existence d’une
solution de (P,¢). On va donner la preuve en deux étapes :

Etape 1 : Nous définissons

V:{UEWl’p(QT)/Uzo surEr}, Kz{UEWl’p(Qr)/Uqur SUTET}-
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Pour u € K et v € LP((Q,.), on consideére les applications suivantes :
Alw):  WH(Q,) = R
£ = (A(u),§) = V¢ - B(x, Vu) + €<€t|ut|p_2ut + §|U|p_2u> dudt

— E(x,7)Gle (u(x, 7“)) dr,
Q,

for WW(Q,) =R
& — VE - S.(v)B(w,e) — &G (v)dxdt +/ ef|zn P22, drdt

Qr r
+ [ €0 (omle) - goe) dr

Pour tout u € K nous avons A(u) € (W'?(Q,))’, 'opérateur A est continu de K dans
(WP(@Q,))’, monotone et coercitif. D’autre part, f, € (W(Q,))". On en déduit que pour

tout v € WP(Q,) il existe une solution unique [37] u € K de I'inégalité variationnelle
(A(Upe), W — Upe) = (fo, W — Upe) Yw € V. (4.16)
En choisissant w = u,. =& o £ € V dans (4.16), on obtient

(A(ure), §) = (fu, &) VEEV. (4.17)

Etape 2 : On considére 'application F, définie par F. : LP(Q,) — K, v > ., et soit
B(0, R,.) désigne la boule fermée dans W?(Q,). L’application F, admet un point fixe,
puisque
(1) 3R, >0/ F(L(Q,)) C B(0, Ry).
On utilise u,e — ¢, comme fonction test dans (4.17), nous obtenons
Ve - B(x, Vuge) + €(Jtre P20 + [wneP?ul,) dadt
Qr

= [ V¢, B(x,Vu) dedt + [ Vu, - Se(v)B(x,e) dxdt
QT QT

+/ e(tre — @) |0 [P %2y, dadt — Vo, - S.(v)B(z,e) drdt (4.18)
Qr Qr

6(‘uret|p_2uret¢rt =+ ‘ure|p_2ure¢r) dxdt — / Ge(v)uret dxdt
Qr

I
+/QT Ge(v)yy dudt +/ (tre = ¢r) (2, 7)Ge(ure(w,7)) da
J

T

(tre — ¢r)(2,0) (aug(z) — go(z)) da.

38



Chapitre 04 Preuve du Théoréme 4.1.1

En utilisant (4.1)-(4.2), (4.5)-(4.6), I'inégalité de Holder, la continuité de 'opérateur de
trace, le fait que S, et G, sont bornés et ¢, € C%1(Q,), on obtient de (4.18) pour certains

constantes ¢; , 1 = 1,2, 3,

‘ure < Cl‘ure ! —|-62’Ur6’17p+03-

‘1p ‘1])

D’apres cette inégalité, pour une constante R, dépendant de € et r, on a
[Urelip < Rye. (4.19)

Dongc, (1) est vérifie.

(2) F.: LP(Q,) — LP(Q,) est continue.

On suppose que (v;)jen C L9(Q),) est une suite qui converge dans LP(Q),) vers v. Nous
posons ul, = F.(v;) et u,e = F.(v). On écrit (4.17) pour ul, et u, avec & = ul, — u,. et

on soustrait d’une equation de ’autre, on obtient

/QT [V (lﬂe - ur6> . <B(m,Vuﬁe) — B(x, Vur€)>
+6<uf;6 = Ur ) (|uret’p uly |uret|p_2ur6t)

el = upe) (ld P2l = ) | o (4:20)
= — /Qr (ui€ - ure)t<@€(vj) - (_}e(v)) dxdt

+/QT V(uie _ ur€> : (Se(vj) — SJU))B(:E,@) dxdt

+/QT (uf,e — ur5> (x,7) (C_?E(uf;e(x,r)) — Ge(Upe(, r)))dx.

En utilisant la bornitude de G, et S, , la monotonie de G, (4.2)-(4.3), (4.19) , I'inégalité
de Holder et Lemme 4.2.2 , on déduit de (4.20) que

/ e(uzie - u) (luielp”uie - |um|p—2ur6) ddt
o [ (o) 000G
+A/ v uiﬁ—u%) (1)) — S.(0)
/ (e~ ) P dxdt)l/p(/Qr’Ge(vj)—GE(v)P dmdt)l/q
+A /Q T )v W, — u) " dmdt)l/p< (v;) — S.(v) e

< QRTE( G(vj) — ée(v)‘q q>'

dzdt

(4.21)

q
dxdt)
QT

e(vj) — Sc(v)
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Puisque G, est Lipschitzienne,

/ ‘C_?e(vj) - Ge(v)}q dxdt / G(vj) — Ge(v HG v;) — G(v) " dxdt

|
/ . (v )‘ drdt
/

- v‘ dxdt (4.22)

<C6

De la méme fagon, on établit

J,

Si on combine (4.21)-(4.23), on obtient

0< / e(uie — um> <|uf;€|p_2uﬁ6 — |uT5|p_2ure) dxdt < cg
Qr

ce qui implique que

Se(vj) — Se(v)‘q dzdt < c7|v;

— v

(4.23)

1/q

’
p

Uj—U

lim 6(“3;5 - ure) (|uie|p_2uie - |ure‘p_2ur€> dzdt = 0.
Qr

j—+oo
Dong, si p € [2, +00[, on obtient de la premiére inégalité du Lemme 4.2.2
ul. — u,  fortement dans LP(Q,),

et si p €|1,2[, on peut aussi appliquer la premiére inégalité du Lemme 4.2.2 & ¢ > 2,
t = f(ul,), et z = fluy), ou f: LP(Q,) — LYQ,), w — |w|P"?w, pour trouver une
constante p, > 0 tell que

dxdt

[ J1080 = s
< [ (700 = £00 ) (LRI ) = 1 2 )

= / <ug"e - ure) <|u1j;e|p_2u£e - |u7"€|p_2u7‘€> dl’dt,
,

qui conduit a
f(ul) = f(uze) fortement dans LY(Q,).
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Puisque f a un inverse continu f~!: LY(Q,) — L*(Q,), w —|w|?%w, on en déduit que
ul, — up. fortement dans LP(Q,), p €]l,2].

Donc, F; : LP(Q,) — LP(Q,) est continue.
Ainsi, par le théoréme du point fixe de Schauder nous concluons que F, admet un point
fixe qui est une solution au probléme (P,.). Finalement, la preuve du Théoréme 4.1.1 est

terminée.

4.3 PREUVE DU THEOREME 4.1.2

Tout d’abord, nous énongons et prouvons plusieurs lemmes nécessaires pour la preuve
du Théoréme 4.1.2. Le lemme suivant nous permet de construire un couple de suites

monotones des fonctions définies dans ().

Lemme 4.3.1 Soient r,s > 1 assez grand que s > r. Ensuite, il existe deux solutions

et ug, respectivement a (P,.) et (Ps.), satisfaisant
Upe < Uge €t Se(Use) < Se(upe)  pop. dans Q.

Preuve. Soient u,. et u, les solutions uniques correspondant respectivement a (FP,¢) et
(Ps). De la définition de 6,., nous avons u,. = x, dans (2,,N0$2,.)x]0, r[. Nous prolongeons
ure & Qs \ Q, par z,, et encore dénoter par u,. cette fonction.

Grace a (4.13), la fonction & = fg((ur — us)+) = 0 p.p. dans Qs \ Q.. Par conséquent
&(,r) =6&5(.,8) =0 p.p. dans Qg et &5(.,0) = 0 p.p. dans Q4 \ .. Alors nous avons

S fes (el = a2 + (Gl = Gl

+V&s - (B(x, Vi) — B(z, Vug) — (Se(tre) — Se(use)) - B(x, e))} dxdt
—i—/QT 556(|Ur5]p_2ure — |use|p_2use> dxdt = /QT &s(x,1)Ge(upe(x, 7)) do
- [ et do [ e, 0)(amo(@) — gu(o)) e
— /QS &(x,0) (auo(x) - go(:v)) dr = — /QS\QT f5([2§',0)<O{UO(I‘) - go($)> dx
=0
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D’aprés le Lemme 4.2.1 de comparaison, nous obtenons
Ure < Use  p.p. dans Q.

En outre, en utilisant I'inégalité ci-dessus et la monotonie de S,, nous trouvons

Se(tse) < Se(upe) p.p. dans Q,,

qui compléte la preuve du lemme. m

Remarque 4.3.1 Pouri = r,s, nous prolongeons u; et Se(u;.) en dehors du Q; respec-
tivement par x,, et 1. Ensuite, en utilisant (4.13) et le fait que 0 < Sc(u;e) < 1 p.p. dans

Q;i, nous obtenons

Upre < Use €t Se(tse) < Se(tre)  pp. dans Quo,
0<tUpe—x, <M—2x, e 0<S(u) <1 pp.dans Qu, (4.24)
O0<use—a,<M-—2z, e 0<S(ug)<1 pp.dans Q.

Par le théoréme de Beppo-Levi nous déduisons qu’il existe u. € Lj (Qoo) N L (Qoo) telle

que
Ure = ue  fortement dans L}, (Q), (4.25)
Ure = ue  fortement dans L} (Q), (4.26)
Upe = Ue  P.p. dans Q. (4.27)

En outre, comme S, est continue sur R, il s’ensuit que

Se(tre) = Se(ue)  fortement dans L (Q), (4.28)

loc

Se(tre) = Se(ue) p.p. dans Quo. (4.29)

1 :
Le lemme suivant prouve que (Upeg,)r, @ = 1,...,n et (€7, ), sont localement unifor-

mémenet bornés dans LP((Q),) indépendamment de e.

Lemme 4.3.2 Soit R > 0 un nombre positif five assez grand. Il existe une constante Chg,

qui ne dépend que R, telle que pour toutr > R+ 1, on a
/ ltral? + [Vitye|P dadt < C. (4.30)
Qr

Preuve. Soit § € D(R™*!) tel que # = 1 dans Brx| — R, R[ et # = 0 dans R"™!\
(Bri1x] — R — 1, R + 1]). Puisque u,. = ¢, sur %, on peut choisir (u, — ¢,)6” comme

fonction test dans (P,.) a obtenir

62



Chapitre 04 Preuve du Théoréme 4.1.2

/ 0r (B(x, Vi) - Vg + e|ur€t|p> dxdt
QR+1
0 (b6, — w VO +099,) - Blx, V) dodt

68p_1|u7"€t’p_2uret (p(¢r - ure)et + 0¢rt> dxdt

(

[ (=600 ) )Gl 1) (431)
(
(

S
Posons O(s) = / (1 — He(z))dz. En utilisant I'intégration par parties par rapport a t,

on voit que la derniére intégrale du coté droit de (4.31) peut s’écrire comme
/ ((ure - M@p) G (ure) dwdt
QR+1 t
= / <u7‘et - aure“ret) gpse(ure) dxdt
QR+1
+/ <(¢r9p)t + p9t9p_1uT6> Ge(upe) dxdt
QRr+1

_ /Q ((Oclure = 20)), —

+/ <(¢r9p)t + p@tﬁp_lure> Ge(uype) dxdt (4.32)
QR+1

(uze)t> 0P dxdt

oo

- _ p—1 — _ 22
_ /Q N 0,0 (@e(u“ ) zum) dudt
—1—/ 0 (z, R+ 1) (@E(urE — ) — gui) (z,R+1) da
Qr11 2

[0
- " 70 @e re — 4n) T 5 ge 70 d
/QR+1 (x )( (Ure — Ty) U )(x ) dx
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+ / ((:07): + P00 ure) Ge(upe) dadt.
QRr+1

En utilisant (4.1), (4.2), (4.5), (4.6), (4.13), (4.32), I'inégalité de Holder, la défintion de
by 0, Se, G, O et le fait que € €]0, 1
dépend que R :

, on obtient de (4.31) pour une constante Kg ne

1/
/ €|0uret|” + MOV, P dedt < KR{l + (/ €|ty |” dxdt) ! +
QRr+1

QRr+1

+( /Q N AL th)”p + ( /Q AL dxdt)l/q},

R+1

qui conduit a
0 < Vo < Kp(1+ VP 4 VY),
ou

V.= / €|0ure|? + MOV, [P dxdt.
QRry1

Comme p > 1, on obtient
V;"e S KR'

Enfin, puisque # = 1 dans (Qr, on en déduit que

/ €|uret|p + |Vure|p dxdt < = CR,
Qr

min(1, \)

qui est le résultat recherché. m

Maintenant, en utilisant (4.2), (4.24) et (4.30), on voit que (upe).(resp. (B(., Ure))r)
est localement uniformément borné dans W'?(Q.)(resp. LY(Q.)). Par conséquent, de
(4.25)-(4.29), on déduit qu’il existe une sous-suite, 1, D, € L (Qs) et B. € L] (Qu)

loc loc

tels que

Upe = Ue  fortement dans L} (Q), (4.33)

loc

Upe — Ue  fortement dans L (Qwo), (4.34)

loc
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Uppe = Ue  P.p. dans Qoo, (4.35)
Upe — Ue  faiblement dans M/lif(Qoo), (4.36)
Se(Urpe) = Se(ue)  fortement dans L (Q), (4.37)
Se(Urpe) = Se(ue)  p.p. dans Qo (4.38)
U e P 2t e = JuclP"?u.  fortement dans L, (Q), (4.39)
Uy et P 2Uper = De  faiblement dans LY (Q), (4.40)
B(.,Vu,,) = Be faiblement dans L] (Qw). (4.41)
Ensuite, nous avons :
Lemme 4.3.3 Les fonctions u. et Sc(u.) satisfont aux conditions suivantes :
ue=¢ sur Yp, (4.42)
Tp <ue < M, pp. dans Q, (4.43)
0 < Sc(ue) <1, pp. dans Qu. (4.44)

Preuve. Soit R > 0 un nombre positif fixé assez grand et 7, > R + 1. Puisque u,,. est

une solution de (P,,.), on obtient en utilisant la définition de 6,, :
Upe = ¢ sur Xp N Xp. (4.45)
De (4.45), on voit que u,,. € K, ou

Ke={weWwQu)/w=0 surSpnss},

qui est fermé et convexe dans W?(Qg), et donc, on déduit de (4.36) que u. € K. Ainsi,
(4.42) est vérifié puisque R est arbitraire. En outre, en faisant aller & — oo dans (4.24)
et en utilisant (4.35) et (4.38) on obtient (4.43)-(4.44). m

Lemme 4.3.4 Soit R > 0 un nombre positif fixé assez grand. Alors, nous avons

V¢ € WHP(QR), / €Cilue [P *ue + VC - B(x, Vu,) dadt (4.46)

R

- / G D.(w,t) + VC - B(a,1) dudt.
Qr
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Preuve. Soit r. > R+ 1 et soit & = ny tel que n € D(QR), v € D(0,R), n >0 et ¢ > 0.

En choisissant (u. — ¢)§ comme fonction test pour (F,,.), on obtient
[ (6= 00) (ctnalr =+ Gotn)) + €6 (= ) (el ~ a2
Qr

—l—V((u6 — ¢)§) : (B(ac, V) — Se(ur,e) Bz, e))] dxdt = 0. (4.47)

Ainsi, en passant a la limite dans (4.47) lorsque k — oo, et en utilisant (4.34), (4.37) et
(4.39)-(4.41), on trouve

/Q [((ug - Qb)f)t(eDe(:E, t) + Ge(u5)> + Ef(ue _ gb) <|u€|p—2u€ B |$n|p_2xn>
+9 (e = 0)€) - (Belar, 1) = S(u) B(w,e) )| duwdt =0 (.48

Maintenant, en utilisant (u,, — ¢)& comme fonction test dans (P,,.) et soustrayant (4.48)

de I'identité obtenue, on obtient
/ {[e|uTket|p + Vu,, - B(z, Vurke)] dxdt

Qr

= / f[l’)’e(w, t) - Vue + €D (x, t)uet} dzxdt
Qr

+ / v (¢€) - (B(x, Vitr,.) —Be(x,t)> drdt
Qr

—/ VE - <urk€B(:c,VurkE) — uEBE(:c,t)> dxdt

R

- / i &ttty cqtinc = Del, e ) dadt
T o (e X R o
S (R L e e A I e

o ol (s =) -

- /Q B ) [V (= 0)€) - Sulune) = 9 (0 = 0)¢) - 8.(0)] o

- / (e = 9)€) Gelund) = ((we = 9)€) Gelu)| dad.

R

En faisant k& tend vers +oo dans (4.49) et utilisant (4.33)-(4.34), (4.36)-(4.37) et (4.39)-
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(4.41), on trouve

lim §[e|ur,€d|p + Vu,,. - B(z, Vurkg)} dxdt

= / §[eu€tDe(x, t) + Vue - B(x, t)] dxdt. (4.50)
Qr
Maintenant, par (4.3) et le fait que la fonction r — |r|P~?r est monotone sur R, on obtient

§ €(urke - U) ’uﬂcet‘p_2u7’k5t - ”Ut|p_20t
t

R

+V (Uppe — v) - (B(x, Vu,,.) — Bz, VU))i| dxdt > 0,
Yu € Wl’p(QR),

qui peut étre s’écrire comme suit

/ f[e\urketV’ + Vu,,. - B(z, Vurke)} dxdt

—/ S[eumgtvt|ur,€5t|p—2 + Vv - B(x, Vurke)] dxdt (4.51)
Qr
—/ f[V(u,,k6 —0)B(x,Vv) + €(uye — v)t|vt|p_2vt] dxdt > 0,
Qr
Yo € WH(QR).

En passant a la limite & — oo dans (4.51) et utilisant (4.36), (4.40), (4.41) et (4.50), il

vient
/ §[eudD6(a:, t) + Vue - B(x, t)} dzdt

—/ f[evtDe(x,t)+VU'Be(l’,t):| dxdt

R

—/ 5[(u6 — v)¢|ve|P %0 + V(ue — v) - B(w, VU)] dxdt > 0,
Qr
Yo € WH(QR).

qui prend la forme suivante

/QRf[e(ue — U)t(De(:E, t) — Ivtlp_%t> (4.52)

+V (ue —v) - <Be(a§,t) — B(x, Vv))] dxdt > 0,
Yo € WH(QR).
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Soit ¢ € WH(QRr) et A € [0,1]. Si nous utilisons v = u, — A( comme fonction test dans
(4.52), on trouve

/ 5[@ (De(a:, £) = (et — AC)|ues — wp—?) (4.53)
V(- (Be(x,t) ~ B(e, Vu, — AV())] ddt > 0.

Nous avons

Uet — )\Ct{p_Q

Uet — )\Ct

_ | + \gt\)p_l, (4.54)

p—1
<(

(s = XG)

et d’apres (4.2),

p—1

|B(z, Vue = AVO)| < A|Vu, - Wg‘p_l < A(|Vu] +]v¢]) (4.55)

En utilisant la continuité de la fonction y — B(.,y), (4.54) et (4.55), on déduit de (4.53)

par le théoréeme de convergence dominée

/ f[e(}, (De(x,t) — |u6t\p71) + VC(B€<£L‘,t) — B(z, Vue))] dxdt

R

=l [ €[ (Diw0) = (=26 - = XGI?)
V(- (Be(az, 1) — B(z, Vu, — Wg))] drdt > 0.
D’autre part, si on choisit v = u, + A dans (4.52), on arrive aussi a
/ f[eg(De(x,t) - |u€t|p_2u5t> + V(- (Be(x,t) — B(z, Vue)ﬂ dxdt < 0.
Qr
Do,
/ f[eg} (De(w,t) — |u5t|p_2uet> + V(- <B€(x, t) — B(x, Vue)>] dxdt = 0,
Qr
qui conduit a

/Q R [ (D)~ Jual? ) +VC - (Bl 1) — Bz, Vu) )| dedt = 0.

Par conséquent, (4.46) est vérific. m
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Soit € € Wi (Que) tel que € = 0 sur Xp et supp(€) est borné. 1l existe R > 0 assez
grand tel que supp(§) C Qr. Pour tout r;, > R, la fonction & est une fonction test de

(Pr,.). En tenant compte du fait que &(.,7;) = 0 p.p. dans Qg, nous obtenons

/ [ft (e]urket\p’Qude + Ge(urke)) + eft(\u%e\p’zurke - ]xn]p’an)
+V§~(B@;Vumﬁ-—SJumJ-BCmeD}chdt (4.56)
— | &(@,0)(auo(@) - go()) do.

Qr

En faissant & — oo dans (4.56) et utilisant (4.34), (4.37), (4.39)-(4.41) et (4.46), on
obtient

/QR [ft (e|u€t|p’2uet + Ge(ue)> + 6&(|ue]’”’2u6 - \xn|p’2xn)
VE - (B(:E,Vue) - Se(ue)B(a:,e)ﬂ dxdt
= [ &@,0)(auo(@) ~ go(a)) d,
Qg

qui peut s’écrire comme suit
ft €|uet|p_2uet + Ge(us) + Egt |ue|p_2u5 - |xn|p_2xn
e )+ )
+VE¢ - (B(x, Vu,) — Se(ue)B(x,e)ﬂ dxdt
:/ &(x,0) (auo(:v) —gg($)> dx.
Qoo

Cela compléte la preuve du Théoréme 4.1.2.

4.4 PREUVE DU THEOREME 4.1.3

Dans cette section, on passe a la limite dans (P.) comme ¢ — 0 pour prouver le
Théoréme 4.1.3. Soit R > 0 un grand nombre positif fixé. Alors, on utilise (4.30) et (4.36)

a obtenir

Ve €0, 1] /em#+WWPMﬁ§@h (4.57)

R
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ou Cr est la méme constante positive dans le Lemme 4.3.2, qui ne dépend que R. De
(4.2), (4.43), (4.44) et (4.57), on a pour une sous-suite ¢, u € LF (0,00; Wt"(Q)),
g € L;ZOC<QOO) et B € ]L;]oc(QOO)?

U, —u  faiblement dans LY, (0, 00; W,o"(Q)), (4.58)
Se,(ug) — g faiblement dans L (Qo), (4.59)
B(.,ug) = B faiblement dans L (Qoo). (4.60)
Alors nous avons
Lemme 4.4.1
uw>x, pp. dans Qs et u=d¢ sur Xp, (4.61)
0<g<1 pp. dans Qu. (4.62)

Preuve. Soient

K, = {v € IP(0, R W'P(Qg))/v >, p.p. dans Qr, v=¢ sur Xpn ZR},
Ky={ve Ll (Qr)/0<v<1 pp.dans Qr}.

Notons que K est fermé et convexe dans L?(0, R; W'P(Qr)). Grace a (4.42) et (4.43), la
suite u,, appartient a K. On déduit donc de (4.36) que v € K; pour tout R > 0 assez
grand. Cela conduit & u > z,, p.p. dans Q« et u = ¢ sur Xp. Donc, (4.61) est vérifié. De
meéme, 'ensemble Ky est fermé et convexe dans LY(Qr) et par (4.44), S, (u,) € Ko, ce

qui conduit, par (4.59), & g € K, pour tout R > 0 assez grand. Cela nous donne (4.62). ®

Lemme 4.4.2 Nous avons
glu—1z,)=0 p.p. dans Qu. (4.63)

Preuve. De (4.43), la suite u,, est localement uniformément bornée dans L?(Q)). Donc,

il existe une sous-suite, toujours notée par €, et w € L} (Qo) tels que

—w faiblement dans L (Qs). (4.64)

Ue loc

l

Si ¢ € D(Qw), on déduit de (4.58) et (4.64) que

(u—w) dxdt = llim C(ue, — w) dxdt + llim C(u — ue,) dxdt =0,
—00 —00

Qoo Q Qoo
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ce qui conduit & ©u = w p.p. dans (J,. Donc,

Ue

, —u  faiblement dans L} (Qx). (4.65)
Par contre, en utilisant (4.57), on a facilement

e, U2 — 0 fortement dans LY. (Qs). (4.66)

loc

Ainsi, si nous définissons la fonction suivante
Ne, = Gez (u61> + Eluezt|ufzt|p_27 (467)
on obtient en combinant (4.59) et (4.65) — (4.67),

Mg — g —au  faiblement dans L (Qs)- (4.68)

loc

Maintenant, en utilisant & € D(0, R; W, *(Qz)) comme fonction test dans (P.,), et em-
ployant (4.2), (4.57) et I'inégalité de Holder, on obtient

‘/ &?76[ dl’dt‘ < K’£|Lq(O’R;W—1,q(QR)), (4.69)
Qr

ot K est une constante indépendante de €. Cela prouve que 7., est bornée dans
L9(0, R; W~149(Qg)). Maintenant, on introduit

W = {v e L9Qr) /v € L(0, R W 9(0p)) |

qui est un espace de Banach pour la norme [v|e(gp)+ [Ve|La(0,r;w-1a(0))- Ensuite, I'injec-
tione

LYQR) — W H(Qg),

est continue et compacte puisque L¥(Qz) et W19(Qp) sont réflexifs (voir [1]). En déduit
que l'injection

W — L1(0, R; W 19(Qg)), (4.70)
est compacte (voir [37]). De (4.68) et (4.69), la fonction 7, est bornée dans W. Alors, il

existe une sous-suite encore notée ¢ telle que 7., — n faiblement dans W. Gréace a (4.68),

on an=g—au et par (4.70), on obtient

G (uy) = g—au  fortement dans LY(0, R; W~ 1(QR)). (4.71)
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Si # € D(QR) tel que 8 >0, on a
0< / Se(ue) (g, — )0 dadt
Qr
= / (1 — He(ue, — ) (ue, — 20)0 dadt
Qr

< / (1 — H, (ue, — xn)) (uq — xn)ﬁ dxdt
{0<ue; —n<e }NQR
< |0]|Qx|, (4.72)

ce qui conduit, en passant a la limite | — oo dans (4.72),

zliglo Se, (ue,) - (uq — xn)b’ dxdt = 0. (4.73)
Qr
De (4.58), nous avons
(e, — )0 = (u—x,)0  faiblement dans LF(0, R; W, (Qg)). (4.74)

Si o = 0, on obtient en utilisant (4.71), (4.73) et (4.74),

/ g(u — z,)0 dedt = lim Sel(uel)(uel — xn)H dxdt = 0.
Qr

l—o00 QR

Cela imlique que pour tout 6 € D(Qr), 6§ >0 :
/ g(u—x,)0 dzdt =0,
R

ce qui donne g(u — z,) = 0 p.p. dans Qg pour tout R assez grand. Donc, g(u — z,,) =0

p.p. dans Q.
Si a > 0, la relation (4.73) peut s’écrire comme suit

lim (Gq (ug) + &uq) (uq — xn)H dxdt = 0. (4.75)

l—00 QR

En utilisant (4.71) et (4.74), on obtient de (4.75),

1
lim Ou? dzdt =—=lim [Gq(uq)(uq — )0 — amneuq] dxdt
=00 On « l—o0 Qn
1
= /Q [(g —au)(u — x,)0 — axyﬁu} dxdt
R
1
= Ou? drdt — a/ g(u — x,)0 dadt. (4.76)
Qr Qr
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Comme u., — u faiblement dans L*(Qg), on a
VOu, — Vou  faiblement dans L*(Qg).
Cela implique que

/ u*6 dxdt < lim u? 0 dadt. (4.77)
R

Enfin, nous combinons (4.76) et (4.77) & obtenir

1
/ u?0 dxdt < ——/ g(u— x,)0 dxdt +/ w0 dxdt < / w6 dxdt,
Qr @ JQr Qr Qr

qui donne
V0 € D(Qr), 6 >0, / g(u — x,)0 dxdt = 0.
Qr

Cela implique que g(u—1,) = 0 p.p. dans Qg pour tout R > 0 assez grand, ce qui conduit
ag(u—x, =0p.p. dans Qo W

Remarque 4.4.1 De (4.63) et (4.76), on déduit que

/ u? drdt = lim ufl dzdt,
Qr

et comme u,, converge faiblement vers u dans L*(Qs), on a
U, — u fortement dans L*(Qo).

Lemme 4.4.3 Soit & une fonction de D(QRr) et & > 0. Nous avons

/Q R V((w=0)¢) - (Bla,t) — gB(r.0)) dat

— /Q <¢f)t(g — au) dxdt + %/Q & (u — a:n)Q dxdt. (4.78)

Preuve. Soit ¢ une fonction réguliére telle que d(supp(¢),Xp N Xg) > 0 et supp(() C
Br x (] = R, —p[U]p, R[) pour une constante positive p > 0. Pour tout 7 €] — p, p|,
(x,t) = ((x,t — 7) est une fonction test de (P.) et s’annule dans R™ x {0}. Alors

/Q [VC(I,t —7)- <B(:1:, Vug,) — S, (ug) - B(x, e))

+Ct (l',t o 7—) <€l|u€zt’pi2uelt + Gﬁz (uq))

—l—q((:v,t — 7') (|u€l|p_2uq — |xn|p_2xn)] dxdt = 0.
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En prenant [ — oo, on obtient en utilisant (4.59), (4.60), (4.65), (4.66) et le fait que

€|t [P~ 2ue, — |2 22, — 0 fortement dans LY(Qr),
/ [Vf(x,t — 7') . (B(x,t) — gB(z, e)) + Ct(x,t — 7') (g — au)} dzdt = 0,
Qr
qui peut s’écrit comme suit

/Q V((z,t —7) - (B(z,t) — gB(z,¢)) dadt

_aﬁT(/Q (Gt =) (g — au) (2,1) dadt) =0.

Ensuite, pour 7 €] — p, p[ on a

/ V¢(z,t —7) - (B(z,t) — gB(z,¢)) dadt
0

_E( o (1) (g — au) (x,t — 7') dxdt) =0. (4.79)

La relation (4.79) est vraie pour chaque ¢ € LP((0, R); W'?(Qg)) telle que ¢ = 0 sur
YpNXget ( =0 dans Qg x (]0, p[UJR — p, R]). On choisit ¢ = (u — ¢)§ avec & € D(Qr)
et £ > 0, on obtient pour 7 €] — p, p|,

/Q V((u—¢)&)(z,t—7) - (B(z,t) — gB(z,e€)) dudt

— % (/ (uw—@)E)(x, 1) (g — au) (z,t + 1) dxdt). (4.80)

R

La fonction

oo 2 (o 96 o)t 47 ar)

appartient a C%(—p, p). Donc, la fonction

T g (u—9)&)(z,t)(g — o) (z,t + 7) dadt

appartient & C'(—p, p). En outre, £ et ¢ sont des fonctions réguliéres par rapport a t,

donc, on a

T g (¢§) (x,t) (g — au) (a:,t + T) dxdt

appartient a C*(—p, p). Ensuite de (4.80), la fonction

Y(1)= /Q ((u—2,)€&) (2, t) (g — au) (z,t + 7) dadt
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est dans C''(—p, p) et on a
/Q V((u — gb)f) (:L‘,t — 7') . (B(x,t) — gB(x, e)) dxdt
=Y'(0) + /Q ((¢ = 20)8),(z,t) (g — au) (x,t) dzdt. (4.81)

On peut écrire Y comme
Y=Y1-Y,-Y; Y,

ou

Vi(r) = /Q ((u = 22)€) (@, g, t + 7) dadt,

o

S

I

Q
S—

&(x, t){ (u(z,t) — z) (u(z, t + 7) — u(z, 1))

R

(u(z,t) — xn)Q — (u(z, t+71) - xn)2>} dxdt,

&(z,t) (u(z,t) — xn)2 dxdt,

VS

A
2
|
N[O N2 N

E(z,t) (u(z, t+7) — xn)2 dxdt

Q\;?\

=

E(z,t —7) (u(z,t) — xn)Q dxdt.

| e

;9\

D’abord, on a
JY3

23

puisque Y3 est indépendante de 7. Ensuite, comme £ est une fonction réguliére on voit

0) =0, (4.82)

que Yy € C(—p,p), et on a
Y,
Q(O) =2 &) (ule,t) — 2,)° dadt. (4.83)
87— 2 Qr

De plus, nous avons pour tout 7 €] — p, p,

Ya(r) = —% ; £, ) (u(x, t + 7) — u(x,t))” dadt
< 0 = Y3(0)
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Alors, 0 est un minimum absolu pour Y; — Y5 dans | — p, p[, et puisque

on obtient

oY, - V)
or
En utilisant (4.82), (4.83) et (4.84), il résulte de (4.80) que l'on a

(0) = 0. (4.84)

/Q V((u — qb)§) (:(:,t) . (B(a:,t) — gB(x,e)) dxdt

- / (0€),(x,t) (g — au) (z,t) dedt + % g &z, t) (u(z, t) — xn)Q dxdt.

Enfin, si on choisit £ € D(Qr), £ > 0, on voit que (4.78) est vrai. m

Lemme 4.4.4 Soit £ € WYP(Q.) tel que supp(§) est borné. Nous avons

V¢ - B(x,Vu) dxdt = V¢ - B(x,t) dxdt. (4.85)
Qoo Qoo
Preuve. Considérons (6s5)ss0 C D(Qg) tel que 0 < 05 < 1 dans Qg, pour une certaine
constante K indépendante de §, V5| < K, et pour ¢ assez petit,
s =1 dans {x € Qr/d(0Qg, x) > (5} = Qps.

Choisissons (u., — ¢)0sn avec n € D(0, R) et n > 0 comme une fonction test dans (F,,),

en écrivant (4.78) pour £ = 051 et en soustrayant l'une des égalités de 1'autre, on trouve

/ 0snVue, - B(z, Vu,) dedt = / OsnVu - B(x,t) dxdt
Qr Qr

—/ nVls - (uElB(a}, Vu,) — uB(a:,t)) dxdt

Qr

+ / 05V <B(x,qu) —B(a:,t)) dudt

+ onVbs - (B(:z:, Vu,,) — B(a:,t)) dxdt
Qr

_/ El((uq - ¢)n)t05|uelt|p_2uelt dxdt
Qr

—/ € (uel - ¢)95n(|uel P2, — |xn|p_2xn> dxdt (4.86)
Qr
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+/Q B(x,e)0sn (V(uel — ¢)Sq(uq) — gV (u— ¢)> ddt
—i—/@ nVos - B(a:,e)((uel — ¢)Sel (uq) — glu— ¢>> dudt
_/ 995 (o), dadt —/ Se, (te,) 05 ((ue, — ¢)n), dadt

R Qr

—l—/ ate 05 ((ue — ¢)n), drdt +/ aufs(on); dzdt
R Qr
o 2
— —ni0s(u — x,)° dxdt.
Qr 2

En faisant 6 — 0, on obtient en utilisant la définition de 65,

/ nVue, - B(x, Vue,) dedt = / nVu - B(x,t) dedt
Qr Qr
+/ nVe - (B(x,qu) —B(x,t)) dxdt
Qr
el((uq — ¢)n)t|uqt]p_2uqt dxdt
em(uq — gb) <|uq |p_2uel — |xn|p_2xn> dxdt (4.87)
+ | 9B, e) (Vg — ¢) - S (uq) — gV (u— ) dudt
| 9.0 (V= 0)- S 0) — 9V~ 0))
- / g(epn)e dadt — / ((ue, = @) Sei (ue) drdt
Qr Qr
—l—/ e ((ueg — @)n), dscdt—l—/ au(pn); dxdt

Qr Qr
- 2
- —ne(u — x,)° dadt.
Qr 2
Par (4.60), nous avons
lim nVe - (B(x, Vu,,) — B(z, t)) dxdt = 0. (4.88)
D’autre part, on a
lim — e1((ue, — 9)n) [P *uey dadt <0, (4.89)
Qr
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puisque
/ El ((uel - ¢)n)t’uélt|p_2uqt da’;dt —
R

:/ en|ue,|? dxdt+/ el|uqt|p_2u5ltuqnt da:dt—/ el(gbn)t|uqt|p_2uqt dxdt,
Qr Qr QRr

le premier terme de coté droite de 'égalité ci-dessus est positive. De plus, en utilisant

(4.66) et le fait que u,, est uniformément bornée, on obtient (4.89).
De (4.63), on déduit :

/ 1B(z,€) - (Vg — 0)S, () — gV (1 — 6)) dde
Q

NS¢, (e, )V (e, — ) - B, €) dxdt (4.90)

R

V(6n) - (Se(ue) — g) B(x, ) dadt.

R

|
S~~~

Par (4.59), le dernier terme de (4.90) tend vers 0. En appliquant la formule de divergence,

il vient :

‘/ NS¢, (te, )V (e, — ) - B(x, €) d:z:dt) (4.91)

min(ue, —Zn,€1)
= ‘/ V(/ (1—H,(s)) ds> -nB(x,e) dxdt‘
Qr 0

< el(/ n| B(x,e)v| do(z,t) +/ n|div(B(z,e))] dxdt).
9Qrx]0,R| Qr
On obtient de (4.90)-(4.91) :

lim nB(z,e) - <V(uq — ¢)S, (ug) — gV (u — ¢)) dxdt = 0. (4.92)

l—+o00 Qr

Egalement, on a

lE-IEloo - /QR ((ue, — gb)n)tSEl (ug) dzdt — /QR g(pn)e dedt =0, (4.93)
puisque
= / ((ue, = @)n),S¢ (ug,) dadt — / g9(en); dudt (4.94)
Qr Qr

= —/ M:Se, () (ue, — x,) dadt — / 1nSe (e ) (ue — xn)t dxdt
Qr

Qr
+ /Q (S (va) = ) o o
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en raisonnant comme dans (4.73), le premier terme du coté droit de (4.94) converge vers
0. En intégrant par parties, on voit comme dans (4.91) que le second terme tend aussi
vers 0. En utilisant (4.59), on obtient (4.93). Ensuite, par (4.43) et I'inégalité de Holder,

on a
‘/ emn uq — |u6l| — |xn|p_2xn) dxdt‘
Qr
< / em(M + |z | + 4,0) (\uel\p_l - |xn|p_1> dxdt (4.95)
QRr

1/1? p 1/‘1 p 1/‘1
<g¢ {( g €]z d:vdt) + ( g €1)ug, | dmdt) }’n(M + |zn] + ©) )
R R

et en faisant [ — +oo dans (4.95) et tenant compte de (4.57), on déduit

lim an(ueg, — @) (Jue [P *ue, — |a|P"*z,) dadt = 0. (4.96)
l—+o00 Qr

De plus, observons que

/ auEl((uEl — gb)n)t dxdt = / a((uq — xn)n)t(uq — :En) dxdt
Qr Qr
—I—/ au, (en) dedt — / amn((uel — mn)n)t dxdt. (4.97)
Qr Qr
En intégrant par rapport a t, on obtient
/ a((uq — xn)n)t(uq — xn) dxdt = / g77,5(uq — x,)? dadt, (4.98)
Qr Qr 2
/ e xn)n)t dxdt = 0, (4.99)
alors, de (4.97)-(4.99) on peut écrire

o
aue, ((ug, — @)1 )t dxdt —I—/Q au(pn); drdt —/Q Em(u — x,)? dadt
R R

— /QR §7It((ue, xn)2 — (u - xn)2) dxdt —/ a(gpn)t(uq — u) dxdt.

Qr

\

(4.100)
On a
‘ / nt((uel - $n>2 - (U - l'n)z) dxdt ‘ = ‘

<

(e +u — 22,) (e, — ) drdt ‘

Qr
i (Ue, +u — 2xn)

‘uel_u‘ 9
2 2
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et
‘ / ()i (ue —u) dadt ‘ < ‘ (pm)e | | te —u ‘ K
Qr
En utilisant la Remarque 4.4.1, on déduit
lim e ((ue, — )% — (u — x,)?) dadt =0, (4.101)
R
lim (en)e(ue, — u) dzdt = 0. (4.102)

En faisant | — oo dans (4.100) et utilisant (4.101)-(4.102), il vient
lim aue ((ue, — @)n), dedt +/ au(pn); dzdt

I=00 Qr Qr

—/ g77,5(u — z,)? dadt = 0. (4.103)
Qr 2

En passant a la limite sup dans (4.87), et utilisant (4.88), (4.89), (4.92), (4.93), (4.96), et
(4.103), on obtient

lim [ 7nVu, - B(r,Vu,,) dedt < / nVu - B(z,t) dzdt,
Qr R
Vn e D(0,R),n >0, (4.104)
Maintenant, on considére v € LP(0, R; WP(Qg)) et n € D(0, R) tel que n > 0. L'utilisa-
tion de (4.3) donne

/ nV (ug, —v) - (B(z, Vug) — Bz, Vv)) dzdt >0 VI €N,
Qr
qui peut s’écrire comme

/ nVu, - B(x,Vue,) dxdt —/ nVu - B(xz,Vu,,) dxdt (4.105)

R R

—/ nV(uq —v) - B(x,Vv) dxdt >0 VI € N.

R

En passant a la limite sup dans (4.105) et tenant compte de (4.104), (4.58) et (4.60), on
obtient
/ nV(u—v) - (B(z,t) — B(z, Vv)) dzdt > 0. (4.106)
Qr

Ainsi, si on choisit dans (4.106), v = u — X tel que € € LP(0, R, W'P(QR)), et X € [0, 1],

on obtient
/ nV¢ - (B(:L',t) — B(x,Vu— )\VS)) dzdt > 0,
Qr

VYA€ [0,1], V&€ LP(0, R,W'P(Qg)). (4.107)
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En utilisant la continuité de y — B(.,y), (4.55) et du théoréme de Lebesgue en passant
A — 0 dans (4.107), on déduit

/ nV¢ - (B(z,t) — B(z, Vu)) dzdt > 0. (4.108)
R
Enfin, on voit que I'inégalité ci-dessus reste vraie si on remplace £ par —¢£. Alors

V¢ - B(x, Vu)dzdt = / V¢ - B(x,t) dxdt,

Qr Qr

qui est équivalent a
V¢ - Bz, Vu)dzdt = V¢ - B(x,t) dxdt.
Qoo Qoo
D’ou (4.85). m

Soit £ € WP(Q) tel que & = 0 sur T}, &€ > 0 sur TY et supp(€) est borné. Il existe
R > 0 suffisamment grand tel que supp(¢) C Qg. Pour tout § > 0, on définit

&5 = min (5, Ya —xn).

J

On remarque que & € WEP(Qu), & = 0 sur Xp et supp(&s) est borné. Nous utilisons &

comme fonction test dans (P,), nous trouvons

/ |:£§t <6l|uelt|p_2uezt + Gel (uel)) + Elfd <|uel |p—2uq - |xn|p_2xn>
Qr
+V¢&s - <B(:B, Vue,) — S, (ue,) B(x, e))] dxdt (4.109)

= [ &(@,0)(auo(x) - go()) da.

Qr

En tenant compte du fait que &s(x, R) = 0 p.p. dans Qg et

EtGe (ue,) dxdt = / fgt(l — H (ueq — xpn) — auq) dxdt
Qr

Qr
:/ aés(z, 0)ue, (x,0) d:):+/ Qe s dadt
Qg Qr
- &5(x,0) do — EstHe, (U, — ) dxdt,
Qr Qr
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donc, (4.109) peut s’écrire comme suit

/ [€l€6t|uelt|p_2uezt + eés <|uez |p_2uez - |xn|p_2$n)
Qr

+V¢&s - (B(xa Vug) — B(z, e))} dxdt + Vés - He(ue, — v,)B(x, e) ddt

Qr
| eoH (e, — ) dadt+ / (2, 0)(ue, — ) (x,0) dz (4.110)
Qr Qr
+/ au s dedt = & (,0) (a(uo(x) — ) + 1 — go(x)) d.
R Qg

Nous avons

/ €1t e’ e + Vs - (B(w, Vu,,) — B(z, e)) dxdt

R

:/ Lueal? + 9 (“2) - (B(w, Vue) — Blw,e) ) dudt (4111)
[ue, —2n<E] 0 0

+/ €1t e |” P uey + VE - (B(:zc, Vu,,) — B(z, e)) dxdt.
[te, —2n >6€]

En utilisant (4.111), (4.3) et tenant compte a(ug(x) — x,) + 1 — go(z) > 0 p.p. x € Qg

dans (4.110), on trouve

/ |:€l£t|u€lt|p_2uezt + 6[55 <|uel |p_2uel - |$n|p_2$n>
[te, —2n>0E]

+V¢ - <B(a:, Vu,,) — B(z, e))} dxdt 4+ V& - He,(ue, — ) B(z, e) dxdt

Qr
- EstHe, (Ue, — x,) dadt +/ aés(2,0)(ue, — xpn)(x,0) da (4.112)
Qr Qr
< [ &0 (alu(@) ) +1 - gola) ) da.
Qr

Ensuite, en employant (4.4), on peut utiliser la formule de divergence a obtenir :
/ VésH, (ue, — xn)B(z,€) dedt =
Qr

—/ div (Hel(uel - xn)B(x,e)>§5 dxdt + H, (ue, — xn)B(z,e)v - & dog(z,t).
Qr OQr

Puisque & — £ p.p. dans [u., > x,] quand ¢ tend vers 0, on obtient par le théoréme de
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Lebesgue,

6—0

lim/ Vé&s - He,(ue, — ) B(z, e) dedt =
Qr

—/ div (Hel (ue, — xn)B(x,e))f dxdt +/ H., (ue, — xn)B(z,e)v - € dog(z,t)
Qr

0Qr

= V¢ He (uy, —xn)B(x,e) dxdt. (4.113)
Qr

De la méme maniére que la preuve de (4.113), on prouve que

lim/ EstHe, (U, — ) dadt = &He, (ue, — xy) dadt. (4.114)
00 JQr Qr
En faisant 6 — 0 dans (4.112) et utilisant (4.113)-(4.114) et tenant compte du fait que
/ Qe & daedt = —/ au (z,0)¢(x,0) dz —/ aue, & drdt
Qr Qg

Qr

&(x,0) doe = — & dxdt,
Qr Qr
on arrive &

/Q [St <6z|uqt|p‘2uelt + G, (uq)) + 6z§<|uq P2, — \xn|p_2xn> (4.115)
R
+V¢ - <B(:v, Vue,) — S, (ue,) Bz, e))] dxdt

< g (2, 0) (auo(z) — go(x)) d.

En passant a la limite comme [ — oo dans (4.115) et utilisant (4.59), (4.60), (4.65), (4.66),
(4.85) et le fait que |ug, |[P"2ue, — |@,|P 22, — 0 fortement dans LP(Qr), on obtient

/ ft(g - 04“) + V¢ - (B(l", Vu) — gB(z,e)) dzdt
Qr

< /QR &(z,0) (auo(z) — go(x)) dz,

qui peut s’écrit comme

/ & (g — au) + VE- (B(x, Vu) — gB(z, e)) dxdt

oo

< &(z,0)(auo(z) — go(x)) da.

Qoo

Ainsi, la preuve du Théoréme 4.1.3 est terminée.
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CONCLUSION

Cette thése apporte une contribution a I’étude analytique d’une classe de problémes &
frontiére libre. Nous avons prouvé 'unicité de la solution d’un probléme d’évolution non
linéaire de la digue dans un milieu poreux hétérogéne borné de deux ou trois dimensions
avec un fond imperméable horizontal et I'existence d’une solution du probléme d’évolution
non linéaire de la digue dans un domaine multidimensionnel non borné associé¢ a un fluide
compressible ou incompressible. Cette étude peut constituer une référence pour renforcer

la contribution au secteur de 'eau en Algérie.
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