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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’existence et l’unicité des solutions d’une classe
de problèmes à frontière libre engendrés par des équations aux dérivées partielles qui
apparaissent naturellement dans de nombreux phénomènes scientifiques appliqués
tels que la physique des plasmas, milieux poreux et combustion.
Le premier résultat est de prouver l’unicité de la solution d’un problème d’évolution
non linéaire de la digue dans un milieu poreux hétérogène de Rn, (n ∈ {2, 3}), avec
un fond horizontal imperméable en utilisant la méthode de double variables et des
fonctions tests convenables. Le second résultat concerne l’existence d’une solution
du problème d’évolution non linéaire de la digue dans un domaine non borné de
Rn+1 par une technique d’approximation.
Mots-clés : Problème à frontière libre, problème de la digue, existence, unicité,
fonction test, méthode de double variables, méthode d’approximation.

Abstract

The objective of this thesis is to study the existence and uniqueness of the solutions
of a class of free boundary problems generated by partial differential equations.
These problems arise in various phenomena applied sciences, such that the physics
of plasmas, porous media and combustion.
The first result is to prove the uniqueness of the solution of a nonlinear evolution
dam problem in an arbitrary heterogeneous porous medium of Rn, (n ∈ {2, 3}),
with an impermeable horizontal bottom using the method of doubling variables and
convenient test functions. The second result is concerned with the existence of a
solution of the nonlinear evolution dam problem in an unbounded domain of Rn+1

by an approximation technique.
Keywords: Free boundary problem, dam problem, existence, uniqueness, test func-
tion, method of doubling variables, approximation technique.
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NOTATIONS

Rn : l’ensemble des vecteurs réels de dimension n.
N : l’ensemble des nombres naturels.
d(., .) : la distance euclidienne dans Rn.
〈f, g〉 : le produit scalaire de f et g.
Q̄ : la fermeture d’un ensemble Q.
sup f(x) : la borne supérieure de la fonction f .
inf f(x) : la borne inférieure de la fonction f .
⇀: convergence faible.
→: convergence forte.
↪→: l’injection.
|Q|: la mesure de Lebesgue de l’ensemble Q.
Ac : l’ensemble complémentaire de A.
B(0, R) : la boule du center 0 et du rayon R.

Hε(s) = min(1,
s+

ε
), où s ∈ R et ε ∈]0,+∞[.

(u− x)− = min(u− x, 0).

(u− x)+ = max(u− x, 0).

ui : la dérivée partielle de u par rapport i d’une fonction u.
∂u

∂ν
: la dérivée normale extérieure.

∇u : le gradient de u définie par
( ∂u
∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)T
.∑

: le symbole de la somme.
Ω : un ouvert dans Rn.
supp(ξ) =

{
x ∈ Ω : ξ 6= 0

}
⊂ Ω, le support de la fonction ξ.

p.p. : presque partout.
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Introduction

Un problème non stationnaire de la digue est une modélisation d’un phénomène qui
décrit l’évolution d’un fluide dans un milieu poreux. L’étude de la pression du fluide dans
un milieu poreux et de la zone saturée figure parmi les préoccupations du problème de
la digue. Le graphe qui sépare les zones humide et sèche de la digue s’appelle la frontière
libre. Les problèmes de la digue ont été étudiés par plusieurs chercheurs en utilisant des
différentes méthodes de résolution. Le problème d’evolution non linéaire de la digue est
modélisé par l’equation

(g − αu)t + div(B(x,∇u)− gB(x, e)) = 0 dans Ω×]0, T [,

où Ω est un ouvert borné de Rn, n ≥ 2, T ∈]0,∞[, e = (0, ..., 0, 1) ∈ Rn, α est un nombre
positif qui réfère à l’état du fluide, incompressible (α = 0) ou compressible (α > 0),
B : Ω×Rn −→ Rn est une fonction de Carathéodory satisfait des conditions d’ellipticité,
de bornitude et de monotonie, et (u, g) est la solution à trouver telle que u est la pression
du fluide et g est la saturation du milieu poreux. Si B(x,∇u) = ∇u, on dit que le
milieu poreux est homogène et si B(x,∇u) = a(x)∇u, où a(x) est une matrice carrée
d’ordre n représentant la perméabilité de Ω, le milieu poreux est dit hétérogène. Le p-
Laplacien B(x,∇u) = |∇u|p−2∇u, p ∈]1,∞[ et la perturbation mesurable du p-Laplacien
B(x,∇u) = |a(x)∇u|p−2a(x)∇u peuvent être cités comme des exemples utiles du problème
non linéaire de la digue.

Si on considère une forme étendue de la fonction B(x, e) que l’on note H(x), l’équation
ci-dessus engendre le problème d’evolution non linéaire à frontière libre. L’équation du
problème stationnaire non linéaire à frontière libre s’écrit comme suit :

div(B(x,∇u)− gH(x)) = 0 dans Ω.
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Si h : Ω ⊂ R2 → R est une fonction, H(x) = (0, h(x)) et

B(x,∇u) =

(
h3(x) 0

0 h3(x)

)
· ∇u,

on obtient l’éqution qui engendre le problème de lubrification, voir [13]. Le modèle qui
correspond à H(x) = (h(x), 0) et

B(x,∇u) =

(
k(x) 0

0 k(x)

)
· ∇u,

nous donne le problème d’électrolyse de l’aluminium (voir [15]), où k : Ω ⊂ R2 → R est
une fonction.

Dans le cas stationnaire, les premiers résultats remontent à C. Baiocchi ( [9], [10])
qui a résolu le problème de la digue dans un domaine rectangulaire en introduisant une
transformation dite de Baiocchi, ce qui l’a amené à considérer des problèmes d’inégalités
variationnelles. Puis, il a établit des résultats d’existence et d’unicité, mais sa méthode
n’a été pas adaptée à la situation gènèrale. De nombreux auteurs ([11], [12], [28], [46])
ont utilisé les mêmes techniques pour traiter des questions liées aux digues rectangulaires
hétérogènes ou tridimensionnels.

Quelques années après, le problème stationnaire a été étudié dans le cas général par
H.W. Alt ([2], [14], [4]), H. Brezis, D. Kinderlehrer et G. Stampacchia [21], J. Carrillo et
M. Chipot [24]. L’existence, l’unicité et la régularité de la frontière libre ont été prouvées
pour une certaine classe de fonctions perturbatrices.

A. Torelli ([47], [48]) a utilisé une transformation similaire à Baiocchi pour résoudre
le problème d’évolution de la digue qui lui a permis de réduire le problème à un problème
d’inégalités quasi-variationnelles. Il a obtenu ainsi des résultats d’existence, d’unicité et
la régularité de la solution. Malheureusement, cette méthode n’est pas adaptée au cas
général.

Dans un milieu poreux homogène, J. Gilardi [31] a démontré un théorème d’existence
pour une formulation du problème d’évolution linéaire de la digue associé à un fluide
incompressible. E. Dibenedetto et Friedman [30] ont prouvé un théorème d’existence par
une autre méthode pour des fluides compressible et incompressible, et l’unicité de la
solution dans une digue rectangulaire. L’unicité de la solution dans un domaine de Rn a
été établie par J. Carrillo [23] en utilisant la méthode de double variables. L’utilisation
d’une telle méthode a permis A. Lyaghfouri [38] d’obtenir l’unicité dans le cas non linéaire.

Dans un domaine hétérogène, M. Bousselsal, A. Lyaghfouri et E. Zaouche [17] ont
prouvé l’existence d’une solution du problème d’évolution à frontière libre par la méthode
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de régularisation et le théorème du point fixe de Tychonoff [45]. Ainsi, des résultats de ré-
gularité ont été obtenus. En supposant que la digue est mouillée au fond et sèche en haut,
A. Lyaghfouri et E. Zaouche [41] ont montré l’unicité dans un milieu poreux rectangulaire
d’une idée de [30]. E. Zaouche a obtenu l’unicité dans un domaine rectangulaire pour des
fluides incompressible [50] et compressible [51], respectivement, par la méthode de double
variables et une tranformation de l’équation du problème à une forme ne contient pas du
terme temporel en u. Par la technique de régularisation, nous renvoyons aux papiers M.
Bousselsal et E. Zaouche [18] et A. Lyaghfouri [38] liés respectivement à des fluides com-
pressible et incompressible pour l’existence d’une solution du problème d’evolution non
linéaire de la digue en utilisant les théorèmes du point fixe de Schauder et de Tychonoff.

Dans le contexte d’un domaine non borné et d’un fluide incompressible, on réfère aux
articles G. Gilardi et D. Kröner [32] et J. Carrillo et A. Lyaghfouri [26], respectivement
pour l’existence d’une solution du problème d’évolution linéaire de la digue et l’existence
d’une solution d’un problème non linéaire de filtration.

Cette thèse est divisée en quatre chapitres dans lesquels nous allons étudier une classe
de problèmes à frontière libre. Dans le premier chapitre, on va parcourir des outils de base
qui seront ensuite utilisés. Dans le deuxième chapitre, nous expliquerons les étapes de
position du problème d’évolution non linéaire de la digue et donnons quelques propriétés
des solution d’un problème d’évolution non linéaire de la digue dans un milieu poreux
hétérogène arbitraire de Rn, n ∈ {2, 3}, à fond horizontal imperméable. En utlisant la
méthode de double variables et des fonctions tests convenables, on prouve dans le troisième
chapitre l’unicité de la solution du problème considéré au deuxième chapitre. Le quatrième
chapitre est consacré à l’existence d’une solution du problème d’évolution non linéaire
de la digue dans un domaine non borné Q∞ de Rn+1 lié à des fluides compressible et
incompressible. On approxime Q∞ par une suite de domaines bornés (Qr)r et considère
le problème régularisé (Prε) d’un paramètre ε sur le domaine borné Qr qui a une solution
unique [18]. Alors, on passe à la limite dans (Prε) lorsque ε→ 0 et puis r →∞ à obtenir
une solution au problème original.
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous présenterons quelques outils fondamentaux dans le premier chapitre que nous uti-
liserons dans les chapitres suivants. Le contenu de ce chapitre se trouve dans les références
[1], [21] et [45].

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1.1 (Espace métrique) Le couple (E, d) est dit un espace métrique si E un
ensemble et d : E × E −→ R une application vérifiant pour tout x, y et z de E :
(1) d(x, y) = 0⇔ x = y,

(2) d(x, y) = d(y, x),

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Par example,

Rn × Rn −→ R

(x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)) 7−→ d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

définit une distence sur Rn s’appelle la distence euclidienne.

Définition 1.1.2 Soit (E, d) un espace métrique. La distance entre deux ensembles F1 et
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Chapitre 01 Espaces fonctionnels

F2 de E est
d(F1, F2) = inf{d(x1, x2)/x1 ∈ F1, x2 ∈ F2}.

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E
est une fonction ‖.‖: E −→ [0,+∞[ vérifiant :
(1) ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.

(2) ∀x ∈ E,∀λ ∈ R, ‖λx‖ =|λ|‖x‖.
(3) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
On dit que (E, ‖.‖) est un espace vectoriel normé. Par example,

Rn −→ R

x = (x1, ..., xn) 7−→|x| =

√√√√ n∑
i=1

x2
i

définit une norme sur Rn s’appelle la norme euclidienne.

Définition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel. Une semi-norme sur E est une application
P : E −→ [0,+∞[ vérifiant
(1) ∀x ∈ E,∀λ ∈ R, P (λx) = |λ|P (x).

(2) ∀(x, y) ∈ E2, P (x+ y) ≤ P (x) + P (y).

En particulier P (0) = 0 mais il manque la propriété P (x) = 0 ⇒ x = 0 pour que P soit
une norme.

Définition 1.1.5 Soient (tj)j∈N une suite de nombres réels et t ∈ R. On dit que la suite
(tj)j∈N converge vers t et on note lim

j→+∞
tj = t si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n > N, |tj − t| < ε.

Définition 1.1.6 (Convergence forte). Une suite (tj)j∈N est dite converge fortement vers
t dans un espace vectoriel normé E, si

lim
j→∞
‖tj − t‖ = 0,

et on note tj → t.

Définition 1.1.7 Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (tj)j∈N ⊂ E est dite de
Cauchy si

∀ε > 0,∃N ∈ N : ∀j, i > N =⇒ ‖tj − ti‖ < ε.

8



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.8 Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est un espace de Banach si tout
suite de Cauchy de (E, ‖.‖) est convergente.

Définition 1.1.9 Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. On définit la boule ouverte de
centre x et de rayon r > 0 par

B(x, r) := {y ∈ E : ‖x− y‖< r}.

Définition 1.1.10 Soient (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé et U une partie non-vide de
E. On dit U est ouvert si,

∀x ∈ U, ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U.

Définition 1.1.11 Soient E un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble de E. On
dit que A est fermé si son complémentaire est un ouvert.

Théorème 1.1.1 Soient E un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble de E. On
dit que A est fermé si et seulement si pour tout suite (tj)j∈N d’éléments de A qui converge
vers un élément t de E, alors t appartient à A.

Définition 1.1.12 Soit E un espace vectoriel normé. Un recouvrement ouvert de E est
une famille (Vi)i∈I d’ouverts de réunion égale à X.
Un recouvrement ouvert d’une partie A de E est une famille (Vi)i∈I d’ouverts dont la
réunion contient A.

Définition 1.1.13 Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que A
est une partie compacte de E si de tout recouvrement par des ouverts on peut extraire un
sous-recouvrement fini.

Définition 1.1.14 Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que
A est une partie compacte de E si de toute suite (tj)j∈N d’éléments de A on peut extraire
une suite convergeant dans A.

Définition 1.1.15 L’adhérence d’une partie A d’un espace vectoriel normé E est le plus
petit ensemble fermé de E qui contient A.

Définition 1.1.16 Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite relativement
compacte si son adhérence est une partie compacte de E. Ceci revient à dire que toute
suite d’éléments de A admet une sous-suite qui converge dans E.

9



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.17 Soit E un espace vectoriel et A un sous-ensemble de E est dit convexe
si :

∀(x, y) ∈ A2, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.

Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) deux espaces vectoriels normés et T : E −→ F une appli-
cation.

Définition 1.1.18 (Application continue) On dit que T est continue en x0 de E si :

∀ε > 0, ∃δx0 > 0, ∀x ∈ E, ‖x− x0‖E< δx0 =⇒ ‖T (x)− T (x0)‖F< ε.

On dit que T est continue sur une partie F non vide si elle est continue en tout point x
de E.

Proposition 1.1.1 T est continue en x0 si et seulement si T transforme toute suite
convergente vers x0 en suite convergente vers T (x), c’est-à-dire :

(xj)j∈N ⊂ E, lim
j→+∞

xj = x0 ⇒ lim
j→+∞

T (xj) = T (x0).

Définition 1.1.19 On dit que T est Lipschitzienne si :

∃k > 0, ∀(x, y) ∈ E2, ‖T (x)− T (y)‖F≤ k‖x− y‖E.

Définition 1.1.20 Soit E un espace de Banach. On appelle dual de E et note E ′ l’espace
de toutes les formes linéaire continue f sur E.

Proposition 1.1.2 Une application f ∈ E ′ est continue si et seulement si

∃C > 0, ∀x ∈ E, |f(x)|≤ C‖x‖E,

et on écrit f(x) =< f, x > (x ∈ E). De plus, E ′ est un espace vectoriel normé par :

‖f‖E′ = sup
x∈E,‖x‖=1

|f(x)| = sup
x∈E,‖x‖≤1

|f(x)| = sup
x∈E,x 6=0

|f(x)|
‖x‖ .

1.1.2 Topologie faible

Définition 1.1.21 Soit E un espace de Banach. La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la
topologie la moins fine sur E, c’est-à-dire, avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant
continues toutes les applications f ∈ E ′.
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Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.22 Soit (tj)j∈N une suite de E. On dit que (tj)j∈N converge faiblement
vers t ∈ E pour la topologie faible si

∀f ∈ E ′, < f, tj >−→< f, t >,

et on note tj ⇀ t.

Proposition 1.1.3 Soit (tj)j∈N une suite dans E. Alors
(1) tj ⇀ t faiblement pour σ(E,E ′) ssi < f, tj >−→ < f, t > ∀f ∈ E ′.
(2) Si tj −→ t fortement, alors tj ⇀ t faiblement pour σ(E,E ′).

(3) Si tj ⇀ t faiblement pour σ(E,E ′), alors (‖tj‖)j∈N est bornée et ‖t‖≤ lim
j→∞

inf‖tj‖.
(4) Si tj ⇀ t faiblement pour σ(E,E ′) et si fj −→ f fortement dans E ′, alors 〈fj, tj〉 −→
〈f, t〉.

Théorème 1.1.2 Soient E un espace de Banach et C un sous-ensemble convexe de E.
Alors C est fermé dans la topologie faible σ(E,E ′) si et seulement si elle est fermé dans
la topologie forte.

Définition 1.1.23 Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si et seulment
si toute suite bornée (tj)j∈N de E admet une sous-suite extraite faiblement convergente.

1.1.3 Espace Hilbertien réel

Définition 1.1.24 (Produit scalaire) : Soit E un R-espace vectoriel. Le produit scalaire
est une forme bilinéaire symétrique définie positive 〈., .〉 : E × E −→ R.

Définition 1.1.25 Espace Hilbertien H est un espace de Banach dont la norme ‖.‖ dé-
coule d’un produit scalaire 〈., .〉 par la formule

∀x ∈ H, ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Théorème 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit H un espace Hilbertien réel. Alors

∀(x, y) ∈ H2, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

1.1.4 Espaces de fonctions régulières

Définition 1.1.26 L’espace Ck(Ω) est un espace des fonctions k fois continues différen-
tiables k ≥ 0.

11



Chapitre 01 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.27 C∞(Ω) est l’espace défini comme suit

C∞(Ω) =
⋂
k∈N

Ck(Ω)

Définition 1.1.28 C∞c (Ω) est l’espace des fonctions C∞(Ω) à support compact dans Ω.

De plus, on note
C∞c (Ω) = D(Ω).

Définition 1.1.29 On définit Cc(Ω) l’espace de toutes les fonctions continues sur Ω avec
support compact, c’est-à-dire

Cc(Ω) =
{
f ∈ C(Ω); supp(f) ⊂ Ω

}
.

De plus, on note
Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω)

et
C∞c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω).

Définition 1.1.30 C0,α(Ω) est l’espace des fonctions höldériennes d’exposant α (α ∈
]0, 1]) défini par

C0,α(Ω) =
{
f ∈ C(Ω) : ∃K ∈ [0,∞[, ∀(x, y) ∈ Ω2, |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α

}
.

Proposition 1.1.4 C0,α(Ω) est un espace de Banach muni de la norme suivante

‖f‖ = sup
x∈Ω
|f(x)|+ sup

(x,y)∈Ω2, x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α .

Définition 1.1.31 C0,α(Ω̄) est l’espace des fonctions α-höldériennes sur Ω̄.

1.1.5 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1.32 Soit p ∈ R. Pour 1 ≤ p <∞ on définit l’espace Lp(Ω) par

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R; f est mesurable et

∫
Ω

|f |pdx <∞
}
,

et pour p =∞,

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R

∣∣∣f est mesurable et il existe une constante C

tel que |f(x)|≤C p.p. x∈Ω

}
.

12
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Proposition 1.1.5 Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖Lp = ‖f‖p =
(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

,

pour 1 ≤ p <∞ et pour p =∞,

‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = inf
{
C; |f(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω

}
.

Définition 1.1.33 L’espace vectoriel des fonctions localement intégrables sur Ω noté par

L1
loc(Ω) =

{
f mesurable sur Ω telle que f ∈ L1(K) ∀ K ⊂ Ω

}
.

De même

Lploc(Ω) =
{
f mesurable sur Ω telle que f ∈ Lp(K) ∀ K ⊂ Ω

}
.

Théorème 1.1.4 Pour 1 < p <∞, l’espace Lp(Ω) est réflexif.

Théorème 1.1.5 (Inégalité de Hölder) Supposons que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec
1 ≤ p ≤ ∞, alors fg ∈ L1(Ω) et ∫

Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q,

où q est l’exposant conjugué de p qui vérifie
1

p
+

1

q
= 1,

si p =∞ alors q = 1, et si p = 1 il vient q =∞.

Théorème 1.1.6 Soit 1 < p <∞. L’espace dual de Lp(Ω) est Lq(Ω).

Théorème 1.1.7 (Fubini) Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts de Rn. Supposons que F ∈
L1(Ω1 ∩ Ω2). Alors, pour p.p. x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1),

et pour p.p. y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

De plus on a∫ ∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy =

∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx.

13
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Théorème 1.1.8 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue). Soit (fj)j∈N une suite
des fonctions de L1(Ω). On suppose que (fj)j∈N converge p.p. sur Ω vers une fonction f
et qu’il existe une fonction g ∈ L1(Ω) tell que

∀j ∈ N, |fj(x)| ≤ g(x) p.p. x ∈ Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et
lim
j→∞
‖fj − f‖1 = 0.

Théorème 1.1.9 (Théorème de convergence monotone de Beppo Levi). Soit (fj)j∈N une
suite des fonctions de L1(Ω) qui vérifie :
(1) f1 ≤ f2 ≤ ... ≤ fj ≤ fj+1 ≤ ... p.p. dans Ω,

(2) sup
j∈N

∫
Ω

fj dx <∞.
Donc (fj)j∈N converge p.p. dans Ω vers une limite finie, que l’on note par f . La fonction
f appartient à L1(Ω) et

lim
j→∞
‖fj − f‖1= 0.

Soit E un espace vectoriel normé et 0 < T <∞.

Définition 1.1.34 Soit 1 ≤ p < ∞ . On définit Lp(0, T ;E) l’espace des fonctions u :

]0, T [−→ E mesurables telle que t 7−→‖u(t)‖E appartient à Lp(0, T ).

Proposition 1.1.6 Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp(0, T ;E) est un espace vectoriel normé,
muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;E) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pEdt
) 1
p
.

Définition 1.1.35 C0([0, T ];E) est l’espace des fonctions continues de [0, T ] dans E.

1.1.6 Espaces de Sobolev W 1,p(Ω)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 1.1.36 L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini comme suit

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω); ∃g ∈ Lp(Ω) tel que

∫
Ω

uϕ′ dx = −
∫

Ω

gϕ dx ∀ϕ ∈ C1
c (Ω)

}
.

Nous fixons
H1(Ω) = W 1,2(Ω).
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Théorème 1.1.10 Pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach muni de
la norme suivante

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖1,p =
(
‖u‖pp +

i=N∑
i=1

‖∂iu‖pp
)1/p

.

Définition 1.1.37 Pour 1 ≤ p < ∞, l’espace W 1,p
0 (Ω) est l’adhérence de l’espace D(Ω)

dans W 1,p(Ω).

Définition 1.1.38 Pour 1 ≤ p <∞, l’espace W−1,q(Ω) est l’espace dual de W 1,p
0 (Ω).

Remarque 1.1.1 La semi-norme

∣∣v∣∣
1,p

=
( i=N∑
i=1

‖∂iv‖pp
)1/p

sur W 1,p(Ω) est une norme sur W 1,p
0 (Ω) équivalente à la norme induite par celle de

W 1,p
0 (Ω) dans W 1,p(Ω).

Proposition 1.1.7 Pour 1 < p <∞, l’espace W 1,p(Ω) est réflexif.

Théorème 1.1.11 (Inégalité de Poincaré) Soit 1 ≤ p <∞. Alors, il existe une constante
C > 0 telle que

‖u‖p ≤ C‖∇u‖p ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.1.12 (Opérateur de trace) Soient p ∈ [1,∞[ et Ω un ouvert Lipschitzien
borné de Rn. Il existe une constante C telle que

‖u‖Lp(∂Ω)≤ C‖u‖W 1,p(Ω) ∀u ∈ C∞(Ω̄).

L’application u 7−→ u|∂Ω est une application linéaire prolonge continûment en

γ : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω).

Cette application, appelée l’opérateur de trace. Son noyau coïncide avec W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.1.13 (Formule de Green) Soient Ω un ouvert borné, régulier de Rn, sa
frontière ∂Ω et η le vecteur normale unitaire vers l’extérieur. On a

∀f, g ∈ H1(Ω),

∫
Ω

∂f

∂xi
g dx = −

∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx+

∫
∂Ω

fgη dσ.
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Définition 1.1.39 Soient (fj)j∈N une suite de W 1,p(Ω), f ∈ W 1,p(Ω) et 1 < p < ∞. La
convergence faible fj ⇀ f dans l’espace W 1,p(Ω) est équivalente à

∀g ∈ Lp(Ω), ∀i = 1, ..., n : lim
j−→∞

∫
Ω

fjg dx =

∫
Ω

fg dx,

lim
j−→∞

∫
Ω

∂fj
∂xi

g dx =

∫
Ω

∂f

∂xi
g dx.

Théorème 1.1.14 Si u ∈ W 1,p(Ω) et f : R −→ R est une fonction continue telle que
f ′ ∈ L∞(Ω), alors, f ◦ u ∈ W 1,p(Ω). De plus, ∇(f ◦ u) = f ′ ◦ u∇u.

1.2 Point fixe, Injection continue et compacte

Définition 1.2.1 Pour une application T d’un ensemble X dans lui-même, un élément
x de X est un point fixe de T si

T (x) = x.

Théorème 1.2.1 (Théorème du point fixe de Schauder) Soient E un espace vectoriel
normé, K un convexe fermé non vide de E, T : K −→ K continue et T (K) est relative-
ment compact ( T (K) est compact). Alors T admet un point fixe.

Définition 1.2.2 Un opérateur compact est une application continue entre deux espaces
vectoriels normés X et Y envoyant les parties bornées de X sur les parties relativement
compactes de Y .

Définition 1.2.3 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Si X est un sous-espace
de Y et toute suite convergente dans X est convergente dans Y , on dit X est injecte
continûment dans Y . Autrement, l’identité I : X −→ Y, x 7−→ x est continue telle que

‖u‖Y ≤ C‖u‖X , ∀u ∈ X,

où C est une constante positive.

Définition 1.2.4 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Si X s’injecte continû-
ment dans Y et l’injection canonique de X dans Y est compacte, on dit que l’injection de
X dans Y est compacte et on note

X ↪→ Y.
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Chapitre 01
Convolution,

Lemme d’Urysohn et Partition de l’unité

Autrement dit, I transforme toute suite bornée dans X en un ensemble relativement com-
pact de Y .

Théorème 1.2.2 Soient Ω un ouvert borné, régulier, p ∈ [1,∞[, p∗ =
np

n− p et β = 1−n
p
.

Alors les injections
(1) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) avec 1 ≤ p < p∗, si 1 ≤ p < n,
(2) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) avec 1 ≤ p <∞, si p = n,
(3) W 1,p(Ω) ↪→ C0,α(Ω̄) avec 0 ≤ α < β, si p > n,

sont des injections compactes.

1.3 Convolution, Lemme d’Urysohn et Partition de l’unité

La convolution est une technique simple avec de nombreuses utilisations. Son appli-
cation principale sera les fonctions d’un outil de régularisation. Pour la convolution, on
utilise la mesure de Lebesgue et on opère en Rn.

Théorème 1.3.1 Soient f ∈ L1(Rn) et g ∈ Lp(Rn) avec 1 ≤ p ≤ ∞. La fonction

y 7→ f(x− y)g(y)

est intégrable pour x ∈ Rn et la fonction

f ∗ g =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

appartient à Lp(Rn), elle est appelée la convoluée de f et g et on a f ∗ g = g ∗ f . De plus,

‖f ∗ g‖p ≤‖f‖1‖g‖p.

Définition 1.3.1 Soit (ρj)j∈N∗ une suite de fonctions définies sur Rn à valeurs dans
[0,∞[. On dit (ρj)j∈N∗ est une suite régularisante sur Rn si

(1) ∀j ≥ 1,

∫
Rn
ρj = 1.

(2) ρj ∈ C∞c (Rn).
(3) supp(ρj) ⊂ B(0, εj) avec εj −→ 0 si j −→∞.

Théorème 1.3.2 Supposons f ∈ Lp(Rn) et (ρj)j∈N∗ est une suite régularisante sur Rn

avec 1 ≤ p <∞. Alors

ρj ∗ f −→ f dans Lp(Rn), j →∞.
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Lemme 1.3.1 (Lemme d’Urysohn) Soient K un compact de Ω et F un fermé de Ω tels
que K ∩ F = ∅. Alors, il existe une fonction ϕ ∈ D(Ω) à valeurs dans [0, 1], qui vaut 0
sur un voisinage de F et 1 sur un voisinage de K.

Théorème 1.3.3 (Partition de l’unité) Soient K ⊂ Rn un compact et (Ωj)1≤j≤N des
ouverts de Ω tels que

K ⊂
N⋃
j=1

Ωj.

Alors, il existe des fonctions (ϕj)1≤j≤N ⊂ D(Rn) telles que

∀j ∈ {1, ..., N} : 0 ≤ ϕj ≤ 1, supp(ϕj) ⊂ Ωj

et
N∑
j=1

ϕj = 1 sur un voisinage de K.
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Chapitre 2

Position du problème d’évolution
non-linéaire de la digue et

quelques propriétés des solutions

Il y a deux sections principales dans ce chapitre. Nous présentons la formulation
faible de problèmes d’évolution non-linéaire de la digue dans la première section. Dans
la deuxième section, nous avons introduit quelques propriétés de la solution d’un type de
ces problèmes.

2.1 Position du problème d’évolution non-linéaire de la
digue

Soit Ω un domaine borné de frontière localement Lipschitzienne de Rn (n ≥ 2) repré-
sentant un milieu poreux, qui est défini par sa frontière Γ, telle que Γ est divisée en deux
parties. La partie imperméable Γ1 et Γ2 est la partie en contact avec l’air ou recouverte
de fluide. Nous supposons aussi que Γ2 est un sous ensemble non vide relativement ouvert
de Γ. On s’intéresse au mouvement des fluides compressibles et incompressibles dans le
temps [0, T ]. Le problème est maintenant de chercher la pression de fluide u et la satura-
tion g de la partie humide W de Q := Ω×]0, T [.

Soit ϕ une fonction Lipschitzienne positive définie sur Q̄ de classe C0,1 en x et de C1

en t qui représente la pression assignée à Γ2. Nous donnons les définitions suivantes :
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Σ1 = Γ1×]0, T [, Σ2 = Γ2×]0, T [, Σ3 = Σ2 ∩ {ϕ > 0} et Σ4 = Σ2 ∩ {ϕ = 0}. La FIGURE
2.1 est un exemple de la digue.

Figure 2.1 –

Ensuite, la loi de Darcy donne une expression liant la pression p du fluide dans W
et sa vitesse v telles que : v = −B(x,∇(p + xn)), où x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. B est une
fonction définie sur Ω× Rn. Dans ce qui suit nous mettons p+ xn = u, alors

v = −B(x,∇u). (2.1)

Supposons que la partie humide W = {u > xn} soit donnée par

W = {(x1, ..., xn−1, xn, t) = (x′, xn, t) ∈ Q/xn < Φ(x′, t)},

où Φ est une fonction régulière sur Rn. Nous ajoutons (2.1) à l’équation de conservation
de la masse, nous obtenons

αut + div
(
B(x,∇u)

)
= 0 dans W (2.2)

où α est une valeur positive, qui indique l’état du fluide s’il est compressible (α > 0) ou
incompressible (α = 0). Le fluide ne peut pas passer par Σ1,

v · ν = 0 sur Σ1,

où ν = (νx, νt) indique la normale extérieure de l’unité à Σ1, donc par (2.1) :

∂u

∂ν
B(x,∇u) = 0 sur Σ1.
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Ensuite, on peut écrire le flux de fluide à travers Σ4 comme

v · ν ≥ 0 sur Σ4, (2.3)

alors nous aurons en appliquant (2.1) :

B(x,∇u) · ν ≤ 0 sur Σ4. (2.4)

D’autre part
u = φ sur Σ2, (2.5)

parce que la pression sur Σ2 est représentée par φ. Supposons que la surface Σ = {xn =

Φ(x′, t)} = ∂({u > xn}) ∩ Q est représentée la frontière libre. Prolongeons u en dehors
de Q\W par xn et dénotons toujours par u qui est une fonction supposée être régulière.
L’unité extérieure normale est ainsi déterminée par :

ν = (νx, νt) = − (∇xu, ut)√
|∇xu|2 + u2

t

.

Nous concluons de (2.1) que

νt = B(x,∇u) · νx sur Σ (2.6)

puisque ν · (v, 1) = 0 sur Σ. Ainsi, pour une fonction test ξ ∈ D(Q), nous avons :〈
div
(
B(x,∇u)

)
, ξ
〉

= −
∫
Q

∇ξ ·B(x,∇u) dxdt (2.7)

= −
∫
{u>xn}

∇ξ ·B(x,∇u) dxdt−
∫
{u=xn}

∇ξ ·B(x, e) dxdt

où e = (0, ..., 0, 1) ∈ Rn. De plus, en utilisant (2.2), on obtient∫
{u>xn}

∇ξ ·B(x,∇u) dxdt =

∫
Σ

ξB(x,∇u)
∂u

∂ν
dσ − α

∫
{u>xn}

ξtu dxdt

=

∫
Σ

ξνt dσ − α
∫
{u>xn}

ξtu dxdt (2.8)

=

∫
{u>xn}

ξt dxdt− α
∫
{u>xn}

ξtu dxdt.

En utilisant (2.7)-(2.8) et la fonction caractéristique de l’ensemble {u > xn} dénotée par
g{u>xn}, on peut dériver〈

div
(
B(x,∇u)

)
, ξ
〉

= −
∫
Q

g{u>xn}∇ξ ·B(x, e) dxdt+

∫
Q

ξt
(
αu− g{u>xn}

)
dxdt.
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Par conséquence :

(αu− g{u>xn})t + div(B(x,∇u)− g{u>xn}B(x, e)) = 0 dans D′(Q).

Maintenant, à partir de la loi non linéaire de Darcy, en prenant des conditions aux limites
de Dirichlet sur le bord et la condition initiale de αu0−g0, le flux est régi par les équations
suivantes 

u ≥ xn, 0 ≤ g ≤ 1, g(u− xn) = 0 p.p. dans Q(
αu− g

)
t
+ div

(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
= 0 dans Q

u = φ sur Σ2(
αu− g

)(
·, 0
)

= αu0 − g0 dans Ω(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
· ν = 0 sur Σ1(

B(x,∇u)− gB(x, e)
)
· ν ≤ 0 sur Σ4.

(2.9)

Pour trouver la formulation faible correspondante à (2.9), on multiplie(
αu− g

)
t
+ div

(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
= 0

par une fonction régulière ξ et intègre par parties, on obtient∫
Q

∇ξ ·
(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
dxdt−

∫
∂Q

ξ
(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
ν dσ

+

∫
Q

ξt(αu− g
)
dxdt+

∫
Ω

ξ(x, T )(αu− g
)(
x, T

)
dx−

∫
Ω

ξ(x, 0)(αu− g)(x) dx = 0.

On utilise les conditions (
αu− g

)(
·, 0
)

= αu0 − g0 dans Ω,(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
· ν = 0 sur Σ1,(

B(x,∇u)− gB(x, e)
)
· ν ≤ 0 sur Σ4,

et nous considérons

ξ = 0 sur Σ3, ξ ≥ 0 sur Σ4 et ξ(x, T ) = 0 p.p. x ∈ Ω,

nous trouvons la formulation faible suivante :
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d’évolution non-linéaire de la digue



Trouver (u, g) ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ω))× L∞(Q) tel que :

u ≥ xn, 0 ≤ g ≤ 1, g(u− xn) = 0 p.p. dans Q

u = φ sur Σ2∫
Q

ξt(g − αu) +∇ξ ·
(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
dxdt

−
∫

Ω

ξ(x, 0)(αu0 − g0)(x) dx ≤ 0,

∀ ξ ∈ W 1,p(Q), ξ = 0 sur Σ3, ξ ≥ 0 sur Σ4,

ξ(x, T ) = 0 pour p.p. x ∈ Ω,

où B : Ω× Rn −→ Rn est une fonction satisfaisant les conditions suivantes :la fonction x 7−→ B(x, ξ) est mesurable ∀ξ ∈ Rn,

la fonction ξ 7−→ B(x, ξ) est continue pour p.p x ∈ Ω

pour certaines constantes β ≥ α > 0 et p > 1

∀ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω, ξB(x, ξ) ≥ α|ξ|p,

∀ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω, |B(x, ξ)| ≤ β|ξ|p−1,

∀ξ, ζ ∈ Rn, ξ 6= ζ, (ξ − ζ)(B(x, ξ)−B(x, ζ)) > 0,

∃ γ > 1, div(B(x, e)) ∈ Lγ(Ω).

En outre, soient g0 et u0 deux fonctions mesurables dans Ω telles que :

0 ≤ g0 ≤ 1 p.p. dans Ω,

xn ≤ u0 ≤ H0 p.p. dans Ω,

où H0 est une constante.

2.2 Quelques propriétés des solutions d’un problème
d’évolution non-linéaire de la digue

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des solution d’un problème non
linéaire de la digue dans le cas d’un fluide incompressible et Ω est un milieu hétérogène
borné de R2 avec un fond horizontal. Soient A, B et D des nombres réels tels que B > A.
La partie imperméable est Γ1 = [A,B]× {D} et Γ2 est la partie perméable. La FIGURE
2.2 représente un exemple de la digue en question.
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Figure 2.2 –

La matrice de perméabilité du mileu poreux est donnée par :

M(x) =

(
0 0

0 k(x1)

)
,

où k :]A,B[−→ R est une fonction de la variable x1. Ensuite, la vitesse du fluide est

v = (k(x1))p−1|ux2|p−2ux2 .

Si on pose h(x1) = (k(x1))p−1 et b(ux2) =|ux2 |p−2ux2 , nous pouvons réécrire v comme suit :

v = h(x1)b(ux2).

Par conséquent, si nous prenons les conditions aux limites et le donné initial de g0, nous
obtenons la formulation faible suivante :

(P )



Trouver (u, g) ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ω))× L∞(Q) tel que :

i) u ≥ x2, 0 ≤ g ≤ 1, g(u− x2) = 0 p.p dans Q

ii) u = φ sur Σ2

iii)

∫
Q

ξtg + ξx2h(x1)
(
b(ux2)− gb(1)

)
dxdt+

∫
Ω

ξ(x, 0)g0(x) dx ≤ 0,

∀ξ ∈ W 1,p(Q), ξ = 0 sur Σ3, ξ ≥ 0 sur Σ4, ξ(x, T ) = 0 p.p. x ∈ Ω,
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où g0 est une fonction mesurable sur Ω qui vérifie

0 ≤ g0 ≤ 1 p.p. dans Ω (2.10)

et b : R −→ R est une fonction satisfaisant les hypothèses suivantes :

la fonction r 7−→ b(r) est continue sur R, (2.11)

∀r ∈ R, rb(r) ≥ λ|r|p, (2.12)

∀r ∈ R, |b(r)| ≤ Λ|r|p−1, (2.13)

∀r1, r2 ∈ R, r1 6= r2, (r1 − r2)(b(r1)− b(r2)) > 0, (2.14)

où Λ ≥ λ > 0 et p > 1 sont des constantes. D’autre part, h :]A,B[−→ R est une fonction
Lipschitzienne de la variable x1 telle que pour deux constantes h2 ≥ h1 > 0,

∀x1 ∈]A,B[, h1 ≤ h(x1) ≤ h2. (2.15)

Pour l’existence d’une solutions du problème (P ), nous renvoyons à la référence [38].
Dans la suite, nous présentons quelques propriétes des solutions de tel problème.

Lemme 2.2.1 [38] Soient v une fonction de W 1,p(Q) et F une fonction de W 1,∞
loc (R2)

satisfaisant
1)F (u− x2, v) ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ω)),
2) F (φ− x2, v) ∈ W 1,p(Q),
3) F (z1, z2) ≥ 0 p.p. (z1, z2) ∈ R2,

4)
∂F

∂z1

(z1, z2) ≥ 0 p.p (z1, z2) ∈ R2 ou
∂F

∂z1

(z1, z2) ≤ 0 p.p. (z1, z2) ∈ R2.

Alors, si (u, g) est une solution de (P ) et ξ est une fonction de D(Ω̄×]0, T [), nous avons∫
Q

g(ξF (0, v))t +
(
ξF (u− x2, v)

)
x2
h(x1)

(
b(ux2)− gb(1)

)
dxdt

=

∫
Q

g
(
ξF
(
φ− x2, v

))
t
+
(
ξF (φ− x2, v)

)
x2
h(x1)

(
b(ux2)− gb(1)

)
dxdt.

En particulier, si ξF (φ− x2, v) = 0 sur Σ2,∫
Q

g
(
ξF (0, v)

)
t
+
(
ξF (u− x2, v)

)
x2
h(x1)

(
b(ux2)− gb(1)

)
dxdt = 0.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Lemme 2.2.1.
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Corollaire 2.2.1 Soient ε > 0 et k ≥ 0 des nombres réels et ξ une fonction de D(R2×]0, T [)

tels que ξ ≥ 0 et ξ = 0 sur Σ2. Si (u, g) est une solution de (P ), nous avons∫
Q

(
ξmin

(
1,

(u− x2 − k)+

ε

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt = 0.

Posons
σ1 = Σ̄2 ∩ Σ1 = (Γ̄2 ∩ Γ1)×]0, T [,

σ2 = Σ̄3 ∩ Σ4 = (Γ2×]0, T [) ∩ {ϕ > 0} ∩ {ϕ = 0}
et supposons dans la suite que σ1 et σ2 sont des ensembles polaires (1, q) de Q (voir [1]), où
q est l’exposant conjugué de p. Comme l’ensemble vide est le seul (1, q) ensemble polaire
de Q̄ dans le cas p > 3, alors on peut considérer p ≤ 3.

Pour prouver la proposition suivante, on utilise la régularisation par convolution par
rapport aux variables x2 et t.

Proposition 2.2.1 Soient λ un nombre de [0, 1] et ξ une fonction de D(R2×]0, T [) telle
que ξ ≥ 0 et ξ = 0 sur Σ1 ∪ Σ3. Si (u, g) est une solution de (P ), nous avons∫

Q

{(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)(
λ− g

)+
+ ξx2h(x1)(b(ux2)− b(1)

)}
dxdt ≤ 0. (2.16)

Preuve. On applique le Corollaire 2.2.1 pour k = 0 à obtenir∫
Q

(
ξmin

(
1,

(u− x2)+

ε

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt = 0. (2.17)

D’autre part, nous avons∫
Q

(
ξmin

(
1,

(u− x2)+

ε

))
x2
h(x1)b(1) dxdt = 0. (2.18)

dès que ξmin
(
1,

(u− x2)+

ε

)
= 0 sur Σ et (h(x1))x2 = 0 p.p. dans Q. En soustrayant

(2.18) de (2.17), on obtient∫
Q

(
ξmin

(
1,

(u− x2)+

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt = 0,

qui peut s’écrire comme

1

ε

∫
{u−x2<ε}∩Q

ξ
(
ux2 − 1

)
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt (2.19)

+

∫
Q

min
(
1,
u− x2

ε

)
ξx2h(x1)

(
b(ux2)− (1)

)
dxdt = 0.
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Par (2.14) et le fait que ξh(x1) > 0 p.p. dans Q, la première intégrale de (2.19) est positive,
alors ∫

Q

min
(
1,
u− x2

ε

)
ξx2h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt ≤ 0. (2.20)

On fait ε −→ 0 dans (2.20), on obtient∫
Q

ξx2h(x1)
(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt ≤ 0, (2.21)

et alors (2.16) est valable pour λ = 0. De plus, l’inégalité (2.16) est valable pour λ = 1

puisque 0 ≤ g ≤ 1 p.p. dans Q et ξ est une fonction test pour (P ),∫
Q

{
ξtg + ξx2h(x1)

(
b(ux2)− gb(1)

)}
dxdt ≤ 0. (2.22)

Maintenant, nous allons prouver (2.16) pour λ ∈]0, 1[. Sans perte de généralité, on peut
supposer que

d(Σ1 ∪ Σ3, supp(ξ)) := ε0 > 0.

Posons
A = Σ3 ∪ σ2 ∪

(
(R2×]0, T [) \ Σ1

)
,

et
Aε0 =

{
(x, t) ∈ R2×]0, T [ / d((x, t),Σ1 ∪ Σ3 ∪ σ2) >

ε0
2

}
.

Nous prolongeons u(resp. g) sur A \Q par x2(resp. 1) et on note toujours cette fonction
par u(resp. g). De plus, la fonction h peut être étendue à une fonction Lipschitzienne
sur R, toujours désigner par h. On utilise une régularisation par convolution pour b(ux2)
et g par rapport aux variables x2 et t, (b(ux2))ε = ρε ∗ b(ux2), gε = ρε ∗ g où ε ∈]0,

ε0
2

[,
ρε ∈ D(R×]0, T [), supp(ρε) ⊂ B(0, ε) est une suite de régularisation. Nous pouvons utiliser
le théorème de Fubini à écrire∫

Aε0

{
ξtgε + ξx2h(x1)

(
b(ux2)ε − gεb(1)

)}
dxdt

=

∫
Aε0

{∫
R×]0,T [

ρε(y, s)g
(
x1, x2 − y, t− s

)
dyds

}
ξt dxdt

+

∫
Aε0

{∫
R×]0,T [

ρε(y, s)
(
b(ux2)− gb(1)

)(
x1, x2 − y, t− s

)
dyds

}
h(x1)ξx2 dxdt

=

∫
R×]0,T [

{∫
Aε0

ξtg
(
x1, x2 − y, t− s

)
dxdt

}
ρε(y, s) dyds

+

∫
R×]0,T [

{∫
Aε0

ξx2h(x1)
(
b(ux2)− gb(1)

)(
x1, x2 − y, t− s

)
dxdt

}
ρε(y, s) dyds.
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Alors, si on fait le changement de variables τ = t− s et z = x2 − y, on obtient∫
Aε0

{
ξtgε + ξx2h(x1)

(
b(ux2)ε − gεb(1)

)}
dxdt

=

∫
B(0,ε)

{∫
Aε0

(
ξ
(
x1, z + y, τ + s

))
τ
g
(
x1, z, t

)
dx1dzdτ

}
ρε(y, s) dyds

+

∫
B(0,ε)

{∫
Aε0

(
ξ
(
x1, z + y, τ + s

))
z
h(x1)

(
b(uz)− gb(1)

)(
x1, z, t

)
dx1dzdτ

}
ρε(y, s) dyds.

L’équation ci-dessus peut être récrite comme suit∫
Aε0

{
ξtgε + ξx2h(x1)

(
b(ux2)ε − gεb(1)

)}
dxdt

=

∫
B(0,ε)

{∫
Q

(
ξ
(
x1, z + y, τ + s

))
τ
g
(
x1, z, t

)
dx1dzdτ

}
ρε(y, s) dyds

+

∫
B(0,ε)

{∫
Q

(
ξ
(
x1, z + y, τ + s

))
z
h(x1)

(
b(uz)− gb(1)

)(
x1, z, t

)
dx1dzdτ

}
ρε(y, s) dyds.

Observons que (x1, z, τ) 7→ ξ(x1, z+ y, τ + s) est une fonction positive dans D(R2×]0, T [)

et s’annule sur Σ1 ∪ Σ3 pour tout (y, s) ∈ B(0, ε). Par conséquent, comme ρε ≥ 0, on
déduit de (2.22) que∫

Aε0

{
ξtgε + ξx2h(x1)

(
b(ux2)ε − gεb(1)

)}
dxdt ≤ 0,

qui peut être écrit∫
Aε0

{(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)(
λ− gε

)
+ ξx2h(x1)

(
b(ux2)ε − b(1)

)}
dxdt ≤ 0

puisque ∫
Aε0

ξx2h(x1)b(1) dxdt =

∫
Aε0

λξt dxdt = 0.

De même, en utilisant (2.21), on arrive à∫
Aε0

ξx2h(x1)
(
b(ux2)ε − b(1)

)
dxdt ≤ 0.

Maintenant, pour tout nombre réel positif δ, on pose

ϑδ = min
(
1,

(λ− gε)+

δ

)
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qui vérifie ϑδ ∈ Lploc(Aε0), ϑδx2 , ϑδt ∈ Lploc(Aε0). En utilisant l’intégration par parties, on
obtient∫

Aε0

{(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)
ϑδ
(
λ− gε

)
+ ξx2h(x1)

(
(b(ux2))ε − b(1)

)}
dxdt

−δ
2

∫
Aε0

(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)
ϑ2
δ dxdt

=

∫
Aε0

{(
h(x1)b(1)

(
ϑδξ
)
x2
−
(
ϑδξ
)
t

)(
λ− gε

)
+
(
ϑδξ
)
x2
h(x1)

(
(b(ux2))ε − b(1)

)}
dxdt

+

∫
Aε0

(
(1− ϑδ)ξ

)
x2
h(x1)

(
(b(ux2))ε − b(1)

)
dxdt

et comme (2.21) et (2.22) restent valables, respectivement, pour ϑδξ et (1−ϑδξ), il s’ensuit∫
Aε0

{(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)
ϑδ
(
λ− gε

)
+ ξx2h(x1)

(
(b(ux2))ε − b(1)

)}
dxdt

−δ
2

∫
Aε0

(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)
ϑ2
δ dxdt ≤ 0. (2.23)

Enfin, en passant successivement à la limite dans (2.23) lorsque δ −→ 0 et puis ε −→ 0

et en utilisant le théorème de convergence dominé de Lebesgue, on obtient∫
Aε0

{(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)(
λ− g

)
+ ξx2h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)}
dxdt ≤ 0,

et alors (2.16) est vérifié puisque u = x2, g = 1 p.p. dans A \Q et ε0 est arbitraire

Lemme 2.2.2 Soit χ une fonction de L∞(Q) vérifiant

χ(x) ∈ [0, 1] p.p. x ∈ Q et χx2h(x1)b(1)− χt = 0 dans D′(Q). (2.24)

Soient ξ, ξ1, ξ2 ∈ D(R2×]0, T [) tels que ξ, ξ1 ≥ 0 , ξ = ξ1 = 0 sur Σ1 ∪ Σ3, ξ2 = 0 sur
∂Q. Soient k, λ et ε des nombres réels positives, tel que ε > 0 et λ ∈ 1 − H(k) avec H
désigne le graphe monotone maximale associé à la fonction Heaviside,

H(t) =


1, t > 0

[0, 1], t = 0

0, t < 0.
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Alors, si (u, g) est une solution de (P ), on a∫
Q

{(
h(x1)b(1)ξ2x2 − ξ2t

)(
λ− χ

)+

+
(
h(x1)b(1)ξ1x2 − ξ1t

)(
λ− g

)+

+
(
ξmin(1,

(u− x2 − k)+

ε
)
)
x2
h(x1)b(ux2)

}
dxdt ≤ C(u, k, ξ1), (2.25)

où

C(u, 0, ξ1) = −
∫
Q

ξ1x2h(x1)
(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt

= lim
ε−→0

∫
Q

ξ1

(
min(1,

u− x2

ε
)
)
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt,

C(u, k, ξ1) = 0 pour k > 0. (2.26)

Preuve. De (2.24), on a immédiatement pour tout λ ∈ R et ξ2 ∈ D(R2×]0, T [) tel que
ξ2 = 0 sur ∂Q, ∫

Q

(
h(x1)b(1)ξ2x2 − ξ2t

)(
λ− χ

)+

dxdt = 0. (2.27)

Puisque ξmin
(

1,
(u− x2 − k)+

ε

)
= 0 sur Σ2 pour tout k ≥ 0, on déduit du Corollaire

2.2.1, ∫
Q

(
ξmin

(
1,

(u− x2 − k)+

ε

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt = 0. (2.28)

En additionnant (2.27) et (2.28), on déduit (2.25) pour k > 0 puisque dans ce cas λ = 0.

En utilisant (2.28) pour k = 0, ξ = ξ1 et le fait que ξ1 min
(
1,
u− x2

ε

)
= 0 sur ∂Ω×]0, T [,

on obtient : ∫
Q

ξ1

{(
min

(
1,
u− x2

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(x2x2)

)}
dxdt+ (2.29)

+

∫
Q

(
min

(
1,
u− x2

ε

)){
ξ1x2h(x1)

(
b(ux2)− b(x2x2)

)}
dxdt = 0.

Maintenant, en passant à limite ε→ 0 dans (2.29), on obtient :∫
Q

ξ1x2h(x1)
(
b(ux2)− b(1)

)
dxdt = (2.30)

= − lim
ε→0

∫
Q

ξ1

{(
min

(
1,
u− x2

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)}
dxdt.

En additionnant (2.27) et (2.28), il vient∫
Q

(
h(x1)b(1)ξ2x2 − ξ2t

)(
λ− χ

)+

+ (2.31)

+
(
ξmin

(
1,

(u− x2 − k)+

ε

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt = 0.
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En écrivant (2.16) pour ξ = ξ1 et tenant compte de (2.30), on déduit∫
Q

(
h(x1)b(1)ξ1x2 − ξ1t

)(
λ− g

)+

dxdt ≤

≤ lim
ε→0

∫
Q

ξ1

{(
min

(
1,
u− x2

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)}
dxdt. (2.32)

On additionne (2.31) et (2.32), on obtient (2.25) pour k = 0.

Lemme 2.2.3 Supposons que(
0, h(x1)b(1)

)
· ν ≤ 0 sur Γ1. (2.33)

Soit Ψ une fonction de C∞(R) ∩ C0,1(R) telle que Ψ(0) = 0, Ψ′ ≥ 0, Ψ ≤ 1 et soient k,
λ, ε les nombres réels positives définis au Lemme 2.2.2. Alors, si (u, g) est une solution
de (P ) et ξ ∈ D

(
R2×]0, T [

)
, ξ ≥ 0, ξ

(
1−Ψ(u− x2)

)
= 0 sur Σ2, on a∫

Q

{(
ξ
(

1−Ψ(u− x2

))
min

(
1,

(k − (u− x2))+

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− λb(1)

)
−
(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)(
g − λ

)+}
dxdt ≥ 0. (2.34)

Preuve. Soit B = R2×]0, T [\Σ4. Puisque σ1 et σ2 sont (1, q) des ensembles polaires
de Q, alors sans perte de généralité on peut supposer que ξ une fonction de D(B) et

d(Σ4, supp(ξ)) = ε0 > 0. Pour ε > 0, on considère Hε(u − x2) = min(1,
u− x2

ε
). En

appliquant le Lemme 2.2.1 pour

F (z1, z2) = Hε(z1)

et
F (z1, z2) = Hε(z1)Ψ(z1),

on obtient ∫
Q

(
ξHε(u− x2)

(
1−Ψ(u− x2)

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt = 0 (2.35)

puisque g = 0 presque partout Hε(u − x2) 6= 0. En utilisant (2.35) et en tenant compte
de (2.14) et (2.33), il vient∫

Q

{(
ξ
(
1−Ψ(u− x2)

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− b(1)

)}
Hε(u− x2) dxdt ≤

≤
∫

Σ1

−ξ
(

1−Ψ(u− x2)
)(
h(x1)b(1)ν

)
dσ(x, t). (2.36)
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On fait ε→ 0 dans (2.36), on obtient∫
Q

(
ξ
(
1−Ψ(u− x2)

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt ≤ 0. (2.37)

En appliquant le Lemme 2.2.1 pour

F (z1, z2) = 1−Ψ(z1),

on obtient puisque F (0, z2) = 1,∫
Q

g
(
ξx2h(x1)b(1)− ξt

)
dxdt =

∫
Q

(
ξ
(
1−Ψ(u− x2)

))
x2
h(x1)b(ux2) dxdt ≤ 0 (2.38)

pour tout ξ ∈ D(B) tel que ξ ≥ 0, ξ
(

1−Ψ(u−x2)
)

= 0 sur Σ2 et d(Σ4, supp(ξ)) = ε0 > 0.
Prolongeons g par 0 en dehors de Q et notons toujours cette fonction par g. Pour ε ∈
]0, ε0/2[, soit ρε ∈ D(R2×]0, T [) une suite régularisante avec supp(ρε) ⊂ B(0, ε). Posons
gε = ρε ∗ g. Pour tout nombre réel positive δ, on définit

η = min
(

1,
gε − λ
δ

)
.

De (2.38), on a∫
R2×]0,T [

(
(ηξ)x2h(x1)b(1)− (ηξ)t

)(
gε − λ

)
dxdt = J1 + J2 ≤ 0, (2.39)

où

J1 =

∫
R2×]0,T [

(
gε − λ

)
min

(
1,
gε − λ
δ

)(
ξx2h(x1)b(1)− ξt

)
dxdt,

J2 =

∫
R2×]0,T [

ξ
(
gε − λ

)((
min

(
1,
gε − λ
δ

))
x2
h(x1)b(1)−

(
min

(
1,
gε − λ
ε

))
t

)
dxdt

= − 1

2δ

∫
R2×]0,T [

(
min

(
δ, gε − λ

))2(
h(x1)b(1)ξx2 − ξt

)
dxdt.

En passant successivement δ −→ 0 et ε −→ 0 dans (2.39), on obtient (2.34) pour k = 0.

Supposons que k > 0. Alors λ = 0 et (g − λ)+ = g. Puisque s 7−→ min
(

1,
(k − s)+

ε

)
est

une fonction decroissante, on obtient en appliquant le Lemme 2.2.1,∫
Q

(
ξ
(

1−Ψ(u− x2)
)

min
(

1,
(k − (u− x2))+

ε

))
x2
h(x1)

(
b(ux2)− gb(1)

)
+

+ min
(

1,
k

ε

)
ξtg dxdt = 0,
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qui s’écrit en tenant compte de (2.34) pour k = 0 et le fait que g(u − x2) = 0 p.p. dans
Q : ∫

Q

(
ξ
(
1−Ψ(u− x2)

)
min

(
1,

(k − (u− x2))+

ε

))
x2
h(x1)b(ux2)

−g
(
ξx2h(x1)b(1)− ξt

)
dxdt

=
(

min
(
1,
k

ε

)
− 1
)∫

Q

g
(
ξx2h(x1)b(1)− ξt

)
dxdt ≥ 0.

D’où le lemme pour k > 0.
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Chapitre 3

Unicité de la solution d’un
problème d’évolution non-linéaire

de la digue

Le but de ce chapitre est de démontrer que la solution du problème (P ) est unique. Pour
cela, nous utilisons la technique de double variables qui est inspirée de S.N. Kružhkov dans
[30] afin d’obtenir une L1-propriété de contraction pour solutions d’entropie de problèmes
hyperboliques. Voir [8], [16], [26], [33], [34], [36], [42], [43], [44] et [49] pour quelques
utilisations de cette technique. Pour les applications de la méthode de Kružhkov aux
problèmes stationnaires et non stationnaires à frontière libre, nous référons aux [5]-[7],
[23], [26], [38] et [50].

3.1 Unicité de la solution du problème (P )

Théorème 3.1.1 Supposons que (2.10)− (2.15) sont vérifiés et (0, h(x1)b(1)) · ν ≤ 0 sur
Γ1. Alors, la solution du problème (P ) associé à la donnée initiale g0 est unique.

Tout d’abord, nous cherchons à obtenir un résultat de comparaison de solutions qui
nous permet de prouver l’unicité de la solution du problème (P ). Tout d’abord, nous
commençons par les deux lemmes suivantes de comparaison de solutions.
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Chapitre 03 Unicité de la solution du problème (P )

Lemme 3.1.1 Soit B un sous-ensemble ouvert borné de R2 tel que B∩Ω = ∅ ou B∩Ω est
un graphique de Lipschitz. Pour deux solutions (u1, g1) et (u2, g2) à (P ), nous posons um =

min(u1, u2) et gM = max(g1, g2). Alors, pour tout ξ ∈ D(B×]0, T [), ξ ≥ 0, (Σ1,Σ3) ∩
supp(ξ) = ∅ et pour i = 1, 2, on a :∫

Q

{
ξt
(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)− (gi − gM)b(1)

)}
dxdt ≤ 0. (3.1)

Preuve. Soient (u1, g1) et (u2, g2) deux solutions de (P ) et soit ξ la fonction définie au
Lemme 3.1.1. Pour tout (x, y, t, s) ∈ Q×Q, on définit :

ϑ
(
x, t, y, s

)
= ξ
(x+ y

2
,
t+ s

2

)
ρ3,δ2

(x2 − y2

2

)
ρ2,δ1

(x1 − y1

2

)
ρ1,δ1

(t− s
2

)
,

où δ1,δ2 sont des nombres réels positifs, ρ1,δ1 ,ρ2,δ1 ,ρ3,δ2∈ D(R) et ρ1,δ1 ,ρ2,δ1 ,ρ3,δ2 ≥ 0 dans
R, ∫

R
ρ1,δ1(t) dt = 1,

∫
R
ρ2,δ1(t) dt = 1,

∫
R
ρ3,δ2(t) dt = 1,

supp(ρ1,δ1), supp(ρ2,δ1) ⊂]− δ1, δ1[, supp(ρ3,δ2) ⊂]− δ2, δ2[

et pour tout (x, y) ∈ (B \ Ω)× (B ∩ Ω),

ρ3,δ2

(x2 − y2

2

)
ρ2,δ1

(x1 − y1

2

)
= 0.

Remarquons qu’en choisissant δ1 et δ2 suffisamment petits, ϑ appartient à
D
(
B×]0, T [×B×]0, T [

)
et

ϑ = 0 sur
(
Q× Σ

)
∪
(
(Σ1 ∪ Σ3)×Q

)
. (3.2)

Donc, en appliquant le Lemme 2.2.2 à (u1, g1) avec k = u2(y, s) − y2, λ = g2(y, s),
ξ(x, t) = ξ1(x, t) = ϑ(x, t, y, s), ξ2(x, t) = 0 , pour p.p. (x, s) ∈ Q nous obtenons :∫

Q

{(
ξmin

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))
x2
h(x1)b(u1x2)

+
(
h(x1)b(1)ϑx2 − ϑt

)(
g2 − g1

)+}
dxdt ≤ C

(
u1, u2 − y2, ϑ

)
.

En intégrant sur Q, il vient∫
Q×Q

{(
h(x1)b(1)ϑx2 − ϑt

)(
g2 − g1

)+

+ (3.3)

+
(

min
((u1 − x2 + y2 − u2)+

ε
, 1
)
ξ
)
x2
h(x1)b(u1x2)

}
dxdtdyds

≤
∫
Q

C
(
u1, u2 − y2, ϑ

)
dyds.
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En outre, on applique le Lemme 2.2.3 à (u2, g2) avec k = u1(x, t) − x2, λ = g1(x, t),
ξ(y, s) = ϑ(x, t, y, s) et Ψ = 0, nous avons pour p.p. (x, t) ∈ Q,∫

Q

{(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 − u2 + y2)+

ε

))
y2
h(y1)

(
b(u2y2)− g1b(1)

)
−
(
h(y1)b(1)ϑy2 − ϑt

)(
g2 − g1

)+}
dyds ≥ 0. (3.4)

On utilise (3.2) et le fait que la fonction (y, s) 7→ h(y1)g1b(1) ne dépend pas de y2, on
trouve ∫

Q

(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 − u2 + y2)+

ε

))
y2
g1h(y1)b(1) dyds = 0.

Par conséquent, (3.4) peut être écrit comme∫
Q

{(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 − u2 + y2)+

ε

))
y2
h(y1)b(u2y2)

−
(
h(y1)b(1)ϑy2 − ϑt

)(
g2 − g1

)+}
dyds ≥ 0.

En intégrant sur Q, nous obtenons∫
Q×Q

{(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 − u2 + y2)+

ε
, 1
))

y2
h(y1)b(u2y2)

−
(
h(y1)b(1)ϑy2 − ϑt

)(
g2 − g1

)+}
dxdtdyds ≥ 0. (3.5)

Nous avons

ϑmin
(

1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

)
= 0 sur

(
Q× Σ

)
∪
(
Σ×Q

)
.

D’autre part, comme les fonctions h(x1) et u1(resp.h(y1) et u2) ne dépendent pas de
y2(resp.x2), il vient∫

Q×Q

(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

))
y2
h(x1)b(u1x2) dxdtdyds = 0, (3.6)∫

Q×Q

(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

))
x2
h(y1)b(u2y2) dxdtdyds = 0, (3.7)

u1y2 = u2x2 = 0 p.p. dans Q. (3.8)
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En soustrayant (3.5) de (3.3) et utilisant (3.6)-(3.8), on obtient∫
Q×Q

{(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

))
×
(
h(x1)b((∂x2 + ∂y2)u1)− h(y1)b((∂x2 + ∂y2)u2)

)
+
((
h(x1)ϑx2 + h(y1)ϑy2

)
b(1)− ϑt − ϑs

)(
g2 − g1

)+}
dxdtdyds

≤
∫
Q

C
(
u1, u2 − y2, ϑ

)
dyds,

ce qui conduit à∫
Q×Q

min
(

1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

)
×

×
(
h(x1)− h(y1)

)
b
(

(∂x2 + ∂y2)u2

)(
∂x2 + ∂y2

)
ϑ dxdtdyds

+

∫
Q×Q

{
min

(
1,

(
u1 − x2 − u2 + y2

)+

ε

)
×

×h(x1)
(
b
((
∂x2 + ∂y2

)
u1

)
− b
((
∂x2 + ∂y2

)
u2

))(
∂x2 + ∂y2

)
ϑ

+
(
h(y1)b(1)

(
ϑx2 + ϑy2

)
− ϑt − ϑs

)(
g2 − g1

)+}
dxdtdyds (3.9)

+

∫
Q×Q

(
h(x1)− h(y1)

)
b(1)ϑx2

(
g2 − g1

)+

dxdtdyds

+

∫
Q×Q

(
∂x2 + ∂y2

)(
min

(
1,

(u1 − x2 − u2 + y2)+

ε

))
×

×
(
h(x1)− h(y1)

)
b
((
∂x2 + ∂y2

)
u2

)
ϑ dxdtdyds

+

∫
Q×(Q∩{u2=y2})

ϑ
(

min
(
1,
u1 − x2

ε

))
x2
h(x1)

(
b(u1x2)− b(1)

)
dxdtdyds

≤
∫
Q

C
(
u1, u2 − y2, ϑ

)
dyds,

en tenant compte des conditions (2.14) et (2.15). On considère les changements de va-
riables suivants :

z =
x+ y

2
, , σ =

x− y
2

, τ =
t+ s

2
, θ =

t− s
2

. (3.10)

Soient respectivement I1 et I2 désignent les domaines des variables z2 =
x2 + y2

2
et σ2 =
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x2 − y2

2
, et notons J le domaine des variables x2 et y2. Posons

Q1 =]A,B[×I1×]0, T [, Q2 =
]A−B

2
,
B − A

2

[
× I2 ×

]−T
2
,
T

2

[
,

Q3 =]A,B[×J×]0, T [, Q4 =
]A−B

2
,
B − A

2

[
× J ×

]−T
2
,
T

2

[
.

En utilisant (3.10) et (3.9), on trouve

D̄ε,δ2,δ1 + Ēε,δ2,δ1 + F̄δ2,δ1 + Ḡε,δ2,δ1

+

∫
Q×(Q∩{u2=y2})

ϑ
(

min
(
1,
u1 − x2

ε

))
x2
h(x1)

(
b(u1x2)− b(1)

)
dxdtdyds

≤
∫
Q

C
(
u1, u2 − y2, ϑ

)
dyds, (3.11)

où

D̄ε,δ2,δ1 =

∫
Q1×Q2

min
(

1,

(
û1 − û2 − 2σ2

)+

ε

)
×ϑ̂z2

(
h(z1 + σ1)− h(z1 − σ1)

)
b
(
ũ2z2

)
dzdτdσdθ,

Ēε,δ2,δ1 =

∫
Q1×Q2

{
min

(
1,

(
û1 − û2 − 2σ2

)+

ε

)
ϑ̂z2h

(
z1 + σ1

)(
b
(
û1z2

)
− b
(
û2z2

))
+
(
h
(
z1 − σ1

)
b(1)ϑ̂z2 − ϑ̂τ

)(
ĝ2 − ĝ1

)+}
dzdτdσdθ,

F̄δ2,δ1 =

∫
Q3×Q4

(
ḡ2 − ḡ1

)+

ϑ̄x2

(
h
(
z1 + σ1

)
− h
(
z1 − σ1

))
b(1) dz1dx2dτdσ1dy2dθ,

Ḡε,δ2,δ1 =

∫
Q1×Q2

(
min

(
1,

(
û1 − û2 − 2σ2

)+

ε

))
z2

×ϑ̂
(
h(z1 + σ1)− h

(
z1 − σ1

))
b
(
û2z2

)
dzdτdσdθ.

avec

û1 = u1(z + σ, τ + θ), ū1 = u1(z1 + σ1, x2, τ + θ),

û2 = u2(z − σ, τ − θ), ϑ̂ = ξ(z, τ)ρ1,δ1(θ)ρ2,δ1(σ1)ρ3,δ2(σ2),

ϑ̄ = ξ(z1,
x2 + y2

2
, τ)ρ1,δ1(θ)ρ2,δ1(σ1)ρ3,δ2(

x2 − y2

2
),

ĝ1 = g1(z + σ, τ + θ), ĝ2 = g2(z − σ, τ − θ),
ḡ1 = g1(z1 + σ1, x2, τ + θ), ḡ2 = g2(z1 − σ1, y2, τ − θ).
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Comme h est une fonction Lipschitzienne et supp(ρ2,δ1) ⊂]−δ1, δ1[, il existe une constante
K telle que∣∣∣F̄δ2,δ1∣∣∣ ≤ K

∫
Q3×Q4

∣∣σ1

∣∣∣∣ϑ̄x2∣∣b(1)
(
ḡ2 − ḡ1

)+
dz1dx2dτdσ1dy2dθ

≤ Kδ1

∫
Q3×Q4

∣∣ϑ̄x2∣∣b(1)
(
ḡ2 − ḡ1

)+
dz1dx2dτdσ1dy2dθ

:= δ1M
1
δ2,δ1

, (3.12)

∣∣∣Ḡε,δ2,δ1

∣∣∣ ≤ Kδ1

∫
Q1×Q2

ϑ̂
∣∣∣(min

(
1,

(
û1 − û2 − 2σ2

)+

ε

))
z2
b
(
û2z2

)∣∣∣ dzdτdσdθ
=: δ1M

2
ε,δ2,δ1

, (3.13)

∣∣∣D̄ε,δ2,δ1

∣∣∣ ≤ Kδ1

∫
Q1×Q2

∣∣∣min
(

1,

(
û1 − û2 − 2σ2

)+

ε

)
ϑ̂z2b

(
û2z2

)∣∣∣ dzdτdσdθ
=: δ1M

3
ε,δ2,δ1

. (3.14)

Comme (M1
δ2,δ1

)δ1>0, (M2
ε,δ2,δ1

)δ1>0 et (M3
ε,δ2,δ1

)δ1>0 sont bornés, on peut passer à la limite
dans (3.12)− (3.14) lorsque δ1 → 0 à obtenir

lim
δ1→0

(
F̄δ2,δ1

)
= lim

δ1→0

(
Ḡε,δ2,δ1

)
= lim

δ1→0

(
D̄ε,δ2,δ1

)
= 0. (3.15)

D’autre part,

lim
δ2→0

(
lim
δ1→0

(
Ēε,δ2,δ1

))
=

∫
Q

{
min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

)
ξz2h(z1)

(
b(u1z2)− b

(
u2z2

))
+
(
h(z1)b(1)ξz2 − ξτ

)
(g2 − g1)+

}
dzdτ, (3.16)

où u1 = u1(z, τ), u2 = u2(z, τ), g1 = g1(z, τ), g2 = g2(z, τ) et ξ = ξ(z, τ). Maintenant, en
utilisant (2.26) et le théorème de Lebesgue, on trouve∫

Q

C
(
u1, u2 − y2, ϑ

)
dyds

= lim
ε→0

∫
Q∩
{
u2=y2

} {∫
Q

ϑ
(

min
(
1,

(u1 − x2)

ε

))
z2
h(x1)(b(u1x2)− b(1)) dxdt

}
dyds.

Alors, en passant successivement δ1 → 0, δ2 → 0, ε → 0 dans (3.11) et en utilisant
(3.15)− (3.16), il vient∫
Q

{(
h(z1)b(1)ξx2 − ξτ

)(
g2 − g1

)+
+ χ{u1−u2≥0}ξz2h(z1)

(
b(u1,z2)− b(u2,z2)

) }
dzdτ ≤ 0,
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où χ{u1−u2≥0} représente la fonction caractéristique de l’ensemble {u1 − u2 ≥ 0}. Ceci nous
donne (3.1) pour i = 1. Si on change les rôles de (u1, g1) et (u2, g2), on obtient aussi (3.1)

pour i = 2.

Lemme 3.1.2 Soit B un sous-ensemble ouvert borné de R2 tel que B ∩Ω = ∅ ou B ∩Ω

est un graphe de Lipschitz. Soient (u1, g1) et (u2, g2) deux solutions de (P ) et soit ḡ une
fonction de L∞(Q) telle que

0 ≤ ḡ ≤ g1, g2 p.p. dans Q, ḡx2h(x1)b(1) − ḡt = 0 dans D′(Q). (3.17)

Alors, pour toute fonction ξ de D(B×]0, T [), ξ ≥ 0, (Σ4 ∪ σ1) ∩ supp(ξ) = 0 et pour
i, j = 1, 2, i 6= j, on a∫

Q

{
ξt
(
gj − ḡ

)+
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gj − ḡ

)+
b(1)

)}
dxdt ≤ 0. (3.18)

Preuve. Soient (u1, g1) et (u2, g2) deux solutions de (P ) et soit ξ la fonction définie dans
le Lemme 3.1.2. Pour tout (x, y, t, s) ∈ Q×Q, on définit :

ϑ(x, t, y, s) = ξ
(x+ y

2
,
t+ s

2

)
ρ3,δ3

(x2 − y2

2

)
ρ2,δ2

(x1 − y1

2

)
ρ1,δ1

(t− s
2

)
,

où δ1,δ2,δ3 sont des nombres réels positifs, ρ1,δ1 ,ρ2,δ2 ,ρ3,δ3∈ D(R) et ρ1,δ1 , ρ2,δ2 , ρ3,δ3 ≥ 0

dans R, ∫
R
ρ1,δ1(t) dt = 1,

∫
R
ρ2,δ2(t) dt = 1,

∫
R
ρ3,δ3(t) dt = 1,

supp(ρ1,δ1) ⊂]− δ1, δ1[, supp(ρ2,δ2) ⊂]− δ2, δ2[, supp(ρ3,δ3) ⊂]− δ3, δ3[

et pour tout (x, y) ∈ (B \ Ω)× (B ∩ Ω),

ρ3,δ3

(x2 − y2

2

)
ρ2,δ2

(x1 − y1

2

)
= 0.

Pour δ1, δ2 et δ3 suffisamment petits, la fonction ϑ appartient à D(B×]0, T [×B×]0, T [)

et
ϑ = 0 sur (Q× (σ1 ∪ Σ4) ∪ (Σ×Q).

D’autre part, puisque supp(ξ)∩ (σ1 ∩Σ4) = ∅ et si on suppose supp(ξ)∩Σ3 6= ∅, on peut
trouver r0 ∈ (0, min

supp(ξ)∩Σ3

ϕ) et Ψ ∈ C∞(R) ∩ C0,1(R) telle que Ψ′ ≥ 0, Ψ(r) = 0 si r ≤ 0

et Ψ(r) = 1 si r ≥ r0, et cette fonction Ψ satisfait pour δ1, δ2 suffisamment petits,

ϑ
(
1−Ψ(u2 − y2)

)
= 0 sur

(
Σ×Q

)
∪
(
Q× Σ2

)
. (3.19)
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Si supp(ξ)∩Σ3 = ∅, on choisit Ψ = 0. Maintenant, en appliquant le Lemme 2.2.2 à (u1, g1)

avec k = u2(y, s)− y2, λ = g2(y, s), ξ(x, t) = ξ2(x, t) = ϑ(x, t, y, s), ξ1(x, t) = 0 et χ = ḡ,
on obtient pour p.p. (y, s) ∈ Q,∫

Q

{(
h(x1)b(1)ϑx2 − ϑt

)(
g2 − ḡ

)+
+

+
(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
x2
h(x1)b(u1x2)

}
dxdt ≤ 0.

En intégrant sur Q, on trouve∫
Q×Q

{(
h(x1)b(1)ϑx2 − ϑt

)(
g2 − ḡ

)+
+ (3.20)

+
(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
x2
h(x1)b(u1x2)

}
dxdtdyds ≤ 0

De même, pour p.p. (x, t) ∈ Q, on applique le Lemme 2.2.3 à (u2, g2) avec k = u1(x, t)−x2,
λ = ḡ(x, t), ξ(y, s) = ϑ(x, t, y, s), alors on intègre sur Q à obtenir

−
∫
Q×Q

{(
ϑ
(
1−Ψ(u2 − y2)

)
min

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
y2

(3.21)

×h(y1)
(
b(u2y2)− ḡb(1)

)
−
(
h(y1)b(1)ϑy2 − ϑs

)(
g2 − ḡ

)+}
dxdtdyds

≤ 0.

D’autre part, d’après le Corollaire 2.2.1, on a∫
Q×Q

(
ϑmin

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
x2
h(x1)b(u1x2) dxdtdyds = 0. (3.22)

L’utilisation de (3.17) et (3.19) conduit à∫
Q×Q

(
ϑ
(
1−Ψ(u2 − y2)

)
min

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
x2
ḡh(y1)b(1) dxdtdyds = 0,

(3.23)

∫
Q×Q

(
ϑ
(
1−Ψ(u2 − y2)

)
min

(
1,

(
u1 − x2 + y2 − u2

)+

ε

))
x2
h(y1)b(u2y2) dxdtdyds = 0.

(3.24)

L’addition de (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) donne

K̄ε,δ1,δ3,δ2 + L̄δ1,δ3,δ2 + M̄ε,δ1,δ3,δ2 ≤ 0, (3.25)
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où

K̄ε,δ1,δ3,δ2 =

∫
Q×Q

{((
ϑx2 + ϑy2

)
h(y1)b(1)− ϑt − ϑs

)(
g2 − ḡ

)+

+

+
(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))(
h(x1)b(u1x2)− h(y1)b(u2y2)

)}
dxdtdyds,

L̄δ1,δ3,δ2 =

∫
Q×Q

(
h(x1)− h(y1)

)
b(1)ϑx2

(
g2 − ḡ

)+

dxdtdyds,

M̄ε,δ1,δ3,δ2 =

∫
Q×Q

(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑΨ(u2 − y2) min

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))
×

×h(y1)
(
b
(
(∂x2 + ∂y2

)
u2)− ḡb(1)

)
dxdtdyds

−
∫
Q×Q

(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))
×h(x1)

(
b
(

(∂x2 + ∂y2)u1

)
− ḡb(1)

)
dxdtdyds

−
∫
Q×Q

(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))
×ḡb(1)

(
h(x1)− h(y1)

)
dxdtdyds.

En passant à la limite dans L̄δ1,δ3,δ2 lorsque δ2 → 0, il vient

lim
δ2→0

(
L̄δ1,δ3,δ2

)
= 0. (3.26)

D’autre part,

lim
δ3→0

(
lim
δ2→0

(M̄ε,δ1,δ3,δ2)
)

=

∫ T

0

∫
Q

(
ξΨ(u2 − x2) min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u2x2)− ḡb(1)

)
dxdtds

−
∫ T

0

∫
Q

(
ξmin(1,

(u1 − u2)+

ε
)
)
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u1x2)− ḡb(1)

)
dxdtds

=: S̄ε,δ1 , (3.27)

où u1 = u1(x, t), u2 = u2(x, s), ḡ = ḡ(x, t), ξ = ξ
(
x,
t+ s

2

)
et ρ1,δ1 = ρ1,δ1(

t− s
2

). En
appliquant le Lemme 2.2.1 à

F (z1, z2) =
(
1−Ψ(z2)

)
min

(
1,

(z1 − z2)+

ε

)
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avec v = u2 − x2 et en tenant compte

ξ
(
x,
t+ s

2

)(
1−Ψ(u2(x, s)− x2)

)
ρ1,δ1

(t− s
2

)
= 0

pour tout (x, t, s) ∈ Σ2×]0, T [, on obtient∫ T

0

∫
Q

(
ξ
(
1−Ψ(u2 − x2)

)
min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2

(3.28)

×ρ1,δ1h(x1)
(
b(u1x2)− gb(1)

)
dxdtds = 0.

En utilisant (3.28) et le fait que ḡ ≤ g1 et Ψ(0) = 0, on déduit de (3.27) que

S̄ε,δ1 =

∫ T

0

∫
Q

(
ξΨ(u2 − x2) min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u2x2)− g2b(1)

)
dxdtds

−
∫ T

0

∫
Q

(
ξΨ(u2 − x2) min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u1x2)− g1b(1)

)
dxdtds.

(3.29)

Remarquons que

±ξΨ
(
φ(x, s)− x2

)(
min

(
1,

(u1 − φ(x, s))+

ε

)
−min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

))
ρ1,δ1

sont des fonctions tests pour (P ) correspondant à (u2, g2). De plus, en appliquant le
Lemme 2.2.1 à u2 avec v = u1 − x2,

F (z1, z2) =
(
1−Ψ(z1)

)
min

(
1,

(z2 − z1)+

ε

)
et

F (z1, z2) = min
(
1,

(z2 − z1)+

ε

)
,

en soustrayant l’une des équation de l’autre et tenant compte de Ψ(0) = 0, g2(u2−x2) = 0

p.p. en Q, on déduit que∫ T

0

∫
Q

(
ξΨ(u2 − x2) min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u2x2)− g2b(1)

)
dxdtds

=

∫ T

0

∫
Q

{(
ξΨ
(
φ(x, s)− x2

)
min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε
)
)
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u2x2)− g2b(1)

)
+ g2

(
ξΨ
(
φ(x, s)− x2

)
min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

)
ρ1,δ1

)
s

}
dxdtds. (3.30)

De même, si on applique le Lemme 2.2.1 à u1 avec v = u2 − x2 et

F (z1, z2) = Ψ(z2) min
(
1,

(z1 − z2)+

ε

)
,
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on a∫ T

0

∫
Q

(
ξΨ(u2 − x2) min

(
1,

(u1 − u2)+

ε

))
x2
ρ1,δ1h(x1)

(
b(u1x2)− gb(1)

)
dxdtds

=

∫ T

0

∫
Q

{(
ξΨ
(
φ(x, s)− x2

)
min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

))
x2
ρ1,δ1 h(x1)

(
b(u1x2)− g1b(1)

)
+ g1

(
ξΨ(φ(x, s)− x2) min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

)
ρ1,δ1

)
t

}
dxdtds. (3.31)

Comme g1(resp. g2) ne dépend pas de s(resp. t), on obtient de (3.29), (3.30) et (3.31),

S̄ε,δ1 =

∫ T

0

∫ T

0

∫
Q

{(
ξΨ
(
φ(x, s)− x2

)
min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

))
x2

×h(x1)
(
b(u2x2)− b(u1x2) +

(
g1 − g2

)
b(1)

)
(3.32)

−
(
g1 − g2

)(
∂t + ∂s

)(
ξΨ(φ(x, s)− x2) min

(
1,

(φ(x, t)− φ(x, s))+

ε

))}
ρ1,δ1 dxdtds.

On peut alors passer à la limite dans (3.32) lorsque δ1 → 0 à déduire

lim
δ1→0

(
lim
δ3→0

(
lim
δ2→0

(
M̄ε,δ1,δ3,δ2

)))
= lim

δ1→0

(
S̄ε,δ1

)
= 0. (3.33)

Ainsi, pour K̄ε,δ1,δ3,δ2 , on utilise (2.14) et (2.15) à écrire

K̄ε,δ1,δ3,δ2 =

∫
Q×Q

{
min

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

)(
∂x2 + ∂y2

)
ϑ
[
h(x1)

(
b(u1x2)− b(u2y2)

)]
+
[(
ϑx2 + ϑy2

)
h(y1)b(1)− ϑt − ϑs

](
g2 − ḡ

)+}
dxdtdyds

+

∫
Q×Q

{(
∂x2 + ∂y2

)
min

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

)
h(x1)

(
b(u1x2)− b(u2y2)

)
ϑ
}
dxdtdyds

+

∫
Q×Q

{(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑmin

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))(
h(x1)− h(y1)

)
b(u2y2)

}
dxdtdyds

≥
∫
Q×Q

{
min

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

)(
∂x2 + ∂y2

)
ϑ
[
h(x1)

(
b(u1x2)− b(u2y2)

)]
+
[(
ϑx2 + ϑy2

)
h(y1)b(1)− ϑt − ϑs

](
g2 − ḡ

)+}
dxdtdyds

+

∫
Q×Q

{(
∂x2 + ∂y2

)(
ϑ min

(
1,

(u1 − x2 + y2 − u2)+

ε

))(
h(x1)− h(y1)

)
b(u2y2)

}
dxdtdyds.

Maintenant, on passe successivement à la limite lorsque δ2 → 0, δ3 → 0, δ1 → 0, ε→ 0 à
trouver∫

Q×Q

{
χ{u1−u2≥0}ϑx2h(x1)

(
b(u1x2)− b(u2x2)

)
+
(
h(x1)b(1)ϑx2 − ϑt

)(
g2 − ḡ

)+}
dxdt

≤ lim inf
ε→0

(
lim
δ1→0

(
lim
δ3→0

(
lim
δ2→0

(
K̄ε,δ1,δ3,δ2

))))
. (3.34)
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Maintenant, en faisant successivement δ2 → 0, δ3 → 0, δ1 → 0, ε → 0 dans (3.25) et en
utilisant (3.26), (3.33) et (3.34), on obtient (3.18) pour i = 1 et j = 2. On peut changer
les rôles de (u1, g1) et (u2, g2) à obtenir (3.18) pour i = 2 et j = 1.

Pour arriver au résultat de comparaison de solutions, nous avons besoin des deux
lemmes suivants.

Lemme 3.1.3 Soient (u1, g1) et (u2, g2) deux solutions de (P ). Soit B un sous-ensemble
ouvert borné de R2 tel que B ∩ Γ = ∅ ou B ∩ Γ est un graphe de Lipschitz. Alors on a
pour i = 1, 2 :∫

Q

{
ξt

(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤ 0,

∀ξ ∈ D(B×]0, T [), ξ ≥ 0, supp(ξ) ∩ (σ1 ∪ Σ2) = ∅. (3.35)

Preuve. Soit ξ la fonction définie dans (3.35). Soit θε ∈ W 1,∞(Ω) la fonction définie par

θε =
(

1− d(∂Ω, x)

ε

)+

,

où ε > 0. Posons
Ωε =

{
x ∈ Ω/d(∂Ω, x) < ε

}
et soit ḡ comme dans (3.17). D’après le Lemme 3.1.1, on a pour i = 1, 2,∫

Q

{
ξt

(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤

≤
∫
Q

{(
ξθε
)
t

(
gi − gM

)
+
(
ξθε
)
x2
h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt

=

∫
Q

{
−
(
ξθε
)
t

(
gj − ḡ

)+

+
(
ξθε
)
x2
h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2) +

(
gj − ḡ

)+
b(1)

)}
dxdt

+

∫
Q

(
h(x1)b(1)(ξθε)x2 − (ξθε)t

)(
(gj − gi)+ − (gj − ḡ)+

)
dxdt. (3.36)

Par le Lemme 3.1.2, (3.36) récrit comme suit∫
Q

{
ξt

(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤

≤
∫

Ωε×]0,T [

(
h(x1)b(1)(ξθε)x2 − (ξθε)t

)(
(gj − gi)+ − (gj − ḡ)+

)
dxdt ≤

≤ max(1, β)
[
|Ωε×]0, T [|1/2

(( ∫
Ωε×]0,T [

|ξt|2 dxdt
)1/2

+
( ∫

Ωε×]0,T [

|ξx2 |2 dxdt
)1/2
)

+
1

ε

∫
Ωε×]0,T [

ξ dxdt
]
. (3.37)

45



Chapitre 03 Unicité de la solution du problème (P )

En utilisant les l’inégalités de Hölder et de Poincaré, on déduit l’existence d’une constante
C telle que :∫

Q

{
ξt

(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤

≤ max(1, β)
((
T 1/2|Ωε|1/2 + ε1/2C

)(( ∫
Ωε×]0,T [

|ξt|2 dxdt
)1/2

+
( ∫

Ωε×]0,T [

|ξx2 |2 dxdt
)1/2
))
,

ce qui conduit à (3.35) en passant ε tendre vers 0.

Lemme 3.1.4 Soient (u1, g1) et (u2, g2) deux solutions de (P ). Soit B un sous-ensemble
ouvert borné de R2 tel que B ∩ Γ = ∅ ou B ∩ Γ est un graphe de Lipschitz. Alors on a
pour i = 1, 2 :∫

Q

{
ξt
(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤ 0,

∀ξ ∈ D(B×]0, T [), ξ ≥ 0, supp(ξ) ∩ (Σ1 ∪ Σ4) = ∅. (3.38)

Preuve. Soient ξ la fonction définie comme dans Lemme 3.1.4, θ une fonction régulière
telle que

θ(0) = 0, 0 ≤ θ ≤ 1, ξ(1− θ(ψ − x2)) = 0 sur Σ.

Soient θε, Ωε et ḡ comme dans la preuve précédente. On déduit pour i, j = 1, 2 :∫
Q

{
ξt
(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)−

(
gi − gM

)
b(1)

)}
dxdt ≤

≤
∫

Ωε×]0,T [

(
h(x1)b(1) (ξθε(1− θ(uj − x2)))x2 − (ξθε)t

)(
(gj − gi)+ − (gj − ḡ)+

)
dxdt.

Nous concluons en utilisant les inégalités de Hölder, de Poincaré et en faisant ε tendre
vers 0.

Preuve du Théorème 3.1.1. Soit ξ une fonction telle que :

ξ ∈ D(B×]0, T [), ξ ≥ 0, ξ(x, 0) = ξ(x, T ) = 0 p.p. x dans Ω.

En tenant compte que σ1 et σ2 sont (1, q) ensemples polaires de Q, il existe une suite ξε
telle que :

ξε ∈ D(Ω̄×]0, T [\(σ1 ∪ σ2)), ξε ≥ 0 et ξε −→ ξ dans W 1,p(Q).

En utilisant la partition de l’unité, nous pouvons écrire :

ξε = uε,1 + ξε,1 + wε,1
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où uε,1, ξε,1 et wε,1 vérifient respectivement les Lemme 3.1.1, 3.1.3 et 3.1.4. Pour i = 1, 2,
on obtient∫

Q

{
ξεt
(
gi − gM

)
+ ξεx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)− (gi − gM)b(1)

)}
dxdt ≤ 0.

(3.39)

En passant ε −→ 0 dans (3.39), on arrive au résultat de comparaison de solutions suivant,∫
Q

{
ξt
(
gi − gM

)
+ ξx2h(x1)

(
b(uix2)− b(umx2)− (gi − gM)b(1)

)}
dxdt ≤ 0.

(3.40)

Si on choisit ξ ∈ D(0, T ), ξ ≥ 0 dans (3.40), on obtient∫
Q

ξt
(
gi − gM

)
dxdt ≤ 0,

qui peut être écrire comme

d

dt

∫
Ω

(
gM − gi

)
dx ≤ 0, dans D′(0, T ).

Puisque gi ∈ C0([0, T ];L1(Ω)) (voir [40]) et g1(x, 0) = g2(x, 0) = g0(x) p.p. x ∈ Ω, il vient∫
Ω

(
gM − gi

)
dx ≤ 0, dans [0, T ],

qui conduit à

gi = gM p.p. dans Q. (3.41)

En utilisant (3.41)− (3.40), on trouve

∀ξ ∈ D(Ω̄×]0, T [), ξ ≥ 0,

∫
Q

ξx2h(x1)
(
b(uix2)− b(umx2)

)
dxdt ≤ 0. (3.42)

De (2.14) − (2.15) et le fait que (3.42) reste vrai pour ξ = ui − um, on déduit que
(ui − um)x2 = 0 p.p. dans Q. Puisque ui − um = 0 sur Σ2, on peut étendre ui − um à
R×]D,+∞[×]0, T [ par 0 et toujours noté par ui−um. Ainsi, pour p.p. (x1, t) ∈ R×]0, T [,
il existe w̄ ∈ C0([D,+∞[) tel que w̄(x2) = (ui − um)(x1, x2, t) p.p. x2 ∈]D,+∞[ et

∀z1, z2 ∈ [D,+∞[, w̄(z1)− w̄(z2) =

∫ z1

z2

(ui − um)(x1, z, t) dz = 0,

ce qui signifie que w̄ = c dans [D,+∞[ pour une constante c ≥ 0. Dès que w̄(x2) = 0 pour
x2 assez grand, il s’ensuit que w̄ = 0 dans [D,+∞[, et donc ui = um p.p. dans Q pour
i = 1, 2. D’où la preuve est complète.
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Remarque 3.1.1 Si E,F sont des nombres réels tels que F > E, n = 3 et Γ1 = [A,B]×
[E,F ], le résultat d’unicité obtenu reste vrai si on remplace x1 par y′ = (y1, y2) ∈ [A,B]×
[E,F ] et x2 par y3, où y = (y′, y3) = (y1, y2, y3) est un point générique de Ω ⊂ R3.
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Chapitre 4

Existence d’une solution du
problème d’évolution non-linéaire
de la digue dans un domaine non

borné

Soit L une constante réele et Ω∞ un domaine non borné dans Rn−1×] − ∞, L[(n ≥
2), qui représente un milieu poreux de frontière lacalement Lipschitzienne ∂Ω := Γ et
Q∞ = Ω×]0,∞[. Nous désignons par ΓN la partie imperméable de Γ et par ΓD la partie
perméable. Soit ϕ ∈ C0,1

x ∩C1
t une fonction bornée positive définie sur Q∞ représentant la

pression assignée sur ΓD×]0,∞[:= ΣD. Posons Υ1
D = ΣD ∩ {ϕ > 0}, Υ0

D = ΣD ∩ {ϕ = 0}
et φ = ϕ+xn, où x = (x1, ..., xn) est le point générique dans Ω∞. Soit B : Ω∞×Rn → Rn

une fonction vectorielle telle que pour tout ξ ∈ Rn, la fonction x 7→ B(x, ξ) est mesurable
et pour p.p. x ∈ Ω∞, la fonction ξ 7→ B(x, ξ) est continue. Pour certaines constantes p > 1

et 0 < λ ≤ Λ <∞, nous supposons que

∀ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω∞, ξB(x, ξ) ≥ λ|ξ|p, (4.1)

∀ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω∞, |B(x, ξ)| ≤ Λ|ξ|p−1, (4.2)

∀ξ, η ∈ Rn, ξ 6= η, (ξ − η)(B(x, ξ)−B(x, η)) > 0 p.p. x ∈ Ω∞, (4.3)

∃ β > 1, div(B(x, e)) ∈ Lβloc(Ω∞) (4.4)

49



Chapitre 04 Résultats principaux

avec e = (0, ..., 0, 1) ∈ Rn. De plus, soient u0 et g0 deux fonctions définies sur Ω∞ telles
que pour une certaine constante H0 :

xn ≤ u0(x) ≤ H0 p.p. x ∈ Ω∞, (4.5)

0 ≤ g0(x) ≤ 1 p.p. x ∈ Ω∞. (4.6)

On considère la formulation faible suivante du problème de la digue d’évolution non
linéaire sur le domaine Q∞ :

(P )



Trouver (u, g) ∈ (Lploc(0,∞;W 1,p
loc (Ω∞)) ∩ Lqloc(Q∞))× L∞(Q∞) tel que :

u ≥ xn, 0 ≤ g ≤ 1, g(u− xn) = 0 p.p. dans Q∞

u = φ sur ΣD∫
Q∞

[
ξt
(
g − αu

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)]
dxdt

≤
∫

Ω∞

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

∀ ξ ∈ W 1,p(Q∞), ξ = 0 sur Υ1
D, ξ ≥ 0 sur Υ0

D, et supp(ξ) est borné.

Nous établissons l’existence d’une solution du problème de la digue d’évolution non
linéaire dans le domain non borné Q∞ de Rn+1, lié à un fluide compressible ou incom-
pressible. On approxime Q∞ par une suite de domains bornés (Qr)r et nous sélectionnons
le problème régularisé (Prε) sur le domaine borné Qr qui admet une unique solution. On
peut construire une suite de fonctions monotones définies sur Q∞ en appliquant le lemme
4.2.1 de comparaison obtenu dans le cas borné. Par conséquent, en passant à la limite
comme r −→∞ dans (Prε) pour obtenir une solution de (Pε) qui représente un problème
régularisé à (P ) sur le domaine non borné Q∞. Finalement, en faisant ε −→ 0 dans (Pε)

pour obtenir une solution à (P ).

4.1 Résultats principaux

Soit Br la boule ouverte dans Rn du center 0 et du rayon r ∈ N, r > 1 assez grand et
soit (θr)r ⊂ D(Rn+1) une suite telle que pour une certaine constante positive C indépen-
dante de r,

0 ≤ θr ≤ 1, |∇θr| ≤ C dans Rn+1, θr = 1 dans Br−1×]− r + 1, r − 1[,

θr = 0 dans Rn+1 \ (Br×]− r, r[).
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Posons

φr = θrϕ+ xn, Ωr = Ω∞ ∩Br, Γr = ∂Ωr \ ΓN , Qr = Ωr×]0, r[ et Σr = Γr×]0, r[.

Pour ε ∈]0, 1[ et v ∈ Lp(Qr) ou Lp(Ωr), nous définissons

Sε(v) =


0 si v − xn ≥ ε

1− v − xn
ε

si 0 ≤ v − xn ≤ ε

1 si v − xn ≤ 0,

et Gε(v) = Sε(v)− αv.

D’abord, nous avons le théorème suivant sur le domaine borné Qr,

Théorème 4.1.1 Le problème régularisé suivant admet une solution unique

(Prε)



Trouver urε ∈ W 1,p(Qr) ∩ L∞(Qr) telle que : urε = φr sur Σr,∫
Qr

[
ξt
(
ε|urεt|p−2urεt +Gε(urε)

)
+ εξ

(
|urε|p−2urε − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇urε)− Sε(urε)B(x, e)

)]
dxdt−

∫
Ωr

ξ(x, r)Gε

(
urε(x, r)

)
dx

=

∫
Ωr

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

∀ξ ∈ W 1,p(Qr), ξ = 0 sur Σr.

.

Ensuite, nous passons à la limite dans (Prε) lorsque r → ∞ pour avoir le résultat
suivant :

Théorème 4.1.2 Selon les hypothèses (4.1)− (4.6) le problème suivant admet une solu-
tion :

(Pε)



Trouver uε ∈ W 1,p
loc (Q∞) ∩ L∞loc(Q∞) telle que : urε = φr sur ΣD,∫

Q∞

[
ξt
(
ε|uεt|p−2uεt +Gε(uε)

)
+ εξ

(
|uε|p−2uε − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇uε)− Sε(uε)B(x, e)

)]
dxdt =

∫
Ω∞

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

∀ξ ∈ W 1,p
loc (Q∞), ξ = 0 sur ΣD et supp(ξ) est borné.

Finallement, en faisant ε → 0 dans (Pε) à obtenir une solution à (P ) qui prouve
l’existence d’une solution du problème d’évolution non linéaire de la digue, associé à un
fluide compressible ou incompressible, dans un domaine non borné :

Théorème 4.1.3 Nous supposons que (4.1)−(4.6) sont vérifiés. Alors, il existe au moins
une solution (u, g) de (P ).
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4.2 Preuve du Théorème 4.1.1

Les étapes pour prouver ce théorème sont basées sur la référence [18]. D’abord, nous
prouvons l’unicite de la solution du problème (Prε). Pour cela, nous avons besoin du lemme
de comparaison suivant.

Lemme 4.2.1 Soient u, v deux fonctions de W 1,p(Qr) et δ un nombre réel positif. Posons

fδ(s) =

s si |s| ≤ δ

δ
s

|s| si |s| > δ

et ξδ = fδ((v − u)+). Si∫
Qr

{
ξδt
[
ε
(
|vt|p−2vt − |ut|p−2ut

)
+ (Gε(v)−Gε(u))

]
+∇ξδ ·

[
B(x,∇v)−B(x,∇u)−

(
Sε(v)− Sε(u)

)
B(x, e)

]}
dxdt

+

∫
Qr

εξδ
(
|v|p−2v − |u|p−2u

)
dxdt (4.7)

≤
∫

Ωr

ξδ(x, r)
(
Gε(v(x, r))−Gε(u(x, r))

)
dx,

alors, nous avons u ≥ v p.p. dans Qr.

Pour prouver le Lemme 4.2.1 on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.2 [29] Il existe µ > 0 tel que pour tout (t, z) ∈ Rn × Rn, on a

µ|t− z|p ≤
(
|t|p−2t−|z|p−2z, t− z

)
si p ∈ [2,+∞[,

µ|t− z|2 ≤
(
|t|+|z|

)2−p(|t|p−2t−|z|p−2z, t− z
)

si p ∈]1, 2[.

Preuve du Lemme 4.2.1. On remarque que ξδ ∈ W 1,p(Qr) et

∇ξδ = χ{(v−u)+≤δ}∇(v − u)+,

puisque fδ est Lipschitzienne. Grâce à la monotonie de Gε et fδ, l’intégrale de membre de
droite de (4.7) est négative. De plus, si on utilise (4.3) et le Lemme 4.2.2, on trouve∫

{(v−u)+≤δ}

[
(v − u)+

t (Gε(v)−Gε(u))
)

−∇(v − u)+ ·
(
Sε(v)− Sε(u)

)
B(x, e)

]
dxdt (4.8)

+δ

∫
{(v−u)+>δ}

ε
(
|v|p−2v − |u|p−2u

)
dxdt ≤ 0.
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De (4.2), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de Lipschitz de Sε et Gε, il vient∣∣∣ ∫
{(v−u)+≤δ}

−∇(v − u)+ ·
(
Sε(v)− Sε(u)

)
B(x, e)

)
dxdt

∣∣∣
≤ Λ

ε

∫
{(v−u)+≤δ}

∣∣∇(v − u)+
∣∣∣∣v − u∣∣ dxdt (4.9)

≤ δ
Λ

ε

∫
{(v−u)+≤δ}

|∇(v − u)+| dxdt,

et ∣∣∣ ∫
{(v−u)+≤δ}

(v − u)+
t

(
Gε(v)−Gε(u)

)
dxdt

∣∣∣
=
∣∣∣ ∫
{(v−u)+≤δ}

(
v − u

)+

t

(
Sε(v)− Sε(u)− α(v − u)

)
dxdt

∣∣∣ (4.10)

≤ δ

∫
{(v−u)+≤δ}

∣∣(v − u)+
t

∣∣(α +
1

ε

)
dxdt.

En utilisant (4.9)-(4.10), on déduit de (4.8) que∫
{(v−u)+>δ}

ε
(
|v|p−2v − |u|p−2u

)
dxdt ≤ Λ

ε

∫
{(v−u)+≤δ}

|∇(v − u)+| dxdt

+

∫
{(v−u)+≤δ}

|(v − u)+
t

(
α +

1

ε

)
| dxdt. (4.11)

En passant à la limite lorsque δ → 0 dans (4.11), on obtient∫
{(v−u)+>0}

(
|v|p−2v − |u|p−2u

)
dxdt ≤ 0.

En utilisant le Lemme 4.2.2, on trouve∫
{(v−u)+>0}

µ|v − u|p−1 dxdt ≤ 0 si p ∈ [2,+∞[,∫
{(v−u)+>0}

µ
|v − u|

(|v|+|u|)2−p dxdt ≤ 0 si p ∈]1, 2[.

Cela implique que u ≥ v p.p. dans Qr.

Maintenant, supposons que urε1 et urε2 soient deux solutions de (Prε). Si on choisit fδ(urε1−
urε2) comme fonction test pour les deux solutions et on soustrait une équation de l’autre,
on voit que la relation (4.7) est satisfaite. Alors, d’après le Lemme 4.2.1, on a urε2 ≤ urε1

p.p. dans Qr. On peut changer les rôles de urε1 et urε2, à obtenir urε1 ≤ urε2 p.p. dans Qr.
Donc, nous avons

urε1 = urε2 p.p. dans Qr. (4.12)
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Ceci prouve que (Prε) admet au plus une solution.
La proposition suivante montre que toute solution de (Prε) est uniformément bornée

indépendamment de r et ε .

Proposition 4.2.1 Pour une certaine constante

M ≥ max
(

1 +H, sup
{
φr(x, t)/(x, t) ∈ Σr, r > 1 assez grand

}
, H0

)
indépendamment de r et ε, nous avons

xn ≤ urε ≤M p.p. dans Qr. (4.13)

Preuve. Montrons d’abord que urε ≥ xn p.p. dans Qr. En utilisant ξ =
(
urε − xn

)−
comme fonction test pour (Prε), on obtient∫

Qr

[(
urε − xn

)−
t

(
ε|urεt|p−2urεt +Gε(urε)

)
+

+ε
(
urε − xn

)−(|urε|p−2urε − |xn|p−2xn

)
+ (4.14)

+∇
(
urε − xn

)− · (B(x,∇urε)− Sε(urε)B(x, e)
)]

dxdt

−
∫

Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r)Gε

(
urε(x, r)

)
dx

=

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, 0)

(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

De la définition de Sε et Gε on a∫
Qr

∇
(
urε − xn

)− · Sε(urε)B(x, e) dxdt =

∫
Qr

∇
(
urε − xn

)− ·B(x, e) dxdt,∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r)Gε

(
urε(x, r)

)
dx

=

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r) dx−

∫
Ωr

αurε(x, r)
(
urε − xn

)−
(x, r) dx

=

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r) dx−

∫
Ωr

α
(
urε − xn

)
(x, r)

(
urε − xn

)−
(x, r) dx

−
∫

Ωr

αxn(x, r)
(
urε − xn

)−
(x, r) dx

=

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r) dx−

∫
Ωr

α
(
urε − xn

)−2

(x, r) dx

−
∫

Ωr

αxn(x, r)
(
urε − xn

)−
(x, r) dx
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et ∫
Qr

(
urε − xn

)−
t
Gε(urε) dxdt =

∫
Qr

(
urε − xn

)−
t
dxdt

−
∫
Qr

αurε
(
urε − xn

)−
t
dxdt.

En intégrant par rapport à t, on obtient∫
Qr

(
urε − xn

)−
t
dxdt =

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, r) dx−

∫
Ωr

(
urε − xn

)−
(x, 0) dx,∫

Qr

αurε
(
urε − xn

)−
t
dxdt

=

∫
Qr

α
(
urε − xn

)−
t

(
urε − xn

)
dxdt+

∫
Qr

αxn
(
urε − xn

)−
t
dxdt

=

∫
Qr

α

2

(
urε − xn

)−2

t
dxdt+

∫
Qr

αxn
(
urε − xn

)−
t
dxdt

=
α

2

∫
Ωr

{
(
urε − xn

)−2

(x, r)−
(
urε − xn

)−2

(x, 0)} dx

+

∫
Ωr

αxn
(
urε − xn

)−
(x, r) dx−

∫
Ωr

αxn
(
urε − xn

)−
(x, 0) dx.

En utilisant les identités ci-dessus, on déduit de (4.14) que

∫
{urε<xn}

[
ε|
(
urε − xn

)
t
|p + ε

(
urε − xn

)(
|urε|p−2urε − |xn|p−2xn

)
+∇

(
urε − xn

)
·
(
B(x,∇urε)−B(x,∇xn)

)]
dxdt

≤
∫

Ωr

(
urε − xn

)−
(x, 0)

(
α
(
u0(x)− xn

)
+ 1− g0(x)

)
dx,

et par (4.3) et (4.5)-(4.6), il vient∫
{urε<xn}

ε
(
urε − xn

)(
|urε|p−2urε − |xn|p−2xn

)
dxdt ≤ 0.

D’après le Lemme 4.2.2, on déduit que urε ≥ xn p.p. dans Qr

Maintenant, nous prouvons que urε ≤M dans p.p. dans Qr. On choisit (urε−M)+ comme
fonction test pour (Prε), on obtient
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∫
Qr

[(
urε −M

)+

t

(
ε|urεt|p−2urεt +Gε(urε)

)
+ε
(
urε −M

)+(|urε|p−2urε − |xn|p−2xn
)

(4.15)

+∇
(
urε −M

)+ ·
(
B(x,∇urε)− Sε(urε)B(x, e)

)]
dxdt

−
∫

Ωr

(
urε −M

)+
(x, r)Gε

(
urε(x, r)

)
dx

=

∫
Ωr

(
urε −M

)+
(x, 0)

(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

En utilisant la définition de Sε, Gε et M , il vient∫
Qr

∇
(
urε −M

)+ · Sε(urε)B(x, e) dxdt = 0,∫
Ωr

(
urε −M

)+
(x, r)Gε

(
urε(x, r)

)
dx = −

∫
Ωr

αurε(x, r)
(
urε −M

)+
(x, r) dx

= −
∫

Ωr

α
(
urε −M

)+2

(x, r) dx−
∫

Ωr

αM
(
urε −M

)+
(x, r) dx.

On intègre par rapport à t à obtenir∫
Qr

(
urε −M

)+

t
Gε(urε) dxdt = −

∫
Qr

αurε
(
urε −M

)+

t
dxdt

= −
∫
Qr

α
(
urε −M

)+

t

(
urε −M

)
dxdt−

∫
Qr

αM
(
urε −M

)+

t
dxdt

= −α
2

∫
Ωr

{
(
urε −M

)+2

(x, r)−
(
urε −M

)+2

(x, 0)} dx

− αM
∫

Ωr

{
(
urε −M

)+
(x, r) dx−

(
urε −M

)+
(x, 0)} dx.

En combinant les identités ci-dessus et utilisant la définition de M et la monotonie de la
fonction R 3 r 7→|r|p−2r ∈ R pour p > 1, on déduit de (4.15) :∫

Qr

ε|
(
urε −M

)+

t
|p +∇

(
urε −M

)+ ·B(x,∇
(
urε −M

)+
) dxdt

=

∫
Qr

ε|
(
urε −M

)+

t
|p +∇

(
urε −M

)+ ·B(x,∇urε) dxdt

≤
∫

Ωr

(
urε −M

)+
(x, 0)

(
α
(
u0(x)−M

)
− g0(x)

)
dx

≤ 0,
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puisque M ≥ u0(x) et 0 ≤ g0(x) ≤ 1 p.p. x ∈ Ωr. Donc, (4.1) conduit à urε ≤ M dans
Qr.

Dans ce qui suit, nous prouvons l’existence d’une solution du problème (Prε). Consi-
dérons d’abord la fonction de troncature suivante de Gε définie par

Ḡε(urε) =


Gε(M) si urε ≥M

Gε(urε) si xn ≤ urε ≤M

Gε(xn) si urε ≤ xn,

qui peut s’écrire, en utilisant la définition de M , Gε et Sε , comme

Ḡε(urε) =


−αM si urε ≥M

Gε(urε) si xn ≤ urε ≤M

1− αxn si urε ≤ xn.

Donc, si urε est une solution de (Prε) , on voit que urε satisfait :

(iii)rε

∫
Qr

[
ξt

(
ε|urεt|p−2urεt + Ḡε(urε)

)
+ εξ

(
|urε|p−2urε − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇urε)− Sε(urε)B(x, e)

)]
dxdt

−
∫

Ωr

ξ(x, r)Ḡε

(
urε(x, r)

)
dx =

∫
Ωr

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

∀ξ ∈ W 1,p(Qr), ξ = 0 sur Σr.

Inversement, soit vrε une fonction de W 1,p(Qr) vérifiant vrε = φr sur Σr et (iii)rε. Alors,
de la même manière que la preuve de la Proposition 4.2.1, on voit que xn ≤ vrε ≤M , où
M est la même constante positive dans la Proposition 4.2.1. Alors, vrε est une solution
de (Prε), et par unicité nous avons vrε = urε. Alors, il suffit donc de trouver une fonction
urε ∈ W 1,p(Qr) satisfaisant urε = φr sur Σr et (iii)rε pour prouver l’existence d’une
solution de (Prε). On va donner la preuve en deux étapes :
Étape 1 : Nous définissons

V =
{
v ∈ W 1,p(Qr)/v = 0 sur Σr

}
, K =

{
v ∈ W 1,p(Qr)/v = φr sur Σr

}
.
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Pour u ∈ K et v ∈ Lp(Qr), on considère les applications suivantes :

A(u) : W 1,p(Qr)→ R

ξ → 〈A(u), ξ〉 =

∫
Qr

∇ξ ·B(x,∇u) + ε
(
ξt|ut|p−2ut + ξ|u|p−2u

)
dxdt

−
∫

Ωr

ξ(x, r)Ḡε

(
u(x, r)

)
dx,

fv : W 1,p(Qr)→ R

ξ →
∫
Qr

∇ξ · Sε(v)B(x, e)− ξtḠε(v)dxdt+

∫
Qr

εξ|xn|p−2xn dxdt

+

∫
Ωr

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

Pour tout u ∈ K nous avons A(u) ∈ (W 1,p(Qr))
′, l’opérateur A est continu de K dans

(W 1,p(Qr))
′, monotone et coercitif. D’autre part, fv ∈ (W 1,p(Qr))

′. On en déduit que pour
tout v ∈ W 1,p(Qr) il existe une solution unique [37] u ∈ K de l’inégalité variationnelle

〈A(urε), w − urε〉 ≥ 〈fv, w − urε〉 ∀w ∈ V. (4.16)

En choisissant w = urε ± ξ où ξ ∈ V dans (4.16), on obtient

〈A(urε), ξ〉 = 〈fv, ξ〉 ∀ξ ∈ V. (4.17)

Étape 2 : On considère l’application Fε définie par Fε : Lp(Qr) → K, v 7→ urε, et soit
B̄(0, Rrε) désigne la boule fermée dans W 1,p(Qr). L’application Fε admet un point fixe,
puisque
(1) ∃Rrε > 0/ Fε(L

p(Qr)) ⊂ B̄(0, Rrε).

On utilise urε − φr comme fonction test dans (4.17), nous obtenons∫
Qr

∇urε ·B(x,∇urε) + ε
(
|urεt|p−2u2

rεt + |urε|p−2u2
rε

)
dxdt

=

∫
Qr

∇φr ·B(x,∇urε) dxdt+

∫
Qr

∇urε · Sε(v)B(x, e) dxdt

+

∫
Qr

ε
(
urε − φr

)
|xn|p−2xn dxdt−

∫
Qr

∇φr · Sε(v)B(x, e) dxdt (4.18)

+

∫
Qr

ε
(
|urεt|p−2urεtφrt + |urε|p−2urεφr

)
dxdt−

∫
Qr

Ḡε(v)urεt dxdt

+

∫
Qr

Ḡε(v)φrt dxdt+

∫
Ωr

(
urε − φr

)
(x, r)Ḡε(urε(x, r)) dx

+

∫
Ωr

(
urε − φr

)
(x, 0)

(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.
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En utilisant (4.1)-(4.2), (4.5)-(4.6), l’inégalité de Hölder, la continuité de l’opérateur de
trace, le fait que Sε et Ḡε sont bornés et φr ∈ C0,1(Q̄r), on obtient de (4.18) pour certains
constantes ci , i = 1, 2, 3,

|urε|p1,p ≤ c1|urε|p−1
1,p + c2|urε|1,p + c3.

D’après cette inégalité, pour une constante Rrε dépendant de ε et r, on a

|urε|1,p ≤ Rrε. (4.19)

Donc, (1) est vérifie.
(2) Fε : Lp(Qr)→ Lp(Qr) est continue.
On suppose que (vj)j∈N ⊂ Lq(Qr) est une suite qui converge dans Lp(Qr) vers v. Nous
posons ujrε = Fε(vj) et urε = Fε(v). On écrit (4.17) pour ujrε et urε avec ξ = ujrε − urε et
on soustrait d’une equation de l’autre, on obtient∫

Qr

[
∇
(
ujrε − urε

)
·
(
B(x,∇ujrε)−B(x,∇urε)

)
+ε
(
ujrε − urε

)
t

(
|ujrεt|p−2ujrεt − |urεt|p−2urεt

)
+ε
(
ujrε − urε

)(
|ujrε|p−2ujrε − |urε|p−2urε

)]
dxdt (4.20)

= −
∫
Qr

(
ujrε − urε

)
t

(
Ḡε(vj)− Ḡε(v)

)
dxdt

+

∫
Qr

∇
(
ujrε − urε

)
·
(
Sε(vj)− Sε(v)

)
B(x, e) dxdt

+

∫
Ωr

(
ujrε − urε

)
(x, r)

(
Ḡε(u

j
rε(x, r))− Ḡε(urε(x, r))

)
dx.

En utilisant la bornitude de Gε et Sε , la monotonie de Gε, (4.2)-(4.3), (4.19) , l’inégalité
de Hölder et Lemme 4.2.2 , on déduit de (4.20) que∫

Qr

ε
(
ujrε − urε

)(
|ujrε|p−2ujrε − |urε|p−2urε

)
dxdt

≤
∫
Qr

∣∣∣(ujrε − urε)
t

∣∣∣∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)
∣∣∣ dxdt

+Λ

∫
Qr

∣∣∣∇(ujrε − urε)∣∣∣ ∣∣∣Sε(vj)− Sε(v)
∣∣∣dxdt (4.21)

≤
(∫

Qr

∣∣∣(ujrε − urε)
t
|p dxdt

)1/p(∫
Qr

∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)|q dxdt
)1/q

+Λ
(∫

Qr

∣∣∣∇(ujrε − urε)∣∣∣p dxdt)1/p(∫
Qr

∣∣∣Sε(vj)− Sε(v)
∣∣∣q dxdt)1/q

≤ 2Rrε

(∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)
∣∣∣
q

+ Λ
∣∣∣Sε(vj)− Sε(v)

∣∣∣
q

)
.
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Puisque Gε est Lipschitzienne,∫
Qr

∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)
∣∣∣q dxdt =

∫
Qr

∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)
∣∣∣∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)

∣∣∣q−1

dxdt

≤ c4

∫
Qr

∣∣∣Ḡε(vj)− Ḡε(v)
∣∣∣ dxdt

≤ c5

∫
Qr

∣∣∣vj − v∣∣∣ dxdt (4.22)

≤ c6

∣∣∣vj − v∣∣∣
p
.

De la même façon, on établit∫
Qr

∣∣∣Sε(vj)− Sε(v)
∣∣∣q dxdt ≤ c7

∣∣∣vj − v∣∣∣
p
. (4.23)

Si on combine (4.21)-(4.23), on obtient

0 ≤
∫
Qr

ε
(
ujrε − urε

)(
|ujrε|p−2ujrε − |urε|p−2urε

)
dxdt ≤ c8

∣∣∣vj − v∣∣∣1/q
p
,

ce qui implique que

lim
j→+∞

∫
Qr

ε
(
ujrε − urε

)(
|ujrε|p−2ujrε − |urε|p−2urε

)
dxdt = 0.

Donc, si p ∈ [2,+∞[, on obtient de la première inégalité du Lemme 4.2.2,

ujrε → urε fortement dans Lp(Qr),

et si p ∈]1, 2[, on peut aussi appliquer la première inégalité du Lemme 4.2.2 à q > 2,

t = f(ujrε), et z = f(urε), où f : Lp(Qr) → Lq(Qr), w 7→ |w|p−2w, pour trouver une
constante µq > 0 tell que

µq

∫
Qr

∣∣∣f(ujrε)− f(urε)
∣∣∣q dxdt

≤
∫
Qr

(
f(ujrε)− f(urε)

)(
|f(ujrε)|q−2f(ujrε)− |f(urε)|q−2f(urε)

)
dxdt

=

∫
Qr

(
ujrε − urε

)(
|ujrε|p−2ujrε − |urε|p−2urε

)
dxdt,

qui conduit à
f(ujrε)→ f(urε) fortement dans Lq(Qr).
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Puisque f a un inverse continu f−1 : Lq(Qr)→ Lp(Qr), w 7→|w|q−2w, on en déduit que

ujrε → urε fortement dans Lp(Qr), p ∈]1, 2[.

Donc, Fε : Lp(Qr)→ Lp(Qr) est continue.
Ainsi, par le théorème du point fixe de Schauder nous concluons que Fε admet un point
fixe qui est une solution au problème (Prε). Finalement, la preuve du Théorème 4.1.1 est
terminée.

4.3 Preuve du Théorème 4.1.2

Tout d’abord, nous énonçons et prouvons plusieurs lemmes nécessaires pour la preuve
du Théorème 4.1.2. Le lemme suivant nous permet de construire un couple de suites
monotones des fonctions définies dans Q∞.

Lemme 4.3.1 Soient r, s > 1 assez grand que s > r. Ensuite, il existe deux solutions urε
et usε, respectivement à (Prε) et (Psε), satisfaisant

urε ≤ usε et Sε(usε) ≤ Sε(urε) p.p. dans Qr.

Preuve. Soient urε et usε les solutions uniques correspondant respectivement à (Prε) et
(Psε). De la définition de θr, nous avons urε = xn dans (Ω∞∩∂Ωr)×]0, r[. Nous prolongeons
urε à Qs \Qr par xn et encore dénoter par urε cette fonction.
Grâce à (4.13), la fonction ξδ = fδ

(
(ur − us)+

)
= 0 p.p. dans Qs \ Qr. Par conséquent

ξδ(., r) = ξδ(., s) = 0 p.p. dans Ωs et ξδ(., 0) = 0 p.p. dans Ωs \ Ωr. Alors nous avons∫
Qr

[
ξδt

(
ε
(
|urεt|p−2urεt − |usεt|p−2usεt

)
+
(
Gε(urε)−Gε(usε)

))
+∇ξδ ·

(
B(x,∇urε)−B(x,∇usε)− (Sε(urε)− Sε(usε)) ·B(x, e)

)]
dxdt

+

∫
Qr

εξδ

(
|urε|p−2urε − |usε|p−2usε

)
dxdt =

∫
Ωr

ξδ(x, r)Gε(urε(x, r)) dx

−
∫

Ωs

ξδ(x, s)Gε(usε(x, s)) dx+

∫
Ωr

ξδ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx

−
∫

Ωs

ξδ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx = −

∫
Ωs\Ωr

ξδ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx

= 0.
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D’après le Lemme 4.2.1 de comparaison, nous obtenons

urε ≤ usε p.p. dans Qr.

En outre, en utilisant l’inégalité ci-dessus et la monotonie de Sε, nous trouvons

Sε(usε) ≤ Sε(urε) p.p. dans Qr,

qui complète la preuve du lemme.

Remarque 4.3.1 Pour i = r, s, nous prolongeons uiε et Sε(uiε) en dehors du Qi respec-
tivement par xn et 1. Ensuite, en utilisant (4.13) et le fait que 0 ≤ Sε(uiε) ≤ 1 p.p. dans
Qi, nous obtenons

urε ≤ usε et Sε(usε) ≤ Sε(urε) p.p. dans Q∞,

0 ≤ urε − xn ≤M − xn et 0 ≤ Sε(urε) ≤ 1 p.p. dans Q∞, (4.24)

0 ≤ usε − xn ≤M − xn et 0 ≤ Sε(usε) ≤ 1 p.p. dans Q∞.

Par le théorème de Beppo-Levi nous déduisons qu’il existe uε ∈ Lploc(Q∞) ∩ Lqloc(Q∞) telle
que

urε → uε fortement dans Lploc(Q∞), (4.25)

urε → uε fortement dans Lqloc(Q∞), (4.26)

urε → uε p.p. dans Q∞. (4.27)

En outre, comme Sε est continue sur R, il s’ensuit que

Sε(urε)→ Sε(uε) fortement dans Lqloc(Q∞), (4.28)

Sε(urε)→ Sε(uε) p.p. dans Q∞. (4.29)

Le lemme suivant prouve que (urεxi)r, i = 1, ..., n et (ε
1
purεt)r sont localement unifor-

mémenet bornés dans Lp(Q∞) indépendamment de ε.

Lemme 4.3.2 Soit R > 0 un nombre positif fixe assez grand. Il existe une constante CR,
qui ne dépend que R, telle que pour tout r > R + 1, on a∫

QR

ε|urεt|p + |∇urε|p dxdt ≤ CR. (4.30)

Preuve. Soit θ ∈ D(Rn+1) tel que θ = 1 dans BR×] − R,R[ et θ = 0 dans Rn+1 \
(BR+1×] − R − 1, R + 1[). Puisque urε = φr sur Σr, on peut choisir (urε − φr)θp comme
fonction test dans (Prε) à obtenir
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∫
QR+1

θp
(
B(x,∇urε) · ∇urε + ε|urεt|p

)
dxdt

=

∫
QR+1

θp−1
(
p(φr − urε)∇θ + θ∇φr

)
·B(x,∇urε) dxdt

+

∫
QR+1

εθp−1|urεt|p−2urεt

(
p(φr − urε)θt + θφrt

)
dxdt

+

∫
QR+1

ε
(
|xn|p−2xn(urε − φr) + |urε|p−2urεφr

)
θp dxdt

+

∫
QR+1

(
θp∇(urε − φr) + (urε − φr) · ∇θp

)
· Sε(urε)B(x, e) dxdt

−
∫
BR+1

(
(urε − φr)θp

)
(x, r)Gε(urε(x, r)) dx (4.31)

+

∫
BR+1

(
(urε − φr)θp

)
(x, 0)

(
αu0(x)− g0(x)

)
dx

−
∫
QR+1

(
(urε − φr)θp

)
t
Gε(urε) dxdt.

Posons Θε(s) =

∫ s

0

(
1 −Hε(z)

)
dz. En utilisant l’intégration par parties par rapport à t,

on voit que la dernière intégrale du côté droit de (4.31) peut s’écrire comme∫
QR+1

(
(urε − φr)θp

)
t
Gε(urε) dxdt

=

∫
QR+1

(
urεt − αurεurεt

)
θpSε(urε) dxdt

+

∫
QR+1

(
(φrθ

p)t + pθtθ
p−1urε

)
Gε(urε) dxdt

=

∫
QR+1

((
Θε(urε − xn)

)
t
− α

2
(u2

rε)t

)
θp dxdt

+

∫
QR+1

(
(φrθ

p)t + pθtθ
p−1urε

)
Gε(urε) dxdt (4.32)

= −
∫
QR+1

pθtθ
p−1
(

Θε(urε − xn)− α

2
u2
rε

)
dxdt

+

∫
ΩR+1

θp(x,R + 1)
(

Θε(urε − xn)− α

2
u2
rε

)(
x,R + 1

)
dx

−
∫

ΩR+1

θp(x, 0)
(

Θε(urε − xn)− α

2
u2
rε

)(
x, 0
)
dx
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+

∫
QR+1

(
(φrθ

p)t + pθtθ
p−1urε

)
Gε(urε) dxdt.

En utilisant (4.1), (4.2), (4.5), (4.6), (4.13), (4.32), l’inégalité de Hölder, la défintion de
φr, θ, Sε, Gε, Θε et le fait que ε ∈]0, 1[, on obtient de (4.31) pour une constante KR ne
dépend que R :∫

QR+1

ε|θurεt|p + λ|θ∇urε|p dxdt ≤ KR

{
1 +

(∫
QR+1

ε|θurεt|p dxdt
)1/q

+

+
(∫

QR+1

λ|θ∇urε|p dxdt
)1/p

+
(∫

QR+1

λ|θ∇urε|p dxdt
)1/q}

,

qui conduit à

0 ≤ Vrε ≤ KR

(
1 + V 1/p

rε + V 1/q
rε

)
,

où

Vrε =

∫
QR+1

ε|θurεt|p + λ|θ∇urε|p dxdt.

Comme p > 1, on obtient

Vrε ≤ KR.

Enfin, puisque θ = 1 dans QR, on en déduit que

∫
QR

ε|urεt|p + |∇urε|p dxdt ≤
KR

min(1, λ)
:= CR,

qui est le résultat recherché.

Maintenant, en utilisant (4.2), (4.24) et (4.30), on voit que (urε)r(resp. (B(., urε))r)

est localement uniformément borné dans W 1,p(Q∞)(resp. Lq(Q∞)). Par conséquent, de
(4.25)-(4.29), on déduit qu’il existe une sous-suite, rk, Dε ∈ Lqloc(Q∞) et Bε ∈ Lqloc(Q∞)

tels que

urkε → uε fortement dans Lploc(Q∞), (4.33)

urkε → uε fortement dans Lqloc(Q∞), (4.34)
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urkε → uε p.p. dans Q∞, (4.35)

urkε ⇀ uε faiblement dans W 1,p
loc (Q∞), (4.36)

Sε(urkε)→ Sε(uε) fortement dans Lqloc(Q∞), (4.37)

Sε(urkε)→ Sε(uε) p.p. dans Q∞, (4.38)

|urkε|p−2urkε → |uε|p−2uε fortement dans Lqloc(Q∞), (4.39)

|urkεt|p−2urkεt ⇀ Dε faiblement dans Lqloc(Q∞), (4.40)

B(.,∇urkε) ⇀ Bε faiblement dans Lqloc(Q∞). (4.41)

Ensuite, nous avons :

Lemme 4.3.3 Les fonctions uε et Sε(uε) satisfont aux conditions suivantes :

uε = φ sur ΣD, (4.42)

xn ≤ uε ≤M, p.p. dans Q∞, (4.43)

0 ≤ Sε(uε) ≤ 1, p.p. dans Q∞. (4.44)

Preuve. Soit R > 0 un nombre positif fixé assez grand et rk > R + 1. Puisque urkε est
une solution de (Prkε), on obtient en utilisant la définition de θrk :

urkε = φ sur ΣD ∩ ΣR. (4.45)

De (4.45), on voit que urkε ∈ Kε, où

Kε =
{
w ∈ W 1,p(QR)/w = φ sur ΣD ∩ ΣR

}
,

qui est fermé et convexe dans W 1,p(QR), et donc, on déduit de (4.36) que uε ∈ Kε. Ainsi,
(4.42) est vérifié puisque R est arbitraire. En outre, en faisant aller k −→ ∞ dans (4.24)
et en utilisant (4.35) et (4.38) on obtient (4.43)-(4.44).

Lemme 4.3.4 Soit R > 0 un nombre positif fixé assez grand. Alors, nous avons

∀ζ ∈ W 1,p(QR),

∫
QR

εζt|uεt|p−2uεt +∇ζ ·B(x,∇uε) dxdt (4.46)

=

∫
QR

εζtDε(x, t) +∇ζ · Bε(x, t) dxdt.
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Preuve. Soit rε > R+ 1 et soit ξ = ηψ tel que η ∈ D(ΩR), ψ ∈ D(0, R), η ≥ 0 et ψ ≥ 0.

En choisissant (uε − φ)ξ comme fonction test pour (Prkε), on obtient∫
QR

[(
(uε − φ)ξ

)
t

(
ε|urkεt|p−2urkεt +Gε(urkε)

)
+ εξ

(
uε − φ

)(
|urkε|p−2urkε − |xn|p−2xn

)
+∇

(
(uε − φ)ξ

)
·
(
B(x,∇urkε)− Sε(urkε)B(x, e)

)]
dxdt = 0. (4.47)

Ainsi, en passant à la limite dans (4.47) lorsque k → ∞, et en utilisant (4.34), (4.37) et
(4.39)-(4.41), on trouve∫

QR

[(
(uε − φ)ξ

)
t

(
εDε(x, t) +Gε(uε)

)
+ εξ

(
uε − φ

)(
|uε|p−2uε − |xn|p−2xn

)
+∇

(
(uε − φ)ξ

)
·
(
Bε(x, t)− Sε(uε)B(x, e)

)]
dxdt = 0 (4.48)

Maintenant, en utilisant (urkε−φ)ξ comme fonction test dans (Prkε) et soustrayant (4.48)
de l’identité obtenue, on obtient∫

QR

ξ
[
ε|urkεt|p +∇urkε ·B(x,∇urkε)

]
dxdt

=

∫
QR

ξ
[
Bε(x, t) · ∇uε + εDε(x, t)uεt

]
dxdt

+

∫
QR

∇
(
φξ
)
·
(
B(x,∇urkε)− Bε(x, t)

)
dxdt

−
∫
QR

∇ξ ·
(
urkεB(x,∇urkε)− uεBε(x, t)

)
dxdt

−
∫
QR

εξt

(
|urkεt|p−2urkεturkε −Dε(x, t)uε

)
dxdt

+

∫
QR

ε
(
φξ
)
t

(
|urkεt|p−2urkεt −Dε(x, t)

)
dxdt (4.49)

−
∫
QR

ε
((
urkε − φ

)
|urkε|p−2urkε − (uε − φ)|uε|p−2uε

)
ξ dxdt

+

∫
QR

ε|xn|p−2xn

(
urkε − uε

)
· ξ dxdt

+

∫
QR

B(x, e) ·
[
∇
(

(urkε − φ)ξ
)
· Sε(urkε)−∇

(
(uε − φ)ξ

)
· Sε(uε)

]
dxdt

−
∫
QR

[(
(urkε − φ)ξ

)
t
Gε(urkε)−

(
(uε − φ)ξ

)
t
Gε(uε)

]
dxdt.

En faisant k tend vers +∞ dans (4.49) et utilisant (4.33)-(4.34), (4.36)-(4.37) et (4.39)-
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(4.41), on trouve

lim
k−→+∞

∫
QR

ξ
[
ε|urkεt|p +∇urkε ·B(x,∇urkε)

]
dxdt

=

∫
QR

ξ
[
εuεtDε(x, t) +∇uε · Bε(x, t)

]
dxdt. (4.50)

Maintenant, par (4.3) et le fait que la fonction r 7→ |r|p−2r est monotone sur R, on obtient∫
QR

ξ
[
ε
(
urkε − v

)
t

(
|urkεt|p−2urkεt − |vt|p−2vt

)
+∇

(
urkε − v

)
·
(
B(x,∇urkε)−B(x,∇v)

)]
dxdt ≥ 0,

∀v ∈ W 1,p(QR),

qui peut être s’écrire comme suit∫
QR

ξ
[
ε|urkεt|p +∇urkε ·B(x,∇urkε)

]
dxdt

−
∫
QR

ξ
[
εurkεtvt|urkεt|p−2 +∇v ·B(x,∇urkε)

]
dxdt (4.51)

−
∫
QR

ξ
[
∇(urkε − v)B(x,∇v) + ε(urkε − v)t|vt|p−2vt

]
dxdt ≥ 0,

∀v ∈ W 1,p(QR).

En passant à la limite k → ∞ dans (4.51) et utilisant (4.36), (4.40), (4.41) et (4.50), il
vient ∫

QR

ξ
[
εuεtDε(x, t) +∇uε · Bε(x, t)

]
dxdt

−
∫
QR

ξ
[
εvtDε(x, t) +∇v · Bε(x, t)

]
dxdt

−
∫
QR

ξ
[
(uε − v)t|vt|p−2vt +∇(uε − v) ·B(x,∇v)

]
dxdt ≥ 0,

∀v ∈ W 1,p(QR).

qui prend la forme suivante∫
QR

ξ
[
ε
(
uε − v

)
t

(
Dε(x, t)− |vt|p−2vt

)
(4.52)

+∇
(
uε − v

)
·
(
Bε(x, t)−B(x,∇v)

)]
dxdt ≥ 0,

∀v ∈ W 1,p(QR).
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Soit ζ ∈ W 1,p(QR) et λ ∈ [0, 1]. Si nous utilisons v = uε − λζ comme fonction test dans
(4.52), on trouve ∫

QR

ξ
[
εζt

(
Dε(x, t)− (uεt − λζt)|uεt − λζt|p−2

)
(4.53)

+∇ζ ·
(
Bε(x, t)−B(x,∇uε − λ∇ζ)

)]
dxdt ≥ 0.

Nous avons ∣∣∣(uεt − λζt)∣∣uεt − λζt∣∣p−2
∣∣∣ =

∣∣∣uεt − λζt∣∣∣p−1

≤
(∣∣uεt∣∣+

∣∣ζt∣∣)p−1

, (4.54)

et d’après (4.2),∣∣∣B(x,∇uε − λ∇ζ)
∣∣∣ ≤ Λ

∣∣∣∇uε − λ∇ζ∣∣∣p−1

≤ Λ
(∣∣∇uε∣∣+

∣∣∇ζ∣∣)p−1

. (4.55)

En utilisant la continuité de la fonction y 7→ B(., y), (4.54) et (4.55), on déduit de (4.53)
par le théorème de convergence dominée∫

QR

ξ
[
εζt

(
Dε(x, t)− |uεt|p−1

)
+∇ζ

(
Bε(x, t)−B(x,∇uε)

)]
dxdt

= lim
λ→0

∫
QR

ξ
[
εζt

(
Dε(x, t)− (uεt − λζt) · |uεt − λζt|p−2

)
+∇ζ ·

(
Bε(x, t)−B(x,∇uε − λ∇ζ)

)]
dxdt ≥ 0.

D’autre part, si on choisit v = uε + λζ dans (4.52), on arrive aussi à∫
QR

ξ
[
εζt

(
Dε(x, t)− |uεt|p−2uεt

)
+∇ζ ·

(
Bε(x, t)−B(x,∇uε)

)]
dxdt ≤ 0.

D’où,∫
QR

ξ
[
εζt

(
Dε(x, t)− |uεt|p−2uεt

)
+∇ζ ·

(
Bε(x, t)−B(x,∇uε)

)]
dxdt = 0,

qui conduit à∫
QR

[
εζt

(
Dε(x, t)− |uεt|p−2uεt

)
+∇ζ ·

(
Bε(x, t)−B(x,∇uε)

)]
dxdt = 0.

Par conséquent, (4.46) est vérifié.
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Soit ξ ∈ W 1,p
loc (Q∞) tel que ξ = 0 sur ΣD et supp(ξ) est borné. Il existe R > 0 assez

grand tel que supp(ξ) ⊂ QR. Pour tout rk > R, la fonction ξ est une fonction test de
(Prkε). En tenant compte du fait que ξ(., rk) = 0 p.p. dans ΩR, nous obtenons∫

QR

[
ξt

(
ε|urkεt|p−2urkεt +Gε(urkε)

)
+ εξt

(
|urkε|p−2urkε − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇urkε)− Sε(urkε) ·B(x, e)

)]
dxdt (4.56)

=

∫
ΩR

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

En faissant k −→ ∞ dans (4.56) et utilisant (4.34), (4.37), (4.39)-(4.41) et (4.46), on
obtient ∫

QR

[
ξt

(
ε|uεt|p−2uεt +Gε(uε)

)
+ εξt

(
|uε|p−2uε − |xn|p−2xn

)
∇ξ ·

(
B(x,∇uε)− Sε(uε)B(x, e)

)]
dxdt

=

∫
ΩR

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

qui peut s’écrire comme suit∫
Q∞

[
ξt

(
ε|uεt|p−2uεt +Gε(uε)

)
+ εξt

(
|uε|p−2uε − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇uε)− Sε(uε)B(x, e)

)]
dxdt

=

∫
Ω∞

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

Cela complète la preuve du Théorème 4.1.2.

4.4 Preuve du Théorème 4.1.3

Dans cette section, on passe à la limite dans (Pε) comme ε → 0 pour prouver le
Théorème 4.1.3. Soit R > 0 un grand nombre positif fixé. Alors, on utilise (4.30) et (4.36)

à obtenir

∀ε ∈]0, 1[,

∫
QR

ε|uεt|p + |∇uε|p dxdt ≤ CR, (4.57)
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où CR est la même constante positive dans le Lemme 4.3.2, qui ne dépend que R. De
(4.2), (4.43), (4.44) et (4.57), on a pour une sous-suite εl, u ∈ Lploc(0,∞;W 1,p

loc (Ω∞)),
g ∈ Lqloc(Q∞) et B ∈ Lqloc(Q∞),

uεl ⇀ u faiblement dans Lploc(0,∞;W 1,p
loc (Ω∞)), (4.58)

Sεl(uεl) ⇀ g faiblement dans Lqloc(Q∞), (4.59)

B(., uεl) ⇀ B faiblement dans Lqloc(Q∞). (4.60)

Alors nous avons

Lemme 4.4.1

u ≥ xn p.p. dans Q∞ et u = φ sur ΣD, (4.61)

0 ≤ g ≤ 1 p.p. dans Q∞. (4.62)

Preuve. Soient

K1 =
{
v ∈ Lp(0, R;W 1,p(ΩR))/v ≥ xn p.p. dans QR, v = φ sur ΣD ∩ ΣR

}
,

K2 =
{
v ∈ Lq(QR)/ 0 ≤ v ≤ 1 p.p. dans QR

}
.

Notons que K1 est fermé et convexe dans Lp(0, R;W 1,p(ΩR)). Grâce à (4.42) et (4.43), la
suite uεl appartient à K1. On déduit donc de (4.36) que u ∈ K1 pour tout R > 0 assez
grand. Cela conduit à u ≥ xn p.p. dans Q∞ et u = φ sur ΣD. Donc, (4.61) est vérifié. De
même, l’ensemble K2 est fermé et convexe dans Lq(QR) et par (4.44), Sεl(uεl) ∈ K2, ce
qui conduit, par (4.59), à g ∈ K2 pour tout R > 0 assez grand. Cela nous donne (4.62).

Lemme 4.4.2 Nous avons

g(u− xn) = 0 p.p. dans Q∞. (4.63)

Preuve. De (4.43), la suite uεl est localement uniformément bornée dans Lq(Q∞). Donc,
il existe une sous-suite, toujours notée par εl, et w ∈ Lqloc(Q∞) tels que

uεl ⇀ w faiblement dans Lqloc(Q∞). (4.64)

Si ζ ∈ D(Q∞), on déduit de (4.58) et (4.64) que∫
Q∞

ζ(u− w) dxdt = lim
l→∞

∫
Q∞

ζ(uεl − w) dxdt+ lim
l→∞

∫
Q∞

ζ(u− uεl) dxdt = 0,
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ce qui conduit à u = w p.p. dans Q∞. Donc,

uεl ⇀ u faiblement dans Lqloc(Q∞). (4.65)

Par contre, en utilisant (4.57), on a facilement

εluεlt|uεlt|p−2 −→ 0 fortement dans Lqloc(Q∞). (4.66)

Ainsi, si nous définissons la fonction suivante

ηεl = Gεl(uεl) + εluεlt|uεlt|p−2, (4.67)

on obtient en combinant (4.59) et (4.65)− (4.67),

ηεl ⇀ g − αu faiblement dans Lqloc(Q∞). (4.68)

Maintenant, en utilisant ξ ∈ D(0, R;W 1,p
0 (ΩR)) comme fonction test dans (Pεl), et em-

ployant (4.2), (4.57) et l’inégalité de Hölder, on obtient∣∣ ∫
QR

ξtηεl dxdt
∣∣ ≤ K|ξ|Lq(0,R;W−1,q(ΩR)), (4.69)

où K est une constante indépendante de ε. Cela prouve que ηεlt est bornée dans
Lq(0, R;W−1,q(ΩR)). Maintenant, on introduit

W =
{
v ∈ Lq(QR)/vt ∈ Lq(0, R;W−1,q(ΩR))

}
,

qui est un espace de Banach pour la norme |v|Lq(QR)+ |vt|Lq(0,R;W−1,q(ΩR)). Ensuite, l’injec-
tione

Lq(ΩR) ↪→ W−1,q(ΩR),

est continue et compacte puisque Lq(ΩR) et W−1,q(ΩR) sont réflexifs (voir [1]). En déduit
que l’injection

W ↪→ Lq(0, R;W−1,q(ΩR)), (4.70)

est compacte (voir [37]). De (4.68) et (4.69), la fonction ηεl est bornée dans W . Alors, il
existe une sous-suite encore notée εl telle que ηεl ⇀ η faiblement dans W . Grâce à (4.68),
on a η = g − αu et par (4.70), on obtient

Gεl(uεl)→ g − αu fortement dans Lq(0, R;W−1,q(ΩR)). (4.71)
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Si θ ∈ D(QR) tel que θ ≥ 0, on a

0 ≤
∫
QR

Sεl(uεl)
(
uεl − xn

)
θ dxdt

=

∫
QR

(
1−Hεl(uεl − xn)

)(
uεl − xn

)
θ dxdt

≤
∫
{0≤uεl−xn≤εl}∩QR

(
1−Hεl(uεl − xn)

)(
uεl − xn

)
θ dxdt

≤ εl
∣∣θ∣∣∣∣QR

∣∣, (4.72)

ce qui conduit, en passant à la limite l −→∞ dans (4.72),

lim
l→∞

∫
QR

Sεl(uεl) ·
(
uεl − xn

)
θ dxdt = 0. (4.73)

De (4.58), nous avons

(uεl − xn)θ ⇀ (u− xn)θ faiblement dans Lp(0, R;W 1,p
0 (ΩR)). (4.74)

Si α = 0, on obtient en utilisant (4.71), (4.73) et (4.74),∫
QR

g(u− xn)θ dxdt = lim
l→∞

∫
QR

Sεl(uεl)
(
uεl − xn

)
θ dxdt = 0.

Cela imlique que pour tout θ ∈ D(QR), θ ≥ 0 :∫
QR

g(u− xn)θ dxdt = 0,

ce qui donne g(u− xn) = 0 p.p. dans QR pour tout R assez grand. Donc, g(u− xn) = 0

p.p. dans Q∞.
Si α > 0, la relation (4.73) peut s’écrire comme suit

lim
l→∞

∫
QR

(
Gεl(uεl) + αuεl

)(
uεl − xn

)
θ dxdt = 0. (4.75)

En utilisant (4.71) et (4.74), on obtient de (4.75),

lim
l→∞

∫
QR

θu2
εl
dxdt = − 1

α
lim
l→∞

∫
QR

[
Gεl(uεl)(uεl − xn)θ − αxnθuεl

]
dxdt

= − 1

α

∫
QR

[
(g − αu)(u− xn)θ − αxnθu

]
dxdt

=

∫
QR

θu2 dxdt− 1

α

∫
QR

g(u− xn)θ dxdt. (4.76)
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Comme uεl ⇀ u faiblement dans L2(QR), on a
√
θuεl ⇀

√
θu faiblement dans L2(QR).

Cela implique que ∫
QR

u2θ dxdt ≤ lim
l→∞

∫
QR

u2
εl
θ dxdt. (4.77)

Enfin, nous combinons (4.76) et (4.77) à obtenir∫
QR

u2θ dxdt ≤ − 1

α

∫
QR

g(u− xn)θ dxdt+

∫
QR

u2θ dxdt ≤
∫
QR

u2θ dxdt,

qui donne

∀θ ∈ D(QR), θ ≥ 0,

∫
QR

g(u− xn)θ dxdt = 0.

Cela implique que g(u−xn) = 0 p.p. dans QR pour tout R > 0 assez grand, ce qui conduit
à g(u− xn) = 0 p.p. dans Q∞

Remarque 4.4.1 De (4.63) et (4.76), on déduit que∫
QR

u2 dxdt = lim
l→+∞

∫
QR

u2
εl
dxdt,

et comme uεl converge faiblement vers u dans L2(Q∞), on a

uεl → u fortement dans L2(Q∞).

Lemme 4.4.3 Soit ξ une fonction de D(QR) et ξ ≥ 0. Nous avons∫
QR

∇
(

(u− φ)ξ
)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

=

∫
QR

(
ϕξ
)
t

(
g − αu

)
dxdt+

α

2

∫
QR

ξt

(
u− xn

)2

dxdt. (4.78)

Preuve. Soit ζ une fonction régulière telle que d(supp(ζ),ΣD ∩ ΣR) > 0 et supp(ζ) ⊂
BR × (] − R,−ρ[∪]ρ,R[) pour une constante positive ρ > 0. Pour tout τ ∈] − ρ, ρ[,
(x, t) 7→ ζ(x, t− τ) est une fonction test de (Pεl) et s’annule dans Rn × {0}. Alors∫

QR

[
∇ζ
(
x, t− τ

)
·
(
B(x,∇uεl)− Sεl(uεl) ·B(x, e)

)
+ζt
(
x, t− τ

)(
εl|uεlt|p−2uεlt +Gεl(uεl)

)
+εlζ

(
x, t− τ

)(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)]
dxdt = 0.
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En prenant l → ∞, on obtient en utilisant (4.59), (4.60), (4.65), (4.66) et le fait que
εl|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn → 0 fortement dans Lq(QR),∫

QR

[
∇ζ
(
x, t− τ

)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
+ ζt

(
x, t− τ

)(
g − αu

)]
dxdt = 0,

qui peut s’écrit comme suit∫
QR

∇ζ
(
x, t− τ

)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

− ∂

∂τ

(∫
QR

ζ(x, t− τ)
(
g − αu

)(
x, t
)
dxdt

)
= 0.

Ensuite, pour τ ∈]− ρ, ρ[ on a∫
QR

∇ζ
(
x, t− τ

)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

− ∂

∂τ

(∫
QR

ζ(x, t)
(
g − αu

)(
x, t− τ

)
dxdt

)
= 0. (4.79)

La relation (4.79) est vraie pour chaque ζ ∈ Lp((0, R);W 1,p(ΩR)) telle que ζ = 0 sur
ΣD ∩ΣR et ζ = 0 dans ΩR × (]0, ρ[∪]R− ρ,R[). On choisit ζ = (u− φ)ξ avec ξ ∈ D(QR)

et ξ ≥ 0, on obtient pour τ ∈]− ρ, ρ[,∫
QR

∇
(
(u− φ)ξ

)(
x, t− τ

)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

=
∂

∂τ

(∫
QR

(
(u− φ)ξ

)
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t+ τ

)
dxdt

)
. (4.80)

La fonction
τ 7→ ∂

∂τ

(∫
QR

(
(u− φ)ξ

)
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t+ τ

)
dxdt

)
appartient à C0(−ρ, ρ). Donc, la fonction

τ 7→
∫
QR

(
(u− φ)ξ

)
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t+ τ

)
dxdt

appartient à C1(−ρ, ρ). En outre, ξ et φ sont des fonctions régulières par rapport à t,
donc, on a

τ 7→
∫
QR

(
φξ
)
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t+ τ

)
dxdt

appartient à C1(−ρ, ρ). Ensuite de (4.80), la fonction

Y (τ) =

∫
QR

((
u− xn

)
ξ
)
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t+ τ

)
dxdt
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est dans C1(−ρ, ρ) et on a∫
QR

∇
(
(u− φ)ξ

)(
x, t− τ

)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

= Y ′(0) +

∫
QR

(
(φ− xn)ξ

)
t
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t
)
dxdt. (4.81)

On peut écrire Y comme
Y = Y1 − Y2 − Y3 − Y4,

où

Y1(τ) =

∫
QR

(
(u− xn)ξ

)
(x, t)g(x, t+ τ) dxdt,

Y2(τ) = α

∫
QR

ξ(x, t)
{(
u(x, t)− xn

)(
u(x, t+ τ)− u(x, t)

)
+

1

2

((
u(x, t)− xn

)2 −
(
u(x, t+ τ)− xn

)2
)}

dxdt,

Y3(τ) =
α

2

∫
QR

ξ(x, t)
(
u(x, t)− xn

)2
dxdt,

Y4(τ) =
α

2

∫
QR

ξ(x, t)
(
u(x, t+ τ)− xn

)2
dxdt

=
α

2

∫
QR

ξ(x, t− τ)
(
u(x, t)− xn

)2
dxdt.

D’abord, on a
∂Y3

∂τ
(0) = 0, (4.82)

puisque Y3 est indépendante de τ . Ensuite, comme ξ est une fonction régulière on voit
que Y4 ∈ C1(−ρ, ρ), et on a

∂Y4

∂τ
(0) = −α

2

∫
QR

ξt(x, t)
(
u(x, t)− xn

)2
dxdt. (4.83)

De plus, nous avons pour tout τ ∈]− ρ, ρ[,

Y1(τ) =

∫
QR

(
(u− xn)ξ

)
(x, t)g(x, t+ τ) dxdt

≥ 0 = Y1(0),

Y2(τ) = −α
2

∫
QR

ξ(x, t)
(
u(x, t+ τ)− u(x, t)

)2
dxdt

≤ 0 = Y2(0).
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Alors, 0 est un minimum absolu pour Y1 − Y2 dans ]− ρ, ρ[, et puisque

Y1 − Y2 = Y + Y3 + Y4 ∈ C1(−ρ, ρ),

on obtient
∂
(
Y1 − Y2

)
∂τ

(0) = 0. (4.84)

En utilisant (4.82), (4.83) et (4.84), il résulte de (4.80) que l’on a∫
QR

∇
(
(u− φ)ξ

)(
x, t
)
·
(
B(x, t)− gB(x, e)

)
dxdt

=

∫
QR

(
φξ
)
t
(x, t)

(
g − αu

)(
x, t
)
dxdt+

α

2

∫
QR

ξt(x, t)
(
u(x, t)− xn

)2
dxdt.

Enfin, si on choisit ξ ∈ D(QR), ξ ≥ 0, on voit que (4.78) est vrai.

Lemme 4.4.4 Soit ξ ∈ W 1,p(Q∞) tel que supp(ξ) est borné. Nous avons∫
Q∞

∇ξ ·B(x,∇u) dxdt =

∫
Q∞

∇ξ · B(x, t) dxdt. (4.85)

Preuve. Considérons (θδ)δ>0 ⊂ D(ΩR) tel que 0 ≤ θδ ≤ 1 dans ΩR, pour une certaine
constante K indépendante de δ, |∇θδ| ≤ K, et pour δ assez petit,

θδ = 1 dans
{
x ∈ ΩR/d(∂ΩR, x) > δ

}
:= ΩR,δ.

Choisissons (uεl − φ)θδη avec η ∈ D(0, R) et η > 0 comme une fonction test dans (Pεl),
en écrivant (4.78) pour ξ = θδη et en soustrayant l’une des égalités de l’autre, on trouve∫

QR

θδη∇uεl ·B(x,∇uεl) dxdt =

∫
QR

θδη∇u · B(x, t) dxdt

−
∫
QR

η∇θδ ·
(
uεlB(x,∇uεl)− uB(x, t)

)
dxdt

+

∫
QR

θδη∇φ ·
(
B(x,∇uεl)− B(x, t)

)
dxdt

+

∫
QR

φη∇θδ ·
(
B(x,∇uεl)− B(x, t)

)
dxdt

−
∫
QR

εl
(
(uεl − φ)η

)
t
θδ|uεlt|p−2uεlt dxdt

−
∫
QR

εl
(
uεl − φ

)
θδη
(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
dxdt (4.86)
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+

∫
QR

B(x, e)θδη
(
∇
(
uεl − φ

)
Sεl(uεl)− g∇

(
u− φ

))
dxdt

+

∫
QR

η∇θδ ·B(x, e)
((
uεl − φ

)
Sεl
(
uεl
)
− g(u− φ)

)
dxdt

−
∫
QR

gθδ
(
ϕη
)
t
dxdt−

∫
QR

Sεl
(
uεl
)
θδ
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt

+

∫
QR

αuεlθδ
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt+

∫
QR

αuθδ(ϕη)t dxdt

−
∫
QR

α

2
ηtθδ(u− xn)2 dxdt.

En faisant δ → 0, on obtient en utilisant la définition de θδ,∫
QR

η∇uεl ·B(x,∇uεl) dxdt =

∫
QR

η∇u · B(x, t) dxdt

+

∫
QR

η∇φ ·
(
B(x,∇uεl)− B(x, t)

)
dxdt

−
∫
QR

εl
(
(uεl − φ)η

)
t
|uεlt|p−2uεlt dxdt

−
∫
QR

εlη
(
uεl − φ

)(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
dxdt (4.87)

+

∫
QR

ηB(x, e)
(
∇(uεl − φ) · Sεl(uεl)− g∇(u− φ)

)
dxdt

−
∫
QR

g(ϕη)t dxdt−
∫
QR

(
(uεl − φ)η

)
t
Sεl
(
uεl
)
dxdt

+

∫
QR

αuεl
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt+

∫
QR

αu(ϕη)t dxdt

−
∫
QR

α

2
ηt(u− xn)2 dxdt.

Par (4.60), nous avons

lim
l→+∞

∫
QR

η∇φ ·
(
B(x,∇uεl)− B(x, t)

)
dxdt = 0. (4.88)

D’autre part, on a

lim−
∫
QR

εl
(
(uεl − φ)η

)
t
|uεlt|p−2uεlt dxdt ≤ 0, (4.89)
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puisque∫
QR

εl
(
(uεl − φ)η

)
t
|uεlt|p−2uεlt dxdt =

=

∫
QR

εlη|uεlt|p dxdt+

∫
QR

εl|uεlt|p−2uεltuεlηt dxdt−
∫
QR

εl
(
φη
)
t
|uεlt|p−2uεlt dxdt,

le premier terme de coté droite de l’égalité ci-dessus est positive. De plus, en utilisant
(4.66) et le fait que uεl est uniformément bornée, on obtient (4.89).
De (4.63), on déduit :∫

QR

ηB(x, e) ·
(
∇(uεl − φ)Sεl(uεl)− g∇(u− φ)

)
dxdt

=

∫
QR

ηSεl(uεl)∇(uεl − xn) ·B(x, e) dxdt (4.90)

−
∫
QR

∇(φη) ·
(
Sεl(uεl)− g

)
B(x, e) dxdt.

Par (4.59), le dernier terme de (4.90) tend vers 0. En appliquant la formule de divergence,
il vient : ∣∣∣ ∫

QR

ηSεl(uεl)∇(uεl − xn) ·B(x, e) dxdt
∣∣∣ (4.91)

=
∣∣∣ ∫

QR

∇
(∫ min(uεl−xn,εl)

0

(
1−Hεl(s)

)
ds
)
· ηB(x, e) dxdt

∣∣∣
≤ εl

(∫
∂ΩR×]0,R[

η| B(x, e)ν| dσ(x, t) +

∫
QR

η
∣∣div(B(x, e)

)∣∣ dxdt).
On obtient de (4.90)–(4.91) :

lim
l→+∞

∫
QR

ηB(x, e) ·
(
∇(uεl − φ)Sεl(uεl)− g∇(u− φ)

)
dxdt = 0. (4.92)

Également, on a

lim
l→+∞

−
∫
QR

(
(uεl − φ)η

)
t
Sεl
(
uεl
)
dxdt−

∫
QR

g(ϕη)t dxdt = 0, (4.93)

puisque

−
∫
QR

(
(uεl − φ)η

)
t
Sεl
(
uεl
)
dxdt−

∫
QR

g(ϕη)t dxdt (4.94)

= −
∫
QR

ηtSεl
(
uεl
)(
uεl − xn

)
dxdt−

∫
QR

ηSεl
(
uεl
)(
uεl − xn

)
t
dxdt

+

∫
QR

(
Sεl
(
uεl
)
− g
)
(ϕη)t dxdt,
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en raisonnant comme dans (4.73), le premier terme du côté droit de (4.94) converge vers
0. En intégrant par parties, on voit comme dans (4.91) que le second terme tend aussi
vers 0. En utilisant (4.59), on obtient (4.93). Ensuite, par (4.43) et l’inégalité de Hölder,
on a ∣∣∣ ∫

QR

εlη
(
uεl − φ

)(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
dxdt

∣∣∣
≤
∫
QR

εlη
(
M + |xn|+ ϕ

)(
|uεl |p−1 − |xn|p−1

)
dxdt (4.95)

≤ ε
1/p
l

{(∫
QR

εl|xn|p dxdt
)1/q

+
(∫

QR

εl|uεl |p dxdt
)1/q}∣∣∣η(M + |xn|+ ϕ

)∣∣∣
p
,

et en faisant l→ +∞ dans (4.95) et tenant compte de (4.57), on déduit

lim
l→+∞

∫
QR

εlη
(
uεl − φ

)(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
dxdt = 0. (4.96)

De plus, observons que∫
QR

αuεl
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt =

∫
QR

α
(
(uεl − xn)η

)
t

(
uεl − xn

)
dxdt

+

∫
QR

αuεl(ϕη)t dxdt−
∫
QR

αxn
((
uεl − xn

)
η
)
t
dxdt. (4.97)

En intégrant par rapport à t, on obtient∫
QR

α
(
(uεl − xn)η

)
t

(
uεl − xn

)
dxdt =

∫
QR

α

2
ηt(uεl − xn)2 dxdt, (4.98)∫

QR

αxn
((
uεl − xn

)
η
)
t
dxdt = 0, (4.99)

alors, de (4.97)-(4.99) on peut écrire∫
QR

αuεl
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt+

∫
QR

αu(ϕη)t dxdt−
∫
QR

α

2
ηt(u− xn)2 dxdt

=

∫
QR

α

2
ηt
(
(uεl − xn)2 − (u− xn)2

)
dxdt−

∫
QR

α(ϕη)t
(
uεl − u

)
dxdt.

(4.100)

On a∫
QR

ηt
(
(uεl − xn)2 − (u− xn)2

)
dxdt

 =
∫

QR

ηt(uεl + u− 2xn)
(
uεl − u

)
dxdt


≤
ηt(uεl + u− 2xn

)
2

uεl − u
2
,
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et ∫
QR

(ϕη)t
(
uεl − u

)
dxdt

 ≤ (ϕη)t


2

uεl − u
2
.

En utilisant la Remarque 4.4.1, on déduit

lim
l→+∞

∫
QR

ηt
(
(uεl − xn)2 − (u− xn)2

)
dxdt = 0, (4.101)

lim
l→+∞

∫
QR

(ϕη)t
(
uεl − u

)
dxdt = 0. (4.102)

En faisant l→∞ dans (4.100) et utilisant (4.101)-(4.102), il vient

lim
l→∞

∫
QR

αuεl
(
(uεl − φ)η

)
t
dxdt+

∫
QR

αu(ϕη)t dxdt

−
∫
QR

α

2
ηt(u− xn)2 dxdt = 0. (4.103)

En passant à la limite sup dans (4.87), et utilisant (4.88), (4.89), (4.92), (4.93), (4.96), et
(4.103), on obtient

lim

∫
QR

η∇uεl ·B(x,∇uεl) dxdt ≤
∫
QR

η∇u · B(x, t) dxdt,

∀η ∈ D(0, R), η ≥ 0, (4.104)

Maintenant, on considère v ∈ Lp(0, R;W 1,p(ΩR)) et η ∈ D(0, R) tel que η ≥ 0. L’utilisa-
tion de (4.3) donne∫

QR

η∇
(
uεl − v

)
·
(
B(x,∇uεl)−B(x,∇v)

)
dxdt ≥ 0 ∀l ∈ N,

qui peut s’écrire comme∫
QR

η∇uεl ·B(x,∇uεl) dxdt−
∫
QR

η∇v ·B(x,∇uεl) dxdt (4.105)

−
∫
QR

η∇
(
uεl − v

)
·B(x,∇v) dxdt ≥ 0 ∀l ∈ N.

En passant à la limite sup dans (4.105) et tenant compte de (4.104), (4.58) et (4.60), on
obtient ∫

QR

η∇
(
u− v

)
·
(
B(x, t)−B(x,∇v)

)
dxdt ≥ 0. (4.106)

Ainsi, si on choisit dans (4.106), v = u− λξ tel que ξ ∈ Lp(0, R,W 1,p(ΩR)), et λ ∈ [0, 1],
on obtient ∫

QR

η∇ξ ·
(
B(x, t)−B(x,∇u− λ∇ξ)

)
dxdt ≥ 0,

∀λ ∈ [0, 1], ∀ξ ∈ Lp(0, R,W 1,p(ΩR)). (4.107)
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En utilisant la continuité de y 7→ B(., y), (4.55) et du théorème de Lebesgue en passant
λ→ 0 dans (4.107), on déduit∫

QR

η∇ξ ·
(
B(x, t)−B(x,∇u)

)
dxdt ≥ 0. (4.108)

Enfin, on voit que l’inégalité ci-dessus reste vraie si on remplace ξ par −ξ. Alors∫
QR

∇ξ ·B(x,∇u)dxdt =

∫
QR

∇ξ · B(x, t) dxdt,

qui est équivalent à∫
Q∞

∇ξ ·B(x,∇u)dxdt =

∫
Q∞

∇ξ · B(x, t) dxdt.

D’où (4.85).

Soit ξ ∈ W 1,p(Q∞) tel que ξ = 0 sur Υ1
D, ξ ≥ 0 sur Υ0

D et supp(ξ) est borné. Il existe
R > 0 suffisamment grand tel que supp(ξ) ⊂ QR. Pour tout δ > 0, on définit

ξδ = min
(
ξ,
uεl − xn

δ

)
.

On remarque que ξδ ∈ W 1,p
loc (Q∞), ξδ = 0 sur ΣD et supp(ξδ) est borné. Nous utilisons ξδ

comme fonction test dans (Pεl), nous trouvons∫
QR

[
ξδt

(
εl|uεlt|p−2uεlt +Gεl(uεl)

)
+ εlξδ

(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
+∇ξδ ·

(
B(x,∇uεl)− Sεl(uεl)B(x, e)

)]
dxdt (4.109)

=

∫
ΩR

ξδ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

En tenant compte du fait que ξδ(x,R) = 0 p.p. dans ΩR et∫
QR

ξδtGεl(uεl) dxdt =

∫
QR

ξδt
(
1−Hεl(uεl − xn)− αuεl

)
dxdt

=

∫
ΩR

αξδ(x, 0)uεl(x, 0) dx+

∫
QR

αuεltξδ dxdt

−
∫

ΩR

ξδ(x, 0) dx−
∫
QR

ξδtHεl(uεl − xn) dxdt,
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donc, (4.109) peut s’écrire comme suit∫
QR

[
εlξδt|uεlt|p−2uεlt + εlξδ

(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
+∇ξδ ·

(
B(x,∇uεl)−B(x, e)

)]
dxdt+

∫
QR

∇ξδ ·Hεl(uεl − xn)B(x, e) dxdt

−
∫
QR

ξδtHεl(uεl − xn) dxdt+

∫
ΩR

αξδ(x, 0)(uεl − xn)(x, 0) dx (4.110)

+

∫
QR

αuεltξδ dxdt =

∫
ΩR

ξδ(x, 0)
(
α(u0(x)− xn) + 1− g0(x)

)
dx.

Nous avons ∫
QR

εlξδt|uεlt|p−2uεlt +∇ξδ ·
(
B(x,∇uεl)−B(x, e)

)
dxdt

=

∫
[uεl−xn<δξ]

εl
δ
|uεlt|p +∇

(uεl − xn
δ

)
·
(
B(x,∇uεl)−B(x, e)

)
dxdt (4.111)

+

∫
[uεl−xn≥δξ]

εlξt|uεlt|p−2uεlt +∇ξ ·
(
B(x,∇uεl)−B(x, e)

)
dxdt.

En utilisant (4.111), (4.3) et tenant compte α(u0(x) − xn) + 1 − g0(x) ≥ 0 p.p. x ∈ ΩR

dans (4.110), on trouve∫
[uεl−xn≥δξ]

[
εlξt|uεlt|p−2uεlt + εlξδ

(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇uεl)−B(x, e)

)]
dxdt+

∫
QR

∇ξδ ·Hεl(uεl − xn)B(x, e) dxdt

−
∫
QR

ξδtHεl(uεl − xn) dxdt+

∫
ΩR

αξδ(x, 0)(uεl − xn)(x, 0) dx (4.112)

≤
∫

ΩR

ξ(x, 0)
(
α(u0(x)− xn) + 1− g0(x)

)
dx.

Ensuite, en employant (4.4), on peut utiliser la formule de divergence à obtenir :∫
QR

∇ξδHεl(uεl − xn)B(x, e) dxdt =

−
∫
QR

div
(
Hεl(uεl − xn)B(x, e)

)
ξδ dxdt+

∫
∂QR

Hεl(uεl − xn)B(x, e)ν · ξδ dσR(x, t).

Puisque ξδ → ξ p.p. dans [uεl > xn] quand δ tend vers 0, on obtient par le théorème de
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Lebesgue,

lim
δ→0

∫
QR

∇ξδ ·Hεl(uεl − xn)B(x, e) dxdt =

−
∫
QR

div
(
Hεl(uεl − xn)B(x, e)

)
ξ dxdt+

∫
∂QR

Hεl(uεl − xn)B(x, e)ν · ξ dσR(x, t)

=

∫
QR

∇ξ ·Hεl(uεl − xn)B(x, e) dxdt. (4.113)

De la même manière que la preuve de (4.113), on prouve que

lim
δ→0

∫
QR

ξδtHεl(uεl − xn) dxdt =

∫
QR

ξtHεl(uεl − xn) dxdt. (4.114)

En faisant δ → 0 dans (4.112) et utilisant (4.113)-(4.114) et tenant compte du fait que∫
QR

αuεltξ dxdt = −
∫

ΩR

αuεl(x, 0)ξ(x, 0) dx−
∫
QR

αuεlξt dxdt

et ∫
ΩR

ξ(x, 0) dx = −
∫
QR

ξt dxdt,

on arrive à ∫
QR

[
ξt

(
εl|uεlt|p−2uεlt +Gεl(uεl)

)
+ εlξ

(
|uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn

)
(4.115)

+∇ξ ·
(
B(x,∇uεl)− Sεl(uεl)B(x, e)

)]
dxdt

≤
∫

ΩR

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

En passant à la limite comme l→∞ dans (4.115) et utilisant (4.59), (4.60), (4.65), (4.66),
(4.85) et le fait que |uεl |p−2uεl − |xn|p−2xn → 0 fortement dans Lp(QR), on obtient∫

QR

ξt
(
g − αu

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
dxdt

≤
∫

ΩR

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx,

qui peut s’écrit comme∫
Q∞

ξt
(
g − αu

)
+∇ξ ·

(
B(x,∇u)− gB(x, e)

)
dxdt

≤
∫

Ω∞

ξ(x, 0)
(
αu0(x)− g0(x)

)
dx.

Ainsi, la preuve du Théorème 4.1.3 est terminée.
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Conclusion

Cette thèse apporte une contribution à l’étude analytique d’une classe de problèmes à
frontière libre. Nous avons prouvé l’unicité de la solution d’un problème d’évolution non
linéaire de la digue dans un milieu poreux hétérogène borné de deux ou trois dimensions
avec un fond imperméable horizontal et l’existence d’une solution du problème d’évolution
non linéaire de la digue dans un domaine multidimensionnel non borné associé à un fluide
compressible ou incompressible. Cette étude peut constituer une référence pour renforcer
la contribution au secteur de l’eau en Algérie.
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