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Introduction

La théorie du chaos s’applique à de nombreux modèles développés pour expliquer des

situations rencontrées dans presque tous les domaines de la connaissance scientifique [28],

[29]. L’étude du chaos touche donc de larges champs de recherche, allant de la physique à

la psychologie, en passant par l’économie [15] et la biologie [19], [26]. Elle donne un cadre

mathématique permettant une étude quantitative de phénomènes auparavant étudiés de

manière qualitative. Comprendre les systèmes chaotiques permet notamment de connaître

les limites des modèles utilisés.

Bien que les bases mathématiques de la théorie aient été jetées dès le XIXe siècle par

H. Poincaré [20], son importance en physique n’a vraiment été mise en évidence qu’à

partir de 1962, par E. N. Lorenz [17]. Ce dernier, météorologue et physicien, a montré

dans un article célèbre que certains systèmes en mécanique des fluides pouvaient exhiber

une sensibilité aux conditions initiales. À sa suite, les scientifiques se sont intéressés au

chaos, montrant son importance dans de nombreux domaines de la connaissance.

Une des approches nouvelles pour aborder le chaos a été l’émergence de l’approche

statistique des systèmes complexes.

Mathématiquement, le chaos est une propriété qui émerge lors de l’étude des systèmes dy-

namiques. Il apparaît dans des systèmes non-linéaires discrets (comme la suite logistique)

ou continus à plus de 3 degrés de liberté (comme le système de Lorenz). La représentation

graphique des solutions de ces systèmes conduit souvent à des structures caractéristiques

appelées «attracteurs étranges», comme le papillon de Lorenz représenté ci-contre. Ces

figures possèdent souvent une structure fractale.

Chaotification des applications linéaires en n-D n’ont pas été largement étudiées comme
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les applications non-linéaire en 2-D et 3-D [8], [10], [22], [24], [25].

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter une nouvelle méthode de chaotification

des applications linéaires en n-D utilisant une fonction de contrôle réelle bornée. Notre

mémoire est organise travers trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre : On rappellera les principales définitions et notions générales

aux systèmes dynamiques (continues et discrets ), utilisons tout au long de ce mémoire

conservant système autonome et non autonome, systèmes conservatifs et systèmes dissi-

patives, points fixes et leurs stabilités.

Dans le deuxième chapitre : Nous présentons quelques définition et notions conser-

vant attracteurs, attracteurs chaotique. L’exposants de Lyapunov et route vers le chaos

(bifurcation).

Dans Le troisième chapitre : Nous avons présenter un méthode simple pour chaotifier

une application linéaire en n-D par une fonction non-linéaire.
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Notations générales

|.| : Valeur absolue.

λi : Les multiplicateurs caractéristiques.

W s : Les variétés stables. W i : Les variétés instables.

” ◦ ” : La loi de combinaison.

‖.‖ : La norme.

J(X) : La matrice jacobienne.
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Chapitre 1
Généralités sur les systèmes dynamiques

1.1 Introduction

Les systèmes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des

mathématiques, à la frontière de la topologie, de l’analyse, de la géométrie, de la théorie

de la mesure et des probabilités, et qui s’efforcé d’étudier les propriétés d’un système

dynamique. La nature de cette étude diffère suivant le système dynamique étudié, nature

qui dépend des outils utilisés (analytique, géométriques ou probabilistes).

Historiquement, les premières questions relevant des systèmes dynamiques concernaient

la mécanique à une époque où elle était incluse dans l’enseignement des mathématique.

Une des questions majeures et qui a motivé la recherche mathématique est le problème

de la stabilité du système solaire. Les travaux de Lagrange sur le sujet consistèrent à

interpréter l’influence des corps autres que le Soleil sur une planète comme une succession

de chocs infinitésimaux : Ces travaux retrouvent des échos dans le théorème K.A.M

(Kolmogorov - Arnold - Moser ).

1.2 Système dynamique à temps continu

1.2.1 Système autonome et non autonome

Système autonome

Un système autonome est un système à évolution temporelle continue qui a une

indépendance du temps t :

4



1.2. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

dx

dt
= G(x(t)) (1.1)

Système non autonome

Un système non autonome est un système à évolution temporelle continue qui dépend

du temps t :

dx

dt
= G(x, t) (1.2)

1.2.2 Flot

On appelle flot de l’équation (1.2) l’application ϕ définie par :

ϕ : R×X −→ X (1.3)

(t, x0) −→ ϕ(t, x0) = ϕt(x0) = x(t, x0)

Tel que

1. Pour chaque x0 fixe, t −→ ϕ(t, x0) est une solution de l’équation différentielle.

2. Le flot ϕ possède les propriétés suivantes :

(a) ϕ(0, x0) = x0 en d’autres termes ϕ(t, x0) est la valeur à l’instant t de la solution

qui vaut x0 en t = 0.

(b) ϕ(t1 + t2, x0) = ϕ(t1, x0) × ϕ(t2, x0) pour tous (t1, t2) ∈ R. Donc ϕ possède la

propriété d’un semi-groupe.

1.2.3 Trajectoire ( ou orbite)

Soit x0 ∈ X une condition initiale et x(t, x0) la solution de l’équation (1.3). L’ensemble

des points {x(t, x0), t ∈ R} est la trajectoire (ou orbite) dans l’espace d’état passant par

le points x0 à l’instant t = 0.

— Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du même état initial.

— La trajectoire d’une application autonome ne dépend que l’état initial.
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1.2. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

1.2.4 L’espace des phases

L’espace des phases(ou espace d’état)

Chez les physiciens, l’espace des phases est un espace abstrait dont les coordonnées

sont les variables dynamiques de système étudié des que la dimension n d’application

dépasse l’unité, il devient assez difficile de se représenter "mentalement" comment l’appli-

cation évolue, l’outil de passe pour y palier est l’espace de phase. On considère chaque

composante xk de X (l’espace d’état) comme une cordonnée d’un point dans un espace

de dimension n, l’évolution suivant t d’application se traduit alors par un déplacement du

point représentatif dans l’espace de phase, traçant ainsi une trajectoire de phase.

Portrait de phase

Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires d’un ap-

plication dans le plan de phase : À chaque ensemble de conditions initiales correspond

une courbe ou un point applications conservatifs et applications dissipatives. Le caractère

conservatif ou non de l’application fait référence à un nouveau point de vue sur l’évolution

dans l’espace de phases. En effet, les définitions que nous avons introduites jusqu’à présent

sont implicitement rattachées à la détermination de trajectoires individuelles.

1.2.5 Systèmes conservatifs et systèmes dissipatives

Chez les physiciens, un système conservatif est un système qui conserve l’énergie totale,

par contre un système dissipatif est un système qui dissipe de l’énergie. Donc le premier

possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et l’autre possède au moins

un terme dépendant de la vitesse.

1.2.6 Points critiques

Les points x̄ où le champ de vitesse v s’annule sont appelés points critiques, ou points

d’équilibre. Ils correspondent à des points fixes du flot : φ(x̄) = x̄ pour tout t.

Un point d’équilibre est une trajectoire particulière. Une autre trajectoire particulière est

la trajectoire qui se referme sur elle-même.
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1.3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS DISCRET

1.2.7 Orbites périodiques

On appelle cycle (ou trajectoire périodique ou orbite périodique) une trajectoire φt(x)

qui n’est pas réduite à un point et telle qu’il existe T > 0 vérifiant φT (x) = x. Le plus

petit réel T strictement positif tel que φT (x) = x est appelé période, il est indépendant

du point x pris sur la trajectoire.

1.3 Système dynamique à temps discret

1.3.1 Définition et représentation

L’étude de la stabilité des solutions périodiques, grâce à la dynamique dePoincaré aux

multiplicateurs caractéristiques, permet d’entrevoir l’importance des applications discrets,

ou dans un langage plus prosaïque, des suites récurrentes.

Un système dynamique discret est de la forme :

xk+1 = G(xk) (1.4)

Où G est une application régulière d’un ouvert U de Rn dans lui même.

le système dynamique continu dx
dt

= v(x) peut être étudié comme une application discret

si, au lieu de considérer son flot continu φt on considère τ > 0 ( "sorte" de période

d’échantillonnage ) et l’application associée :

G : U −→ U

x −→ G(x) = φτ (x)

Comme φτ ◦ φτ = φ2τ , il est clair que l’étude de φt lorsque t −→ +∞ et celle de

Gk = G ◦G ◦ · · · ◦G︸ ︷︷ ︸
k−fois

Lorsque l’entier k tend vers +∞ doivent être très similaires. Nous rappelons ici,

succinctement, comment les notions et résultats précédents, introduits pour les systèmes

dynamiques continues, se transposent aux les systèmes discrets.
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1.3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS DISCRET

1.3.2 Orbites positives et orbites négatives

Orbite positive

Une orbite positive O+ d’un point x0 dans Rn est la suite des images de x0 par les

composées successives de

O+(x0) = {x0, G(x0), G2(x0), ..., Gk(x0), ..}

Si G inversible alors :

G−k(x0) = G−1 ◦G−1 ◦ ... ◦G−1(x0)︸ ︷︷ ︸
k−fois

Orbite négative

Une orbite négative O− d’un point x0 dans Rn est la suite des images de x0 par les

composées successives de G :

O−(x0) = {x0, G
−1(x0), G−2(x0), ..., G−k(x0), ..}

Si O+(x0) et O−(x0) existent alors l’orbite O(x0) de x0 est l’ensemble :

O(x0) = O+(x0) ∪O−(x0)

Exemple 1.1. l’application de Hénon [27] :


xk+1 = yk + 1− ax2

k

yk+1 = bxk

Où a, b sont des paramètres réels, l’espace des phases est R2, l’espace des paramètres

est R2

8



1.3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS DISCRET

1.3.3 Points fixes

Soit un système autonome ou non, caractérisé par l’équation d’état (1.1) ou (1.2), un

état d’équilibre est caractérisé par la relation suivante :

F (x) = 0 (1.5)

Tout solution x vérifiant cette relation est appelée position d’équilibre, point sin-

gulier, point fixe ou encore solution stationnaire.

On distingue seulement deux types d’attracteurs qui sont des points fixes. Ils s’agit des

nœuds stables et des foyer stables.

1.3.4 Stabilité

[1] Puisque les solutions de la plupart des systèmes dynamiques ne s’expriment, pas

au moyen des fonctions élémentaires ou par des quadratiques on recourt également à des

méthodes d’intégrations approchées.

Le défaut de ces méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’une solution particulière, il faut

refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière, on ne peut pas se prononcer

sur le caractère des autres solutions.

La question de la stabilité d’une solution ou des positions d’équilibre est une des questions

fondamentales de la théorie qualitative des systèmes dynamiques, la réponse de cette

question a été étudiée en détail, par l’éminent mathématicien russe A. Lyapunov (1857

- 1918).

Un point d’équilibre d’un système dynamique continu correspond à ce que l’on appelle

aussi un régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes très

simples : Si l’on écarte le système de l’équilibre, y reviendra-t-il ou encore : Une petite

perturbation, qui éloigne légèrement le système de son régime stationnaire, peut-elle avoir

des conséquences importantes et être amplifiée au cours du temps.

9



1.3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS DISCRET

1.3.5 Stabilité locale

Soit f : Rn −→ Rn une fonction réelle définie un système dynamique discret, soit

Df(x0) sa matrice jacobienne évaluée au point fixe x0 de l’application f , pour simplifier

les notions de la stabilité locale du point fixe x0 on introduit la notion de multiplicateur

et pour caractériser la nature de ce point fixe nous donnons les définitions :

Définition 1.1. Les valeurs propres du jacobienne Df(x0) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en x0.

Définition 1.2. Le point fixe x0 de f est dit stable si ses multiplicateurs caractéristiques

sont tous de module strictement inférieur à 1.

Définition 1.3. Le point fixe x0 de f est dit instable si l’un des multiplicateurs et de

module strictement supérieur à 1.

Définition 1.4. Le point fixe x0 de f est dit point selle si au moins un multiplicateur

est de module strictement inférieur à 1 et les autres multiplicateurs sont tous de module

strictement supérieur à 1.

10



Chapitre 2
Systèmes dynamiques et chaos

2.1 Introduction

Les systèmes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du XIXe siècle.

En effet, vers la fin du ce siècle le mathématicien, physicien et philosophe français Henri

Poincaré avait déjà mis en évidence le phénomène de sensibilité aux conditions initiales

lors de l’étude astronomique du problème des trois corps.

Toujours au XIXe siècle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectue des

recherches sur la stabilité du mouvement. Il introduit l’idée de mesurer l’écart entre deux

trajectoires ayant des conditions initiales.

Les travaux de Lyapunov, d’abord tombés dans l’oubli, seront plus tard très précieux pour

étudier certains aspects de la théorie du chaos.

En 1963 le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui permettant

de prévoir les phénomènes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il observa qu’une

modification minime des données initiales pouvait changer de manière considérable ses

résultats. Lorenz venait de découvrir le phénomène de sensibilité aux conditions initiales.

Les systèmes répondant à cette propriété seront à partir de 1975 dénommés : Systèmes

chaotiques. C’est donc au cours des années soixante dix que la théorie du chaos a pris son

essor.

Évidemment, les travaux des prédécesseurs de Lorenz ont donc été très importants pour

la compréhension du chaos déterministe, mais il faut souligner que ce qui va permettre aux

scientifiques une compréhension plus accrue des systèmes chaotiques c’est l’ordinateur.
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2.2. ATTRACTEUR ET ATTRACTEUR CHAOTIQUE [4]

En effet, les équations différentielles régissant un système chaotique sont nécessairement

non linéaires et, sans ordinateur, leur résolution est en général impossible.

2.2 Attracteur et attracteur chaotique [4]

Il n’existe pas, à l’heure actuelle, de définition communément admise l’attracteur.

La notion d’attracteur est liée à un type de régime asymptotique. Dire d’un système

dynamique qu’il possède plusieurs attracteurs, c’est aussi dire qu’il admet plusieurs types

notablement différents de régimes asymptotiques.

En effet, puisqu’un attracteur est un ensemble invariant, sa dimension dans un espace

tridimensionnel doit être strictement inférieure à 3(< 3). Mais nous cherchons également

un attracteur dont la dimension n’est ni 1 ( point fixe ) ni 2 (cycle). Nous recherchons

donc des objets géométriques complexes de dimension non-entière. De telles structures

existent, moyennant une définition plus générale du concept de dimension. Mandelbrot

leur a donné le nom de fractales. Nous examinerons dans ce chapitre le problème de leur

dimension. Pour l’heure, essayons de mieux caractériser ces attracteurs. On comprend

bien que leur nature doit être radicalement différente de celle d’un tore, qui ne peut être

attracteur que d’un régime périodique. Les objets considérés ici, par contre, sont le siège de

phénomènes périodiques et du chaos. On les appelle des attracteurs étranges ou chaotiques.

Et pour cause : Il s’agit d’ensembles compacts, donc bornées, dans lesquels on retrouve

des trajectoires chaotiques, dont l’une des caractéristiques essentielles est la S.C.I. (les

trajectoires issues de conditions initiales proches s’écartent exponentiellement). Comment

peut-on faire coexister l’attraction, qui implique le resserrement des trajectoires, avec la

S.C.I, qui implique leur écartement ? La solution réside dans le concept d’hyperbolicité de

l’attracteur : L’attraction s’opère dans une direction, et la divergence dans une autre. La

surface contenant les trajectoires divergentes est appelée variété instable, alors que celle

contenant les trajectoires convergentes sera dénommé variété stable. Notons que ceci ne

peut se concevoir que dans un espace de phase d’au moins trois dimensions. Les attracteurs

étranges sont caractéristiques l’évolution des applications chaotiques, au bout d’un certain

temps, tous les points de l’espace des phases (et appartenant au bassin d’attraction de

l’attracteur) donnent des trajectoires qui tendent à former l’attracteur étrange. On va
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2.3. SENSIBILITÉ AUX CONDITIONS INITIALES

parler de ce type d’attracteur dans ce chapitre.

2.3 Sensibilité aux conditions initiales

La S.C.I est un phénomène découvert dés la n du XIX ieme siècle par Poincaré dans

des travaux concernant le problème à N corps en mécanique céleste, puis par Hadamard

avec un modèle mathématique abstrait aujourd’hui baptisé « flot géodésique sur une

surface à courbure négative ». Ce découvert a entrainé un grand nombre de travaux

importants, principalement dans le domaine des mathématiques. Il a été redécouvert en

1963 par Lorenz lors de ses travaux en météorologie [17].

Cette sensibilité explique le fait que, pour un système chaotique, une modification infime

des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long terme. Ce

résultat est souvent vulgarisé sous le nom « d’effet papillon ».

La S.C.I se traduit mathématiquement par l’hyperbolicité d’une partie de l’espace des

phases d’un système, hyperbolicité à laquelle est associée un ensemble d’exposants de

Lyapunov positifs, ainsi qu’une entropie topologique également positive.

Exemple 2.1. S.C.I

— Évolution population d’individus dans le temps pour des conditions initiales très

proches.

Figure 2.1 – Évolution population d’individus dans le temps pour des conditions initiales
très proches Un+1 = 4a(1− Un)(U0 = 0.3 et U0 = 0.00001)
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2.4 Attracteur

2.4.1 Ensemble invariant

Définition 2.1. [7] Soit A un sous-ensemble de l’espace des phases U , A est dit ( resp.

Positivement invariant ) par un flots ϕt, si pour tout t dans R ( resp. Dans [0,+∞[, ϕt(A)

est inclus dans A ).

2.4.2 Définitions d’attracteur

Définition 2.2. Dans la littérature on trouve plusieurs définitions d’attracteur. En gé-

néral, un attracteur est défini comme une sous-partie fermée de l’espace des phases qui

"attire" toutes les autres orbites vers elle. On donne une seul définition possible d’attrac-

teur.

Définition 2.3. (Guckenheimer , Holmes) : Soit 〈X, g〉 un système dynamique dis-

cret, une sous-partie A de X est appelée attracteur si et seulement si les conditions sui-

vantes sont réalisées :

1. A est fermée.

2. A est positivement invariante.

3. A est attractive, c’est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant.

(b) U est attiré par A : ∀u ∈ U

lim
t→∞

d(gt(u), A) = 0.

Exemple 2.2. Dans l’espace R2 considérons le système dynamique discret dont la fonction

successeur est la suivante :

g :

 x

y

 ∈ R2 −→

 x+ y

x+ y

 ∈ R2
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La variété instable

R2
i = Wi = {(x, y) ∈ R2 : x = y}

Est non-vide, fermée, et strictement positivement invariante. De plus, elle est un attrac-

teur global en un seul pas. Au contraire, la variété stable

R2
s = Ws = {(x, y) ∈ R2 : x = −y}

Est non-vide, fermée et strictement positivement invariante mais n’est pas un attracteur.

2.4.3 Bassin d’attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3.a et 3.b dans la

définition précédent est appelée voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu’il

existe un voisinage attiré U , on ne peut pas affirmer qu’il est unique : En effet A peut

admettre plusieurs voisinages attires par lui-même. On donne quelques définitions du

bassin d’attraction.

On appelle bassin d’attraction B(A) de A le plus grand des tels voisinages attirés, c’est à

dire

B(A) =
⋃{

U ∈ P (X) : U est un voisinage attiré A
}

Définition 2.4. [9] Le bassin d’attraction B(A) d’un attracteur A est l’ensemble des

conditions initiales ( l’ensemble des tous états initiaux des orbites ) est à long-temps un

comportement approche vers A.

2.4.4 Propriétés d’attracteurs

1. A est un sous ensemble bornée de l’espace est de volume nul, invariant par le flot ϕt

autrement dit, tout point de l’espace d’état qui appartient à un attracteur demeure

à l’intérieur de cet attracteur pour tout t. Il existe un ensemble B ⊂ A, tel que

pour tout voisinage de A, la trajectoire qui prend son origine dans B se trouve au

bout d’un temps fini dans ce voisinage de A. Autrement dit, toute trajectoire qui

a son origine dans B tend vers l’attracteur, cette "zone d’influence" est le (Bassin
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d’attraction).

2. Un attracteur est indécomposable c’est-à-dire que la réunion de deux attracteurs

n’est pas un attracteur.

2.5 Les différents types d’attracteurs

Il existe deux types d’attracteurs : Les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges

ou chaotiques.

2.5.1 Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent l’évolution d’application non chaotique, et peuvent

être de trois sortes nous allons en apprendre davantage sur le premier sorte :

Les points fixes

Toute solution x0 vérifiant la relation g(x0) = 0 est appelée position d’équilibre,

point singulier, point fixe, ou encore solution stationnaire. On distingue seulement deux

types d’attracteurs qui sont des points fixes. Il s’agit des nœuds stables et des foyers

stables, représentés. Le point d’équilibre unique d’un pendule amorti est l’exemple clas-

sique de ce type d’attracteur.

2.6 Attracteurs chaotiques

Il n’existe pas à proprement parler de définition positive des orbites chaotiques. Un

mouvement chaotique est non déterministe mais il ne s’agit pas d’un mouvement aléa-

toire. Il possède un spectre fréquentiel continu (caractère erratique) et présente en outre

une extrême sensibilité aux conditions initiales. En effet deux orbites chaotiques initiées

avec des conditions initiales très voisines vont diverger et s’écarter l’une de l’autre très

rapidement. La vitesse de divergence de deux orbites initialement voisines peut être étu-

diée à partir des exposants de Lyapunov afin de caractériser la nature du chaos observé.

On peut définir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un attrac-

teur de volume nul qui n’est ni un point fixe, ni cycle limite, ni quasi-périodique. Dans une

section de Poincaré, un attracteur chaotique décrit une infinité de points dont l’ensemble
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possède une structure topologique auto-similaire avec une dimension fractale non entière

[18]. De ce fait, on ne peut pas réduire un mouvement chaotique à un point fixe ou un

cycle limite comme pour les autres comportements asymptotiques. Néanmoins, les solu-

tions chaotique présentent des propriétés de périodicité dans l’espace non pas euclidien

mais celui d’Hausdorff [15].

2.6.1 Définitions d’attracteur chaotique

Définition 2.5. L’attracteur chaotique(ou étrange) est une forme géométrique plus com-

plexe qui caractérise l’évolution du dynamiques des applications chaotiques.

Un sous-ensemble bornée A de l’espace des phases est un attracteur étrange ou chaotique

pour une application T de l’espace s’il existe un voisinage R de A, c’est à dire que pour

tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les

propriétés suivantes :

1. Attraction : R est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont

le point initial est dans R, est entièrement contenue dans R. De plus, toute orbite

de ce type devient et reste aussi proche de A que l’on veut.

2. Il est continu dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale

(non entière ).

3. Presque toute trajectoire sur l’attracteur à la propriété de ne jamais passer deux

fois sur le même point, chaque trajectoire est presque sûrement apériodique.

4. Deux trajectoires proches à l’instant t voient localement leur distance augmenter à

une vitesse exponentielle ( S.C.I ).

2.6.2 Les différents types d’attracteurs chaotiques

Nous donnons une classification commune d’attracteurs chaotiques des systèmes dy-

namiques. En règle générale, à l’heure actuelle, les attracteurs chaotiques peuvent être

classés en trois types principales :

1. Attracteur hyperbolique.

2. Attracteur de type de Lorenz.
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2.6. ATTRACTEURS CHAOTIQUES

3. Quasi attracteurs.

Exemple 2.3. (L’attracteur de Hénon) [20], [21] : L’attracteur de M. Hénon

(1976), associé à une application R2 −→ R2 de la forme (x, y) −→ (X = 1−ax2 +y, Y =

bx), est initialement issu d’un problème d’astronomie concernant les amas globulaires.

Le système différentiel initial (application de Hénon-Heiles) est un système ha-

miltonien non intégrable, il est traité par la méthode des surfaces de section de Poincaré

pour lui associer. Un système du plan dans lui-même dont l’étude plus abordable permet

d’analyser le problème initial et ici de décrire son comportement chaotique par l’attracteur

de Hénon.

Ce procédé d’analyse d’un système différentiel non intégrable ( et c’est le cas le plus sou-

vent ! ) par une méthode de section est assez courant, bien que l’application itératif associé

soit lui aussi non linéaire, son analyse est souvent plus facile à développer.

Figure 2.2 – Attracteur de Hénon avec (a, b) = (1.4, 0.3) et (x0 = 0.25, y0 = 0.25)

Exemple 2.4. (L’attracteur de Lorenz) [17] : L’attracteur de E.Lorenz signe, en

(1963 ), les débuts de la météorologie moderne : C’est en se posant la question de savoir

comment prévoir le temps à l’avance que E.Lorenz a abouti à son système différentiel

et à son attracteur étrange. Il s’agit de modéliser certains mouvements atmosphériques :

On considère pour cela le mouvement d’un fluide entre deux plaques horizontales portées

à des températures légèrement différentes ( la plaque la plus chaude en bas ). Pour une

différence de température suffisante, il apparaît alors des tourbillons convectifs qui vérifient

les équations de la convection de Rayleigh-Bénard dont la formulation est classique en
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2.6. ATTRACTEURS CHAOTIQUES

mécanique des fluides : On obtient un système de trois équations aux dérivées partielles.

Avec quelques hypothèses simplificatrices, on peut associer à ce application aux dérivées

partielles un système différentiel ordinaire de la forme (a, b, c étant des paramètres réelles,

b décrivant la différence des températures des deux plaques) :



dx
dt

= a(y − x)

dy
dt

= bx− y − xz

dz
dt

= xy − cz

Figure 2.3 – Attracteur de Lorenz : (a, b, c) = (10, 28, 8/3)

( On observera que les seconds membres de ces équations sont assez simples

mais cependant non linéaires ).

On effectue une résolution numérique de ces équations : Pour b supérieur à une certaine

valeur critique, on obtient un comportement chaotique pour les trajectoires de ce système

( l’attracteur étrange de Lorenz ), simulez une vue en 3 dimensions de l’attracteur de

Lorenz. L’attracteur a la forme d’un papillon en vol, pour laquelle le deux "yeux" des ailes

seraient remplacés par vide.
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2.7 Exposant de Lyapunov

[13], [16], [23] L’étude formelle de la théorie du chaos met à notre disposition différents

outils permettant d’identifier sans ambigüité si la dynamique d’un système est chaotique

ou non. Parmi ces outils, on peut citer les exposants de Lyapunov qui constituent une

approche très naturelle de la mesure de l’état de chaos d’un système dynamique. Le chaos

déterministe se reconnait essentiellement par la manière dont il est apparu. Mais, une

fois établi, sa signature consiste en un objet de l’espace de phases que l’on appelle un

attracteur étrange. Ce non d’attracteur provient du fait que l’objet en question "attire"

les trajectoires de l’espace de phases, en imposant deux conditions initiales différentes,

on obtient deux trajectoires produisant des figures ayant même allure générale mais où la

répartition exacte des points est différente. Quant au terme d’étrange .... Les trajectoires

de l’attracteur vérifient la notion de sensibilité aux conditions initiales (S.C.I). C’est dans

ce sens qu’elles sont chaotiques. On peut quantifier la sensibilité aux conditions initiales

par le degré de divergence.

L’exposants de Lyapunov mesurent l’attraction exponentielle ou la séparation dans le

temps de deux trajectoires adjacentes, dans l’espace de phases, ayant des conditions ini-

tiales différentes.

2.7.1 Exposant de Lyapunov d’un application à temps discret

G un système dynamique unidimensionnelle G : R −→ R tell que xn+1 = G(xn), x0 et

x0 + ε deux point initiaux poroches après n itération on aura :

εenλ(x0) =
∣∣∣Gn(x0 + ε)−Gn(x0)

∣∣∣ (2.1)

Quand n tend vers l’infini et ε tend vers 0

λ(x0) = lim
n→∞

lim
ε→n

1
n

log

∣∣∣∣∣∣G
n(x0) + ε−Gn(x0)

ε

∣∣∣∣∣∣ (2.2)

Notons xi = Gi(x0) et on sait que
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2.7. EXPOSANT DE LYAPUNOV

Gn(x0) = G
(
Gn−1(x0)

)
(2.3)

Par règle de chaîne on obtient :

dGn(x0)
dx

= G′(xn−1)G′(xn−2)...G′(x1)G′(x0) (2.4)

Alors l’exposant de Lyapunov égale :

λ = λ(x0) = lim 1
n

n−1∑
i=0

log
∣∣∣G′(xi)∣∣∣ (2.5)

Définition 2.6.

On considère le système dynamique discret du plan suivant :

Xk+1 = G(Xk), Xk ∈ R2, k = 0, 1, 2, ... (2.6)

Où la fonction G : R2 −→ R2 est le champ de vecteurs associé avec le système (2.6). Soit

J(Xk) sa Jacobienne en Xk ∈ R2 ,k = 0, 1, 2, ... et de définir la matrice :

Tn(X0) = J(Xn−1)J(Xn−2)...J(X1)J(X0). (2.7)

Par ailleurs, soit Ji(X0, n) le module de la iieme valeur propre de la nieme matrice

Tn(X0), où i = 1, 2 et n = 0, 1, 2, ...

Maintenant on a la définition : Les exposants de Lyapunov pour l’application discret en

dimension deux à temps discret sont définis par la relation :

li(X0) =
 lim
n→+∞

Ji
(
X0, n

) 1
n

, i = 1, 2. (2.8)

Exemple 2.5. Soit l’équation discret quadratique suivant :


xk+1 = axk − ax2

k = axk(1− xk)

yk+1 = b− xk − byk + xkyk = (b− xk)(1− yk)
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2.7. EXPOSANT DE LYAPUNOV

La matrice jacobienne du équation est :

a(1− 2x) 0

(1 + y) −b+ 1



Parce que La matrice jacobienne est triangulaire, les exposants de Lyapunov sont :


λ1 = lim

N→+∞

1
N

n=N∑
n=1

ln a|1− 2x|

λ2 = lim
N→+∞

1
N

n=N∑
n=1

ln | − b+ x|

Exemple 2.6. Considérons à nouveau l’application itérative F , qui applique xn sur xn+1.

Deux conditions initiales très proches, soient x0 et x0 + ε et regardons comment se com-

portent les trajectoires qui en sont issues.

Après N itérations, nous avons F (N)(x0) et F (N) (xn + ε0) pour les deux valeurs initiales

différentes. Donc la séparation de deux trajectoires après N itérations est :

εN = F (N)(x0 + ε0)− F (N)(x0)

Supposons qu’elles s’écartent en moyenne à un rythme exponentiel, nous en dédui-

sons :

εN
ε0

= eλN (2.9)

On pourra alors trouver un réel λ tel que :

λ = 1
N

ln

∣∣∣∣∣∣F
N(x0 + ε0)− FN(x0)

ε0

∣∣∣∣∣∣
La limite de cette expression quand ε0 −→ 0 et N −→ ∞ est appelée exposant de

Lyapunov. Dans la pratique, il n’est en général pas nécessaire de choisir un grand N , parce

qu’un sur coût de simulation n’entraine qu’une amélioration insignifiante de l’exactitude

des calculs. On peut noter que l’exposant de Lyapunov λ n’est calculé que pour un seul

point initial. Une valeur moyenne de λ peut être obtenue en moyennant les exposants de

Lyapunov déduits de plusieurs points initiaux.
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2.8 Routes vers le chaos (bifurcation)

La théorie de la bifurcation étude le changement que subit une application sous la

variation d’un paramètre ou plus, donc la bifurcation signifie un changement dans le

comportement qualitatif d’une application, suite à une variation d’un paramètre de l’ap-

plication. Par exemple déstabilisation d’un point fixe stable, apparition ou disparition d’un

cycle ou d’un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nommée le

point de bifurcation. Notons que la transition vers le chaos s’opère selon des bifurcations,

il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos.

On constante dans tous les cas que l’évolution du point fixe vers le chaos n’est progressive,

mais marquée des changements discontinus qu’on a déjà appelé bifurcation [13].

2.8.1 Différente types des routes vers le chaos

Dans cette section, on considère trois types des routes locales : La route de double-

ment de période, la route point selle (ou nœud-col) et la route de Neimark. Ces routes sont

locales car elles peuvent être analysées par la linéarisation de l’application au voisinage

d’un point fixe ou d’un cycle limite. Tous les types de bifurcations étudiées correspondent

toujours à |λi| = 1 (où λi représente les multiplicateurs) [2].

Route doublement de période (λ = −1)

Cette route a lieu lorsqu’un des multiplicateurs est égales à −1. Un cycle d’ordre k

qui subie cette route va changer de nature et crée un cycle d’ordre 2k de la même nature.

C’est-à-dire, un point fixe stable d’ordre 1, par exemple, devient instable en même temps

que l’apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.

Route nœud-col (λ = +1)

La route λ = +1 correspond à la situation où l’un des multiplicateurs est égale à

+1. Ce type de route donne naissance à deux cycles d’ordre k en même temps, l’un est

attractif et l’autre est instable.

Route Neimark (ρ = 1)
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Cette route se produit lorsque la matrice jacobienne possède deux multiplicateurs

complexes conjuguées λ1 = λ̄2 et de plus |λi=1.2| = 1.

2.8.2 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de l’état stationnaire du système

en fonction du paramètre du contrôle. Typiquement, on choisit un état variable et on

trace la valeur limite de celui-ci en fonction d’un seul paramètre de contrôle. Pour les

systèmes discontinus, on trace simplement les valeurs successives d’un état variable. Un

diagramme de bifurcation résume l’information sur l’espace d’état et la variation en fonc-

tion du paramètre peut être visualisée. La transition d’un état stationnaire vers le chaos

peut être observée.

Figure 2.4 – Diagramme de bifurcation de la fonction f définie parf(x) = λx(1 − x) et
2.4 ≤ λ ≤ 4
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Chapitre 3
Chaotification des applications linéaires en

n-D par une fonction bornée

3.1 Introduction

En général, le comportement chaotique est toujours indésirable. Pour cela, plusieurs

méthodes de contrôle ont été développées dans le but de supprimer ce phénomène chao-

tique. Mais parfois le maintien et la génération du chaos est recherché pour certaines

applications. On peut citer à titre d’exemple, le cryptage, la communication sécurisée, les

processus épileptiques...etc. L’anti-contrôle ou la chaotification des systèmes dynamiques

est une méthode de contrôle qui permet de générer le chaos à partir d’un système non

chaotique ou d’un système chaotique mais dans sa partie stable. Depuis l’apparition de

cette nouvelle théorie en 1996 [11], les chercheurs accordent de plus en plus d’intérêts à

cet aspect [12], [13]. Les méthodes de chaotification développées sont pratiquement toutes

basées sur le calcul des exposants de Lyapunov. Nous présentons dans ce chapitre la mé-

thode développée par Chen [11], qui est une méthode assez représentative des techniques

proposées.

Définition 3.1. Dans cette section, nous présentons quelques résultats sur la norme in-

finie d’une matrice, et les valeurs propres de la somme de deux matrices.

En effet, soit A = (a)1≤i,j≤n une matrice réelle, alors, la norme infinie de A est donnée
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par

‖A‖∞ = max
i

{ n∑
j=1
|aij|

}

Proposition 3.1.(a) Si A1 et sa perturbation A2 sont des matrices symétriques

réelles.

(b) Si les valeurs propres de A1 et A1 +A2 ils sont répertoriés respectivement dans

l’ordre λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn , et µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µn. Que, on a |λi − µi| ≤

‖A2‖∞, i = 1, 2, ..., n.

(c) Soit A une matrice réelle carrée A, si δ est une valeur propre arbitraire de A

et λmin, λmax sont respectivement les plus petites et les plus grandes valeurs

propres, de A>A. Alors on a 0 ≤ λmin ≤ δ2 ≤ λmax.

Théorème 3.1. Considère le système xk+1 = f(xk), xk ∈ Ω ⊂ Rn, n = 0, 1, 2, ... tel que

‖f ′(x)‖ =
√
µmax(f(x))>f(x) ≤ N < +∞

et que la plus petite valeur propre de (f(x))>f(x) satisfait

µmin
(
(f(x))>f(x)

)
≥ β > 0

Où N2 ≥ β alors pour tout x0 ∈ Ω, tous les exposants de Lyapunov au point x0 sont

situés à l’intérieur de l’intervalle [ lnβ
2 , lnN ], c’est-à-dire

ln β
2 ≤ li(x0) ≤ lnN, i = 1, 2, 3.

Où li(X0) sont les exposants de Lyapunov de l’application f , et ‖.‖ est la norme eucli-

dienne de Rn.
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3.2 Méthode chaotification utilisant un fonction bor-

née

Considérons l’application linéaire en n-D définie par [6] :

Xk+1 = f(xk) =


Axk + b, b, xk ∈ Rn

x0 − donné
(3.1)

Où

xk = (x(1)
k , x

(2)
k , ..., x

(n)
k )

Et

A = (aij)1≤i,j≤n

(aij) coefficients réelles donc A est :

Amn =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn



La transposée de A est :

A>mn =



a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

... ... . . . ...

a1n a2n · · · amn


Telle que

λmin(A>A) > 1

.
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Considérons l’application contrôlé


Xk+1 = Axk + b+ αh(xk)

x0 − donné
(3.2)

Où α est un paramètre réel et la fonction h : Rn −→ Rn est donnée par

h(xk) =



g
(
x

(1)
k

)
0

· · ·

0


Où

g : R −→ R

est une fonction non linéaire avec dérivée bornée par rapport à la première composante

x
(1)
k du vecteur x(1)

k

C’est - à-dire ,∃M > 0,∀x(1)
k ∈ R :

∣∣∣g′(x(1)
k

)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∂g
(
x

(1)
k

)
∂x

(1)
k

∣∣∣∣∣∣ ≤M (3.3)

Supposons aussi que l’application (3.2) contrôlée admis au moins un point fixe

C’est -à- dire , (A− In)x+ b+ αh(x) = 0

Admis au moins une solution réelle.

Les avantages du contrôleur h(xk) proposé sont : Il est très simple, et ne dépend que d’une

variable x(1)
k dans le premier sens avec (n− 1) composantes nulles, en général l’expression

de la fonction g n’est pas nécessaire pour confirmer le caractère chaotique de l’application

(3.2).

Théorème 3.2. L’application de contrôle h(xk) rend l’application f(xk) chaotique si la
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condition suivant est satisfait

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
> 1

3.2.1 Preuve

La matrice jacobienne l’application (3.2) contrôlée est

J(xk) = A+ αh′(xk) = A+ αg′
(
x

(1)
k

)
B (3.4)

Où

B =



1 0 · · · 0

0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0


avec ‖B‖∞ = 1, B> = B = 1 et B2 = B.

Nous remarquons que ‖J(xk)‖ ≤ ‖ A|‖∞ +M |α| = N(α)

La première condition du théorème 3.1 est vérifiée pour α.

On remarque que

J(xk) = A+ αg′
(
x

(1)
k

)
B et J(xk)> = A> + αg′

(
x

(1)
k

)
B

Puis que B> = B et B2 = B

Donc

J(xk)>J(xk) =
(
A> + αg′

(
x

(1)
k

)
B
)(
A+ αg′

(
x

(1)
k

)
B
)

=
(
A> + αg′

(
x

(1)
k

)
B
)
A+

(
A> + αg′

(
x

(1)
k

)
B
)
αg′

(
x

(1)
k

)
B

= A>A+ αg′
(
x

(1)
k

)
BA+ A>Bαg′

(
x

(1)
k

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B2

= A>A+ αg′
(
x

(1)
k

)
BA+ A>Bαg′

(
x

(1)
k

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B

= A>A+ αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B
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Ce qui donne

J>(xk)J(xk) = A>A+ αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B (3.5)

D’où

J>(xk)J(xk) = A>A+ αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B = A1 + A2 (3.6)

Tel que

A1 = A>A et A2 = αg′(x(1)
k )(A>B +BA) + α2g′2(x(1)

k )B

.

Deux matrice A1 et A2 sont symétriques puisque

A>1 = (A>A)> = A1

Et

A>2 =
(
αg′

(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B
)>

= αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)>
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B

= αg′
(
x

(1)
k

)(
BA+ A>B

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B

= αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B

Alors

A>2 = αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B = A2 (3.7)

Maintenant, supposons que les valeurs propres de A et J soient respectivement listées

dans l’ordre

λmin
(
A>A

)
= λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λmax

(
A>A

)
= λn

Et

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
= µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µmax

(
J>(xk)J(xk)

)
= µn
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Ensuite, en appliquant la proposition 3.1 pour i = 1, on obtient

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
≥ λmin

(
A>A

)
− ‖A2‖∞ (3.8)

On obtient

A2 = αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)
B

= αg′
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA+ αg′

(
x

(1)
k )B

)

A2 = αg′
(
x

(1)
k

)



a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

... ... . . . ...

a1n a2n · · · amn





1 0 · · · 0

0 0 · · · 0

· · · · · · · · ·

0 0 · · · 0



+



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn





1 0 · · · 0

0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0



+αg′
(
x

(1)
k

)


1 0 · · · 0

0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0





31



3.2. MÉTHODE CHAOTIFICATION UTILISANT UN FONCTION BORNÉE

= αg′
(
x

(1)
k

)



a11 0 · · · 0

a12 0 · · · 0
... ... . . . ...

a1n 0 · · · 0


+



a11 a12 · · · a1n

0 0 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · 0



+



αg′(x(1)
k ) 0 · · · 0

0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0





= αg′
(
x

(1)
k

)


a11 + a11 + αg′(x(1)
k ) a12 · · · a1n

a12 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

a1n 0 · · · 0



Après la simplification nous obtenons

A2 = αg′
(
x

(1)
k

)


2a11 + αg′(x(1)
k ) a12 · · · a1n

a12 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

a1n 0 · · · 0


(3.9)

Ainsi, la norme infinie de A2 est donné par :

‖A2‖∞ = max
{∣∣∣2a1,1 + αg′ + α2g′2

(
x

(1)
k

)∣∣∣+ n∑
j=2

∣∣∣a1,jαg
′
(
x

(1)
k

)∣∣∣, ..., ∣∣∣a1,nαg
′
(
x

(1)
k

)∣∣∣} (3.10)

D’où , on a

‖A2‖∞ =
∣∣∣2a11αg

′
(
x

(1)
k

)
+ α2g′2

(
x

(1)
k

)∣∣∣+ n∑
j=2

∣∣∣a1jαg
′
(
x

(1)
k

)∣∣∣ (3.11)
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‖A2‖∞ ≤
∣∣∣a11αg

′
(
x

(1)
k

)∣∣∣+ ∣∣∣α2g′2
(
x

(1)
k

)∣∣∣+ n∑
j=1

∣∣∣a1jαg
′
(
x

(1)
k

)∣∣∣

Nous obtenons

‖A2‖ ≤ |a11||α|M + α2M2 +M
n∑
j=1
|a1j||α|

‖A2‖ ≤ α2M2 +M
(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
|α| (3.12)

Et on a

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
≥ λmin

(
A>A

)
− ‖A2‖∞

Alors

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
≥ λmin

(
A>A

)
− α2M2 −M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
|α| (3.13)

Supposons que α > 0, on obtient

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
≥ λmin

(
A>A

)
− α2M2 −M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1,j|

)
α = β (3.14)

Dans ce qui suit, nous ne choisissons que les valeurs de α > 0 telle que β > 1, c’est -à-

dire, tous les exposants de Lyapunov de l’application (3.2) contrôlée sont positifs

Si α > 0 et β > 1, on a

λmin
(
A>A

)
−M2α2 −M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
α > 1

λmin
(
A>A

)
−M2α2 −M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
α− 1 > 0

Donc

M2α2 +M
(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
α + 1− λmin

(
A>A

)
< 0 (3.15)

Si λmin
(
A>A

)
< 1, alors la méthode proposée ne peut pas être appliquée ici.

Ainsi, nous supposons que λmin(A>A) > 1.
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Le discriminant de (3.15) est

∆ = M2
(
|a11|+

n∑
j=1
|a1,j|

)2
− 4

(
M2

)(
1− λmin

(
A>A

)
> 0

∆ = M2
(
|a11|+

n∑
j=1
|a1,j|

)2
+ 4

(
M2

)(
λmin

(
A>A

)
− 1

)
> 0

Si λmin
(
A>A

)
> 1

Soit

∆ = M2
((
|a11|+

n∑
j=1
|a1,j|

)2
+ 4

(
λmin

(
A>A

)
− 1

))
> 0 (3.16)

être le discriminant de l’équation correspondante de α. Ainsi, β > 1 si seulement si

α ∈ (α1, α2).

D’où

α1 =
−M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1j|

)
−
√

∆

2M2 < 0

Et

α2 =
−M

(
|a11|+

n∑
j=1
|a1,j|

)
+
√

∆

2M2 > 0

Puisque nous choisissons α > 0, alors nous avons µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
> 1, pour

α ∈ (0, α2).

En appliquant le théorème 3.1. Ce qui montre que l’application (3.2) contrôlée entre

dans le chaos pour α ∈ (0, α2).

3.2.2 Exemple

Dans ce section nous avons chaotifier la fonction linéaire par bornée on utilisent ce

méthode.

Xk+1 =


Axk + b+ αh(xk)

x0 − donné
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Et

A =

a11 a12

a21 a22



h(xk) =

sin
(
x

(1)
k

)
0

 et g : R −→ R

En utilisant la fonction non linéaire avec dérivée bornée par rapport à la première com-

posante x(1)
k du vecteur x(1)

k nous obtenons :

∀x(1)
k ∈ R :

∣∣∣∣∣∣∂ sin(x(1)
k )

∂xk

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 = M =⇒
∣∣∣ cos

(
x

(1)
k

)∣∣∣ ≤ 1 (3.17)

Tel que

J(xk) = A+ αh′(xk) = A+ αg′
(
x

(1)
k

)
B (3.18)

Avec

B =

1 0

0 0

 , ‖B‖∞ = 1, B> = B et B2 = B

Alors

J(xk) = A+ α cos
(
x

(1)
k

)
B (3.19)

J(xk) est un jacobienne matrice de l’ application (3.2)

On remarque que

‖J(xk)‖ ≤ ‖A‖∞ + |α| = N(α)

La condition est vérifiée pour α, on a

J>(xk) = A> + α cos
(
x

(1)
k

)
Alors

J>(xk)J(xk) = A>A+ α cos
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α2 cos2

(
x

(1)
k

)
B = A1 + A2 (3.20)
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Tel que

A1 = A>A et A2 = α cos
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA

)
+ α cos2

(
x

(1)
k

)
B

On a

A2 = α cos
(
x

(1)
k

)(
A>B +BA+ α cos

(
x

(1)
k

)
B
)

Alors

A2 = α cos
(
x

(1)
k

)2a11 + α cos
(
x

(1)
k

)
a12

a12 0

 (3.21)

La norme infinie de A2 est donné par :

‖A2‖∞ = max
{∣∣∣2a11α cos

(
x

(1)
k

)
+α2 cos2

(
x

(1)
k

)∣∣∣+∣∣∣a12α cos
(
x

(1)
k

)
a12α cos

(
x

(1)
k

)∣∣∣} (3.22)

D’où

‖A2‖∞ =
∣∣∣2a11α cos

(
x

(1)
k

)
+ α2 cos2

(
x

(1)
k

)∣∣∣+ ∣∣∣a12α cos
(
x

(1)
k

)∣∣∣ (3.23)

Nous obtenons

‖A2‖ ≤ α2 +
(
|a11|+ |a12|

)
|α|

supposons que α > 0 et β > 1 , on obtient

µmin
(
J>(xk)J(xk)

)
≥ λmin(A>A)− α2 −

(
|a11|+ |a12|

)
α = β

On a

λmin
(
A>A

)
− α2 − (a11 + a12)α− 1 > 0

Donc

α2 + (a11 + a12)α + 1− λmin
(
A>A

)
= 0 (3.24)

Alors

∆ =
(

(a11 + a12)2 + 4
(
λmin

(
A>A

)
− 1

))
> 0 (3.25)

On a α ∈ (α1, α2) donc

α1 = −(a11 + a12)−
√

∆
2 < 0
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α2 = −(a11 + a12) +
√

∆
2 > 0
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire une méthode simple de chaostification des appli-

cation linéaires en n-D à l’aide d’une fonction non linéaire contrôlée. Une preuve rigoureuse

de l’existence du chaos, a éte présenté dans ce mémoire en utilisant la définition staudard

de la plus grand exposant de Lyapunov.
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Abstract : 

    The main objective of this thesis is to present a new method of chaotification  

linear map in n-D using a controller map  non-linear and the definition of the 

Lyapunov exponent. 

    At first   we have given some preliminary definition and general and specific 

notions on dynamic systems and chaotic dynamic systems. 

     Finally a new method chaotification of linear maps in n-D was presented. 

Key words :  Discrete dynamic systems,  attractor,  chaotic attractor,  

bifurcation, Lyapunov exponents, orbits . 

Résumé :  

       L’objectif principal de ce mémoire est de présenter une nouvelle méthode de 

chaotification d’application linéaire en n-D  utilisant une application contrôleur  

non-linéaire et la définition de l'exposant de Lyapunov. 

      Au début   nous avons donné quelque prémlinaire définition et notions 

générales et spécifiques sur les systèmes dynamiques  et les systèmes dynamiques 

chaotiques. 

    En fin  une nouvelle méthode chaotification des applications linéaires en n-D a 

été présenter. 

Mots clés :   Systèmes dynamique discrète, attracteur,  attracteur chaotique, 

bifurcation,  exposants de Lyapunov,  orbites . 

 :ملخص

قات التطبيوحة هو تقديم طريقة جديدة للفوضى الهدف الرئيسي من هذه الأطر        

                                          .ابونوف يل س أستعريف  غير خطية  و تحكم  تطبيق ستخداماب n-Dفي  الخطية

 لقد قدمنا بعض الأفكار الأولية والمفاهيم العامة والخاصة حول الأنظمة في البداية     

  الديناميكية والأنظمة الديناميكية الفوضوية.

 . n-Dالخطية في  تطبيقات فوضى اللتقديم طريقة جديدة ل أخيرا  تم        

 ،الجاذب الفوضوي  ،الجاذب  ،ة المنفصل الأنظمة الديناميكية  :  حيةالمفتا الكلمات

 المدارات.  ،ليابونوف أسس   ،التشعب
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