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Résumé 

 ce travail  s'intéresse à l'étude des propriété structurales .nous avons  calculé  les 

propriété électroniques ,optique et manitique pour notre composant GaAs en utilisant la 

méthode  full potentiel linear muffin –tin orbitale (FP-LMTO)  cette méthode ce  base sur 

la théorie  de la fonctionnelle de la densité (DFT) . l'énergie d'échange et de corrélation 

est décrite par l'approximation du griedient généralisé GGA les propriété calculées sont  

en bon accord avec les données expérimentales  théoriques disponible . selon les 

résultats disponible nous constatons que notre  matériaux GaAs  est un semi-conducteur 

Mots clés : DFT ,FP,LMTO ,propriété structural , ,électronique ,optique      

 

 

Our thesis is interested in the  study of structural properties we calculated the optical and 

manitic  electronic properties for our GaAs component using the full potential linear 

muffin-tin orbital (FP-LMTO) method this method is based on the theory of density 

fictional(DFT). The exchange and correlation energy is described by  generalized grid  

approximation GGA, the calculated properties  are in good agreement with the available  

experimental and theoretical data according to the available results we  find our GaAs  

material is a semi conductor  

 Keywords : DFT ;FP - LMTO properties , elastic , electronic .    
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الخاص بنا باستخدام  طريقة المدار الخطي الكامل للمافن والقصدير وتعتمد هذه الطريقة على نظرية الكثافة الوظيفية . 
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Introduction générale  

 

 

Avec les développements récents dans la physique de la matière condensée, 

beaucoup d’efforts ont été déployés pour une meilleure compréhension du comportement 

des matériaux. Comprendre la physique d’un matériau nécessite  la  connaissance  

fondamentale  de  sa structure, de sa stabilité de phases et de ses diverses propriétés 

structurales, électroniques, vibrationnelles et mécanique. Les méthodes de simulation ont 

joué un rôle important dans la détermination de ces quantités ; elles ont, en effet, donné une 

nouvelle dimension à l’investigation scientifique de nombreux phénomènes physiques et 

chimiques. Dans certains cas, les techniques de simulation ont pu remplacer l’expérience, 

parfois coûteuse, dangereuse où même inaccessible au laboratoire. Les approches 

théoriques sur lesquelles reposent ces techniques, varient de schémas très empiriques 

(classiques) aux méthodes ab-initio. Trois classes différentes distinguent alors les méthodes 

de simulations numériques : 

Les méthodes classiques ou empiriques exigent la connaissance de données expérimentales 

pour déterminer les valeurs des paramètres inconnus. 

Les méthodes semi empiriques font appel aux paramètres atomiques ainsi qu’aux résultats 

expérimentaux pour le calcul des structures électroniques. Ces méthodes en question sont 

souvent utilisées pour une classe de matériaux dont les données expérimentales sont 

disponibles. Cependant, dans le cas où ces paramètres seraient absents ou si un système 

présente un comportement inhabituel, l’alternative serait alors d’utiliser les méthodes du 

premier principe (ab-initio). 

Par opposition aux méthodes dites empiriques et semi empiriques, les calculs ab-

initio ne nécessitent aucun  type  d’ajustement  pour  décrire  l’énergie  d’interaction  entre  

les particules. Cela ne veut pas dire pour autant qu’ils sont rigoureusement exacts car ils 

reposent sur un certain nombre d’approximations ; lesquelles sont plus ou moins contrôlées 

selon les différents cas. 

Il n’en demeure pas moins que les méthodes ab-initio sont considérées comme les 

méthodes les plus précises bien qu’elles soient coûteuses en temps de calcul et mémoire de 

machines. Elles trouvent d’ailleurs un domaine d’application grandissant en sciences des 

matériaux. Et ceci, grâce à l’amélioration constante des puissances de calcul et des 

développements théoriques de ces dernières années. 
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Parmi  les    méthodes  ab-initio,  la  méthode  FP-LMTO (Full  Potential  –Linearized 

Muffin Tin Orbitals) est l’une des méthodes la plus utilisées dans le calcul  de l’énergie totale 

des matériaux. Contrairement aux autres méthodes empiriques et semi- empirique qui utilise 

des valeurs expérimentales  pour  ajuster  les  paramètres  d’entrée,  la  méthode  FP-LMTO 

n’utilise que les données intrinsèques des matériaux comme la charge électrique ou la masse 

des atomes constituants la cellule élémentaire. 

Le travail  que nous présentons dans ce manuscrit est réalisé à l’aide des programmes FP-

LMTO. Dans une première phase de notre travail, nous nous sommes intéressés aux 

propriétés structurales  de GaAs. Nous  avons recherché leur structure la plus stable. Cette 

structure est de type cubique à face centrée.Leurs  propriétés  élastiques  sous  conditions 

extrêmes conduisent à déterminer le module de compressibilité et de sa dérivée.  Ceci nous a 

permis d’entreprendre une étude des propriétés électroniques notamment la densité d’état 

(DOS) et la  structure  de  bandes. 

Notre manuscrit est organisé comme suit : 

Dans le premier chapitre, nous rappelons les  principes fondamentaux de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT). 

Dans le second chapitre,   nous voyons de manière assez détaillée la méthode FP- LMTO. 

Dans le troisième chapitre, nous présenterons nos résultats avec leurs interprétations.  

En fin nous finirons par une conclusion générale. 
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Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT)

  

I. Introduction 

 
L’étude à l’échelle atomique des propriétés structurales, électroniques et optiques d’un 

cristal périodique est un des sujets traditionnels de la physique de l’état solide [1]. Plusieurs 

modèles théoriques ont été proposés dans le but d’interpréter des mesures expérimentales et 

récemment, de prédire de nouveaux effets ainsi que de concevoir de nouveaux matériaux. 

D’un point de vue microscopique le problème peut être établi d’une manière simple. Ceci 

consiste à résoudre l’équation de Schrödinger décrivant un système cristallin périodique, 

composé de noyaux atomiques (n) en interaction mutuelle et d’électrons de spin 

i positionnés à   ; 1,....I nR R I N= =  et à 
e ne ee nnH T U U U

    

= + + +  respectivement. 

I.1. L’équation de Schrödinger 

L’équation de Schrödinger est l'équation fondamentale de la physique quantique, 

comme la loi de Newton en physique classique. On la retrouve pour décrire des phénomènes 

assez variés que ce soit dans l’optique quantique (laser), la physique atomique 

(supraconductivité, condensation de Bose-Einstein), la technologie électronique (semi-

conducteurs, transistors, mémoires), la physique des plasmas, l’astrophysique, la microscopie 

électronique, la neutronique, la chimie ou encore la biologie, ... D’un point de vue 

mathématique, l’équation de Schrödinger apparaît comme un problème à part, assez délicat, 

puisqu’elle possède `a la fois des aspects paraboliques et hyperboliques.  L’équation de 

Schrödinger a été proposée de façon inductive par Schrödinger en 1926, un peu après la 

Mécanique des Matrices de Heisenberg (1925) et s’est développée d’abord dans le but de 

d´écrire les petits objets (atomes) constitués d’une seule particule située dans un certain 

champ de force (l’électron au sein de l’atome d’hydrogène, par exemple). L’objet central de la 

théorie de Schrödinger, nommée aussi Mécanique Ondulatoire, est une fonction Ψ (𝑟, t) à 

valeurs complexes, appelée fonction d’onde. Cette fonction satisfait : 

 

                                    𝒊ħ
𝝏

𝝏𝒕
𝝍(�⃗⃗�, 𝒕) = [−

ħ𝟐

𝟐𝒎
�⃗⃗⃗�𝟐 + 𝑽(�⃗⃗�)]𝝍(�⃗⃗�, 𝒕).                               (I- 1) 

     

Où 𝑟est le rayon-vecteur repérant la particule dans l’espace ; V (𝑟) est l’énergie potentielle de 

la particule étudiée, �⃗⃗�est le vecteur gradient dont les trois composantes sont (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) 
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i désigne le nombre imaginaire pur fondamental, m est la masse de la particule. Ceci étant 

admis, il apparaît que la Mécanique Quantique n’est formulable que pour des forces dérivant 

d’un potentiel ; dés lors, admettre que cette théorie s’applique à toute la Physique à l’échelle 

atomique ou subatomique, c’est admettre que toutes les interactions “fondamentales” dérivent 

d’un potentiel, au sens usuel ou en un sens généralisé. 

Le calcul de l'énergie totale d'un système composé d'ions et d'électrons en interaction est 

obtenu dans le cas général par résolution de l'équation de Schrödinger des états stationnaires 

 

              𝐻𝝍({𝒓𝒋}, {𝑹𝑰}) = 𝑬𝝍({𝒓𝒋}, {𝑹𝑰})                                                           (I- 2) 

 

Avec H l'opérateur hamiltonien,𝛹({𝑟𝑗}, {𝑅𝐼}) une fonction d'onde multiparticules décrivant 

l'état du système (rj  le vecteur de position de l'électron j et RI celui de l'ion I) et E son énergie 

totale. Généralement, l'operateur hamiltonien s'écrit : 

                         𝑯 = 𝑻𝒆(𝒓) + 𝑻𝒊𝒐𝒏𝒔(𝑹) + 𝑽𝒊𝒏𝒕(𝒓) + 𝑽𝒊𝒐𝒏𝒔(𝑹) + 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓,𝑹)                      (I- 3) 

 

 avec Te et Tions les opérateurs énergie cinétique des électrons et des ions, Vint et Vions les 

potentiels d'interaction entre électrons et entre ions, Vext le potentiel externe subi par les 

électrons qui contient les champs externes imposés par les ions. Ces quantités peuvent 

s'écrire : 

    𝑻𝒆(𝒓) = −
ħ
𝟐

𝟐𝒎𝒆
∑ 𝜵𝒓𝒋

𝟐
𝑱       𝑒𝑡             𝑻𝒊𝒐𝒏𝒔(𝑹) = −

ħ
𝟐

𝟐𝑴𝑰
∑ 𝜵𝑹𝑰

𝟐
𝑰                                           (I- 4) 

 

  𝑽𝒊𝒏𝒕(𝒓) =
𝟏

𝟐
∑

𝒆²

|𝒓𝒋−𝒓𝒌|
           𝑒𝑡 𝒋             𝑽𝒊𝒐𝒏𝒔(𝒓) =

𝟏

𝟐
∑

𝒁𝑰𝒁𝑱𝒆²

|𝑹𝑰−𝑹𝑱|
  𝒋                                           (I- 5) 

 

                            𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓,𝑹) = ∑
𝒁𝑰𝒆²

|𝒓𝑱−𝑹𝑰|
  𝒋,𝑰                                          (I- 6) 

avec ћ = ℎ /2𝛱 et h la constante de Planck, me la masse de l'électron, MI la masse de l'ion I et 

ZI sa charge. 

Le calcul de l'énergie de l'état fondamental du système, c'est à dire le minimum global de E 

est analytiquement très difficile pour la plupart des systèmes. à cause du trop grand nombre de 

particules à prendre en compte et de la complexité des interactions qui en résultent. C'est le 

cas en particulier des effets d'échange et de corrélation électroniques, implicitement contenus 

dans Vint(r), qui agissent à courte distance au sein du cortège d'électrons. 
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C’est pourquoi, nous allons présenter différentes approximations permettant de s'affranchir de 

cette difficulté. 

I.2. Approximation de Born-Oppenheimer  

Les problèmes auxquels nous nous intéressons ici ne font pas intervenir les degrés de 

liberté internes des noyaux. En outre, ces derniers s’étendent sur une échelle plusieurs ordres 

de grandeurs plus petite que celle des électrons et concentrent l’essentiel de la masse, ce qui 

les rend beaucoup plus lents que les électrons. Par conséquent il est possible de les considérer 

comme ponctuels et de les traiter de manière classique. Il est donc possible de découpler le 

déplacement ionique (dynamique cristalline) de celui des électrons: 

                                 𝝍𝒏({�⃗⃗�𝒋}, {�⃗⃗⃗�𝑰}) = 𝝓�⃗⃗⃗�𝒏({�⃗⃗�𝒋}) 𝝌 ({�⃗⃗⃗�𝑰}).                             (I- 7) 

 

 Où 𝜒({�⃗⃗�𝐼} est la fonction d’onde nucléaire, 𝝓�⃗⃗⃗�𝒏({�⃗⃗�𝒋}):  est la fonction d’onde 

électronique correspondant aux position �⃗⃗�𝑁 des noyaux figés. 

La justification détaillée de cette approximation n’est pas aisée. D’un point de vue 

physique elle signifie que le mouvement des électrons se fait à m donnée, c’est-à-dire que le 

mouvement (lent, quasi-statique) des noyaux intervient de fait dans les états électroniques 

comme une simple variation paramétrique de chacun d’entre eux. On néglige par conséquent 

les transitions induites d’un état à un autre ; autrement dit, les électrons s’adaptent 

instantanément à la configuration lentement variable des noyaux, d’où la notion adiabatique. 

Cette hypothèse est connue sous le nom de l’approximation adiabatique de Born 

Oppenheimer [2]. En écrivant l’hamiltonien H sous la forme : 

                                                         

e e N e

'

N N N N N

N N'
i

i 1 N 1 i 1 N 1 i 1 jN N N'
1

N i i

Z Z1 1 1 1
Δ .

2 2 | R R | | R r | | r r |

NN

N
j

N

N

iNN

H
m = = = = = =

 
 = − + − + − +
 − − − 

          (I- 8) 

 

 On fait apparaitre un opérateur électronique Hél de la forme : 

 

        

e e e

'

N N N N

N N'
i

i 1 N 1 i 1 N 1 i 1 jN N N' N i i

Z Z1 1 1
Δ .

2 | R R | | R r | | r r |

N

él

N j
i

H
= = = = = 

= − + − +

− − −
              (I- 9) 

Si on remplace (I- 7) dans l’équation de Schrödinger, on obtient : 

                                                       𝐻é𝑙𝜙�⃗⃗�𝑁({�⃗⃗�𝒊}) = 𝐸é𝑙({�⃗⃗⃗�𝑵})𝜙�⃗⃗�𝑁({�⃗⃗�𝒊}).                               (I-10) 
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La fonction 𝜙�⃗⃗�𝑁({𝑟𝑖}) est une fonction propre de l’opérateur 𝐻é𝑙  avec la valeur 

propre𝐸é𝑙({�⃗⃗⃗�𝑵}), pour des positions {�⃗⃗⃗�𝑵}des noyaux figés. 

Born et Oppenheimer ont aussi montré que le mouvement des noyaux est régi par une 

équation de type de Schrödinger,  

                  [−
1

2
∑

𝛥𝑁

𝑚𝑁
+

𝑁𝑒
𝑁=1 𝐸é𝑙({�⃗⃗⃗�𝑵})]𝝌 ({�⃗⃗⃗�𝑰}) = 𝐸𝑛𝑢𝑐𝑙 𝝌({�⃗⃗⃗�𝑵}).                 (I-11) 

 Où 𝐸é𝑙({�⃗⃗⃗�𝑵})  est l’énergie électronique évaluée par l’équation (I-10), et 𝐸𝑛𝑢𝑐𝑙  

l’énergie des noyaux. 

L’approximation de Born-Oppenheimer découple ainsi le mouvement des électrons et des 

noyaux. Dans cette approximation les noyaux sont considérés comme « gelés », leur 

mouvement n’est pas pris en compte. Il reste donc à résoudre l’équation pour l’hamiltonien 

électronique 𝐻é𝑙{�⃗⃗⃗�𝑵}, où les {�⃗⃗⃗�𝑵} sont des paramètres fixés pendant les calculs. 

 Bien que la double approximation de Born-Oppenheimer et adiabatique permette de 

réduire de façon significative le degré de complexité inhérent à la résolution de l’équation de 

Schrödinger, ‘‘l’équation électronique ’’restant à résoudre demeure encore un problème à 

plusieurs corps. La nouvelle fonction d’onde totale du system dépend des cordonnées de tous 

les électrons et ne peut pas être découplée en contributions à une seule particule en raison de 

leur interaction mutuelle de sorte que le problème est beaucoup trop complexe pour être 

résolu de façon assez aisée, des approximations supplémentaires sont requises pour pouvoir 

résoudre « effectivement »  l’équation de Schrödinger pour les matériaux réels. 

I.3. Approximation de Hartree 

Une des premières méthodes permettant de résoudre le problème de l’atome réel et 

complexe sur la base du cas mono-électronique fut celle de Hartree qui exprima la fonction 

d’onde globale comme un produit de fonctions mono-électroniques [3]. 

 

𝝍(�⃗⃗�𝟏, �⃗⃗�𝟐, ………… . �⃗⃗�𝑵) = 𝝍𝟏(�⃗⃗�𝟏)𝝍𝟐(�⃗⃗�𝟐)…… .𝝍𝑵(�⃗⃗�𝑵)                         (𝐼 − 12) 

 

Il  proposa une equation autocohérente d’une particule singulière pour décrir 

approximativement la structure électronique de l’atome. Chaque atome est considéré en 

mouvement dans un potentiel effectif. L’equation de Schrödinger dans l’approche de Hartree 

pour un électron est:              
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−ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝛁𝟐 𝝍𝒊(�⃗�) + 𝑽𝒆𝒇𝒇(�⃗�)𝝍 𝒊(�⃗⃗�) =  𝜺𝒊 𝝍 𝒊(�⃗⃗�)                                       (𝐼 − 13) 

Ou : 

      𝑽𝒆𝒇𝒇 (�⃗⃗�) = 𝑽𝑯 (�⃗⃗�) + 𝑽𝒆𝒙𝒕 (�⃗⃗�)                                                                                       (𝐼 − 14)    

 

Avec :  𝑽𝒆𝒙𝒕(�⃗⃗�) = −𝒁𝒆
𝟐∑

𝟏

|�⃗⃗�−�⃗⃗⃗�|𝑹              est l’interaction électron-noyau    

et   𝑽𝑯(�⃗⃗�) = −𝒆∫𝒅�⃗⃗�
′𝝆(�⃗⃗�′)

𝟏

|�⃗⃗�−�⃗⃗�′|
          est l’action des autres électrons où on considère que les 

autres électrons forment une distribution de charge négative 𝜌(�⃗⃗�’).  C’est-`a-dire que 

l’électron se déplace dans un potentiel électrostatique moyen𝑉𝐻(𝑟) provenant de l’ensemble 

des électrons voisins.  

Les fonctions propres résultant de la solution permettent de calculer une nouvelle densité 

électronique : 

                                               𝝆(�⃗⃗�) = ∑ 𝝍𝒊
∗

𝒊 (�⃗⃗�)𝝍𝒊(�⃗⃗�)                                                          (𝐼 − 15) 

 

La relation ”densité - potentiel” est obtenue par l’équation de Poisson : 

 

                                            𝜟𝑽𝑯(𝒓) =  −
𝝆(𝒓)

𝜺𝒐
                                                                     (𝐼 − 16) 

 

où 0 est la constante diélectrique du vide.  Ceci sous-tend bien le cycle auto-cohérent, 

puisque la fonction d’onde et la densité électronique (et donc le potentiel) sont 

interdépendantes.  

Un grand mérite de cette approche est donc d’avoir proposé une solution auto-cohérente au 

problème du système électronique. 

Inconvénients : 

1. Simple à résoudre, mais ne donne pas de très bons résultats.  

2. Un gros problème, c’est que chaque électron ressent sa propre charge. 

3. La fonction d’onde d’Hartree ne satisfait pas le principe d’exclusion de Pauli. 

Une fonction d’onde plus raisonnable doit être antisymétrique lorsqu’on échange deux 

électrons [4].  
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I.4. L’approximation de Hartree-Fock  

Cette méthode recherche l’état fondamental à partir du principe variationnel [4],  Ici 

on doit chercher d’abord une solution approximative pour l’équation de Schrödinger 

électronique. Dans le schéma de Hartree Fock, on utilise une approximation pour la fonction 

d’onde poly-électronique. Pour ce faire, on fait appel à la méthode de déterminant de Slater 

qui permet de résoudre le problème électronique dans le cas le plus général.  

On définit le déterminant de Slater comme un déterminant d’ordre N sur N spin-orbitales 

distinctes qui sont des fonctions mono-électroniques des variables d’espace et de spin [5] . 

 

                                    𝝌(�⃗⃗⃗�) = 𝝓(𝒓)𝝈(𝒓)                                                                                (𝐼 − 17) 

Où 𝜎 = 𝛼, 𝛽 

𝜙(𝑟) est l’orbitale, 𝜎(𝑟)  est le spin. 

Les fonctions de spin sont orthonormalisées : 

 

                   ⟨𝜶|𝜶⟩ = ⟨𝜷|𝜷⟩ = 𝟏    𝒆𝒕    ⟨𝜶|𝜷⟩ = ⟨𝜷|𝜶⟩ = 𝟎                                                 (𝐼 − 18) 

 

Les spin-orbitales sont construits de manière qu’ils soient orthogonales : 

 

                                                      ∫𝝌𝒋
∗(�⃗⃗⃗�)𝝌𝒊(�⃗⃗⃗�)𝒅𝒙 = 𝜹𝒊𝒋                                                    (𝐼 − 19) 

Avec   𝜹𝒊𝒋  = {
𝟏   𝒔𝒊   𝒊 = 𝒋
 𝟎   𝒔𝒊   𝒊 ≠ 𝒋

                                                                                                         (𝐼 − 20)             

 

 

On écrit le déterminant de Slater comme: 

  𝝍𝟎 = 𝝓𝑺𝑫 =
𝟏

√𝑵!
[
𝝌𝟏(𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗) ⋯ 𝝌𝑵(𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗)
⋮ ⋱ ⋮

𝝌𝟏(𝒙𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ⋯ 𝝌𝑵(𝒙𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
]                                (𝐼 − 21) 

 

Ou bien on utilise la notation avec les éléments diagonaux : 

𝝓𝑺𝑫 =
𝟏

√𝑵!
{𝝌𝟏(𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗) 𝝌𝟐(𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗) …… . . 𝝌𝑵(𝒙𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )}                                 (𝐼 − 22)      

 

1

√𝑁!
 est le facteur de normalisation valable pour les spin-orbitales orthonormées. 

La permutation des coordonnées de deux électrons correspond à la permutation de deux lignes 

ou deux colonnes où le déterminant change le signe c'est-à-dire que le déterminant satisfait le  

principe d’antisymétrie. 
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Une propriété importante de déterminant de Slater est le théorème d’expansion : Les 

déterminants de Slater construits sur une base complète de spin-orbitales forment une base 

complète pour les fonctions antisymétriques à N fermions. 

Ce théorème permet d’exprimer les fonctions d’ondes poly-électroniques en termes de 

combinaison linéaire de déterminant de Slater [5]. L’étape suivante consiste à utiliser le 

principe variationnel pour trouver le 𝜙𝑆𝐷 qui correspond à la plus petite valeur de l’énergie. 

On fait varier les {𝜒𝑖} (à condition qu’ils gardent l’orthonormalité) pour obtenir l’énergie 

minimale: 

𝑬𝑯𝑭 = 𝐦𝐢𝐧
𝝓𝑺𝑫

𝑬[𝝓𝑺𝑫]                                                             (𝐼 − 23) 

 

Qui est : 

𝑬𝑯𝑭 = 𝐦𝐢𝐧
𝝓𝑺𝑫

⟨𝝓𝑺𝑫|�̂�  + �̂�𝒆𝒆 + �̂�𝒆𝒙𝒕|𝝓𝑺𝑫⟩                                    (𝐼 − 24) 

 

La première contribution est l’énergie cinétique des orbitaux non interactifs, le dernier est 

l’énergie du potentiel externe.  Dans le déterminant de Slater, l’interaction coulombienne 

produit deux termes : 

⟨𝝓𝑺𝑫|�̂�𝒆𝒆|𝝓𝑺𝑫⟩ = 𝑬𝑯[𝝓𝑺𝑫] + 𝑬𝒙[𝝓𝑺𝑫]                                  (𝐼 − 25) 

 

Le premier terme est la contribution de Hartree, Le deuxième terme l’intégrale d’échange. 

Notons que cette méthode néglige toute correlation entre les position relatives de deux 

électrons en dehors de celle qui introduite par la forme antisymétrique de 𝜓, ceci peut avoir 

une influence non négligeable sur la précision des calculs. 

I.5. Théorie de la fonctionnelle de la densité  

     I.5.1 Introduction 

La théorie  fonctionnelle de la densité (DFT) a pris une place très importante dans la 

panoplie des méthodes utilisées pour caractériser la structure électronique des systèmes 

complexes. Elle présente l’avantage d’introduire de façon simple et efficace les effets 

électroniques à N-corps ; ce qui permet d’atteindre une description quantitative précise très 

difficilement obtenue avec les méthodes ab-initio standards. 

 La méthode est basée sur le postulat proposé par Thomas et Fermi  à la fin des années 

30. Il stipule que les propriétés électroniques peuvent être décrites en terme de fonctionnelles 

de la densité électronique. Thomas et Fermi ont utilisé leur théorie pour la description des 

atomes ; cependant, le manque de précision ainsi que l’impossibilité de traiter des systèmes 

moléculaires en ont fait un modèle trop simpliste. En effet, le point faible de cette approche 
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résidait dans l’expression de l’énergie cinétique qui ne prenait pas en considération les 

orbitales atomiques. 

I.5.2 Etat fondamental  

Le but de la DFT c’est de déterminer, les propriétés de l’état fondamental d’un 

système composé d’un nombre fixé d’électrons en interaction coulombienne avec des noyaux 

ponctuels à l’aide de la seule connaissance de la densité électronique. 

Une formulation moderne mais plus générale et plus rigoureuse due à Lévy est celle qui 

consiste à considérer un système de Ne électrons en interaction, soumis à un potentiel 

extérieur𝑉𝑒𝑥𝑡 (𝑟), l’hamiltonien est alors  

 

                                   𝑯é𝒍−é𝒍 =  𝑻 + 𝑽é𝒍−é𝒍 + ∑ 𝑽𝒆𝒙𝒕(�⃗⃗�𝒊)
𝑵𝒆
𝒊=𝟏 .                                 (I-26) 

 

 Où T et Vél-él sont respectivement les termes d’énergie cinétique et l’interaction entre 

électrons (en général coulombienne).  

 Pour des densités 𝜌(𝑟)  obtenues à partir d’une fonction d’onde 

antisymétrique𝛹 (𝒓1, 𝒓2, . . . , 𝒓𝑁), Lévy a défini la fonctionnelle 

 

                                           𝑭[𝝆] = 𝐦𝐢𝐧∅→𝛒⟨∅|𝑻 + 𝑽é𝒍−é𝒍|∅⟩.                                     (I-27) 

 

 Où le minimum cherche est pris sur tous les ∅ qui donnent la densité 𝜌(𝑟). 𝐹[𝜌] est 

universelle dans le sens où elle ne dépend ni du système spécifique ni du potentiel extérieur. 

L’état fondamental (EF) peut être déterminé par l’énergie EEF, la fonction d’onde ∅𝐸𝐹et la 

densité 𝜌𝐸𝐹. Ainsi les deux théorèmes fondamentaux, démontrés par Hohenberg et Kohn [6] 

sont: 

-l’énergie de l’état fondamental est une fonctionnelle unique de la densité électronique 𝜌(𝑟). 

cette fonction peut s’écrire donc, sous la forme : 

 

                                           𝑬[𝑬] =  ∫ 𝒅𝟑 �⃗⃗� 𝑽𝒆𝒙𝒕(�⃗⃗�) 𝝆(�⃗⃗�) + 𝑭[𝝆] ≥ 𝐸𝐸𝐹                        (I-28) 

 

 pour un potentiel Vext et un nombre d’électrons Ne donnés, le minimum de l’énergie 

totale du système correspond à la densité exacte de l’état fondamental : 

 

                                                 ∫𝒅𝟑 𝒓 ⃗⃗ ⃗𝑽𝒆𝒙𝒕(�⃗⃗�)𝝆(�⃗⃗�) + 𝑭[𝝆𝑬𝑭] = 𝑬𝑬𝑭.                           (I-29) 
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I.5.3. La DFT en tant que théorie à N corps  

On va voir que lors du passage de la fonction d’onde à la matrice densité réduite à un 

corps et donc à la densité  moyenne, aucune information n’est perdue tant que l’on ne traite 

que l’´etat fondamental du système matériel. Le théorème de Hohenberg-Kohn [6], formulé 

en 1964, énonce que la relation entre la densité et la fonction d’onde est bijective et que la 

densité contient autant d’informations sur le système que la fonction d’onde. Pour une revue 

des détails mathématiques de sa démonstration voir les références [6-9]. 

I.6. Théorèmes de Hohenberg et Kohn  

- Pour un système d'électrons en interaction, le potentiel externe Vext(r) est déterminé de 

façon unique, à une constante prés, par la densité électronique de l'état fondamental ρ0(r). 

Toutes les propriétés du système sont déterminées par la densité électronique à l'état 

fondamental ρ0(r). 

-  L'énergie totale du système peut alors s'écrire comme une fonctionnelle de la densité 

électronique, E = E[ρ], et l'énergie de l'état fondamental est égale au minimum global de cette 

fonctionnelle pour lequel ρ(r) = ρ0(r). 

I.6.1. Premier théorème de Hohenberg et Kohn  

Une conséquence immédiate de ce théorème est que la densité électronique détermine 

de façon unique l’opérateur hamiltonien. Cela signifie que l’hamiltonien est spécifié par le 

potentiel externe et le nombre total d’électrons, M, qui peut être calculé à partir de la densité 

électronique simplement en intégrant sur tout l’espace. Ainsi en principe, en connaissant la 

densité de charge, l’opérateur hamiltonien peut être déterminé et à travers cet hamiltonien, les 

propriétés de la molécule ou du matériau peuvent être calculées : la valeur attend de l’état 

fondamental de toute observable Ô est une fonctionnelle unique de la densité électronique 

exacte à l’état fondamental : [ ( )]O O r= . De ce fait, contrairement à la méthode Hartree-

Fock, la connaissance initiale de la fonction d’onde du système n’est en principe pas 

nécessaire pour évaluer ses propriétés physiques ou chimiques. Dans le formalisme de la 

DFT, les propriétés d’un système sont parfaitement déterminées par la connaissance de ( )r

dans la mesure où la relation entre la propriété considérée et la densité de charge a été établie : 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r H r O r r O r                
       

.Ce premier théorème de 

Hohenberg et Kohn peut être étendu aux systèmes à polarisation de spin : l’énergie totale du 

système ainsi que toutes les autres propriétés de l’état fondamental sont des fonctionnelles  la 

fois de la densité de spin up ( )  et de la densité de spin down ( )  : 

( ), ( ) ; ( ), ( ) .E E r r O O r r   
   

   = =
                             

(I-30)
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La démonstration du fait que l’énergie totale d’un système à l’état fondamental soit 

une fonctionnelle de la densité électronique a permis à Hohenberg et Kohn d’exprimer cette 

fonctionnelle ( )E r 
 

 selon l’expression : 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) .HX extE r F r V r r d r      +
                              

 (I-31) 

Dans laquelle ( )HXF r 
 

 représente la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn et 

ˆ ( )extV r Représente le potentiel externe agissant sur ces particules. 

I.6.2. Deuxième théorème de Hohenberg et Kohn  

Le deuxième théorème de Hohenberg et Kohn est un principe variationnel analogue à 

celui proposé initialement dans l’approche Hartree-Fock pour une fonctionnelle de la fonction 

d’onde 
 

( 0)
E 


=  mais appliqué cette fois à une fonctionnelle de la densité électronique : 

 

0 ( )

0 ,

r

E



 



 
 =
 
                                                

(I-32) 

où ( )r est la densité électronique exacte de l’état fondamental du système. 

Ce deuxième théorème peut être énoncé de la façon suivante : 

- Pour un potentiel   𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟) et un nombre d’électrons M donnés, l’énergie totale du 

système atteint sa valeur minimale lorsque la densité ( )r correspond à la densité exacte de 

l’état fondamental ( )r . 

Selon les deux théorèmes de Hohenberg et Kohn, la résolution de l’équation de 

Schrödinger consiste à rechercher la minimisation de ( ) : 0
( )

E
E r

r





  =
 

en appliquant la 

contrainte de conservation du nombre total de particules : ( )r dr M = . 

Ce problème peut être résolu en faisant appel aux multiplicateurs de Lagrange : 

( ) ( ) .G r r d r M   = =
                                                 

(I-33) 

La contrainte devient dans ce cas : ( ) 0G r  =
 

 et si l’on introduit une fonction auxiliaire 

( )A r 
 

telle que : 

( ) ( ) ( ) .A r E r G r        = −
     

                                     (I-34) 

Où  est un multiplicateur de Lagrange, le problème à résoudre devient : 
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( )
( ) 0.

( )

A r
A r dr

r

 
  



 
   = =

                                         (I-35) 

Soit : 

 ( ) ( ) 0.E r r d r M      − − =
     

Il faut alors calculer la dérivée fonctionnelle de ( )A r 
 

 : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A r E r E r
E r r dr M r dr

r r r r r

      
     

    

     
          − − = − = −

      
      

(I-36)

 

Si l’on remplace cette dernière expression dans l’expression de ( )A r  
 

 , il vient : 

 

 
( )

0
( )

( )

( )

( )

( )

E r
A dr

r

E r
dr dr

r

E r

r

 
   



 
 



 




  
  = − =

 
 

 
  =

 
  =



 


                                   

(I-37) 

 

Il reste alors à calculer la dérivée fonctionnelle de ( )E r 
 

. D’après l’équation (I-31), cette 

dérivée fonctionnelle s’exprime selon : 

 

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

HF

ext

E r F r
V r

r r

   

 

   
   = +                                        (I-38) 

 

En remplaçant l’équation (I-24) dans l’expression (I-23), on obtient l’équation suivante : 

 

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

HF

ext

E r F r
V r

r r

   


 

   
   = = +

                               

(I-39) 

 

dans laquelle la quantité représente le potentiel chimique électronique du système. Cette 

équation, de type Euler-Lagrange, constitue l’équation fondamentale du formalisme DFT. 
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L’analyse menée ci-dessus a permis de souligner le fait que la connaissance de la 

fonctionnelle ( )HFF r 
 

 suffirait à déterminer l’énergie totale du système ainsi que ses 

propriétés à l’état fondamental. Cependant, cette fonctionnelle demeure inconnue à l’heure 

actuelle de façon exacte. Il est par conséquent nécessaire de recourir à des approximations qui 

correspondent aux équations de Kohn-Sham  établies dans l’objectif de fournir les fondements 

nécessaires pour exploiter de façon effective les théorèmes de Hohenberg et Kohn 

I.7.  Les équations de Kohn et Sham   

L'approche proposée par Kohn et Sham en 1965[10] suite aux travaux de Hohenberg et 

Kohn peut être résumée par l'idée suivante : 

- Le gaz électronique peut être décrit par des particules fictives sans interactions, 

représentées par des fonctions d'ondes monoparticules, φj(r), telles que le gaz de particules 

fictives présente à l'état fondamental la même densité électronique, donc la même énergie 

E[ρ] que le gaz électronique réel. 

Cette idée constitue la base des calculs ab initio par la théorie de la fonctionnelle de la 

densité. 

Pour un gaz de N électrons, représenté par N particules fictives, Les fonctions d'ondes 

φj(r)sont solutions des équations de Kohn-Sham [10] : 

 

                                    ∀ 𝑗 ∈ ⟦1;𝑁⟧[𝑇𝑒
′(𝑟) + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟)]∅𝑗(𝑟) = ℇ𝑗𝜙𝑗(𝑟),                      (I-40)    

         

avec 𝑇𝑒
′(𝑟) l'opérateur énergie cinétique des particules fictives sans interaction et ℇ𝑗 l'énergie 

de l’état  𝜙𝑗(𝑟). Les particules fictives subissent un potentiel effectif  𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟), somme de trois 

potentiels : 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ),eff ext H XCV r V r V r V r= + +                 (I-41)     

    

avec ( )HV r le potentiel de Hartree ou potentiel d'interaction coulombien classique entre les 

particules de gaz électronique et ( )XCV r  le potentiel d'échange-corrélation. Ces deux termes 

s'expriment très simplement en fonction de la densité électronique : 

3( ')
( ) ² '

| ' |
H

r
V r e d r

r r


=

−                                            (I-42)            

[ ]
( )

( )

XC
XC

E
V r

r

 


=                                                (I-43) 
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A ce stade, la résolution les équations de Kohn-Sham est impossible puisque le potentiel 

( )XCV r ne présente pas de formulation explicite. 

Dans les deux prochaines sections, nous allons préciser le sens physique de ce potentiel et 

présenter deux méthodes approximatives de calcul de cette grandeur. 

I.7.1 Analyse du potentiel d'échange-corrélation VXC(r)  

Ce potentiel est le terme crucial de la DFT puisqu'il permet de compenser la perte 

d'information sur les propriétés d'échange et de corrélation du gaz électronique induite par le 

passage d'une fonction d'onde réelle multiarticulés à des fonctions d'onde fictives mono 

particules sans interactions par la méthode de Kohn-Sham. 

Dans un gaz électronique réel, les électrons présentant des spins parallèles subissent une 

répulsion liée au principe d'exclusion de Pauli. La réduction d'énergie du gaz électronique réel 

vis à vis d'un gaz électronique qui ne présenterait que des interactions coulombiennes est 

appelée énergie d'échange. 

L'énergie du système peut encore être modifiée en augmentant la distance de séparation des 

électrons présentant des spins antiparallèles. Cependant, la diminution des interactions 

coulombiennes s'accompagne d'une augmentation de l'énergie cinétique du gaz électronique. 

La différence d'énergie entre cet ensemble de particules réelles et le gaz de particules diminué 

seulement de l’énergie d'échange (gaz de Hartree-Fock) est appelée énergies de corrélation. 

A partir des équations (1.40), (1.41)  on peut exprimer simplement ( )XCV r : 

 

int( ) [ ( ) ' ( )] [ ( ) ( )]XC e e HV r T r T r V r V r= − + −  .                              (I-44) 

 

( )XCV r est donc la différence d'énergies cinétique et d'énergies interne entre le gaz 

électronique réel et le gaz fictif pour lequel les interactions entre électrons sont limitées au 

terme classique de Hartree. Les interactions coulombiennes étant à longue portée, ( )XCV r  est 

une grandeur physique locale. 

L'efficacité de l'approche de Kohn-Sham dépend entièrement de la capacité du physicien à 

calculer aussi précisément que possible ( )XCV r  dont l'expression analytique est inconnue dans 

le cas général. 

I.7.2  Approximations physiques pour le calcul de VXC(r)  

La formulation approchée la plus simple du potentiel ( )XCV r  est obtenue dans le cadre 

de l'approximation de la densité électronique locale, LDA pour ‘‘Local Density  

Approximation’’, initialement proposée par Kohn et Sham. Le point de départ de cette 
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approximation repose sur le fait que l’on peut assimiler le gaz inhomogène (réel) avec  un gaz 

homogène de même densité ρ(r) pour le calcul de l’énergie d'échange-corrélation par électron 

c'est-à-dire ℇ𝑋𝐶([𝜌], 𝑟)=ℇ𝑋𝐶
ℎ𝑜𝑚([𝜌], 𝑟), et par suite l'énergie totale d'échange-corrélation du gaz 

réel peut s'écrire [11, 12] : 

   ( , ) ( ) .XC XCE r r dr   =                                           (I.45) 

 

De plus, les équations (1.27) et (1.29) permettent de réécrire l'expression du potentiel VXC(r) 

toujours dans le cadre de la LDA comme : 

 
 ( , )

( ) ( , ) ( ) .
( )

XC

XC XC

r
V r r r

r

 
  


= +                               (I.46) 

Il est bien clair que dans cette approximation, à savoir la LDA, on suppose que les 

fluctuations spatiales de la densité électronique dans le gaz réel sont lentes, ceci peut s’avérer 

parfois assez imprécis. C’est pourquoi une amélioration sensible consiste à tenir compte des 

variations de ρ(r) en incluant justement le gradient de la densité électronique pour calculer 

VXC(r) : c’est l'approximation de gradient généralisé GGA pour « Generalized Gradient  

Approximation » Les résultats sont plutôt meilleurs mais ce n’est pas systématique. 

Dans nos calculs, nous allons utiliser les fonctionnelles d'échange-corrélation proposées 

respectivement par Perdew-Wang (PW92) [13] pour l'approximation LDA et par Perdew-

Burke-Ernzerhof (PBE) [14] dans le cas de l'approximation GGA. 

La possibilité d’écrire explicitement ( )XCV r
 
permet donc de résoudre les équations de Kohn-

Sham et d’obtenir ainsi l’énergie de l'état fondamental E. 

Forts de nos approximations ci-dessus, nous allons donner une solution particulière 

des équations de Kohn-Sham ainsi qu’une représentation de l'ensemble des états fictifs 

{𝜙𝐽(𝑟)} sur des bases d'ondes planes spécifiques aux solides cristallins. 

 

I.8  Les approximations utilisées en DFT  

I.8.1  L’approximation de la densité locale LDA  

Réécrivons l’équation (I.31) en notant qu’il s’agit bien de l’approximation LDA : 

 

  ( )3 ( ) .LDA LDA

XC XCE d r r r    =
                                     (I.47) 

 

 Kohn et Sham ont aussi utilisé, pour les systèmes magnétiques la polarisation de spin, 

par l’approximation de la densité locale de spin (LSDA) où l’énergie d’échange - corrélation 
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XCE devient une fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas à savoir 


et 


qui 

désignent respectivement les densités d’électrons associées aux états de spin up ( ) et down ( )

. L’équation (I.46) se met sous cette forme : 

3( ) ( ) ( ), ( ) ,LSDA LSDA

XC XCE r d r r r r    
 

   =
                                (I-48) 

 Avec :   
 

= +                                      

I.8.2  L’approximation du gradient généralisé GGA  

 De façon identique, l’énergie d’échange-corrélation est explicitement écrite dans le cas 

de l’approximation GGA, précédemment définie : 

3( ) ( ), ( ) .GGA GGA

XC XCE r d rf r r     = 
                                      (I-49) 

 Où GGA

XCf dépend en particulier de la GGA utilisée. 

 En fait, les différentes variantes des fonctionnelles GGA traitent séparément la partie 

échange et la partie corrélation.  

L’énergie d’échange qui est facile à calculer peut être écrite de la manière suivante : 

 

 
4

3 3( ) ( )GGA LDA

X X XE E d r r F x 


 = −  .                               (I-50) 

Avec : 

 
4

3

| |
x 










=  .                                                   

 Pour le spin , le terme x représente en quelque sorte le gradient réduit de la densité. 

La puissance 4/3 au dénominateur pour  a été introduite pour lui donner un caractère sans 

dimension. 

 Dans la fonctionnelle GGA de Perdew-Wang 91 (PW91)[20], l’énergie d’échange est 

décomposée en deux termes distincts : 

 

( )91 91 91

, ,

1
, 2 2

2

PW PW PW

x x x
E E E   

     
= +            ,                           (I-51) 

 

où l’on fait apparaître une énergie d’échange pour chaque état de spin. Chaque terme est 

calculé d’après l’équation (I-48) dans laquelle la fonctionnelle ( )xF x est déterminée à partir 

d’un développement numérique de la DFT [15] donnée par exemple par l’expression 

suivante : 
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( )
21001 2

1 4

1 0.19646 sinh (7.7956 ) 0.2743 0.1508
( ) .

1 0.19646 sinh (7.7956 ) 0.004

x

x

x x e x
F x

x x x



  



  

−−

−

+ + −
=

+ +
         (I-52) 

 

Ceci après avoir modifié légèrement la définition du « gradient réduit » donné par (I-49), d’où 

 

 
1 4

3 3

| |1

2(3 ²)
x 







 


=     .                                     (I-53) 

 

Rappelons que les différentes formulations de la GGA diffèrent des unes des autres sur la 

façon de paramétrer les termes de la LDA et la méthode de construction de ( , )GGA

xcf   . Elles 

dépendent aussi du  choix des observables que l’on cherche à déterminer (structures 

électroniques, réactivité, structures de bande des systèmes périodiques).  

I.9  Résolution itérative des équations de Kohn-Sham 

La recherche du minimum global de E[n] consiste à chercher les N plus petites valeurs 

propres 𝜖𝑗 des équations (I.40). 

Les équations de Kohn-Sham sont résolubles de manière itérative. On impose une densité 

électronique d'entrée au pas numéro 𝑖 , 𝑛𝑖
entrée  (r) dont on déduit un potentiel effectif 

d’entrée 𝑉𝑒𝑓𝑓 
𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒  (𝒓). La résolution des équations de Kohn-Sham produit un ensemble de N 

énergies associées à N fonctions d'ondes fictives. Dans le cas particulier d'un solide cristallin, 

les équations de Kohn-Sham peuvent être résolues pour chaque particule fictive 𝑗 en chaque 

point 𝑘 ∈ {𝑘}𝑀𝑃 par une opération de diagonalisation  les ∈𝐽,𝑲 étant les valeurs propres et les 

, ,j k Gc les composantes des vecteurs propres associés. On déduit de ce calcul une densité 

électronique de sortie au pas 𝑖 : 

 
, ,( ) | ( ) | ² ,

MP

sortie

i j k i

k k j

n r r


 
=  

 
                                      (I-54) 

ce qui permet de calculer un potentiel effectif de sortie 𝑉𝑖 
𝑠𝑜𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑒𝑓𝑓(𝒓)  donc l'hamiltonien de 

Kohn-Sham. On construit ensuite une densité électronique d'entrée pour le pas de calcul i + 1 

: 𝑛 𝑖+1
𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒(𝒓). 

Dans le cas le plus général c'est une fonction des densités d'entrée et de sortie au pas i : 

𝑛 𝑖+1
𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒(𝒓) = 𝑓 (𝑛 𝑖

𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒(𝒓), 𝑛 𝑖+1
sortie(𝒓)). Plusieurs formes explicites de f pour la résolution 

d'équations de façon auto-cohérente existent dans la bibliographie ; nous précisons ici la plus 
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simple qui consiste à écrire 𝑛 𝑖+1
𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒(𝒓) comme une combinaison linéaire de 𝑛 𝑖+1

𝑒𝑛𝑡𝑟é𝑒(𝒓)  et 

𝑛 𝑖+1
sortie(𝒓) : 

1 ( ) ( ) (1 ) ( )entrée entrée entrée

i i in r n r n r + = + −                          (I-55)  

 

avec  α un paramètre constant à chaque itération. 

Les itérations aboutissent lorsque les densités électroniques d'entrée et de sortie sont assez 

proches l'une de l'autre ce qui correspond à un ensemble d'états propres{𝜙𝐽}. 

La densité électronique n(r) est celle de l'état fondamental, n0 et 𝐸({𝜙𝐽}, ){𝑅𝐼} = E[n0]. 

 

 

 

Figure. (I.1) : Cycle auto cohérent de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 
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La méthode de calcul FP-LMTO  

 

  

II.1.Introduction  

 La méthode linéaire des orbitales muffin-tin (LMTO) est parmi les techniques qui 

jouent un rôle très important pour résoudre les équations de la fonctionnelle de la densité 

pour un système de matière condensée. Cette approche est caractérisée par deux points: 

1- L'utilisation des fonctions de base d'atome centre qui sont définies par le moment 

angulaire, construites en dehors des fonctions de Hankel. 

2- L'utilisation de 1'augmentation pour introduire les détails atomiques dans les 

fonctions de base a proximité de chaque noyau. De façon générale, le raisonnement de cette 

approche est de construire les fonctions de base qui ressemblent beaucoup aux fonctions 

d'ondes du début. Pour la méthode (LMTO), l'équilibre n'est aucun doute positif 

si1'approximation de la sphère atomique est employée. 

II.2. L’approximation Muffin-Tin (MT)  

 L’approximation Muffin-Tin  consiste à découpler le cristal en deux régions : 

➢ Des sphères appelées sphère Muffin-Tin [23],  englobent chaque atome où le potentiel 

est supposé  à symétrie sphérique. 

➢ Des zones interstitielles (ZI) où le potentiel est lisse où variant très lentement   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1 : Potentiel Muffin-Tin  
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II.3. Instruction de base   

        Dans le paragraphe précédent on a décrit l’approximation Muffin-tin qui suppose que 

l’espace cristallin est divisé en sphère d’atomes centrés et la région constante c’est la région 

interstitielle. La densité de charge et le potentiel effectif sont augmentés par des harmoniques 

sphériques à l’intérieur des sphères :  

( ) ˆ( ) ( )l
L L

L

r r i Y r   =                      

( ) ˆ( ) ( )l
L L

L

V r V r i Y r  =                       

L’équation de Schrödinger est résolue en termes de principe variationnel : 

2( ) 0k kV E  − + −  =  

( ) ( )k k
Lk Lk

Lk

r A r
  



 =   

Et le problème de la valeur propre est  

2
' ' ' ' ' '

k k k k k
L k Lk k L k Lk Lk

Lk

V E A 
     



    
 
 

− + −  

II.3.1. Fonction de base  

      L’espace set divisé en sphère muffin-tin chevauchées (où légèrement chevauchées) S
R
 

entourant chaque atome et la région restante c’est la région interstitielle Ωint. A l’intérieur des 

sphères, les fonctions de base sont représentées en termes de solutions numériques de 

l’équation de Schrödinger radiale pour la partie sphérique du potentiel multipliées par des 

harmoniques sphériques ainsi que leurs dérivés d’énergie prises à un certain niveau d’énergie 

εν . Dans la région interstitielle, où le potentiel est essentiellement constant, les fonctions de 

base sont des ondes sphériques prises des solutions de Helmholtz : 

(– ∇ 2  – ε) ƒ (r, ε) = 0 avec une certaine valeur fixe de l’énergie cinétique moyenne 2

v vK =  

 En particulier, dans la méthode LMTO standard utilisant l’approximation de la sphère 

atomique (ASA), la valeur choisie de  
2 0vK =   Dans les développements de la méthode 

LMTO pour un potentiel de forme arbitraire (full potentiel), plusieurs ensembles de bases 

(II – 1) 

(II – 2) 

(II – 3) 

(II – 4) 

(II – 5) 
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kappa sont normalement utilisées afin d’augmenter la liberté variationnelle des fonctions de 

bases tandis que les développements récents d’une nouvelle technique LMTO évite ce 

problème. La stratégie générale pour inclure les termes du potentiel total (full potentiel) dans 

le calcul est l’utilisation du principe variationnel. Quelques différentes techniques ont étés 

développées pour tenir compte des corrections non sphériques dans le cadre de la méthode 

MTO. Elles incluent les transformée de Fourier dans les régions interstitielles, les 

développements des harmoniques sphériques à un centre dans les cellules atomiques, les 

interpolations en termes de fonction de Hankel aussi bien que des calculs directes de la 

densité de charge dans la représentation tight-binding. Dans les deux arrangements, le 

traitement des structures ouvertes, par exemple, la structure diamant est compliquée et les 

sphères interstitielles sont habituellement placées entre les sphères atomiques. 

De ce fait, est développée la technique (linear-response LMTO) en utilisant la représentation 

des ondes planes de Fourier. 

Les ondes planes partielles ou orbitales muffin-tin sont définies dans l’espace entier :  

( )
( )

( )

H
Lk

Lk

Lk

r r S
r

H r r S

  


 


  
 
  

 
=


 

Où  Φ𝐿𝑘𝜏
𝐻 (𝑟𝜏) est construite à partir de la combinaison linéaire Φ𝜈 et Φ𝜈 avec la condition de 

l’augmentation du lissage de la sphère. 

II.4. Sphères muffin-tin   

 Les fonctions de base de la méthode LMTO s’obtiennent à partir de la somme de 

BLOCH de ces ondes partielles : 

'( ) ( ) ( ) ( )k ikR H ikR
Lk Lkr Lkr Lkr

R R

r e r R r e H r R      = − − =  − − − 
 

L’utilisation du théorème d’addition permet d’avoir la relation suivante : 

                   ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( )ikR k
L LLkr L k l

R L

e H r R J r S k    − − = −                                  

Pour que les constantes de la structure 𝑆𝐿ˋ𝜏ˋ𝐿𝜏
𝑘  se stabilisent et la valeur de 𝛾𝑙ˋ𝜏ˋ = 

1

Sr (2l+1)
        

on obtient :  

' ' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r r J r S k        =  −      

L’utilisation de l’augmentation à l’intérieur de la sphère MT montre que :  

(II – 6) 

(II – 7) 

(II – 8) 

(II – 9) 
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𝐽𝐿𝑘𝜏  ( 𝑟𝜏)  →Φ𝐿𝑘𝜏
𝐽 (𝑟𝜏 ), où    Φ𝐿𝑘𝜏

𝐽 (𝑟𝜏 ) est une combinaison linéaire de 𝜙𝜈  et 𝜙𝜈  avec la 

condition d’augmentation du lissage vers la sphère. Alors, les fonctions de base dans la sphère 

MT sont réécrites sous la forme suivante : 

                     ' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r r r S k         =  −     

Dans la région interstitielle les fonctions de base sont définies comme suit :   

' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r H r J r S k         = −  

Les formules pour les fonctions radiales numériques sont :  

( ) ( )( ) , ,H H H
Lkr lk Lk lk Lk

r a r E b r E         = +  

( ) ( )( ) , ,H J J
Lkr lk Lk lk Lk

r a r E b r E         = +  

Où  

 H
lk Lk Lk

a W H  = +  

 H
lk Lk Lkb W H  = −  

          

 J
lk Lk Lka W H  = +    

 J
lk Lk Lkb W H  = −  

                                            

Avec Wf,g = S2(fʼg − fgʼ) et les coefficients alkτ  et  blkτ  fournissent un lissage similaire avec   

𝛗𝛕𝐥𝐤. Les propriétés d’orthonormalisation sont : 

 2 2

0

( ) 1
S

lk lk lk
r r dr W



        = =     

(II – 10) 

(II – 11) 

(II – 12) 

(II – 13) 

(II – 14) 

(II – 15) 

(II – 16) 

(II – 17) 

(II – 18) 
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2

0

( ) ( ) 0
S

lk lkr r r dr


      =        

II.4.1. Transformée de Fourier de la Pseudo LMTOs  

 Cette représentation sera employée pour la description des fonctions de base 

seulement à l’intérieur des régions interstitielles Ωint . La partie divergente de la fonction de 

Hankel est substituée par une fonction lisse pour 𝑟𝑅 < 𝑠𝑅 .  Cette fonction régulière sera 

notée comme �̃�𝑘𝑅𝐿  
𝑘 [1]   

La représentation du pseudo LMTO  |�̃�𝑘𝑅𝐿
𝑘 〉  sera définie dans tout l’espace d’après les 

relations suivantes : 

( )( ) ( ) ( ) i k G rk ikR
kRL Lk lk

R G

r e H r R k G e   += − = +     

Cette représentation est identique avec la vraie somme dans la région interstitielle. 

       La fonction de Hankel considérée est 𝐻𝑘𝑙  (𝑟) = 𝐻𝑘𝑙 (𝑟)𝑖
𝑙𝑌𝑙𝑚 (𝑟) d’énergie 𝑘2 qui est 

singulière à l’origine. La transformée tridimensionnelle de Fourier de cette fonction 𝐻𝑘𝑙  (𝑟) 

est connue de telle sorte qu’elle se comporte comme 𝑘𝑙−2 pour les grandes valeurs de k. la 

partie divergente de 𝐻𝑘𝑙  (𝑟) doit être remplacer à l’intérieur de certaines sphères s par une 

fonction régulière mais lisse. Cette fonction est choisie afin que la transformée de Fourier 

converge rapidement. Dans la méthode (full-potential LMTO) de Weyrich [1] ,  

La fonction croissante est la fonction de Bessel 𝑱𝒌𝑳 et la dérivée de son énergie 𝑱𝑘𝑙 ainsi que 

sa dérivée radiale du premier ordre sont assorties avec la fonction de Hankel à la limite de la 

sphère. 

 La transformée de Fourier converge à k−4, les dérivées de l’énergie 𝑱𝑘𝑙 (n) sont inclues afin 

d’avoir un même lissage à la limite de la sphère jusqu’a l’ordre n. ceci à été fait en rapport 

avec le problème de résolution de l’équation de Poisson  [2]. Ici la transformée de Fourier 

converge à la valeur 𝒌−(3+𝑛) mais il y’a une augmentation de la valeur (21+2n+3) !! et ceci 

montre bien l’obligation d’éviter les grandes valeurs de n. la même procédure a été employée 

dans la méthode LMTO de Wills [3]. Par contre S.Savrasov [4] a utilisé une approche 

différente basée sur la méthode Ewald. La même idée a été mise en application par Methfessel 

et Mark Schilfgaard [5]. Au lieu de substituer la partie divergente seulement pour r < s, ils ont 

considéré la solution de l’équation : 

( )
2 2 2 2

'

2 2 ( ) ( )r k l l
kl lm

r
k H r al e i Y r

s
 − + 

 
 

− − =        

(II – 19) 

(II – 20) 

(II – 21) 
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La fonction de la partie droite de l’équation de Helmholtz est une fonction Gaussienne 

décroissante. Le paramètre 𝒂𝒍 est une constante de normalisation telle que : 

 al = √
2

𝜋
 (2𝜂2)l+3/2    𝑠

2𝑙+1

(2𝑙 − 1)‼⁄  le paramètre le plus important est 𝜼. Il est choisi de telle 

sorte qu’à r > s la fonction gaussienne est approximativement égale à zéro et 𝜼 dépend de 1 

ainsi que du rayon de la sphère s. la solution est ainsi la fonction de Hankel pour une grande 

valeur de r, c’est une fonction régulière pour une petite valeur de r et elle est lisse ainsi que 

ces dérivées radiales quelque soit r. la fonction peut être calculé suivant l’erreur comme un 

contour d’intégrale : 

( )
2 2 2

1
/42

0

(2 )
( )

2 1 !!

l
r kl

kl l

s
H r r e d

l


 



+
− +

+

=
−      

Quand 𝜂  → ∞  l’intégrale est connue comme l’intégrale de Hankel. Le résultat le plus 

important est la transformée de Fourier qui décroit exponentiellement. Son équation est 

donnée par : 

( )

2 2 2/4
1

2
2 2

0

2
( ) ( )

2 1 !!

K k
l l

kl l

s k e
H r k dkj kr

k Kl





 
 
 

−+

=
−−      

Le pseudo LMTO sont les ondes de Bloch du vecteur d’onde k, les coefficients de Fourier 

sont donnés par : 

( )
( )

22

2
'1 4

( )
2 2

4
( )

2 1 !!

Rl

k k G

l
R i k G R

LkRl

c

S k G
k G e Y k G e

l k G k




 
 
 
 
 
 

− +

+
− +

+
+ = +

 − + −
  

Où 𝜴𝑐 est le volume de la cellule d’unité. Dans les calculs pratiques, le paramètre 𝜼𝑹𝒍 peut 

être choisi à partir du rapport entre la fonction de Hankel à la sphère et la solution, c'est-à-dire 

l’erreur |𝜹| est prise pour ne pas dépasser la valeur 0.03 qui entraine le nombre d’ondes planes 

par atome variant entre 150 et 250 quand 1 = 2, nécessaire pour la convergence. Pour les 

orbitales s et p ce nombre est de 2-3 fois plus petit. 

Le potentiel d’échange et de corrélation est déterminé en utilisant la transformée de Fourier 

rapide et les éléments de la matrice du potentiel interstitiel sont explicitement évalués. 

II.5. Fonctions lisses de Hankel de base « Smooth Hankel functions»  

(II – 22) 

(II – 23) 

(II – 24) 
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         La fonction enveloppe de la méthode LMTO standard est une fonction de Hankel de 

paramètre d’énergie est (habituellement) nul ou négative multiplié par une harmonique 

sphérique. Cette fonction est désignée comme « fonction de Hankel du solide ». la résolution 

de l’équation de Schrödinger pour un potentiel constant, décroit exponentiellement à des 

grandes distances si le paramètre set négatif multiplié par une harmonique sphérique et a une 

valeur singularité à l’emplacement où il est centré. L’essentiel de la modification c’est 

d’enlevé la singularité. La fonction de Hankel est lisse et analytique dans toutes les parties de 

l’espace. 

Quand une telle fonction est utilisée pour construire la base, les paramètres peuvent             

(où doivent) être choisis de sorte que les fonctions deviennent des variantes non lisses en 

dehors de la sphère atomique centrale. Ceci accélère le calcul pour deux raisons : 

1- La base peut être plus petite. 

2- L’intégral numérique peut être fait en utilisant une maille plus brute. 

II.5.1. Propriétés de base   

         Dans le contexte de l’établissement ou du fonctionnement du calcul, l’information 

appropriée au sujet des fonctions lissées de Hankel [6, 7]. Pour des grands rayons, la fonction 

lissée à chaque moment angulaire est égale à la fonction de Hankel standard correspondante, 

qui montre une décroissance exponentielle proportionnelle à exp (-ikr), spécifiée par le 

paramètre d’énergie négatif є = - k2. 

         Pour des petits rayons, la fonction est courbée et le dépasse graduellement jusqu’à ce 

qu’elle approche finalement 
𝑙
𝒓

  prés de r = 0. Une fois multiplier par l’harmonique sphérique 

YL (�̂�), le résultat est analytique dans toutes les parties de l’espace. De même importance  est 

Rsm, désigné comme le rayon lisse associé à la fonction. Il s’avère que la fonction standard de 

Hankel et sa variante lisse sont égales où le gaussien exp(-r 2 / R 2

sm
 ) est négligeable, c'est-à-

dire pour r > 3R sm , quand Rsm est croissant, la déviation à partir de la fonction standard 

commence à une grande valeur de r et la fonction résultante est fortement lissée. 

          Spécifiquement, les valeurs près de r = 0 deviennent petites. De façon générale, deux 

paramètres distincts déterminent la forme de chaque fonction. L’énergie donne une 

décroissante à des grands rayons, et le rayon lissé détermine comment la fonction est 

fortement lissée. Pour optimiser la base pour un type d’atome donné, les deux paramètres 

devraient être ajustés. Comme un ensemble de base, ces fonctions combinent plusieurs 

avantages des fonctions de Hankel et gaussiennes. Grace au comportement de la fonction 
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d’onde exponentielle à de grande valeur de r, leurs utilisations montrent que les calculs sont 

plus stables que ceux qui emploient les fonctions gaussiennes. Près de l’origine, elle a une 

forme non singulière lissée. Plusieurs quantités importantes peuvent être évaluées 

analytiquement pour ces fonctions. 

II.5.2. Formalisme des fonctions de Hankel lissées   

         Les fonctions de Hankel lissées sont définies de la manière suivante. La fonction de 

Hankel habituellement pour le moment angulaire nulle est h
0
 (r) = e

-kr
 / r où k définit la 

décroissance à des grands rayons. Comme une fonction de r = |r| dans l’espace 

tridimensionnel, h
0
 satisfait l’équation : 

(Δ +  )ℎ0 (r) = -4𝜋𝛿(r)                     

Où  = - k
2
 est l’énergie liée à la fonction, la valeur est toujours prise pour être négative. 

Ainsi, la valeur Δ +  appliquée à h
0
 est partout nulle excepté à r = 0, où la fonction delta 

résulte une singularité l / r de h
0
. Exprimée différemment, h

0
(r) la réponse de l’opérateur Δ +

 pour un terme de source spécifique, à savoir une fonction delta. Pour changer cette fonction 

standard de Hankel en fonction de Hankel lissée, la forme de la fonction de delta est 

infiniment pointue et en dehors pend la forme d’une gaussienne :   

( ) ( )0 0( ) 4h r g r  + = −                 

Une normalisation convenable est donnée par g
0
(r) = C exp (r

2
 / R

2

sm
), la fonction de Hankel 

lissée s’approche de la fonction standard pour une grande valeur de r. pour r plus petit et 

atteint la rangée où g
0
(r) est non négligeable, la fonction se courbe plus lissement et se 

comporte comme une constante r
l

 pour r → 0. 

 

(II – 25) 

(II – 26) 
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Figure II.2 : Comparaison des fonctions de Hankel standard et lisse 

 Les fonctions lissées de Hankel sont aussi utilisées pour des moments angulaires élevés afin 

de construire des fonctions de base des états s, p, etc. ceux-ci peuvent être obtenu 

immédiatement en appliquant un opérateur différentiel Y
L
(- ∇), défini comme suit. Le 

polynôme harmonique sphérique y(r) = r
l

 Y
L
 est un polynôme en x, y et z, par exemple    

C(x
2
- y

2
). En substituant les dérivés partielles –𝜕

x
, 𝜕

y
 et 𝜕

z
 pour x, y et z respectivement, 

l’opérateur recherché est obtenu d’une manière directe. L’application de cette opérateur à la 

fonction delta donne un dipôle, quadripôle ainsi de suite, en appliquant aussi à g
0
(r) donne des 

courbes en dehors de la forme gaussienne. Ainsi, les fonctions lissées de Hankel d’ordre L 

sont H
L
(r) = y

L
(-∇)h

0
(r)  et satisfont l’équation différentielle : 

 

( ) ( ) ( ) ( )04 4L L LH G r y g r   + = − = − −    

 

Plusieurs quantités importantes peuvent être calculées analytiquement pour ces fonctions, par 

exemple l’intégrale du chevauchement et la valeur de la probabilité de l’énergie entre deux 

fonctions quelconques. Elles peuvent être également augmentées autour d’un certain point 

dans la cellule unité [7] 

 

II.5.3. Les avantages des fonctions enveloppe lisses de Hankel  

         La première raison de l’utilisation des fonctions de base des fonctions lissées de Hankel 

c’est qu’elles peuvent réduire la taille de l’ensemble de base, conduisant à un gain substantiel 

dans l’efficacité.  

(II – 27) 
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         Pour montrer ceci, notez que les fonctions de base du LMTO standard ne sont pas en fait 

optimales comme une base pour représenter le cristal ou les fonctions d’ondes moléculaires. 

Le problème principal est qu’elles sont « trop raides » dans la région interstitielle près de la 

sphère muffin-tin sur laquelle elles sont centrées. les fonctions de Hankel standard résolvent 

l’équation de Schrödinger pour un potentiel constant. En approchant un noyau, le potentiel 

réel du cristal n’est pas constant mais décroit dès que le noyau est attractif. La courbure de la 

fonction d’onde est égale au potentiel sans l’énergie qui devient négative. La fonction d’onde 

est courbée en dehors de la sphère MT. En utilisant les fonctions de Hankel, cette forme 

typique est inhérente à chaque fonction de base. Cet effet peut être apprécié en inspectant la 

manière dans laquelle les fonctions de base du LMTO standard sont combinées pour décrire la 

fonction d’onde du cristal. Généralement, l’ensemble de base doit inclure quelques fonctions 

qui décroissent lentement ainsi que d’autres qui sont considérablement plus localisées. On 

utilise les fonctions lissées de Hankel comme des fonctions enveloppes qui ont un 

comportement correct et certaines fonctions localisées additionnelles peuvent être évitées. 

Dans le pratique, la quantité du gain dépend du type d’atome. Pour les moments angulaires 

importants, une base triplée peut être souvent remplacée par un ensemble doublé. Des canaux 

moins importants tels que les états d dans un atome sp peuvent être décrits par une fonction 

radiale au lieu de deux. Une réduction globale par un facteur presque de deux est possible. 

Dans les étapes de l’ordre (N
3
), le temps de calcul dans un cas optimal est divisé par huit. 

 

          Le deuxième avantage principal de l’utilisation des fonctions lissées de Hankel, au lieu 

des fonctions enveloppes du LMTO standard est que les éléments de la matrice [8] pour le 

potentiel interstitiel sont représentés selon l’équation suivante : 

( ) ( ) ( )
*IR

ij i j

IR

V H r V r H r dr=       

Peuvent être calculés plus efficacement. 

Comme décrit ci-dessus, les intégrales peuvent être obtenues par l’intégration sur la 

cellule unité complète en utilisant une maille régulière puis soustrayant les contributions à 

l’intérieur des sphères. L’inconvénient en calculant des intégrales tridimensionnelles 

employant une maille est, que l’effort de calcul peut facilement dominer toutes les autres 

étapes. Pour maintenir l’effort maniable, la plus grande priorité, c’est de rendre les fonctions à 

intégrer aussi lisse que possible. Ceci peut être fait en utilisant les fonctions lissées de Hankel 

comme fonctions enveloppes. Par exemple, considérant le Silicium avec un rayon muffin-tin 

(II – 28) 
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de 2.2 bohr. Pour la base du LMTO standard, le lissage doit être apparent seulement à 

l’intérieur de la sphère MT, demandant un rayon lisse pas plus grand que 0.6 à 0.7 bohr. En 

dehors de la sphère centrale, les fonctions lissées et conventionnelles de Hankel sont alors 

identiques pour une précision acceptable. L’espacement demandé de la maille d’intégration 

est approximativement 0.35 bohr. Si les fonctions se courbent au dessus à l’extérieur de la 

sphère MT, on trouve que les fonctions de base optimales ont un rayon lissé d’environ 1.4 

bohr. Pour ces fonctions, la maille d’intégration peut être deux fois plus brute. Par 

conséquent, le nombre de points de la maille et l’effort de calcul sont divisés par huit. On peut 

mentionner que dans l’implémentation finale, les éléments de matrice du potentiel lissé sont 

actuellement calculés dans l’espace réciproque.  

II.6. Augmentation dans la méthode  

         Nous allons décrire les procédures d’augmentation utilisée dans la méthode. D’une 

façon générale, la formulation du pseudo potentiel et le développement sont deux approches 

de concurrence pour présenter les détails atomiques dans la fonction d’onde près du noyau. 

Quand une formulation pseudo potentielle est utilisée, c’est implicite : bien que seulement les 

fonctions lissées sont manipulées durant le calcul, les véritables fonctions d’ondes pourraient 

être de ces dernières d’une façon bien définie. Quand l’augmentation est utilisée, les fonctions 

de base sont explicitement construites pour montrer le changement énergétique et caractère 

oscillateur près de l’atome. Dans la première étape, l’espace est divisé en deux régions, la 

région des sphères atomiques et la région interstitielle. Dans toute la région interstitielle, les 

fonctions de base sont égales pour être lissent « fonctions enveloppes » qui dans notre cas 

sont des fonctions lissées de Hankel. A l’intérieur de chaque sphère atomique, chaque 

fonction enveloppe est remplacée par une solution numérique de l’équation de Schrödinger. 

Spécifiquement, dans la méthode linéaire [4]. 

Les solutions numériques de l’équation de Schrödinger dans un potentiel sphérique et 

leurs dérivés d’énergie sont combinées pour rassembler lissement à la fonction enveloppe à la 

limite de la sphère. En comparant les deux approches, en conservant la norme de la 

formulation du pseudo potentiel [9] à un certain nombre d’avantages, une fois l’effort initial 

de construire le pseudo potentiel est complété. Les coupures du moment angulaire sont 

généralement basses et il est facile d’obtenir une expression de la force. En raison de la 

complexité de la procédure de l’augmentation, il est souvent difficile de tirer un théorème de 

force valable. Dans la pratique, les approches de l’augmentation et du pseudo potentiel ont 

une similarité. Les deux méthodes développent un ensemble de fonctions de base lisses par le 
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moment angulaire autour des différents sites, puis opérant les différents composants du 

moment angulaire indépendamment. 

II.7. Matrices du chevauchement et Hamiltonien (partie-MD)  

Les matrices de chevauchements et l’Hamiltonien sont séparés par les contributions suivantes   

                                                     

, , 2 , ,
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

k K MT K NMT K INT K INT
L k LK L k LK L k LK L k LK L k LKH H H k O V         = + + +                

, ,
' ' ' ' ' ' ' ' '

K K MT K INT
L k LK L k LK L k LKO O O     = +   

 

Où le premier terme dans la Matrice H représente la contribution de la partie MT de 

l’Halmitonien d’un électron et le second terme est la correction non muffin-tin dans la région 

interstitielle et le quatrième terme est l’élément de la matrice du potentiel interstitiel. La 

matrice O est divisée aussi en contributions à l’intérieur des sphères et des régions 

interstitielles. 

• La partie MT des matrices de chevauchements et l’Hamiltonien sont définies par les 

équations suivantes : 

, 2
' ' ' ' ' '

K MT K MT K
LK MTL k LK L kH V    = − +    

' ' ' ' ' '
K K K

LK MTL k LK L kO    =   

• L’Hamiltonien de la partie NMT est donnée par : 

' ' ' ' ' '
K K NMT K

MTL k LK L k LkH V    =      

• La contribution de la région interstitielle est : 

,
' ' ' ' ' ' int

K INT K K
L k LK L k LkO     =    

II.8. La contribution d’échange et de corrélation  

Le potentiel d’échange et de corrélation en utilisant la LDA est différent du potentiel 

coulombien parce qu’il n’est pas linéaire. A cause de ceci il faut supposer que la partie non 

sphérique de la densité de charge est petite, c'est-à-dire. 

( ) ( )0 00
0

ˆ( ) ( ) ( ) ( )sphl
L LL

L

r r Y r i Y r r r           =


= + = +  

(II – 29) 

(II – 30) 

(II – 31) 

(II – 32) 

(II – 33) 

(II – 34) 

(II – 35) 
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Alors ; 

( ) ( )
2

sph

xc
sphxc xc dV

V r V r
dp    

 

  
=

    
    

= +       

Où 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 ˆl
L L

L

r r r i Y r         
 

= =      

Avec les contributions des dérivées radiales et la partie sphérique, le potentiel d’échange et de 

corrélation est donné par la relation suivante : 

                                               
( ) ( ) ( )ˆ

LL
xc lxcV r V r i Y r

L
  =                                             (II – 38) 

 

En utilisant les notations suivantes pour les différentes dérivées des formules de 

l’approximation de la densité locale. 

 

µxc = 
𝑑𝑉𝑥𝑐

𝑑𝜌
       ;       𝜂𝑥𝑐 = 

𝑑2𝑉𝑥𝑐

𝑑2𝜌
        ;        𝛾𝑥𝑐 = 

𝑑3𝑉𝑥𝑐

𝑑3𝜌
  . 

 

II.9. Les fonctions d’ondes  

 La fonction d’onde décrite par l’équation (II-36) est donnée comme une expansion 

pour la méthode LMTO, cette fonction est représentée en deux régions, à l’intérieur de la 

sphère et dans la région interstitielle. A l’intérieur de la sphère MT, elle est représentée 

comme une expansion à un centre. 

( ) ( ) ( )K H K
K Lk Lk Lk l Lk

Lk Lk

r A r S r 
        =  −    

Et dans la région interstitielle la fonction d’onde a la forme suivante : 

( ) ( ) ( )K H K
K Lk Lk Lk l Lk

Lk Lk

r A H r S J r 
        = −         

Où 𝐴
𝐿𝑘𝜏

𝐾𝜆
 sont les coefficients variationnels du problème de la valeur propre de la méthode 

LMTO 𝑆
𝐿𝑘𝜏

𝐾𝜆
 et sont leur convolution avec les constantes de la structure, c'est-à-dire : 

(II – 36) 

(II – 37) 

 

(II – 39) 

(II – 40) 
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( ) ( )' ' ' '
' '

K K K
L LLk L k

L k

S r S k A 
   =       

II.10. Calcul de la densité de charge  

         La densité de charge comprend deux composants, la densité de charge totale à l’intérieur 

de la sphère MT et la densité de charge à l’extérieur de la sphère MT. 

         La densité de charge à l’intérieur de la sphère MT est donnée comme un développement 

d’harmoniques sphériques. 

( )
''

'' ''

''

ˆ( ) ( ) l

L L
L

r r i Y r   
 =            

De la même manière pour la densité de charge à l’extérieur de la sphère MT. Afin de 

calculer la densité de charge, il faut calculer les intégrales suivant la zone de Brillouin𝑇
𝐿ˋ𝑘ˋ𝐿𝑘

𝜏(𝑖)
, 

en utilisant les propriétés de transformation des coefficients variationnels, ces intégrales sont 

réduites à des intégrales irréductibles de la zone de Brillouin, par exemple. 

 

( ) *

' ' ' '
2

i K K
KL k Lk L k Lk

K

T f A B
  

  


=         

Puis ils sont symétrisés suivant le groupe cristallin d’après l’équation suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )
'*

' 1 2' ' ' ' ' 1 2
1 2

i il l
m m mml m k l k l m klm k

m m

T U T U
 



 =          

 

II.10.1. Densité du cœur  

         D’après Mattheiss, la densité du cœur [10] est une superposition de densités atomiques 

𝜌𝑐 obtenues à partir des solutions de l’équation de Schrödinger (Dirac) pour les niveaux de 

cœur. Elle s’écrit comme suit : 

( ) ( )0 0 0 0 0 00( ) ( )c c c c

R R

r r R r r       
 

     = − − + = + −         

Où Δ = R + δ et δ = τ – τ
0
, aussi elle peut s’écrire en termes d’expansion en harmoniques 

sphériques : 

(II – 41) 

(II – 42) 

(II – 43) 

 

(II – 44) 

(II – 45) 
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( )0 0 0 00
ˆ( ) ' ( )c c

L L
L

r r i Y r    =                                                      

II.11. Harmoniques sphériques 

          L’harmonique sphérique Y est une fonction propre de la partie angulaire de l’équation 

Laplace qui est définie comme suit ; 

( ) 2ˆ ( 1) (cos )
m m

m im
ml lm lY r P e  

+

= −     

Qui est orthonormalisée dans une sphère S  

( ) ( )*
'' '

ˆ ˆ ˆ
m mm l ml

S

Y r Y r dr n =    

Et 𝑷
𝑙

𝑚
 sont des polynômes de Legendre augmentés tandis que 𝜶𝒍𝒎  sont des coefficients de 

normalisation, l’expansion de deux harmoniques sphériques sont données par : 

( ) ( ) ( )* ''
' ' ''

"

ˆ ˆ ˆL
LL L L L

L

Y r Y r C Y r=         

Où 

( ) ( ) ( )'' *
' ' ''

"

ˆ ˆ ˆ ˆL
LL L L L

L

C Y r Y r Y r dr=     

'' ' '' ' ' '' '
' ' '' ' ' '

( 1)l m l m m m l m m
l m lm l m m lm lml m

C C C− − − −
−

= = −                                                  

II.12. Le cycle auto-cohérent  

 Nous avons utilisés dans nos calculs le code LMTART [4] basé sur la méthode FP-

LMTO développée par Anderson [11].  

 L’algorithme de la figure II. Résume les différentes étapes du cycle itératif. La 

première étape consiste à utiliser une densité et des fonctions d’ondes d’essai, issues de la 

superposition de potentiels atomiques. Le cycle auto cohérent peut alors commencer. 

A partir de cette densité de départ in à l’intérieur des sphères MT et dans les ZI, le potentiel 

est construit par le calcul du potentiel de Hartree VH que l’on détermine à partir de l’équation 

de Poisson et le calcul du potentiel d’échange-corrélation Vxc par une des approximations 

choisie. L’équation de Dirac  est ensuite résolue pour obtenir la densité de cœur. Le code 

résout ensuite le problème aux valeurs propres pour obtenir les vecteurs propres et les 

(II – 46) 

(II – 47) 

(II – 48) 

(II – 49) 

(II – 50) 

(II – 51) 
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énergies de bandes. Le calcul du niveau de Fermi permet d’obtenir les nombres d’occupation 

partielle et d’en déduire la novelle densité de charge notée out. La nouvelle énergie totale est 

comparée avec celle de l’itération précédente, si cette énergie ne vérifie pas le critère de 

convergence, le calcul ce poursuit avec la nouvelle densité, sinon le calcul s’arrête. La 

procédure de mélange la plus simple des densités électroniques est le mélange linéaire : 

 

                                    𝜌𝑖𝑛
𝑚+1 =  𝛼𝜌𝑜𝑢𝑡

𝑚 + (1 − 𝛼)𝜌𝑖𝑛
𝑚                                 (II – 52) 

m est le nombre de l’itération et α est choisie selon la précision recherchée des calculs. Si la 

méthode de convergence est lente en utilisant la procédure du mélange linéaire, on peut 

adopter la méthode de Broyden [Broyden] qui consiste à utiliser les densités de charge in 

pour un nombre d’itérations précédentes donné, pour construire la nouvelle densité optimale.  
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Figure .II. 3 : organigramme  du cycle auto cohérent du code FP-LMTO 

II.13. Avantages et inconvénients de la méthode LMTO  

Paramètres de la 

structure cristalline 

 

Calcul  atomique 

Superposition des  atomique in =  d’essai  → construction des 

fonctions d’ondes électroniques d’essai 

Construction de VH [in] et xc [in]   dans les sphères MT  et 

dans les sites interstitiels  Hamiltonien H                             

Calcul de la contribution du coeur 

 

Calcul du potentiel VKS → Résolution des équations de Kohn et Sham 

Calcul de ’EF 

Calcul de l’énergie totale 

Nouvelle densité de charge out  =   

Mixing in et out   nouvelle in d’entrée 

 

E≤ E break 

 

                                    

Convergence atteinte 
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         Les avantages de définir les fonctions de base de la méthode LMTO comme des 

fonctions de Hankel augmentées ne sont pad évidentes. Cela mène à un formalisme 

compliqué et un grand effort de programmation. D’où l’avantage de la méthode LMTO. 

➢ Les fonctions LMTO sont construites pour être semblables aux véritables fonctions 

d’onde du cristal. En fait, si le potentiel cristallin est approximé par la forme muffin-

tin, c'est-à-dire, sphérique à l’intérieur et constant à l’extérieur, la véritable fonction 

d’onde du cristal devient une somme finie des fonctions LMTO. 

➢ Une conséquence de la petite taille de base, les calculs devraient être  rapides. Plus 

précisément, la réduction de la base par la moitié qui peut sauver un sept-huitième du 

temps machine. 

➢ Une autre conséquence de la petite taille de la base est la réduction de la mémoire 

demandée, qui peut être également importante en économisant le temps machine 

quand on calcule les grands systèmes. 

➢ Les fonctions enveloppes de la méthode LMTO, c'est-à-dire, les fonctions de Hankel 

solide, sont plus simples analytiquement. Ceci aide à performer les différentes étapes 

qui doivent être faites. Finalement, beaucoup de propriétés utiles surviennent parce 

que ces fonctions sont des fonctions propres de l’opérateur de l’énergie cinétique. 

     -ΔH
L
(r) = ε H

L
(r) où ε = -k

2
 est une énergie qui caractérise la localisation de la   

 fonction. 

➢ En choisissant l’ensemble de base pour un système spécifique. L’intuition chimique 

peut être utilisée. La base peut être conçue en fonction du problème, elle peut être 

choisie pour chaque atome séparément, parfois les résultats peuvent être interprétés 

plus simplement dus aux fonctions de base atome-orienté. 

Parmi les caractéristiques partagées par la méthode LAPW sont : 

➢ Le premier avantage est la stabilité numérique dans le contexte  de résoudre l’équation 

de Schrödinger. En plus, parce que chaque fonction séparée est déjà une solution de 

l’équation. 

➢ L’ensemble de base de la méthode LMTO peut être également bien appliqué à tous les 

atomes dans la table périodique. En incluant un nouveau type d’atome, aucun effort 

n’est nécessaire pour construire et examiner un pseudo potentiel approprié. 

 

➢ Comme dans d’autre méthodes de tout-électron, les donnés concernant les états du 

cœur sont valides qui ne peuvent être directement fourni dans une formulation pseudo 

potentielle. Les quantités relatives sont la densité au noyau et le gradient du champ 
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électrique. En élevant un électron du cœur, les énergies du niveau liaison-cœur 

peuvent être directement calculées comme une différence de l’énergie totale.  

En tant qu’inconvénient principal, la complexité de l’approche doit être soulignée. En plus 

du plus grand effort de l’exécution, deux conséquences principales sont comme suit : 

➢ En appliquant une méthode utilisant un ensemble de base de la méthode LMTO, un 

nombre de paramètres considérable doit être choisi raisonnablement. Ceci commence 

par la division de l’espace quand les rayons de la sphère atomique sont définis et le 

choix de l’ensemble de base. Après cela, un des paramètres de convergence (tels que 

les moments angulaires de coupures) doivent être indiqué. 

➢ Il est extrêmement difficile de faire des modifications. Par exemple, considérer 

l’évaluation des éléments de la matrice optique, c'est-à-dire, la valeur de l’opérateur du 

gradient i ∇ entre deux fonctions d’onde. 

Dans l’ensemble de base d’onde plane, ceci peut être fait en quelques lignes. Dans l’ensemble 

de base de la méthode LMTO, cette tache est un projet important de programmation. 

II.14. Augmentation LAPW et LMTO  

         L’augmentation fonctionne en coupant l’espace dans des sphères muffin-tin centrées sur 

des divers noyaux et une région interstitielle qui est une région formée entre les sphères. A 

l’intérieur de chaque sphère atomique, la fonction enveloppe analytique est remplacée par une 

solution numérique de l’équation de Schrödinger qui devient lisse sur la surface de la sphère. 

Cette solution peut être facilement calculée parce que le potentiel est a peu prêt sphérique, 

permettant une solution de l’équation radiale de Schrödinger pour les différentes composantes 

du moment angulaire. Avec plus de précision, dans le contexte de définir l’ensemble de base,  

Le potentiel près du noyau est pris comme un potentiel sphérique, mais les termes non 

sphériques sont inclus plus tard. Les méthodes de tout-électron « all-electron » utilisant 

l’augmentation sont distinguées par l’ensemble des fonctions enveloppes qu’elles utilisent. 

 

 Ce choix est légèrement limité par la tache. D’une part, il faut calculer toutes les 

quantités demandées, parmi ces dernières sont les intégrales de chevauchements et les 

éléments de la matrice de Hamiltonien, et le module au carré de la fonction d’onde de la 

densité de sortie « output ». D’autre part, l’ensemble de base devrait être plus simple que 

possible pour permettre l’exécution du calcul dans un temps limité et petit. La méthode des 

ondes planes augmentées linéaire (LAPW) utilise des ondes planes comme des fonctions 

enveloppes. 
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          Chaque fonction enveloppe est étendue homogènement sur la cellule d’unité et elle 

n’est pas associée avec un site spécifique. Un avantage principal de ce choix est la simplicité. 

L’inconvénient est que, en dépendant sur le système, un grand nombre des fonctions de base 

seront souvent nécessaire. L’approche des orbitales muffin-tin linéaire (LMTO) est plus 

compliquée. 

          Les fonctions d’enveloppe sont « des fonctions de Hankel solides »  

 

H
L
(r) = h

l 
(kr) YL ( �̂� )                                

se composent d’une fonction de Hankel radiale multipliée par une harmonique sphérique de 

l’angle. Le moment angulaire est bien défini L = (l , m) et il est centré à certain atome 

spécifique dans le cristal, où il a une singularité. Les fonctions de base (LAPW) et (LMTO) 

sont présentés dans la Figure .II.4. 

 

 

Figure .II. 4 une représentation qualitative des fonctions de base LMTO et LAPW.  

 

Tous les deux commencent à partir d’une fonction enveloppe lisse (à tiret). L’enveloppe est 

définie comme une fonction de Hankel à atome centré dans LMTO et une onde plane dans 

LAPW. A l’intérieur des sphères atomiques (lignes plus épaisses) les fonctions enveloppes 

sont remplacées par les solutions numériques de l’équation de Schrödinger qui devient lisse à 

la limite de la sphère. 

 

 

    (II-53) 
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II.15. Le code de calcul Mstudio Mindlab 

 Mindlab est  le premier logiciel scientifique pour les systèmes Windows qui effectue 

des calculs de structure électronique des solides [12]. Ce programme est crié  par une 

collaboration de « Université de Californie,  Davis », « Physical Institute, Moscow » et 

« Department of Physics, New Jersey Institute of Technology ». 

Ce code est une implémentation de la méthode FP-LMTO  pour le calcul des plusieurs 

propriétés ; en se basant sur  la théorie de la densité fonctionnelle (DFT). 

 Le code Mindlab utilise des différentes  bibliothèques ; la bibliothèque  BandLab pour 

effectuer des calculs de l’énergie totale et la structure de bande, une bibliothèque DMFTLab 

pour résoudre mode impureté et la bibliothèque MScene pour la visualisation des différentes 

propriétés calculées. Toutes ces bibliothèques sont liées ente eux d’une manière dynamique 

MStudio. 

 

Figure .II. 5 : Fenêtre de dialogue Mstudio Mindlab 

 

 

 

 

Un ensemble de propriétés qui peuvent être calculés par ce programme :  

(1) calcul du groupe d’espace. 

(2) La structure de bande électronique. 

(3) la densité d’état : Mindlab calcule et visualise densités d'états. 
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(4) Hoppings: pour le cas des liaisons fortes. 

 (5) les propriétés optiques (E1, E2, et de spectres de perte d'énergie des électrons).  

(6) visualisations 2D de la densité de charge et le Full potentiel.  

(7) visualisation 3D contour de la densité de charge, Full potentiel, les surfaces de Fermi.  

(8) Visualisation de structure cristalline.  

(9)  Correction des calculs  par  la méthode LDA + U pour les systèmes électroniques 

fortement corrélé 
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III.1 .Généralités sur l’arséniure de Gallium  

Le faible coût, la grande disponibilité, la grande conductivité thermique et la bonne 

qualité de son oxyde ont fait du silicium le matériau clé de l’électronique. Toutefois, les 

semi- conducteurs III-V sont rapidement apparus comme des matériaux de choix pour 

des applications spécialisées. Notamment, l’arséniure de gallium (GaAs) et le phosphure 

d’indium (InP) se sont distingués par leur grande mobilité électronique et leur bande 

interdite directe. Leur grande mobilité électronique permet d’obtenir des dispositifs à 

haute rapidité de commutation en électronique, alors que leur bande interdite directe 

favorise les transitions optiques. Ces propriétés, communes à la plupart des matériaux III-

V sont très prises dans l’élaboration des dispositifs optoélectroniques [1]. Le GaAs 

cristallise dans une structure de type zinc–blende (voir figure III-1). Il est formé de deux 

réseaux cubiques à faces centrées identiques qui s’interpénètrent, l’un contenant les 

atomes de gallium ‘Ga’, l’autre l’atome de l’arsenic ‘As’. Le décalage entre les deux 

réseaux est d’un quart de la diagonale principale du cube. On a donc quatre paires 

d'atomes par cellule conventionnelle.  

Les liaisons tétraédriques covalentes telles que les liaisons Si-Si par exemple ou 

partiellement ioniques et partiellement covalentes telles que les liaisons Ga-As dans le 

cas qui nous concerne sont la base de la structure zinc–blende. En effet, chaque atome est 

l'origine de quatre liaisons orientées dans l’espace suivant les axes de symétrie d’un 

tétraèdre régulier, comme le montre Figure III-1. 

III.2. La structure générale de GaAs : 

 

 
 

 

Figure III-1: Structure cristalline du GaAs  
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III.3. Détails de calculs : 

Nos calculs ont été effectués à l’aide le logiciel (Mstudio Mindlab 7.0) [2]. La maille est 

divisée en deux régions, les sphères atomiques (dites sphères muffin-tin) (MT), centrées sur 

les noyaux, et la région interstitielle situé entre les sphères (IR), utilise une base plus complète 

que d’autre programmes conçus pour le même objectif, dans les régions (IR), les fonctions de 

base sont présentées par des séries de Fourier. L’intérieur de la sphère (MT), les fonctions de 

base sont développées dans des combinaisons de fonctions harmoniques sphériques 

conduisant à une meilleure précision des valeurs propres. 

Le code permit de calculer la structure de bandes électronique des solides cristallins, il est 

conçu pour réaliser la structure de bande électronique, densité d’états, la densité de charge 

électronique et l’énergie totale du cristal. Le processus est basé sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité DFT, la première étape consiste à d’effectuée l’optimisation 

structurale des composés étudiés en calculant l’énergie totale en fonction du volume V, 

ensuite on déterminera l’état fondamentale. Le procédé d’itérations est alors répété jusqu’à ce 

que le calcul de l’énergie totale converge. 

III.4. Propriétés structurales : 

          III.4. 1.Introduction : 

  L’étude des propriétés structurales des matériaux étudiés est essentielle pour 

déterminer les paramètres de structure des matériaux à l’équilibre statique, à savoir les 

paramètres de maille a0, le module de compression B et sa dérivée B’. Cette étude nous 

permet de prédire la structure du matériau la plus stable à travers les valeurs des énergies à 

l’état d’équilibre.  La détermination de ces paramètres nous permet d’accéder par la suite aux 

autres propriétés telles que électroniques, élastiques etc.….  

         III.4.2.Structures étudiées : 

          III.4.2.1.Structure NaCl : 

La structure NaCl (B1) correspond à deux sous réseaux cubique à face centrée (F) d’ions, 

décalés de la maille selon l’une des directions cotées de la maille. 

• Les coordonnées des atomes de Na sont (0,0,0). 

• Les coordonnées des atomes de Cl sont (1/2,1/2,1/2)  

• Le réseau est cubique à face centrées avec les ions chlorure aux sommets de la maille et les 

ions sodium entre chaque paire d’ions chlorure et une géométrie octaédrique local. 

Le paramètre de maille, c’est-à-dire la distance entre les deux ions chlorures est 

noté a. le groupe d’espace est Fm3m. Maille élémentaire de volume 
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                        Figure III.2 : Représentation schématique de la structure Na Cl (B1) 

           III.4.2.2.structure Zinc-Blende: 

La structure zinc-blende (B2) est une structure cristalline dérivée de la 

structure cubique à faces centrées (CFC), composée de deux espèces atomiques différentes. 

La structure est similaire à la structure diamant et à la structure fluorine. La structure blende 

est la structure cristalline de la majorité des semi-conducteurs III-V, fondamentalement 

importants à l'industrie de l'opto-électronique.  Le groupe d'espace de cette structure est 

appelée F43m (dans la notation Hermann–Mauguin). Cette structure peut être décrite de 

différentes façons, similairement à la structure diamant, notamment : le paramètre de maille 

en d'autres termes, un cristal dont le système cristallin est CFC, mais dont le motif est 

composés de deux atomes différentes séparés par un vecteur (1/4, 1/4,1/4) a. 

 

 

 

 

 

Figure III.3 : Représentation schismatique de la structure CsCl (B2). 

 

III.4.3.la stabilité structurale : 

 III.4.3.1.Introduction 

Comme  première  étape  l’étude  des  propriétés  structurales  du  matériau  GaAs, 

est essentielle pour déterminer les paramètres de structure du matériau à l’équilibre statique 

à savoir les paramètres de maille a0, le module de compression B et sa dérivée B’. Cette 

étude nous aide à  prédire la phase du matériau la plus stable à travers les valeurs des 

énergies à l’état d’équilibre. 

La détermination  de ces paramètres nous permet d’accéder par la suite aux autres 

propriétés tell que les propriétés électroniques, élastiques et optiques. Rappelons que nos 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Structure_cristalline
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cubique_à_faces_centrées
https://fr.wikipedia.org/wiki/Structure_diamant
https://fr.wikipedia.org/wiki/Structure_fluorine
https://fr.wikipedia.org/wiki/Semi-conducteur_III-V
https://fr.wikipedia.org/wiki/Opto-électronique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_d'espace
https://fr.wikipedia.org/wiki/Symboles_de_Hermann-Mauguin
https://fr.wikipedia.org/wiki/Paramètre_cristallin
https://fr.wikipedia.org/wiki/Structure_cristalline
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calculs sont effectués en utilisant la méthode FP-LMTO avec l’approximation GGA, version 

donnée par Perdew et Wang [3]. Les propriétés structurales ont été déterminées en ajustant la 

courbe de l’énergie totale en fonction du volume par l’équation de Murnaghan [4]:  

                     

'

0
0 0 0( ) ( )

'( ' 1) '

B
VB B

E V E v V V V
B B V B

  
= + − + −  

−                                     

(III.1) 

Où E0, B et V0 sont respectivement: l’énergie totale, le module de compression et le 

volume à l’équilibre. 

Le module de compression est déterminé au minimum de la courbe E(V) par la relation : 

                                         

²
.

²

E
B V

V


=

                                                                           
(III.2) 

III.4.4.Recherche de la stabilité structurale du GaAs 

   III.4.4.1.La structure la plus stable 

L’arséniure de gallium (GaAs) se cristallise dans les conditions ambiantes (pression et 

température)  dans la structure cubique à face centrée (cfc). L’étude  de la structure la plus 

stable  est de suivre la variation de l’énergie totale en fonction du volume de la maille dans 

chacune des deux structure  les plus probables : NaCl et CsCl. Voir  les figures (figure III.4  ). 

Pour bien mettre en évidence l’énergie la plus basse, nous avons représenté sur une même 

courbe l’évolution de l’énergie totale en fonction du volume de la maille dans la structure  

Nacl et CsCl. La  figure III.5  montre bien que la structure la plus stable pour notre matériau 

GaAs corresponde bien à la structure Zinc-Blende (B2).    
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figure III.5  La variation de l’énergie totale en fonction du volume du GaAs dans  

les deux structure B1et B2 

La figure (III.6) ci-dessous illustre la variation de l’énergie totale en fonction du volume. 

  

figure III.6  La variation de l’énergie totale en fonction du volume du GaAs 

de la structure la plus stable  
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Les résultats des propriétés structurales de ce matériau telle que : la constante du 

réseau a0, le module de compressibilité B et sa première dérivée B’ sont présentés dans le 

tableau (III-1). 

Les résultats obtenues sont en bon accord comparées aux résultats expérimentaux et 

ceux trouvés dans la littérature, avec une surestimation de paramètre de maille et ca 

due à la fonctionnelle utiliser  

Tableau III.1: paramètre du réseau d’équilibre a0,le module de compressibilité B et sa 

dérivé  B’ 

Matériau Calculs a0(Å) B0(GPa) B’ 

 Noscalculs 5.72 63.94 4.46 

GaAs Expérimentale 5.65[5] 75[6]  4.49[7] 

 Autres 5.754[8] 61[8]        5.15[8] 

 

III.5.Propriétés électroniques : 

        III.5.1.Structure des bandes d’énergie : 

   La description la plus significative des surfaces d'énergie offertes aux électrons 

s'effectue dans l'espace réciproque ou espace des vecteurs d'onde k . On simplifie 

généralement cette description en considérant les variations de l'énergie E en fonction de k 

selon les directions de plus haute symétrie de cet espace. Dans ces directions, et en se limitant 

à la première zone de Brillouin. Rappelons que la première zone de Brillouin de la structure 

cubique à faces centrées forme d'un octaèdre tronqué. Le centre de la zone de Brillouin est 

noté , les trois directions de haute symétrie sont [100], [110] ,[111]. 

Direction [100] : → X  (∆) 

Direction [110] : → L  (Λ) 

Direction [111] : → K  (Σ) 

 

 

Figure III.7 : Première zone de Brillouin d’un réseau cfc.  
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On définit l'énergie du gap comme la différence entre le maximum de la bande de 

valence et le minimum de la bande de conduction. La topologie de la structure de bande est 

représentée dans la figure III.8. D’apré la figure on peut remarque que on a un 

comportement semi-conducteur avec un maximum de la bande de valence au point (Γ)  et 

un minimum de la bande de conduction au point (Γ), ce qui signifie que le  gap  est direct  

                                

 

                                            Figure III.8: La structure de band de GaAs 

 

Les résultats de gap d’énergie direct est regroupé dans le tableau III.2 avec  les  valeurs 

expérimentales et d’autres travaux théoriques disponibles dans la littérature. 

Tableau III.2 : Valeurs de gap (en eV) 

Matériau Calculs Emax Emin Eg 

 Nos calculs -2,2 e ⁵̄ 0,12 0,11 

GaAs Expérimentale - -           1.42[9] 

 Autres - -         0.49[10] 

 

A partir des résultats trouvés nous pouvons  remarquer que  nos résultats obtenus en 

utilisant la GGA sont en bon accord avec les résultats expérimentaux et  des autres calculs 

théoriques, Les valeurs du gap sont sous-estimées par rapport aux données expérimentales, 

cette dernière  sous-estime le gap d’énergie [11]. La GGA apporte une amélioration 

considérable concernant la valeur du gap, mais elle ne donnera pas exactement le même 

résultat que celui trouvé dans l’expérimental, cette différence de gap par rapport à 

l’expérimental est expliquée par la déficience (insuffisance)  de l’approximation GGA  
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connue  pour  les  semi-conducteur  qui  consiste  à  sous-estimé  le  gap en deux.  

III.5.2 La densité d’états électronique :  

La densité d’états (DOS) est une grandeur physique importante pour la compréhension 

des propriétés physiques d’un matériau.  La plupart des propriétés de transport sont 

déterminées sur la base de la connaissance de la densité d’états. Elle permet aussi de connaître 

la nature des liaisons chimiques dans un matériau (en calculant le taux d’occupation de 

chaque état atomique) et par conséquence, le transfert de charge entre les atomes.  

Dans la méthode FP-LMTO, la densité d’état peu être décomposée en DOS partielle 

locale donnée par : 

                            𝑔(𝐸) = 𝑔𝑜𝑢𝑡(𝐸) + ∑ 𝑔𝑙
𝑡

𝑡,𝑙 (𝐸),                                                 (III – 3) 

 

Où 𝑔𝑙
𝑡 est le nombre d’état (électron) faisant inclure le spin par Ryd et la cellule unité à l’énergie  

E, qui réside dans la sphère, caractérisé par les harmoniques avec le nombre quantique azimutal. 

De la même façon  gout  est le nombre d’état (électrons), faisant inclure le spin par Ryd et cellule 

unité à l’énergie E qui réside dans la région interstitielle. 

La densité d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) du composé GaAs avec l’approximation 

GGA sont représenté sur la figure ci-dessous: 

 

 

                              Figure III.9: La densité d’état total et partielle du GaAs  
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Les états électroniques sont regroupés comme suit : 

Une contribution remarquable de l’état 4p de l’atome As et 4s de l’atome Ga dans la fenêtre 

énergétique [-6,-4] avec une faible contribution de l’état 4s de l’atome As dans ce même 

intervalle énergétique. 

La fenêtre énergétique [0,-4] eV au-dessous de EF est dominée par les états  4p de l’atome As 

et 4d de l’atome Ga. 

Une forte contribution a observé dans la gamme énergétique comprise entre 2 et 6 eV des 

états 4p et 3d de l’atome As d’une part et des états 4s et 4d de l’atome Ga d’autre part. 

A remarquer aussi que dans cette même gamme d’énergie, une forte hybridation dés états 

4p,4s,3d de l’atome As et 4s,4p,3d de l’atome Ga 

III.6.  Propriétés mécaniques  

        III.6. 1.Coefficients élastiques  

Dans le but d’évaluer les propriétés mécaniques des systèmes étudiés, nous avons 

calculé leurs constantes élastiques par la méthode de Mehl et al [12].Les propriétés du semi-

conducteur dépendent dans une large mesure de leur état de contrainte et des déformations 

locales ou globales du réseau cristallin qui y sont liées. En effet, toute déformation entraine 

une modification des positions relatives des atomes les uns par rapport aux autres et donc du 

recouvrement des orbitales atomiques. Il s'ensuit une modification du diagramme de bandes et 

en particulier de la largeur de la bande interdite (gap). 

Les modules d’élasticité d’un cristal décrivent sa "raideur" lorsqu’il est soumis à une 

déformation externe. Dans le cas d’un cristal de structure cubique  ils se divisent en deux 

catégories la première comprend le module de compressibilité B = (C11 + 2C12 )/3 et la 

seconde compte les deux modules de cisaillement  CS = (C11 -C12)/2 et C44. Le module de 

compressibilité est lié à la courbure de l’énergie en fonction du volume E (V) et peut être 

déduit en utilisant l’équation d’état de Murnaghan. Le module de cisaillement nécessite 

l’évaluation de la dérivée de l’énergie par rapport à la déformation appliquée [13]. L’avantage 

de cette méthode réside dans le fait que la déformation appliquée est choisie de telle sorte à 

maintenir le volume de la maille primitive constant. Pour calculer C11 et C12 nous appliquons 

un tenseur de contraintes orthorhombique  [14] qui transforme les vecteurs de réseau R  en 'R

comme suit: 

'R R=  

Et le tenseur de contraintes   est exprimé en termes du paramètre de la déformation 

tétragonale par :    
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=

(

 
 

 0 0

0 − 0

0 0 ²
(1 ²)


−
)

 
 

                                         (III-3) 

 

Où  est la contrainte appliquée. 

L'application de cette « petite » contrainte influe sur 1'énergie totale au tout de l’énergie E (0)  

 

4

11 12( ) ( ) (0) ( ) ²E E E C C V O    = − = + − +                               
(III -4) 

Avec E (0) est 1'énergie du système à 1'état initial (sans contrainte). 

 

On a : la formule après la courbe            ( ) ² (0)E b E = +                                      (III -5) 

          b : c'est la pente. 

En comparant la relation (III -4) et (III -5), on obtient 1'expression suivante : 

11 12

0

2
b

C C
v

+ =

                                                        

(III -6) 

Pour le cristal cubique isotrope, le module de compressibilité B est donne par: 

11 12

1
( 2 )

3
B C C= +

                                                         
(III -7) 

Pour le coefficient C44, on utilise un tenseur de contrainte monoclinique à volume conservé 

donné par 1'expression suivante : 

 

0 2 0

2 0 0

0 0 ² (4 ²)



 

 

 
 

=  
 −                                       

(III -8) 

La forme finale de ce tenseur diagonal est donné par : 

 

2 0 0

0 2 0

0 0 ² (4 ²)



 

 

 
 

= − 
 −                                     

(III -9) 

L’énergie totale devient : 

 

4

44

1
( ) ( ) (0) ²

2
E E E C V O    = − = + +  

                          
(III -10) 
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Et  l’équation:                                       ( ) (0) ²E E b = +                                                       

(III -11)                                     

En combinant l’équation- (III -10) et (III -11), on peut déterminer facilement la constante 

élastique C44 par l’équation suivante : 

44

0

2b
C

V
=

                                                                 

(III -12) 

Où b  indique la pente. 

Le calcul des modules d’élasticité  Cij  commence par le choix d’un ensemble de N 

valeurs de δi  , {i=1,2,…N}. Dans notre travail nous avons choisi N=5  avec des valeurs de δi 

comme suit δ=0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05  pour ne pas perturber le système. 

 Ce que nous savons le module de Voigt et Reuss [15] sont respectivement la limite 

supérieure et inférieure de module réelle, cependant  Voigt-Reuss-Hill et le  module  moyenne 

de Reuss et Voigt [16]. Pour une structure cubique, GV et GR sont les modules de cisaillement 

de Voigt et Reuss respectivement. G est le module de cisaillement réelle de Voigt-Reuss-Hill 

les trois modules sont donnés par : 

                               
( )11 12 443 5VG C C C= − +                                                               (III -13)                 

( ) ( )11 12 44 44 11 125 4 3RG C C C C C C= − + −                                  (III -14) 

                                   
( ) 2V RG G G= +

                                                                        

(III -15) 

Les figures (III.5, III.6) représentent la variation de l’énergie totale en fonction de la 

contrainte appliquée. 

 Le tableau III.2 résume tous les résultats obtenus pour les constantes élastiques C11, C12, 

C44, le module de cisaillement G pour le composé GaAs. 
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Figure III.10 : La variation de l’énergie totale en fonction de δ
2
, pour SrO  

Application au calcul de (C11 – C12) en utilisant GGA. 

 

 

 Figure III.11 : La variation de l’énergie totale en fonction de δ
2
, pour SrO  

                         Application au calcul de (C44)en utilisant GGA. 
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Les critères de stabilité mécanique des cristaux a été le sujet des études théoriques 

extensives.  L’étude systématique de la stabilité du réseau a été effectuée par Born et Huang. 

Cette étude a formulé le critère de la stabilité qui est exprimé en termes de constantes 

d’élasticité Cij. D’où pour le cristal cubique, il est donnée par [17] : C11 − C12 > 0, C11 > 0, 

C44 > 0, C11 + 2C12 > 0, C12 < B < C11 avec P=0 GPa. Il est clair que la condition sur les 

critères de stabilités mécanique de cette structure cubique est satisfaite pour notre composé. 

On note également que les valeurs des constantes élastiques obtenues pour ce composé 

sont en bon accord avec celles de la théorie et l’expérimentale. 

III.6.2 Autres grandeurs (A, υ, E, B et G) 

La connaissance des constantes élastiques nous a permit de déduire d’autre grandeurs 

mécaniques telles que l’anisotropie A, le module de Young  (E), le module de cisaillement (G) 

et le coefficient de poisson (υ). Ces derniers sont fréquemment mesurées pour les matériaux 

poly-cristallins et données par : 

A: le paramètre d’anisotropie Pour un cristal isotropique (A) est égal à 1, tandis qu’une autre 

valeur supérieure ou inférieure à 1 signifie qu’il s’agit d’un cristal anisotrope. 

( )
44

11 12

2C
A

C C
=

−
                                                     

(III -16) 

υ: le coefficient de Poisson qui permet de caractériser la traction du solide 

perpendiculairement à la direction de l’effort appliqué. 

                                                             

1
1

2 3

E

B


 
= − 

                                                  

(III -17) 

E: le module de Young qui mesure la résistance du solide au changement de sa 

longueur. 

                                                             

9

3

BG
E

B G
=

+                                                    
(III -18) 

G: le module de cisaillement qui mesure la résistance au mouvement du glissement des 

plans à l’intérieur du solide avec les plans parallèles à ces derniers. 

 

                                                        
44 11 12

1
(3 )

5
G C C C= + −

                                   
(III -19) 
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module de Young E (GPa), (GPa), le  44 , C12  , C 11 : Les constants élastiques C.3IIIau lebTa

le module de cisaillement G (GPa) et le coefficient de poisson (υ) pour GaAs 

Calculs C11 C12 C44            E G Υ       A 

Nos  calculs 92.52 49.64 87.46 138,93 61,05 0.13 4,07 

Experimental 118[18] 53[18]    59[18] - -  -        - 

Autres 133[19] 57[19] 63[19] - -  -       - 
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Conclusion  

Dans le cadre de la fonctionnelle de la densité (DFT), les calculs ont été effectués en utilisant  

la méthode  (FP-LMTO), et pour déterminer le potentiel d’échange et de corrélation on a 

utilisé  l’approximation du gradient généralisée (GGA). 

      Les propriétés structurales telles que les paramètres de maille (a0) et le module de 

compressibilité et son dérivé (B et B’), sont calculées .Les résultats trouvés sont en bon 

accord avec l’expérimental et d’autres calculs théoriques.  

     L’étude des propriétés électroniques telque la structure de bande montre l’arséniure de 

gallium (GaAs) est semi-conducteur avec un gap d'énergie direct au point de haute symétrie  

(Г - Г). 

     Les courbes des densités d'états totales et partielles  montrent que le bande de valence et  

principalement constituées de l’état  4p de l’atome As et 4d de l’atome Ga, ainsi une contribution 

remarquable de l’état 4p de l’atome As et 4s de l’atome Ga.    En ce qui concerne les propriétés 

élastiques nous avons calculés les constantes élastiques  (C11, C12 et C44), les valeurs trouvées 

de ces dernières  sont très proches de celles de l’expérience et d’autre calcule .le module de 

Young (E), le module de cisaillement (G), le coefficient de Poisson (ν), le paramètre 

d’anisotropie (A), sont aussi  calculés et comparés avec d’autres résultats. 
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