
UNIVERSITE  KASDI MERBAH-OUARGLA 

Faculté des mathématiques et sciences de la matière 

Département De Mathématiques 

Année :  2022/2023                                                                              N d’enregistrement : 

       /     /     /     /    / 

 

 

THESE 

Pour l’obtention du Diplome de Doctorat  en  Mathématiques 

Filiere: Modélisation et anlyse numérique 

 

 

 

 

Présentée et soutenue publiquement 

Par :   

Maiza Laid 

Devant le jury composé de : 

Mr. Mabrouk Meflah                 Professeur           U.K.M.Ouargla                 Président 

Mr. Tedjani Hadj Ammar         Professeur           U. El Oued                         Encadreur 

Mr. Abdallah Bensayah             M C A                  U.K.M.Ouargla                 Co-encadreur 

Mr. Ismail Merabet                    Professeur           U.K.M.Ouargla                 Examinateur 

Mr. Azeb Ahmed Abdelaziz       M C A                 U. El Oued                         Examinateur 

Mr. Abderrezak Ghezal             M C A                  U.K.M.Ouargla                 Examinateur    

Etude Théorique et Numérique  de Quelques 

Problèmes de Contact  Entre Deux Corps  Déformables 

avec Adhésion et Endommagement   



Dédicaces

Nous dédions ce travail à . . .

A le père cher.

A la mère chère.

A les frères et surs

A tous la famille.

i



Remerciements et Gratitude

Je remerciez Dieu Tout-Puissant qui ma permis de terminer ce travail.

J’adresse mes remerciements les plus chaleureuses et sincères à mon encadreur Pr,

Hadj Ammar Tedjani de m’avoir beaucoup appris lors de son encadrement de ma

thèse de doctorat. Son enthousiasme et sa compétence m’ont encouragé à mes travaux

de recherche sous sa direction.

Je suis très honorée que Monsieur le Professeur Meflah Mabrouk a accepté de

présider le jury de ma soutenance de ma thèse.

Je voudrais adresser tous mes remerciements sincèrement et apprécions aux membres

du jure Messieurs Dr. Abdallah Bensayah, Pr. Ismail Merabet, Dr. Abderrezak Ghezal

et Dr. Azeb Ahmed Abdelaziz.

À tous ceux qui ont contribué à l’achèvement de ces travaux, de près ou de loin, nous

remercions et apprécions beaucoup.

Il est important pour moi de remercier tous les enseignants de l’Université Kasdi

Merbah Ouargla et l’Université Echahid Hamma Lakhdar El Oued

ii



Table des matières

Introduction vi

Notations générales xi

I Modélisation et Outils Mathématiques xiv

1 Modélisation 1

1.1 Cadre physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Lois des comportements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques . . . . . . 6

1.2.2 Loi de comportement piézoélectrique élasto-viscoplastique avec

endommagement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.3 Loi de comportement thérmo-électro-viscoélastiques avec adhé-

sion, endommagement et variable d’état interne . . . . . . . . . 9

1.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 La condition aux limites de déplacement . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.2 La condition aux limites de traction. . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.3 Les conditions aux limites électriques. . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.4 Conditions continue aux limites de contact. . . . . . . . . . . . . 11

1.3.5 Condition dans le plan tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Outils Mathématiques 18

2.1 Contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

iii



TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES

2.3 Les espaces Lp(Ω`) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.5 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.6 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert . . . . . . . 26

2.6.1 Opérateur fortement monotone . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.6.2 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution . . . 27

2.6.3 Sous différentiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.6.4 Équation différentielle ordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.6.5 Équation aux dérivées partielles d’évolution . . . . . . . . . . . 30

2.6.6 Inégalités variationnelle paraboliques . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.7 Lemme de Gronwall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.8 Discrétisation et éléments de contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.9 Approximation variationnelle approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

II Problème de Contact entre deux corps Piézoélectrique
élasto-viscoplastique avec endommagement 35

3 Problème de Contact entre deux corps Piézoélectrique élasto-viscoplastique

avec endommagement 36

3.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Formulation Variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Existence et Unicité Résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.4 Approximation numérique d’un problème Piézoélectrique élasto-viscoplastique

avec endommagement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4.1 La discrétisation complète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4.2 Formulation variationnelle approchée . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.4.3 L’estimation d’erreur du problème approché . . . . . . . . . . . 65

III Problème de Contact entre deux corps thérmo-électro-
vscoélastiques avec adhésion, endommagement et variable d’état

iv



TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES

interne 78

4 Problème de Contact entre deux corps thérmo-électro-viscoélastiques

avec adhésion, endommagement et variable d’état interne 79

4.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2 Formulation Variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.3 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.4 Approximation numérique d’un problème thérmo-électro-Viscoélastiques

avec adhésion, endommagement et variable d’état interne. . . . . . . . 104

4.4.1 La discrétisation complète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.4.2 Formulation variationnelle approchée . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.4.3 L’estimation d’erreur du problème approché . . . . . . . . . . . 107

Conclusion générale 116

général Summary 117

v



Introduction générale

Les phénomènes de contact entre deux corps déformable ou entre un corps défor-

mable et une base rigide ou non interviennent de multiples façons au sien bien dans

le domaine industriel que dans la vie de tous les jours. Le contact du piston avec la

chemise, de la roue avec le rail et d’un pneu avec la chaussée ne représentent que trois

exemples parmi bien d’autres. Compte tenu de l’importance de ces phénomènes, la

mécanique du contact est vaste et aborde autant de sujets différents qui sont la modé-

lisation, l’analyse mathématique ou l’application numérique des problèmes de contact,

ils ont été intensivement étudiés depuis longue date et la littérature relevant des sciences

de l’ingénieur qui leur est dédié est assez riche.

Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux montages industriels

ou les éléments habituellement non métalliques sont collés ensemble. Récemment des

matériaux composites faits de couches de matériaux simples prennent un grand intérêt

car ils sont très résistants et légers, et ainsi d’une grande importance en aviation, en

exploration spatiale et dans l’industrie automobile. Cependant, sous les contraintes,

les matériaux composites des différentes couches se décollent et se déplacent l’une par

rapport à l’autre. C’est l’une des raisons de l’importance des processus d’adhésion dans

les applications industrielles.

L’endommagement est un phénomène très important en ingénierie, car il affecte

directement la structure des machines. Il existe une littérature abondante sur ce su-

jet. Des modèles introduisant l’inciseuse de l’endommagement interne du matériau ont

été investi mathématiquement. Des modèles de l’endommagement ont été développés

dans [21, 22] à partir du principe de la puissance virtuelle. Dans cette thèse la relation
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Introduction

utilisée pour modéliser l’évolution du champ d’endommagement est la suivante

β̇
` − κ`∆β` + ∂ψK`(β`) 3 S`(σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`),

où K` est l’ensemble des fonctions tests admissibles d’endommagement, S` étant la

fonction source de l’endommagement.

Le champ de température est obtenu à l’aide de l’équation de chaleur classique, ou

l’effet du champ de déformation est inclus dans le modèle suivant [1]. De plus, des effets

thermiques apparaissent dans la loi de comportement viscoélastique selon [17, 29].

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siècle par les époux

Curie. Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer l’énergie de

déformation élastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisément, la piézo-

électricité est la capacité de certains matériaux à se polariser lorsqu’ils sont contraints

mécaniquement, la charge apparaissant à leur surface étant proportionnels au défor-

matin engendré. L’effet piézoélectrique inverse est l’obtention d’une déformation par

application d’un champ électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont très nombreux. Le plus connu est sans doute le

quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais

ce sont des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconate, titanate) qui sont les

plus largement utilisées aujourd’hui dans l’industrie.

De manière plus générale, l’effet direct peut être mis à profit dans la réalisation de

capteurs (capteur de pression etc.) tandis que l’effet inverse permet de réaliser des ac-

tionneurs (injecteurs à commande piézoélectrique en automobile, nano-manipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces dernières années et est en pleine

expansion. La capacité de ces matériaux à convertir l’énergie mécanique en énergie

électrique et vice-versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustiques,

l’échographie médicale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des

performances piézoélectriques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités

de "récupération d’énergie", en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour

produire de l’électricité où les piles ou autres sources d’énergie sont impraticables ou

indispensables [7, 8].

La théorie thermo-piézoélectrique a été proposée pour la première fois par Mindlin
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Introduction

[41], plus tard il a dérivé les équations gouvernantes d’une plaque thermo-piézoélectrique

[40]. Les lois physiques des matériaux thermo-piézoélectriques ont été discutées par [43].

Chandrasekhariah [9] a présenté la théorie généralisée de la thermo-piézoélectricité en

prenant en compte la vitesse finie de propagation de la perturbation thermique. Yang

et Battra [54] ont étudié l’effet de la conduction thermique sur le déplacement des

fréquences d’un corps piézoélectrique linéaire à vibration libre à l’aide de méthodes

de perturbation. Sharma et Pal [45] ont discuté de la propagation des ondes de Lamb

dans une plaque thermo-piézoélectrique transversalement isotrope. Sharma et coll. [46]

à étudié l’analyse des vibrations libres d’un panneau cylindrique thermo-piézoélectrique

homogène, transversalement isotrope, basé sur un thermo-piézoélectrique tridimension-

nel. Sharma et Walia [47] ont présenté la propagation d’ondes droites et circulaires à

crête dans des matériaux thermo-piézoélectriques généralisés.

Une étude complète des phénomènes de contact comprend généralement les étapes

suivantes : la modélisation, l’analyse variationnelle et numérique des modèles et la mise

en oeuvre numérique.

L’approche numérique des problèmes aux limites est un domaine mathématique qui,

historiquement, a fait l’objet de nombreuses recherches et continue cependant de res-

ter d’actualité, par le fait qu’elle intéresse particulièrement des disciplines comme la

mécanique, la biologie etc. Il est essentiel de construire des méthodes numériques de

résolution de ces problèmes qui soient à la fois simples, peu coûteux et efficaces. Les

méthodes modernes sont basées sur une " discrétisation " des équations et inéquations

dont l’idée est d’approcher de la solution. Pour les cas quasistatiques, on distingue

deux types de discrétisation : complète et incomplète. La première consiste à discréti-

ser seul l’espace ; cependant la deuxième est basée sur la discrétisation de l’espace ainsi

que l’intervalle de temps. En fait, ces approches, dans le cas des inéquations varia-

tionnelles ont fait l’objet de plusieurs études telles que [11] dans le cas d’un problème

viscoélastique et [28] pour des problèmes viscoplastiques.

Les problèmes sont complexes et dans les applications, les méthodes numériques

sont nécessaires pour trouver des approximations pour les solutions des problèmes.

Cette thèse porte sur l’étude de schémas d’approximation entièrement discrets où les

variables spatiales et temporelles sont discrétisées. La méthode des éléments finis est
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Introduction

utilisée pour discrétiser le domaine spatial et les différences finies sont utilisées pour

les dérivées temporelles

La méthode de discrétisation par élément fini est la plus couramment utilisée pour

la résolution des problèmes de mécanique du solide déformable. Nous renvoyons aux

livres d’Ern [18] pour une présentation générale de la méthode des éléments. Nis, ainsi

que. aux livres de Zienkiewicz [55] et de Belytschko [4] pour des présentations orientées

plus spéc Quement vers les applications de la mécanique des milieux continus et des

problèmes non linéaires.

Dans les situations quasi statiques et élastiques, le variable temps ne joue aucun rôle.

La discrétisation temporelle pourra donc y être choisie de manière arbitraire, éven-

tuellement de manière à bien représenter les évolutions de conditions aux limites. Par

contre, dans les situations quasi-statiques visco-élastiques ou visco-plastiques, le temps

intervient dans la loi de comportement.

Dans le cadre des simulations numériques, il est devenu de plus en plus fréquent de

chercher à représenter et modéliser des phénomènes et structure qui interagissent. C’est

le cas dans des domaines aussi variés que la simulation du frottement d’ailes d’avion, de

résistance de ponts au vent. Ces nombreux exemples ont en commun qu’une simulation

découplée de chacune des physiques est inadaptée à la situation.

Cette thèse représente une contribution à l’étude de l’existence, l’unicité et l’ap-

proximation numérique des solutions de quelques problèmes de contact avec ou sans

adhésion entre deux corps déformables, en tenant compte de l’effet piézoélectrique du

matériau. Sous l’hypothèse des petites transformations, nous étudions des processus

quasistatiques et dynamiques pour des matériaux piézoélectriques-élasto-viscoplastique

et thérmo-électro-viscoélastiques. Les conditions aux limites sont du type de compliance

normale avec adhésion pour les autres cas. Notre étude des phénomènes de contact

comprend les étapes suivantes : la modélisation mathématique, l’analyse variationnelle

incluant des résultats d’existence et d’unicité de la solution et l’approximation numé-

rique.

Cette thèse est composé trois parties ( quatre chapitres) est structurée de la manière

suivante :

Dans la première partie, nous introduisons les outils nécessaires pour une bonne
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Introduction

compréhension de l’ouvrage, cette partie et contiens deux chapitres.

Dans la première chapitrée, on commence par définir les cadres physiques, les lois de

comportement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formu-

lation mécanique des problèmes a étudié.

Dans le deuxième chapitre de cette thèse, est dédié aux définitions élémentaires des

notions d’analyses. nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse

fonctionnelle concernant les espaces fonctionnels, les opérateurs fortement monotones

et Lipschitz, les équations et les "inéquations variationnelles d’évolution paraboliques,

le lemme de Gronwall et quelques théorèmes qui seront d’une grande utilité pour les

démonstrations et qu’ils sont illustres de façons intéressantes de certaines manipula-

tions que l’on peut faire sur notre formulation qui caractérise ce qui nous décrivons

dans notre thèse.

Dans la deuxième partie (troisième chapitre), nous étudions le problème de de

Contact entre deux corps Piézoélectriques élasto viscoplastique avec endommagement ;

nous présentons une formulation variationnelle du problème et nous démontrons l’exis-

tence et l’unicité d’une solution faible en utilisant les techniques de point fixe et de

monotonie, puis pour l’analyse des estimations d’erreur, on adopte l’approximation va-

riationnelle complète où on discrétise la variable spatiale et la variable temporelle, le

contenu de cette partie est accepté pour publication [37].

Dans la troisième partie(quatrième chapitre), nous étudions le problème de de Contact

entre deux corps thérmo-électro-viscoélastiques avec adhésion, endommagement et va-

riable d’état interne ; nous présentons une formulation variationnelle du problème et

nous démontrons l’existence et l’unicité d’une solution faible en utilisant les techniques

de point fixe et de monotonie, puis pour l’analyse des estimations d’erreur, on adopte

l’approximation variationnelle complète où on discrétise la variable spatiale et la va-

riable temporelle, le contenu de cette partie est accepté pour publication [38].
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Notations générales

Notations diverses

N L’nsemble des entiers naturels,

R L’ensemble des nombres réels,

Sd L’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd(d = 2, 3),

C Constante réelle strictement positive,

i.e C’est-à-dire,

∂iψ La dérivée partielle de ψ par rapport à la ieme composante

x : ∂iψ = ∂ψ
∂xi
,

∇ψ Gradient de l’application ψ : ∇ψ = (∂1ψ, . . . , ∂dψ),

∂ψ Sous-différentiel de l’application ψ,

Divψ Divergence de l’application,ψ : Divψ = (∂1ψ + . . .+ ∂dψ),

” · ” Produit scalaire sur Rd ou Sd,

| · | La norme euclidienne sur Rd ou Sd,

(x, y) Paire d’un espace produit X × Y,

(., .)X le produit scalaire de X,

‖ · ‖X la norme de X,

L(X, Y ) L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y,

〈.〉X′×X Le produit dual entre X ′ et X,

p.p. Presque partout,

Ω` Ouvert de Rd, parfois domaine L’hertzien,

Ω` l’adhérence de Ω`,

Γ` La frontière de Ω` : Γ` = ∂Ω`,

Γ`i Les parties de frontière Γ`, (i = 1, 2, 3),

xi



Notations générales

mesΓ`i Mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ`i ,

dΓ`i Mesure superficielle sur Γ`i ,

ν` la normale unitaire sortante à Γ`,

v`ν , v
`
τ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v`

défini sur Ω`,

C1(Ω`) L’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω`,

D(Ω`) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et

à support compact,

D` L’espace
{
φ` =

(
φ`i
)

1≤i≤d ;φ`i ∈ D
(
Ω`
)

;∀i = 1, . . . , d
}

=
(
D(Ω`)

)d
,

L2(Ω`) Espace des fonctions u` mesurables sur Ω` telles que
∫

Ω`
|u`|2dx < +∞,

‖ · ‖L2(Ω`) La norme de L2(Ω`) définie par ‖ u` ‖L2(Ω`)=

(∫
Ω`
|u`|2dx

) 1
2

,

L∞(Ω`) Espace des fonctions u` mesurables sur Ω` telles que,

∃c > 0 :| u` |< c, p.p., sur Ω`,

H` l’espace L2(Ω`)d,

H`
1 l’espace H1(Ω`)d,

H` l’espace L2(Ω`)d×ds ,

H`
1 l’espace {τ ` = (τ `ij) ∈ H; div τ ` ∈ H`},

H
1
2 (Γ`) L’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ`,

H−
1
2 (Γ`) L’espace dual de H

1
2 (Γ`),

H1(Ω`) L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω`,

HΓ` L’espace
(
H

1
2 (Γ`)

)d
,

H
′

Γ`
l’espace dual de HΓ` .

γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles,

W ` l’espace {ψ` ∈ E`
1 | ψ` = 0 surΓ`a},

W` l’espace {D` = (D`
i ) | D`

i ∈ L2(Ω`), D`
i,i ∈ L2(Ω`)},

〈., .〉− 1
2
, 1
2
,Γ` Le produit de dualité entre H−

1
2 (Γ`) et H

1
2 (Γ`),

‖ · ‖
H−

1
2 (Γ`)

La norme de H−
1
2 (Γ`) définie par

‖ψ‖
H−

1
2 (Γ`)

= sup
φ∈H

1
2 (Γ`)

〈ψ,φ〉− 1
2 ,

1
2 ,Γ

`

‖φ‖
H

1
2 (Γ`)

.

Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par
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Notations générales

C(0, T ;H) L’espace des fonctions continues de [0, T ] dans H,

C1(0, T ;H) L’espace des fonctions continûment dérivables sur [0, T ] dans H,

Lp(0, T ;H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H,

‖ · ‖Lp(0,T ;H) La norme de Lp(0, T ;H),

W k,p(0, T ;H) L’espace de Sobolev de paramètres k et p,

‖ · ‖Wk,p(0,T ;H) La norme de W k,p(0, T ;H).

Notations élasticité

Ω1,Ω2 Les domaines occupés par les corps déformables,

Γ` La frontière de Ω` : Γ` = ∂Ω`,

Γ`1,Γ
`
2,Γ3 Les parties de Γ` = Γ`1 ∪ Γ`2 ∪ Γ3,

Γ1
3 = Γ2

3 = Γ3 L’interface de contact entre les corps Ω1,Ω2,

u` Vecteurs des déplacements dans le domaine Ω`, on écrit u`i
les composantes du vecteur dans la base canonique,

σ` Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u`, on écrit σ`i
les composantes du tenseur dans la base canonique,

σ`ν normale des contraintes à la frontière du domaine :σ`ν = (σ`ν`).ν`,

σ`τ le composante tangentielle du champ tensoriel σ`,

ϕ` Valeurs des potentiels électriques dans le domaine Ω`,

ζ Vecteurs d’adhésions sur la surface de contact Γ3,

D` Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine Ω`,

u̇`, ü` Les dérivées première et seconde de u` par rapport au temps,

ε(u`) Tenseur linéarisé des déformations :ε(u`)ij = 1
2
(∂iu

`
j + ∂ju

`
i),

σ` · u` Produit tensoriel (matriciel) de u` par σ` : (σ` · u`)i = σ`iju
`
j,

u`ν Composante normale du déplacement u` sur le bord du domaine :

u`ν = u` · ν`,

u`νν
` Vecteur composante normale du déplacement u` : (u`ν · ν`)i = u`ν · ν`i ,

u`τ Vecteur composante tangentielle du déplacement u` : u`τ = u` − u`νν`.
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Chapitre 1

Modélisation

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques phénomènes mécaniques et ther-

miques. Tout en introduisant quelques lois de comportement piézoélectrique, des mo-

dèles mathématiques et des différentes lois de contact ainsi que les conditions aux

limites des contacts qui nous servirons dans les chapitres suivants.

1.1 Cadre physique

Les phénomènes de contact considérés dans cette thèse sont décrits par deux cadres

physiques suivants ;

Cadre physique n01 (Problème piézoélectrique.) Nous considérons deux corps ma-

tériels qui occupent des domaines bornés Ω` ⊂ Rd(` = 1, 2; d = 2, 3). Pour chaque

domaine Ω` , la frontière Γ` est supposé Lipschitz continue, et est partitionnée en trois

parties mesurables disjointes Γ`1 , Γ`2 et Γ`3 , d’une part, et en deux parties mesurables

Γ`a et Γ`b, d’autre part, tel que meas(Γ`1) > 0, meas(Γ`a) > 0. Soit T > 0 et soit (0, T )

l’intervalle de temps d’intérêt. Le corps Γ` est soumis à des forces f `0 et à des charges

électriques volumiques de densité q`0. Les corps sont encastré sur Γ`1, donc le champ de

déplacement s’y annule. Les tractions de surface f `2 agissent sur Γ`2. Nous supposons

également que le potentiel électrique s’annule sur Γ`a et une charge électrique de surface

de densité q`2 est prescrite sur Γ`b. Les deux corps peuvent entrer en contact le long de

la partie commune Γ1
3 = Γ2

3 ≡ Γ3.
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Chapiter 1 1.1 Cadre physique

Figure1.1. Cadre Physique 1

Àvant d’obtenir les modèles mathématiques qui correspondent aux cadres physiques

présentés, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons ce cadre phy-

sique dans le chapitre 3 de ce mémoire.

Cadre physique n02 (Problème thérmo-piézoélectrique.) Nous considérons deux

corps thermo-électro-viscoélastiques qui occupant deux domaines bornés Ω1,Ω1 de l’es-

pace Rd(d = 2, 3) avec une surface frontière régulière Γ`, partitionée en trois parties

mesurables Γ`1,Γ
`
2 etΓ`3 telles que meas(Γ`1) > 0, meas(Γ`a) > 0. Nous notons par ν` la

normale unitaire sortante à Γ`. Les deux corps sont encastré sur Γ`1 dans une structure

fixe. Sur Γ`2 agissent des tractions surfaciques de densité f `2 et dans Ω` agissent des

forces volumiques de densité f `0. Soit T > 0 et soit [0, T ] l’intervalle de temps. En

plus de l’action des forces et des tractions, les deux corps sont soumis à l’action des

charges électriques de densité volumique q`0 et des charges électriques de surface. Pour

les décrire, nous considérons une deuxième partition de la frontière Γ` en trois parties

mesurables Γ`a, Γ`b et Γ`3 telles que meas(Γ`a) > 0. Nous supposons que les deux corps

sont en contact avec compliance normal et adhesion sur Γ`3, le potentiel électrique s’an-

nule sur Γ`a et une charge électrique superficielle de densité q`2 est préscrite sur Γ`b. (voir

Fig.1.2).
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Chapiter 1 1.1 Cadre physique

Figure1.2. Cadre Physique 2

nous utiliserons ce cadre physique dans le chapitre 4 de ce mémoire.

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd (d =

2, 3), ”·” et |·| représentent respectivement le produits scalaires et la norme euclidienne

sur Rd et Sd. Ainsi, nous avons

u` · v` = u`i · v`i , |v`| = (v` · v`)
1
2 , ∀u`,v` ∈ Rd,

σ` · τ ` = σ`i · τ `i , |τ `| = (τ ` · τ `)
1
2 , ∀σ`, τ ` ∈ Sd.

Pour chaque élément v` ∈ H`
1, nous notons par v`ν et v`τ les composantes normale et

tangentielle à la frontière définie par

v`ν = v` · ν`, v`τ = v` − v`νν`. (1.1)

Nous désignons par σ` = σ`(x, t) le champ des contraintes, par u` = u`(x, t) le champ

des déplacements et par ε(u`) le champ des déformations infinitésimales.

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des

fonctions par rapport à x ∈ Ω̄` et t ∈ [0, T ].

Pour un champ des contraintes σ` nous dénotons par σ`ν et σ`τ les composantes

normale et tangentielle à la frontière donnée par

σ`ν = (σ`ν`) · ν`, σ`τ = σ`ν` − σ`ν · ν`. (1.2)
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Chapiter 1 1.1 Cadre physique

En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(σ`ν`) · v` = σ`νv
`
ν + σ`τ · v`τ , (1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thèse, dans l’établissement des formulations

variationnelles des problèmes mécaniques de contact. En outre, les points au-dessus

d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps, par exemple

u̇` =
du`

dt
, ü` =

d2u`

dt2
,

où u̇` désigne le champ des vitesses et ü` désigne le champ des accélérations. Pour le

champ des vitesses u̇` les notations u̇`ν et u̇`τ représentent respectivement les vitesses

normale et tangentielle à la frontière, c’est-à-dire

u̇`ν = u̇` · ν`, u̇`τ = u̇` − u̇`ν · ν`.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans l’hypothèse des pe-

tites transformations

ε`(u`) = (ε`ij(u
`)), ε`ij(u

`) =
1

2
(∂ju

`
i + ∂iu

`
j).

Notons qu’ici et tout au long de la thèse, un indice qui suit une virgule indique une

dérivation partielle par rapport à la composante correspondant à la variable spatiale.

Passons maintenant à la description des modèles mathématiques associés aux cadres

physiques ci-dessus.

Modèle mathématique n01. Le premier modèle mathématique étudier dans cette

thèse décrit l’évolution du corps dans le cadre physique n01. Les fonctions inconnues

du problème sont les champs des déplacements u`, les champs des contraintes σ`, les

potentiels électriques ϕ`, les champs d’endommagements β` et les champs des dépla-

cements électriques D`, On sait qu’en général, L’évolution du corps matériel et décrit

par l’équation de mouvement de Cauchy.

Divσ` + f `0 = ρ`ü` dans Ω` × (0, T ). (1.4)

Les processus d’évolution modelés par l’équation précédente s’appellent processus

dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier : par

4



Chapiter 1 1.1 Cadre physique

exemple dans le cas où u̇` = 0, il s’agit d’un problème d’équilibre (processus statiques),

ou bien dans le cas où le champ des vitesses u̇` varie très lentement par rapport au

temps, c’est-à-dire que le terme ρ`ü` peut être négligé (processus quasi statiques). Dans

ces deux cas l’équation du mouvement devient :

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω` × (0, T ).

Puisque le corps Ω` est encastré sur Γ`1, le champ des déplacements s’annule

u` = 0 sur Γ`1 × (0, T ). (1.5)

La condition aux limites en tractions est

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0, T ). (1.6)

Nous allons compléter ultérieurement le modèle mathématique (1.4)-(1.6) par les condi-

tions de contact sur la partie Γ3 de la frontière.

Modèle mathématique n02. Ce modèle mathématique décrit l’évolution du corps

dans le cadre physique n02. A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du pro-

blème, à savoir les potentiels électriques ϕ` : Ω` × [0, T ] → R et les champs des dé-

placements électriques D` : Ω` × [0, T ]→ Rd. L’évolution du corps piézoélectrique est

décrite par l’équation d’équilibre pour le champ de déplacement électriques :

divD` = q`0 dans Ω` × (0, T ), (1.7)

où "div" est l’opérateur de divergence pour les vecteurs, divD` = D`
i,i, et q`0 représente

la densité des charges électriques volumique sur Ω`. Rappelons que dans les cadres

physiques, le potentiel électrique s’annule sur la partie Γ`a de la frontière

ϕ` = 0 sur Γ`a × (0, T ), (1.8)

tandis que sur Γ`b, une charge électrique de densité q`2 est préscrit,

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0, T ). (1.9)

Ce modèle piézoélectrique (1.4)-(1.9) sera complété ultérieurement par les conditions

aux limites sur la surface de contact Γ3.
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Chapiter 1 1.2 Lois des comportements

Les équations précédentes sont insuffisantes à elles seules pour décrire le mouvement

du corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau

lui-même, c’est l’objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxième

paragraphe de ce chapitre.

1.2 Lois des comportements

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le

tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut

imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques

pour les matériaux unidimensionnels constitue le point de départ dans l’établissement

des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides :

essais de chargement monotone, essais de charge-déchargent, essais de fluage et essais

de relaxation.

Dans la description des phénomènes purement mécaniques, par la loi de comportement,

nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes σ`, le tenseur

des déformations infinitésimales ε` et leurs dérivées temporelles σ̇` et ε̇`, cette définition

se modifie légèrement dans la description des phénomènes électromécaniques, car ici

nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique D`

ainsi que le champ électrique E`(ϕ`).

Nous présentons par la suite les lois de comportement des matériaux : matériaux électro-

élastiques, matériaux piézoélectriques élasto-viscoplastique, matériaux thérmo-électro-

viscoélastique.

1.2.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux où le tenseur des contraintes σ`

et le vecteur des déplacements électriques D` sont reliés par la loi de comportement :
σ` = F `ε(u`)− (E `)∗E(ϕ`),

D` = B`E(ϕ`) + E `ε(u`),

E(ϕ`) = −∇ϕ`,

(1.10)
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Chapiter 1 1.2 Lois des comportements

où F ` est l’opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, à champ électrique nul, E ` =

(e`ijk) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et

la déformation à champ constant ou nul ; B` = (b`ij) est le tenseur de la permittivité

électrique à déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini positif et

E`(ϕ`) = −∇ϕ`, où ∇ϕ` = (ϕ`(,i)) représente le champ électrique. Par ailleurs (E `)∗ =

(e`,∗ijk) dénote le transpose du tenseur E `, tel que

E `σ.v = σ.(E `)∗v ∀σ ∈ Sd, v ∈ Rd. (1.11)

Pour plus de détails sur les lois de comportement (1.10), nous renvoyons le lecteur à

voir par exemple [2, 5].

1.2.2 Loi de comportement piézoélectrique élasto-viscoplastique

avec endommagement

Dans ce cas la loi de comportement Piézoélectrique élasto-viscoplastique avec en-

dommagement est donnée par

σ` = A`ε(u̇`) + G`ε(u`)+(E `)∗∇ϕ`+∫ t

0

F `
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)),β`(s)

)
ds,

(1.12)

D` = E `ε(u`)− B`∇ϕ`, (1.13)

oùD` est le champ de déplacement électrique, u` le champ de déplacement, σ` et ε(u`)

représentent respectivement la contrainte et le tenseur de déformation linéarisé. Ici A`

est une fonction non linéaire donnée, F ` est la relaxation tenseur, et G` représente

l’opérateur d’élasticité. E(ϕ`) = −∇ϕ` est le champ électrique, E ` = (eijk) représente

le tenseur piézoélectrique du troisième ordre, (E `)∗ est sa transposition. Il résulte de

(1.12) qu’à chaque instant, le tenseur des contraintes σ`(t) décompose en trois parties :

σ`(t) = σ`V (t) + σ`E(t) + σ`R(t), où σ`V (t) = A`ε(u̇`(t)) représente la partie purement

visqueuse de la contrainte σ`E(t) = (E `)∗∇ϕ`(t) représente la partie électrique de la

contrainte et σ`R(t) satisfait une relation élastique-viscoplastique de type taux

σ`R(t) = G`ε(u`(t)) +

∫ t

0

F `
(
σ`R(s), ε(u`(s)),β`(s)

)
ds. (1.14)

7



Chapiter 1 1.2 Lois des comportements

Divers résultats, exemples et interprétations mécaniques dans l’étude des matériaux

élastiques viscoplastiques de la forme (1.14) peuvent être trouvés dans [44, 24] at les

références qu’il contient. Notons aussi que lorsque F ` = 0, la loi de comportement

(1.12) devient le Kelvin-Voigt électroviscoélastique relation constitutive

σ`(t) = A`ε(u̇`(t)) + G`ε(u`(t)) + (E `)∗∇ϕ`(t). (1.15)

Les problèmes de contact dynamique avec les matériaux de Kelvin-Voigt de la forme

(1.15) peuvent être trouvés dans [5]. La condition de contact de conformité normale

a d’abord été considérée dans [39] dans l’étude de problèmes dynamiques avec des

matériaux linéairement élastiques et viscoélastiques, puis elle a été utilisée dans diverses

références, voir, par exemple, [35, 49]. Cette condition permet l’interpénétration de la

surface du corps dans l’obstacle et elle a été justifiée en considérant l’interpénétration

et la déformation des aspérités de surface.

L’endommagement β` est donné par l’inclusion différentielle suivante

β̇
` − κ`∆β` + ∂ψK`(β`) 3 S`(σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`), (1.16)

où K` désigne l’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles définies par,

K` = {ξ ∈ V `; 0 ≤ ξ ≤ 1, p.p. dans Ω`}, (1.17)

κ` un coefficient positif, ∂ψK` représente le sou différentiel de la fonction d’indicateur

de l’ensemble K` et S` est une fonction constitutive donnée qui décrit les sources des

d’endommagement dans le système. Lorsque β` = 1, il n’y a aucun endommagement

dans le matériau Ω`, lorsque β` = 0, la matière complètement endommagée, quand

0 < β` < 1, il y a endommagements partiel et le système a une capacité de charge

réduite. Nous utilisons la loi de comportement des matériaux Piézoélectriques élasto-

viscoplastique avec endommagement dans le chapitre 3 dans cette thèse.
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Chapiter 1 1.2 Lois des comportements

1.2.3 Loi de comportement thérmo-électro-viscoélastiques avec

adhésion, endommagement et variable d’état interne

La loi de comportement d’un matériau thérmo-électro-viscoélastiques avec adhésion,

endommagement et variable d’état interne est donnée par

σ` = A`ε(u̇`) + B`ε(u`)− (E `)∗E(ξ)` +∫ t

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))− (E `)∗∇ξ(s), ε(u`(s)), ς`(s),k`(s), τ `(s)

)
ds,

(1.18)

k̇
`

= Θ`
(
σ` −A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, (1.19)

D` = E `ε(u`) + β`E(ξ`), (1.20)

où u` désigne le champ de déplacement σ` et ε(u`) représentent respectivement la

contrainte et le tenseur de déformation linéarisé, D` est le champ de déplacement

électrique. Ici A` et B` sont des opérateurs non linéaires décrivant respectivement les

propriétés purement visqueuses et élastiques du matériau, G` est une fonction consti-

tutive non linéaire décrivant le comportement viscoplastique du matériau. k` désigne

la variable d’état interne, ς` et τ ` représentent respectivement l’endommagement et le

champ de température, Θ` est également une fonction constitutive non linéaire. Il existe

une variété de choix pour les variables d’état internes, pour référence dans le domaine

voire [14, 16]. Certaines variables d’état interne couramment utilisées sont la déforma-

tion plastique et un certain nombre de variables tensorielles qui prennent en compte

l’affichage spatial des dislocations et l’écrouissage du matériau. E(ξ`) est le champ élec-

trique qui satisfait E(ξ`) = −∇ξ`, où ξ` est le potentiel électrique. Aussi, E ` représente

le tenseur piézoélectrique du troisième ordre, (E)∗ est sa transposition et β` désigne le

tenseur de permittivité électrique. Il résulte de (1.18) qu’à chaque instant, le tenseur

des contraintes σ` est décomposé en trois parties σ` = σ`V +σ`E+σ`R, où σ`V = A`ε(u̇`)

représente la partie purement visqueuse de la contrainte, σ`E = −(E)∗E(ξ`) représente

la partie électrique de la contrainte et σR est la partie élastoplastique de la contrainte

qui satisfait

σ`R = B`ε(u`) +

∫ t

0

G`
(
σ`R(s), ε(u`(s)), ς`(s),k`(s), τ `(s)

)
ds. (1.21)

9
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Notons également que lorsque G` = 0 la loi de comportement (1.18) devient la relation

de comportement électro-viscoélastique de Kelvin-Voigt

σ` = A`ε(u̇`) + B`ε(u`)− (E)∗E(ξ`). (1.22)

Les problèmes de contact avec les matériaux de Kelvin-Voigt de la forme (1.22) peuvent

être trouvés dans [3, 35, 48]. Nous utilisons une loi piézoélectrique thermo-élasto-

viscoplastique avec endommagement et variable d’état interne donné par (1.18)-(1.20)

où l’endommagement des matériaux causé par les déformations plastiques. L’inclusion

différentielle utilisée pour l’évolution du champ d’endommagement est

ς̇`− κ`∆ς`+ ∂ψK`(ς`) 3 φ`
(
σ` −A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
où K` désigne l’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles définies par,

K` = {ω ∈ H1(Ω`); 0 ≤ ω ≤ 1, p.p. dans Ω`}, (1.23)

κ` est un coefficient positif, ∂ψK` représente le sou différentiel de la fonction indicatrice

de l’ensemble K` et φ` est une fonction constitutive donnée qui décrit les sources dûs

dommage dans le système. Lorsque ς` = 1, il n’y a pas de dommage dans le matériau,

lorsque ς` = 0, le matériau est complètement endommagé, lorsque 0 < ς` < 1, il y a un

dommage partiel et le système a une capacité de charge réduite. De nouveaux modèles

généraux de dommages ont été dérivés dans [21, 23, 20] du principe de puissance

virtuelle. L’inclusion différentielle utilisée pour l’évolution du champ de température

est

τ̇ ` − κ`0∆τ ` = Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
+ χ`

où Ψ` est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par

les forces intérieures. Ici, et ci-dessous κ`0 est une constante strictement positive et χ`

une donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux thérmo-électro-viscoélastiques

avec adhésion , endommagement et variable d’état interne dans le chapitre 4 dans cette

thèse.

Nous passons maintenant aux conditions aux limites utilisées dans les chapitres 3

et 4.
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1.3 Conditions aux limites

Dans cette étape, nous définirons les conditions aux limites de chacune des parties

Γ`. comme suit

1.3.1 La condition aux limites de déplacement

Les corps sont encastrés dans une position fixe sur la partie Γ`1 × [0, T ], le champ

des déplacements u` est par conséquent nul :

u` = 0 surΓ`1 × [0, T ]. (1.24)

1.3.2 La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f `2 agit sur Γ`2×[0, T ] et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy σ`ν` satisfait :

σ`ν` = f `2 surΓ`2 × [0, T ]. (1.25)

1.3.3 Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées à partir des deux équations ;

ϕ` = 0 surΓ`a × [0, T ], (1.26)

D`ν` = q`2 surΓ`b × [0, T ]. (1.27)

1.3.4 Conditions continue aux limites de contact.

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites à la fois en direc-

tion de la normale et dans le plan tangent, ces dernières étant appelées conditions de

frottement. En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral

(lorsqu’il ne peut y’avoir d’interpénétration entre les deux corps), bilatéral (lorsqu’il

n’y a pas de séparation entre les deux corps ), de compliance normale(lorsque surface

de contact est déformable) ou bien de réponse normale instantanée (lorsque la surface

de contact est lubrifié). À par le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle

11



Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

(le cas sans frottement), le frottement peut être à seuil (quand le glissement se produit

que lorsque la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque

le glissement se produit pour n’importe quelle force de frottement). Parmi les lois de

frottement à seuil, les plus utilisées dans la littérature sont celles de Coulomb et de

Tresca ; elles modélisent un frottement sec, alors que les lois de frottement sans seuil

modélisent un frottement lubrifié.

On définit le déplacement normal par relatif d’un corps par rapport à l’autre sur la

zone de contact Γ3 par

[uν ] = u1
ν + u2

ν , (1.28)

et le déplacement tangent par relatif d’un corps par rapport à l’autre sur la zone de

contact Γ3 par

[uτ ] = u1
τ − u2

τ . (1.29)

La continuité des contraintes sur l’inter faces Γ3 se traduit par :

σ1
ν = σ2

ν ≡ σν , σ
1
τ = −σ2

τ ≡ στ surΓ3. (1.30)

Conditions aux limites de contact de Signorini.

La condition de contact non-pénétration entre les deux corps est exprimée par la

relation suivante :

[uν ] ≤ 0 sur Γ3. (1.31)

Au point de Γ3 tels que [uν ] < 0, il y’ a séparation entre les deux corps. Les contraintes

normales y sont alors nulles. Par conséquent, on a :

[uν ] < 0⇒ σν = 0 sur Γ3. (1.32)

Au point de Γ3 tels que [uν ] = 0, le contact est maintenu et chaque corps exerce une

réaction normale orientée vers l’autre corps et donc nous pouvons écrire

[uν ] = 0⇒ σν ≤ 0 sur Γ3. (1.33)

On dit que le contact entre les deux corps sans frottement si les mouvements tangentiels

sont libres, ce qui traduit par :

σ1
τ = σ2

τ = 0 sur Γ3. (1.34)
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Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

Pour résumer, les conditions de contact (1.28)-(1.34) s’écrivent d’une manière combinée

de la façon suivante : suivante :
(a) : σ1

ν = σ2
ν
noté≡ σν

(b) : [uν ] ≤ 0, σν ≤ 0, [uν ]σν = 0

(c) : σ1
τ = σ2

τ = 0

sur Γ3. (1.35)

Les conditions aux limites de la forme (1.35) sont aussi appelés "conditions de contact

unilatéral" ou bien "conditions de contact de Signorini".

Contact avec compliance normale.

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas

connue a priori. La contrainte normale σ`ν satisfait la condition dite de compliance

normale σ
1
ν = σ2

ν ≡ σν ,

−σν = pν([uν ]− g),

(1.36)

où g représente l’interstice entre les deux corps et pν est une fonction positive donnée,

appelée fonction de compliance normale.

Cette condition indique qu’un cops exerce une action sur l’autre corps en fonction

de sa pénétration [uν ] − g. Précisons que dans les chapitres 4 de la cette thèse nous

considérons le cas ou d’un corps reposons sur l’autre corps, c’est-à-dire, l’interstice est

nul, g = 0. Pour la fonction de compliance normale pν on prend comme exemple la

fonction suivante

pν(r) = cνr+, (1.37)

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Un deuxième exemple est donné

par

pν(r) =

cνr+ si r ≤ α,

cνα si r > α,

(1.38)

où α est un coefficient positif relatif à la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition

de contact (1.36) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle
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Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

dépasse α, la fondation se désintègre et n’offre plus de résistance à la pénétration.

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans cette thèse

Contact avec compliance normale et un amortissement normal

Soit maintenant pi, pour i = ν, τ la fonction de compliance normale satisfaite pi(r) =

0 si r ≤ 0 et qi, est une fonction de raideur tangentielle non négative. satisfait la

condition disait une compliance normale, un amortissement normal − σν = pν([uν ]− g) + qν([u̇ν ])

‖στ‖ = pτ ([uτ ]− g) + qτ ([u̇τ ])
sur Γ3 × (0, T ), (1.39)

où g représente l’interstice entre les deux corps .

Cette condition indique qu’un cops exerce une action sur l’autre corps en fonction

de sa pénétration [uν ] − g. Précisons que dans les chapitres 3 de la cette thèse nous

considérons le cas ou d’un corps reposons sur le autre corps, c’est-à-dire, l’interstice est

nul, g = 0.

Contact sans frottement

Dans un contact sans frottement, l’action mécaniques transmissible par obstacle

entre deux solides ne peut être en tout point que normale au contact .

Ceci se traduit par la relation

στ = 0

qui signifie que la contrainte tangentielle est nul.

Dans le cas où la contrainte tangentielle n’est pas nulle-on dit que le mouvement tan-

gentiel se produit avec frottement ce qui nous oblige à introduire une loi de frottement

qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables du sys-

tème.
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Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

Figure(1.3) –Loi de Coulomb (1) et sa régularisation(2).

Lois de contact avec compliance normale et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur

Γ3×(0, T ), on introduit une variable interne d’État définie sur Γ3×(0, T ), qui représente

l’intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 ≤ ζ ≤ 1. Quand ζ = 1 à

un point x ∈ Γ3, l’adhésion est complète et tou les liens sont actifs, quand ζ = 0 tous

les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < ζ < 1 c’est le cas

d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plusieurs détails sur cette

section, on renvoie par exemple [17]. On suppose que la contrainte normale satisfait la

condition de compliance normale avec adhésion :

σν = −pν([uν ]) + γνζ
2Rν([uν ]) sur Γ3 × (0, T ), (1.40)

où σν est le déplacement normal, γν est un coefficient positif, pν : Γ3×R −→ R+ est une

fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction Rν : R −→ R+

est l’opérateur de troncature donné par :

Rν(s) =


L si s ≤ −L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si s > 0.

(1.41)

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition (1.40) indique que

chaque corps exerce une action sur l’autre corps en fonction de sa pénétration [u], où
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Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

le deuxième terme de l’égalité est la contribution de l’adhésion à la tension de surface.

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.40) a été déjà utilisée

dans [15], [26].

Figure(1.4) -représentation graphique de l’operateur de tractionRν

Quand le champ d’adhésion ζ est nul,(1.40) devient :

σν = −pν([uν ]) sur Γ3 × (0, T ), (1.42)

qui représente la condition de compliance normale.

1.3.5 Condition dans le plan tangent

Aux points de Γ3, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendue

de l’adhésion et du déplacement tangentiel,

στ = −pτ (ζ)Rτ ([uτ ]) sur Γ3 × (0, T ), (1.43)

où Rτ est un opérateur de troncation défini par la relation

Rτ (v) =

v si ‖ v ‖≤ L,

L v
‖v‖ si ‖ v ‖> L.

(1.44)

16



Chapiter 1 1.3 Conditions aux limites

Alors, pτ (ζ) agit comme une constante de ressort, qui croit avec ζ ; la traction est

en direction opposée au déplacement. Le module maximum de la traction tangentiel

dans (1.43) est pτ (1)L > 0. La traction de frottement tangentielle est supposée être

beaucoup plus petite que l’adhésion et est donc omise. Quand elle n’est pas négligeable

on doit ajouter la traction de frottement comme cela a été fait en [25].

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la

forme :

ζ̇ = Had(ζ, Rν(u
1
ν + u2

ν),Rτ (u
1
τ − u2

τ )) sur Γ3 × (0, T ), (1.45)

ζ(0) = ζ0 sur Γ3. (1.46)

Had est une fonction générale qui s’annule quand le premier de ses variables s’annule,

et [uτ ] = u1
τ − u2

τ , le déplacement tangent relatif de corps Ω1 par rapport l’autre corps

Ω2 sur la zone de contact, et ζ0 l’adhésion initiale, tel que :

0 ≤ ζ0 ≤ 1, p.p. surΓ3. (1.47)

Sous les conditions (1.45)-(1.47), on a la remarque suivante :

Remarque 1.3.1 : Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ

d’adhésion vérifie la restriction 0 ≤ ζ ≤ 1. En effet, puisque ζ̇ ≤ 0 donc ζ ≤ ζ0 ≤ 1.

En outre, si ζ = 0 quand t = t0, donc ζ̇ = 0 pour tout t ≥ t0, et d’où ζ = 0 pour

tout t ≥ t0, p.p. x ∈ Γ3. Alors, nous concluons que 0 ≤ ζ ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ] p.p.

x ∈ Γ3.
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Ce chapitre est consacré à la disruption des espaces utilisés dans cette thèse. Nous

supposons que Ω` est un domaine borné et des lipschitz de Rd, (d = 2, 3), c’est-à-dire

que sa frontière Γ` est présentable comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur

un ouvert de Rd−1 avec une partition de trois parties mesurables disjointes Γ`1,Γ
`
2 et Γ`3

d’un côté est et une partition de Γ`1 ∪ Γ`2, en deux parties ouvertes Γ`a et Γ`b d’un autre

coté, telles que mes(Γ`1) > 0 et mes(Γ`a) > 0.

2.1 Contraction

Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémentaire dans la

théorie du point fixe . En analyse ces théorèmes se relèvent être des outils très utiles en

mathématiques, principalement dans le domaine de résolution des equations différen-

tielles. Le théorème de point fixe de Banach donne un critère général dans les espaces

métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tend vers un

point fixe. En définissent quelques définitions qui permettent d’affirmer qu’une fonction

f admet des critères de théorème du point fixe de contraction.

Définition 2.1.1 Soit (X, d) un espace métrique, une application f : X −→ X est

dite lipschitzienne de rapport k ≥ 0 si ;

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) pour tout x, y ∈ X

k est dite constante de Lipschitz.
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Chapiter 2 2.2 Espaces de Hilbert

Définition 2.1.2 Soit (X, d) un espace métrique, une application f : X −→ X est

dite 1− lipschitzienne si k = 1 et

d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) pour tout x, y ∈ X

et l’application f est dite non expansive.

Définition 2.1.3 L’application lipschitzienne f est appelé.

1. non expansive si k ≤ 1.

2. contraction si 0 < k < 1.

Théorèm 2.1.1 Soit (X, d)un espace métrique complet et f : X −→ X une contrac-

tion avec k sa constante de Lipschitz .

Alors f admet un unique point fixe u ∈ X.

En outre, pour tout x ∈ X,

lim
x−→∞

fn(x) = u,

d(fn(x), u) =≤ kn

1− k
d(x, f(x)).

Maintenant il nous est paru nécessaire de présenter quelques espaces, quelques

résultats sur les opérateurs fortement monotones et Lipschitzienne, les inéquations

variationnelles et dévolution.

2.2 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (., .)H un produit scalaire sur H c’est-à-dire

(., .)H : H×H→ R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par ‖ · ‖H l’application de H → R+ définie par :

‖ u ‖H= (u, u)
1
2
H , (2.1)

et on rappelle que ‖ · ‖H est une norme surH qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|(u, v)H | ≤‖ u ‖H‖ v ‖H , ∀u, v ∈ H. (2.2)
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On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie

par (2.1). Soit H ′ l’espace dual de H c’est-à-dire l’espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

‖ η ‖H′= sup
v∈H−{0}

< η, v >H′×H

‖ v ‖H
,

où 〈., .〉H′×H représente la dualité entre H ′ et H.

Théorèm 2.2.1 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un

espace de Hilbert et soit H ′ son espace dual. Alors, pour tout φ ∈ H ′ il existe f ∈ H

unique tel que

〈φ, v〉H′×H = (f , v)H ∀v ∈ H.

De plus

‖ φ ‖H′=‖ f ‖H .

L’importance de ce théorème est que tout forme linéaire continue sur H peut se

représenter à l’aide du produit scalaire. L’application φ 7→ f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H ′ .

2.3 Les espaces Lp(Ω`)

Définition 2.3.1 (Espace de Lebesgue). Soit p ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. On appelle l’espace

de Lebesgue Lp(Ω) l’ensemble ,

Lp(Ω) = {v : Ω→ R mesurable sur Ω et |v|p lebesgue integrable sur Ω}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) =
( ∫

Ω

| v(x) |p dx
)1/p

.

Si p =∞ et v : Ω→ R, mesurable, alors on définit ‖.‖L∞(Ω) par :

‖v‖L∞(Ω) = supss(v) = inf{c; |v(x)| ≤ c}.

L’espèce L∞(Ω) est aussi un espace de Banach.
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Définition 2.3.2 Soit p ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. On dit qu’une fonction u : Ω → R appar-

tient à Lploc(Ω) si u ◦ IK ∈ Lp pour tout ∀K ⊂ Ω où IK représente l’application identité

de K.

Théorèm 2.3.1 . Pour tout p ∈ [1,+∞[, les espaces Lp(Ω) vérifient les assertions

suivantes ;

1) les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach.

2) Pour tout fonction u, v ∈ L1(Ω) et l’inégalité de Hölder est vérifiée ; i.e

∫
Ω

| u(x)v(x) | dx ≤‖ u ‖Lp(Ω)‖ v ‖Lq(Ω), avec (
1

p
+

1

q
= 1).

3) les espaces Lp(Ω) sont des espaces séparables pour p.

4) L’espace L2(Ω) munit de produit scalaire

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,∀u, v ∈ L2(Ω),

est un espace de Hilbert. De plus l’inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant à l’in-

égalité de Hölder est vérifiée ; i.e.∫
Ω

| u(x)v(x) | dx ≤‖ u ‖L2(Ω)‖ v ‖L2(Ω) .

2.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siècle et ont permis de

résoudre bon nombre de problèmes concernant les équations aux dérivées partielles

sans réponse jusque-là.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espace de Sobolev H1(Ω)

défini par ;

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) | ∂iu ∈ L2(Ω) i = 1, · · · , d}.

On note par ∇u le vecteur de composante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout

u ∈ H1(Ω).

On sait qui H1(Ω) est un espace d’Hilbert pour le produit scalaire ;

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω),
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et la norme associée :

‖ u ‖H1(Ω)= (u, u)
1
2

H1(Ω), et on écrit ‖ u ‖2
H1(Ω)=‖ u ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇u ‖2
L2(Ω)d .

On a les résultats suivants :

C1(Ω̄) est dense dansH1(Ω).

Théorèm 2.4.1 (Rellich)

H1(Ω) ⊂c L2(Ω) avec injection compacte.

Théorèm 2.4.2 (trace de Sobolev)

Il existe une application linéaire et continue δ : H1(Ω) → L2(Γ) telle que δu = u|Γ
pour tout u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 2.4.1 L’espace L2(Γ) ci-dessus représenté l’espace de fonctions réel sur Γ

qui sont L2 pour la mesure superficielle dT . L’application δ s’appelle application de

trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l’application u → u|Γ
définir pour u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 2.4.2 On note que l’application de trace δ : H1(Ω)→ L2(Γ) est un opéra-

teur compacte.

Définition 2.4.1 Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace

de Sobolev Wk,p(Ω) par

Wk,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)∀α, |α| ≤ k;∃vα ∈ Lp(Ω), tel que vα = Dαu}.

Remarque 2.4.3 Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier

Dαu et vα.

La norme sur l’espace Wk,p(Ω) est donnée par

‖ u ‖Wk,p(Ω)=

(
∑
|α|≤k ‖ Dαu ‖Lp(Ω))

1
p si 1 ≤ p <∞,

max|α|≤k ‖ Dαu ‖L∞(Ω) si p =∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace Wk,2(Ω) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.
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Théorèm 2.4.3 Les espaces de Sobolev Wk,p(Ωell), pour k ∈ N et p ∈ [1,+∞], munis

de la norme ‖ · ‖, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces Hk(Ω), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [6].

2.5 Espaces fonctionnels

Nous utilisons des notations standard pour les espaces Lebesgue et Sobolev associés

à Ω` et Γ` et, de plus, on considère les espaces

H` = {v` = (v`i )1≤i≤d; v
`
i ∈ L2(Ω`)},

H` = {τ ` = (τ `ij)1≤i,j≤d; τ
`
ij = τ `ji ∈ L2(Ω`)},

H`
1 = {v` = (v`i )1≤i≤d; ε(v

`) ∈ H`},

H`
1 = {τ ` = (τ `ij)1≤i≤d; τ

` ∈ H`, Divτ ` ∈ H`},

Y ` =
{
λ` = (λ`i)1≤i≤m; λ`i ∈ L2(Ω`)

}
.

(2.3)

Il est facile de vérifier que les espaces H`,H`, H`
1,H`

1,Y
`, et V ` sont tous les espaces

Hilbert équipés des produits intérieurs

(u`,v`)H` =
∫

Ω`
u`.v`dx,

(σ`, τ `)H` =
∫

Ω`
σ`.τ `dx,

(u`,v`)H`
1

=
∫

Ω`
u`.v`dx+

∫
Ω`
∇u`.∇v`dx,

(σ`, τ `)H`1 =
∫

Ω`
σ`.τ `dx+

∫
Ω`

Divσ`.Div τ `dx,

(λ`,µ`)Y ` =
∫

Ω`
λ`.µ`dx,

(2.4)

et les normes associées ‖.‖H` , ‖.‖H` , ‖.‖H`
1
, ‖.‖H`1 , et ‖.‖Y `

1
respectivement. Ici et ci-

dessous, nous utilisons la notation

∇u` = (u`i,j), ε(u
`) = (εij(u

`)), εij(u
`) =

1

2
(u`i,j + u`j,i), ∀u` ∈ H`

1.

Divσ` = (σ`ij,j), ∀σ` ∈ H`
1.

Puisque la frontière Γ` est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur ν` à la frontière

est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v` ∈ H`
1 nous utilisons la notation v` pour
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désigner la trace γv` de v` sur Γ`.

Rappelons que l’application de trace γ : H`
1 → L2(Γ`)d est linéaire et continu, mais

n’est pas surjective.

Désignons par H ′
Γ`

le dual de HΓ` , et (·, ·) le produit de dualité entre H ′
Γ`

et HΓ` .

Pour tout σ` ∈ H`
1, il existe un élément σ`ν` ∈ H ′

Γ`
tel que :

(σ`ν`, γv`) = (σ`, ε(v`))H` + (Divσ`,v`)H` ∀v` ∈ H`
1. (2.5)

En outre, si σ` est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(σ`ν`, γv`) =

∫
Γ`
σ`ν` · v`da ∀v` ∈ H`

1. (2.6)

Donc, pour σ` assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(σ`, ε(v`))H` + (Divσ`,v`)H` =

∫
Γ`
σ`ν` · v`da ∀v` ∈ H`

1, (2.7)

où da est un élément de mesure de surface.

Nous définissons le sous-espace fermé de H`
1

V` = {v` ∈ H`
1 | v` = 0 surΓ`1}. (2.8)

Puisque mes(Γ`1) > 0, l’inégalité de Korn s’applique sur V` ; alors, il existe une

constante ck > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`1 telle que

‖ ε(v`) ‖H`≥ ck ‖ v` ‖H`
1
∀v` ∈ V`. (2.9)

Nous considérons sur l’espace V`, le produit scalaire donné par

(u`,v`)V` = (ε(u`), ε(v`))H` ∀u`,v` ∈ V`, (2.10)

et soit ‖ · ‖V` la norme associée, i.e.

‖v`‖V` = ‖ε(v`)‖H` ∀v` ∈ V`. (2.11)

Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H`
1
et ‖ · ‖V` sont des normes équivalentes

sur V` et ainsi (V`, ‖ · ‖V`) est un espace de Hilbert.

De plus, en utilisant le Théorème de trace de Sobolev, (2.7) et (2.9), il existe une

constante c0 > 0 dépendant uniquement de Ω`, Γ`1 et Γ3 telle que :

‖v`‖L2(Γ3)d ≤ c0‖v`‖V` ∀v` ∈ V`. (2.12)
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Pour une fonction scalaire ζ, qui représente le champ d’adhésion sur la surface Γ3

du contact, nous définissons l’ensemble

Q = {ζ : Γ3 × (0, T )→ R | 0 ≤ ζ(t) ≤ 1 sur Γ3}. (2.13)

On introduit également les espaces suivants :

E`
0 = L2(Ω`), E`

1 = H1(Ω`), L`0 = L2(Ω`), L`1 = H1(Ω`),

W` = {ξ` ∈ H1(Ω`) | ξ` = 0 surΓ`a}, W` = {D` = (D`
i ) | D`

i ∈ L2(Ω`), D`
i,i ∈ L2(Ω`)},

où divD` = (D`
i,i). Ces espaces W` et W` sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par

(ϕ`, ξ`)W` = (∇ϕ`,∇ξ`)H` , (D`,E`)W` = (D`,E`)H` + (divD`, divE`)L2(Ω`), (2.14)

soient ‖ · ‖W` et ‖ · ‖W` les normes associées ; c’est-à-dire

‖ξ`‖W` = ‖∇ξ`‖H` , ‖D`‖2
W` = ‖D`‖2

H` + ‖divD`‖2
L2(Ω`). (2.15)

Puisque mes(Γ`a) > 0, l’inégalité de Friedrich-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante c > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`a telle que

‖∇ξ`‖H` ≥ c‖ξ`‖H1(Ω`), ∀ξ` ∈W`. (2.16)

Une démonstration de l’inégalité de Friedrichs-Poincaré peut être trouvé dans [42]. Sur

l’espace W nous considérons le produits scalaires donné par

(ϕ`, ξ`)W` =

∫
Ω`
∇ϕ`.∇ξ` (2.17)

Une démonstration de l’inégalité de Friedrichs-Poincaré trouvé dans [19].

Il s’ensuit de (2.16) que ‖ · ‖H1(Ω`) et ‖ · ‖W` sont des normes équivalentes sur W` et

donc (W`, ‖ · ‖W`) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théorème de trace de

Sobolev, il existe une constante c̃0
` dépendant uniquement de Ω`, Γ`a etΓ3, telle que

‖ξ`‖L2(Γ3) ≤ c̃0
`‖ξ`‖W` , ∀ξ` ∈W`. (2.18)

Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :

V = V 1 × V 2 , H = H1 ×H2 , H1 = H1
1 ×H2

1 ,
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H = H1 ×H2 , H1 = H1
1 ×H2

1 , W = W1 ×W2 , W =W1 ×W2,

E0 = E1
0 × E2

0 , E1 = E1
1 × E2

1 , L0 = L1
0 × L2

0 , L1 = L1
1 × L2

1

les espaces V,W,W , E0, E1, L0 et L1 sont des espaces de Hilbert réels dotés des pro-

duits scalaires canoniques notée (·, ·)V, (·, ·)W, (·, ·)W , (·, ·)E1 et(·, ·)L1 . Les normes asso-

ciées seront désignées par ‖ · ‖V, ‖ · ‖W, ‖ · ‖W , ‖ · ‖E1 et‖ · ‖L1 , respectivement.

On rappelle les principaux résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de

temps et a valeur dans un espace de Banach réel, nous utilisons la classique notation

pour les espaces Lp(0, T ;X),W k,p(0, T ;X), où 1 ≤ p ≤ ∞, k ≥ 1. Nous notons par

C((0, T ),X) et C1((0, T ),X) les espaces des fonctions continus et continûment différen-

tiables sur (0, T ) avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

‖f ‖C((0,T ),X) = max
t∈(0,T )

‖f (t)‖X,

‖f ‖C1((0,T ),X) = max
t∈(0,T )

‖f (t)‖X + max
t∈(0,T )

‖ḟ (t)‖X.

Nous notons par Cc((0, T ),X) l’ensemble des fonctions continues à support compact

dans (0, T ) à valeurs dans X .

Définition 2.5.1 Une fonction f : (0, T ) → X est dite mesurable s’il existe un sous

ensemble E ⊂ (0, T ) de mesure nulle et une suite (fn)n∈N de fonctions appartenant à

Cc((0, T ),X) telle que ‖fn(t)− f (t)‖X −→ 0 quand n −→∞, pour tout t ∈ (0, T ) \ E.

2.6 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces

de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments danalyses non linéaires dans

les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations

variationnelles d’évolution qui interviennent dans l’étude des problèmes mécaniques

2.6.1 Opérateur fortement monotone

Nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaires et

les formes bilinéaires dans un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de

la norme associée ‖ · ‖X
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Définition 2.6.1 Soit A : X −→ X un opérateur non linéaire. L’opérateur A est dit

(1) monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X; (2.19)

(2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖X ∀u, v ∈ X; (2.20)

(3) Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀u, v ∈ X. (2.21)

(4) hèmicontinu si

∀u, v ∈ X l′application t −→ A(u+ tv) : R −→ X
′
est continue. (2.22)

2.6.2 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolu-

tion

La modélisation de plusieurs classes de problèmes physique conduit aux inégalités

variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans la fonctionnel non différentiable dépend

de la solution elle. Ces dernières sont appelées ” inégalités quasi variationnelles". Pour

cela, nous nous considérons un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de la

norme associée ‖·‖X, soit A : X −→ X un opérateur non linéaire et la fonctionnel j : X×

X→ R. Compte tenu de ces données, nous considérons l’inégalité quasi variationnnelle

suivante :

(Au, u− v)X + j(u, v) + j(u, u) ≥ (f , u− v)X ∀v ∈ X. (2.23)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A fortement monotone et Lipschitz,

c’est-à-dire A, satisfait à (2.19), (2.20) et la fonctionnel j : X× X→ R satisfait
(a) Pour tout η ∈ X, j(η, ·) est convexe et s.c.i. surX,

(b) Il existe α > 0 tel que

j(u1, v1)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2) ≤ α‖u1 − u2‖X‖v1 − v2‖X.

(2.24)

L’existence et l’unicité d’une solution au problème (2.23) est donnée par le résultat

suivant.
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Théorèm 2.6.1 Supposons que les hypothèses (2.20), (2.21), et (2.24) sont satisfaites.

Alors α < m, pour tout f ∈ X, il existe une solution unique u ∈ X au problème (2.23).

La démonstration du Théorème se trouve dans [27].

Théorèm 2.6.2 (Théorème de point fixe de Banach) Soit K un sous-ensemble

fermé et non vide de l’espace de Banach (X, ‖ · ‖X). Supposons que Λ : K→ K est une

contraction, c’est-à-dire il existe c ∈]0, 1[ telle que

‖Λ(u)−Λ(v)‖X ≤ c‖u− v‖X ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe un unique élément u ∈ K tel que Λ(u) = u ; i.e, possède un point

fixe unique dans K.

Pour l’opérateur Λm : K→ K défini par la relation

Λm = Λ(Λm−1) m ≥ 2,

nous avons la version suivante du théorème de point fixe.

Théorèm 2.6.3 Soit K un sous-ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach

(X, ‖ · ‖X). Supposons que Λm : K → K est une contraction pour m un entier positif.

Alors Λ admet un point fixe unique dans K.

Définition 2.6.2 Une forme bilinéaire b : X× X −→ R est continu s’il existe un réel

M > 0 tel que :

‖b(u, v)‖X ≤M‖u‖X‖v‖X, ∀u, v ∈ X.

Définition 2.6.3 Une forme bilinéaire b : X × X −→ R est dit coercive s’il existe un

constant m > 0 telle que :

b(u, u) ≥ m‖u‖2
X, ∀u ∈ X.

Théorèm 2.6.4 (Théorème du Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert, b : H × H −→ R une forme bilinéaire continue et

coercitive.
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Soit l : H −→ R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique

u ∈ H qui satisfait :

b(u, v) = l(v), ∀v ∈ H. (2.25)

De plus, si b(·, ·) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1

2
b(u, u)− 〈u, u〉X ≤

1

2
b(v, v)− 〈v, v〉X, ∀v ∈ X. (2.26)

2.6.3 Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous-ensemble de l’espace X.

Définition 2.6.4 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction ΨK définie par

ΨK =

0 si u ∈ K,

+∞ si u /∈ K.

Définition 2.6.5 Soient une fonction j : X −→ R et u un élément de l’espace X telle

que j(u) 6= ±∞. Le sou différentiel de la fonction j en u, noté ∂j(u) est l’ensemble

défini par

∂j(u) = {u′ ∈ X′ | j(v) ≥ j(u) + (u′, v − u)X′×X, ∀v ∈ K}. (2.27)

Le crochet (·, ·)X′×X désignant la dualité entre X′ et X.

Tout élément u′ de l’ensemble ∂j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en

u. La fonction j est dite sous différentiable en u si ∂j(u) 6= ∅. Elle est dite sous-

différentiable si elle l’est en tout point u de l’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous différentiel ∂ΨK d’une fonction indicatrice ΨK

d’un ensemble convexe non vide.

∂ΨK = {u′ ∈ X′ | (u′, v − u) ≤ 0, ∀v ∈ K}. (2.28)

2.6.4 Équation différentielle ordinaire

Théorèm 2.6.5 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel et

soit F(t, ·) : X → X un opérateur définit p.p. sur [0, T ], qui satisfait les propriétés
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suivantes :

(a)il existeLF > 0 tel que

‖F(t, x)− F(t, y)‖X ≤ LF‖x− y‖X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ [0, T ];

(b)il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que

F(·, x) ∈ Lp([0, T ]; X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈W1,p([0, T ]; X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.

2.6.5 Équation aux dérivées partielles d’évolution

Théorèm 2.6.6 Soit V , H oit comme ci-dessus, et soit A : V → V ′ être un hémi-

continu et opérateur monotone qui satisfait

(Av,v)V ′×V ≥ w‖v‖2
V + λ ∀v ∈ V , (2.29)

‖Av‖V ′ ≤ C(‖v‖V + 1) ∀v ∈ V , (2.30)

pour certaines constantes w > 0, C > 0 et λ ∈ R. Alors, était donné u0 ∈ H et

f ∈ L2(0, T ;V ′), il existe une fonction unique u qui satisfait which satisfies

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), u̇ ∈ L2(0, T ;V ′),

u̇(t) + Au(t) = f(t) p.p. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0.

2.6.6 Inégalités variationnelle paraboliques

Soit V et H deux espaces de Hilbert tel que V sont denses dans H et son injection

est continue,L’espace H est identifié à son propre dual et à un sous-espace du dual V ′

de V. Nous écrivons V ⊂ H ⊂ V
′ et on dit que les inclusions ci-dessus définissent un

triple de Gelfand.Nous désignons par ‖ · ‖V, ‖ · ‖H et ‖ · ‖V′ les normes sur les espaces V

, H et V ′ respectivement, et nous utilisons V ×V ′ pour l’appariement de dualité entre
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V et V ′ . Notez que si f ∈ H alors < f, v >V×V ′= (f, v)H , ∀v ∈ H. se qui suit est un

résultat standard pour les inégalités variationnelles paraboliques.

Théorèm 2.6.7 Soit V ⊂ H ⊂ V
′ un triple de Gelvand ,soit K un non-vide ensemble

fermé et convexe de V .Supposons que a(., .) : V ×V −→ R est continue forme bilinéaire

symétrique telle que pour certaines constantes c1 > 0 et c0,

a(v, v) + c0‖v‖2
H > c1‖v‖2

V ∀v ∈ V

. Alors, pour tout u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T,H), il existe une fonction unique u ∈

H1(0, T,H) ∩ L2(0, T.V) tel que u(0) = u0 et u(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ] et pour presque

tout t ∈ (0, T ).

< u̇(t), v − u(t) >V×V +a(u(t), v − u(t)) > (f(t), v − u(t))H ∀V v ∈ K.

2.7 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux

problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité de la solution.

Lemme 2.7.1 Soient m,n ∈ C((0, T );R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ], a ≥ 0 une constante et ψ ∈ C((0, T );R)

(1) Si

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds)exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀t ∈ [0, T ],

(2) Si

ψ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

ψ(s)ds ≤ eat
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.
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Corollaire 2.7.1 Soient m ∈ C((0, T );R) telles que m(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Si

ψ ∈ C((0, T );R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤
∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors, il existe c > 0 tel que

ψ(t) ≤
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Le corollaire est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient,

Corollaire 2.7.2 soient n ∈ C((0, T );R) telles que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Si

a ≥ 0 et ψ ∈ C((0, T );R) est une fonction telle que ;

ψ(t) ≤ (a+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors.

ψ(t) ≤ (a)exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀t ∈ [0, T ].

Le corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution de

façon suivante.En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ψ la norme de

la différence entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ψ sous la forme

ψ(t) ≤
∫

0t
n(s)ψ(s)ds. ∀t ∈ [0, T ]

avec une certaine fonction n > 0 .

L’application du corollaire donne immédiatement la nullité de ψ.

2.8 Discrétisation et éléments de contact

Dans la suite, afin d’alléger les notations, l’indice relatif au temps n (permettant

de considérer le problème incrémental) ne sera plus indiqué.

Discrétisation spatiale

La méthode des éléments finis consiste en une discrétisation spatiale du corps en élé-

ments géométriques simples connectés par un nombre fini de noeuds. Supposant une
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solution du type polynomial par morceaux dans chaque élément, la méthode par- met

à de trouver une solution discrète aux noeuds, approximant les mouvements dans l’es-

pace du corps. Nous admettons que le corps considéré est un domaine de l’espace R2

. Ce dernier peut être décomposé en un nombre fini Nh de triangles droits ou de qua-

drilatères Ωe via une triangularisation T h = {Ωe} , h désignant le diamètre maximum

des éléments Ωe, tels que

Ω̄ =
Nh⋃
a=1

Ωe

La triangulation T h est supposee reguliere, voir [12]. Notona Xh l’espace élément fini

des elementa linéaires correspondant à la triangularisation T h. Une folia la triangula-

riaation T h construite, lea eapacea de dimension finie V h aont donnéa par

V h = Xh ∩ V

Si l’on considère la famille d’élément P1, l’ensemble des fonctions de base {ᾱi} linéaires,

constantes par morceaux, prenant la valeur 1 au noeud i et 0 aux autres noeuda, les

espaces V h valent alors

V h =
{
ωh ∈ C(Ω);ωh/Ωe ∈ P1 (Ωe) ,Ωe ∈ T h, ωh = 0 aur Γ1

}
, (2.31)

où Ωe désigne l’élément référencé aur lequel aont défini lea fonctions de base. De cette

façon, le champ discret ωh ∈ V h peut a’ecrire aous la forme

ωh(x) =
Ntot∑
i=1

ωiᾱi(x) (2.32)

où {ωi} aont les valeura au noeud i de la fonction ω et Ntot est le nombre total de

noeuda du maillage. Avec cette construction dea espaces V h, les espaces ωh ∈ V h sont

caractérises par leura valeurs au sommet de la triangularisation (voir [12]). Le choix de

tels espaces V h construita à partir d’elements de type P1 eat simple mais peut a’averer

quelque peu rudimentaire. Il eat alors possible afin d’augmenter la précision de l’ap-

proximation des Champa de déplacements de remplacer l’espace P1 dans la définition

(2.31) Des espaces eapaces V h par un espace plus grand Q2 (espace des polynômes

quadratiques). De nombreux autres choix aont possibles, voir [12] ou [55]. Pour plus

de détailla, lorsque les corps ne sont pas polygonaux, nous renvoyons le lecteur à [12]
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ou [13].

Discrétisation temporelle

Par ailleura, pour diacrétiser la variable temporelle, on considere une subdivision équi-

distante
⋃N
n=1 [tm+1, tn] de l’intervalle [0, T ] telle que 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T et on

definit par k = T
N

le pas de temps.

2.9 Approximation variationnelle approchée

Soit X l’espace défini précédemment (de dimension infinie), on se donne un sous-

espace Xh de X de dimension finie et dépendant d’un paramètre h > 0, soit I la

dimension de X ; en pratique, Xh représente une approximation de l’espace X de

dimension infinie et on aura :

lim
h→0

I(h) = +∞

et soit le problème variationnel suivant :

Problème PV : Trouver u ∈ X tel que :

u ∈ X, 〈Au, v − u〉X + j(v)− j(u) ≥ 〈f, v − u〉X , ∀v ∈ X,

où A et j suis définis dans (2.23).

Afin d’obtenir une approximation numérique de la solution u on introduit un problème

approché PhkV posé dans un espace de dimension finie. On vérifie, en premier que le

problème PhkV à une solution unique puis on montre que sa solution converge vers la

solution u du problème PV . Alors, au sous-espace Xh de X, on associe le problème

approché PhkV suivant :

Problème PhkV : trouver uhk ∈ Xh tel que :

uhk ∈ Xh,
〈
Auhk, v − uhk

〉
X

+ j(v)− j
(
uhk
)
≥
〈
f, v − uhk

〉
X
, ∀v ∈ Xh

l’intérêt de la méthode d’approximation variationnelle est de trouver une estimation

d’erreur commise lorsqu’on approche u par uhk, c’est-à-dire démontrer le théorème :

Théorèm 2.9.1 Il existe une constante C > 0 indépendante de h et k tel que∥∥u− uhk∥∥ ≤ C inf
v∈Xh

‖u− v‖ ≤ C(h+ k).
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Deuxième partie

Problème de Contact entre deux corps

Piézoélectrique élasto-viscoplastique

avec endommagement
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Chapitre 3

Problème de Contact entre deux corps

Piézoélectrique élasto-viscoplastique

avec endommagement

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique dans un processus dy-

namique d’un problème de contact avec compliance normale, un amortissement normal

entre deux corps piézoélectriques élasto-viscoplastique avec endommagement, où les in-

connues dans ce cas, sont les champs des déplacements u`, les champs des contraintes

σ`, les potentiels électriques ϕ`, les champs d’endommagements β` et les champs des

déplacements électriques D`. Ce problème est modélisé par l’endommagement est dé-

crite par inclusion différentielle ordinaire du premier ordre. Nous avons deux objectifs.

Le premier est de formuler le problème variationnel, où les inconnues les champs des

déplacements, les champs des contraintes, les champs des potentiels électriques, les

champs d’endommagements et les champs des déplacements électriques. Aussi nous

prouver l’existence et l’unicité du solution faible. Les techniques employées dans les

démonstrations sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la théorie

des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe de Banach. Le se-

cond, nous présentons la formulation variationnelle approchée du problème faible, ces

problèmes nécessitent une discrétisation mixte, pour les matériax par éléments finis

et pour les temps par différences finies, et puis on montre le résultat d’appriximation

numérique.
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3.1 Formulation du problème

Le modèle éléctro-mécanique étudié est classé dans le cadre physique n01 , que

nous avons décrit dans la première partie du thèse. Pour que le modèle soit complet,

précisons que la loi de comportement est éléctro-élasto-viscoplastique du type (1.12)-

(1.13) et la condition de contact avec compliance normale est prescrite dans (1.39).

Avec ces considérations, le modèle mécanique du problème se formuler de la manière

suivante :

Problème P1. Pour ` = 1, 2, trouver les champs des déplacements u` : Ω` × [0, T ]→

Rd, les champs des contraintes σ` : Ω` × [0, T ] → Sd, les champs d’endommagements

β` : Ω` × [0, T ] → R, les champs des potentiels électriques ϕ` : Ω` × [0, T ] → R, et les

champs des déplacements électriques D` : Ω` × [0, T ]→ R, tels que :

σ` = A`ε(u̇`) + B`ε(u`)+(E `)∗∇ϕ`

+

∫ t

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)),β`(s)

)
ds dans Ω`×(0, T ) (3.1)

D` = E `ε(u`)−B`∇ϕ` dans Ω` × (0, T ) (3.2)

β̇
` − κ`∆β` + ∂ψK`(β`) 3 S`(σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`). (3.3)

ρ`ü` = Divσ` + f `0 dans Ω` × (0, T ), (3.4)

divD` − q`0 = 0 dans Ω` × (0, T ), (3.5)

u` = 0 sur Γ`1 × (0, T ), (3.6)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0, T ), (3.7)σ1
ν = σ2

ν ≡ σν

− σν = pν([uν ]− g) + qν([u̇ν ])
sur Γ3 × (0, T ), (3.8)

σ
1
τ = −σ2

τ ≡ στ

‖στ‖ = pτ ([uτ ]− g) + qτ ([u̇τ ])
sur Γ3 × (0, T ), (3.9)

[u̇τ ] 6= 0⇒ στ = −(pτ ([uτ ]− g) + qτ ([u̇τ ])).
[u̇τ ]

[u̇τ ]
sur Γ3 × (0, T ), (3.10)

∂β`

∂v`
= 0 sur Γ` × (0, T ), (3.11)
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ϕ` = 0 sur Γ`a × (0, T ), (3.12)

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0, T ), (3.13)D
1.ν1 = D2.ν2 = D,

D = ψ([uv]− g)φl(ϕ
1 + ϕ2 − ϕ0)

sur Γ3 × (0, T ), (3.14)

u`(0) = u`0, β
`(0) = β`0 dans Ω`. (3.15)

Premièrement, les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi de comportement

électro-élastique-viscoplastique avec endommagement dans laquelle ε(u`) représente le

tenseur linéarisé de contrainte, E(ϕ`) = −∇ϕ` est le champ électrique, A` et B` sont

respectivement les opérateurs de viscosité et d’élasticité non linéaire, respectivement,

G` représente le tenseur de viscoplasticité, E ` représente le tenseur piézoélectrique du

troisième ordre, (E `)∗ est son transposé et B` représente le tenseur de permittivité

électrique, l’évolution du champ d’endommagement est modelisée par l’inclusion du

type parabolique donné par la relation (3.3) où S`, est la source mécanique de la

croissance des dommages, supposée être fonction assez générale des déformations un

endommagement proprement dit ∂ψK` est le sou différentiel de la fonction indicatrice

de l’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K`. Les équations suivantes

(3.4) et (3.5)sont les équations de mouvement pour le champ de contrainte et les équa-

tions d’équilibre pour le champ de déplacement électrique, respectivement.

Nous utilisons ces équations car le processus est supposé être mécaniquement dyna-

mique et électriquement quasi-statique. Les conditions (3.6) et (3.7) sont les conditions

aux limites classiques de déplacement-traction tandis que (3.12) et (3.13) représentent

les conditions aux limites pour les variables électriques, L’équation (3.8) représente la

condition de compliance normale avec amortissement normal sur la surface de contact

de potentiel Γ3. dans laquelle pν et g représente l’écart dans la configuration de réfé-

rence entre deux corps, mesuré selon la direction de ν`. Lorsqu’il est positif, [uν ] − g

représente l’interpénétration des aspérités de surface dans celles de la fondation. Cette

condition a été introduite pour la première fois dans [32] et utilisée dans un grand

nombre d’articles, voir, par exemple, [22, 23, 27, 36] et les références qu’il contient.

La condition (3.9) représente la condition de contact compliance normale avec amor-

tissement normal sur le plan tangentiel, ou pτ est une fonction donnée, le cisaillement
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tangentiel ne peut pas dépasser la résistance de frottement maximale pτ ([uν ] − g), ce

que l’on appelle la limite de frottement. De plus, lorsque le glissement commence, le

cisaillement tangentiel atteint la limite de frottement et s’oppose à au mouvement.

Les conditions de contact de friction de la forme (3.8), (3.9) ont été utilisées dans di-

vers articles, voir, par exemple, [29, 44, 49] et les références qui y sont contenues et le

frottement est décrit par la relation (3.10) qui peut être écrite sous la forme (1.39).

La relation (3.11) représente une condition aux limites de Neumann homogène

pour le champ d’endommagement sur Γ`. Ensuite,(3.14) est la condition de contact

électrique sur Γ3, introduite dans [35]. Il peut être obtenu comme suit. Premièrement,

contrairement aux articles précédents sur le contact piézoélectrique, nous supposons

que la surface de contact est électriquement conductrice et son potentiel est maintenu

à ϕ0. Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point de la surface (c’est-à-dire [uv] < g),

l’espace est supposé être un isolant (disons, il est rempli d’air), il n’y a pas de charges

électriques libres sur la surface et de la composante normale du champ de déplacement

électrique s’annule. Ainsi,

[uv] < g ⇒ D`.ν` = 0. (3.16)

Pendant le processus de contact (c’est-à-dire lorsque [uv] > g)composante normale du

champ de déplacement électrique ou de la charge libre est supposée proportionnelle à

la di érence entre le potentiel de la fondation et le potentiel de surface du corps, avec

k comme le facteur de proportionnalité. Ainsi

[uv] > g ⇒ D`.ν` = k(ϕ1 + ϕ2 − ϕ0). (3.17)

On combine (3.16), (3.17) pour obtenir

D`.ν` = kχ[0,∞)
([uv]− g)(ϕ1 + ϕ2 − ϕ0), (3.18)

où χ[0,∞) est la fonction caractéristique de l’intervalle [0,∞) ; C’est,

χ[0,∞)(r) =

0 si r < 0,

1 si r > 0.

La condition (3.18) décrit le contact électrique parfait et est quelque peu similaire à

la condition de contact Signorini bien connue. Les deux conditions peuvent dépasser
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les idéalisations dans de nombreuses applications. Pour la rendre plus réaliste, nous

régularisons la condition (3.18) et l’écrivons (3.14), dans laquelle kχ[0,∞)
([uv]− g) is est

remplacée par ψ qui est une fonction régulière et qui sera décrite ci-dessous, et φl est

la fonction de troncature

φl(s) =


−l si s < −l,

s si − l ≤ s ≤ l,

l si s > l,

(3.19)

où l est une grande constante positive. Nous notons que cette troncature ne pose

aucune limitation pratique sur l’applicabilité du modèle, puisque l peut être arbitraire-

ment grand, supérieur à toute tension de crête possible dans le système, et donc dans

les applications φl(ϕ1 +ϕ2−ϕ0) = ϕ1 +ϕ2−ϕ0. Les raisons de la régularisation (3.14)

de (3.18) ont mathématique. Premièrement, nous devons éviter la discontinuité de la

charge électrique gratuite lorsque le contact est établi et, par conséquent, nous régu-

larisons la fonction kχ[0,∞)
dans (3.18) avec un Lipschitz fonction continuψ. Un choix

possible est

ψ(r)


0 si r < 0,

kδr si 0 ≤ r ≤ l/δ,

k si r > δ,

(3.20)

où δ > 0 est un petit paramètre. Ce choix signifie que pendant le processus de contact,

la conductivité électrique augmente à mesure que le contact entre les aspérités de

surface s’améliore et se stabilise lorsque la pénétration [uv]− g atteint la valeur δ.

Deuxièmement, nous avons besoin du terme φl(ϕ1 + ϕ2 − ϕ0) = ϕ1 + ϕ2 − ϕ0 pour

contrôler les bornes de [ϕ]− ϕ0. dans ψ ≡ 0 in (3.14), puis

D`.ν` = 0 sur Γ3 × (0, T ), (3.21)

qui découple les problèmes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La

condition (2.23) modélise le cas où l’obstacle est un isolant parfait et a été utilisée

dans [5, 36, 51, 52]. La condition (3.14), au lieu de (3.21), introduit un couplage fort

entre les conditions aux limites mécaniques et électriques et conduit à un nouveau
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modèle mathématique non standard. En raison de la condition de frottement (3.9), qui

n’est pas lisse, nous ne nous attendons pas à ce que le problème ait, en général, des

solutions classiques. Enfin, dans l’équation (3.15) u`0 est le déplacement initial et β`0
est l’endommagement initial.

3.2 Formulation Variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème P1, nous avons besoin

d’introduire quelques hypothèses sur les données.

L’opérateur de viscosité A` : Ω` × Sd −→ Sd satisfait :

H(3.1) :(a) Il existe LA` > 0 telle que

|A`(x, ξ1)−A`(x, ξ2)| ≤ LA` |ξ1 − ξ2|, ∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`.

(b) Il existe mA` > 0 telle que

(A`(x, ξ1)−A`(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA`|ξ1 − ξ2|2,

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`.

(c) L’application x 7→ A`(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω`,

pour toute ξ ∈ Sd.

(d) L’application x 7→ A`(x,0) appartient à Q`.

L’opérateur d’élasticité B` : Ω` × Sd → Sd satisfait :

H(3.2) :(a) Il existe LB` > 0 telle que

|B`(x, ξ1)− B`(x, ξ2)| ≤ LB` |ξ1 − ξ2|, ∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`

(b) L’application x 7→ B`(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω`,

pour toute ξ ∈ Sd.

(c) L’application x 7→ B`(x,0) appartient à Q`.

L’opérateur de viscoplasticité G` : Ω` × Sd × Sd × R× → Sd satisfait :

H(3.3) :(a) Il existe un econstante LG` > 0 telle que

‖G`(x,σ1, ε1,θ1, ς1)− G`(x,σ2, ε2,θ2, ς2)‖ ≤

LG`
(
‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ ‖θ1 − θ2‖+ ‖ς1 − ς2‖

)
,

∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, ∀θ1,θ2, ζ1, ζ2 ∈ R p.p. x ∈ Ω`.

(b) L’application x 7→ G`(x,σ, ε,θ, ς) est Lebesgue mesurable sur Ω`,
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pour σ, ε ∈ Sd, for all θ, ζ ∈ R.

(c) L’application G`(x,0,0,0,0) appartient à Q`.

L’opérateur de permittivité électrique B` = (b`ij) : Ω` × Rd → Rd satisfait :

H(3.4) :(a) B`(x,E) = (b`ij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

(b) b`ij = b`ji, b
`
ij ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j ≤ d

(c) Il existe mB` > 0 tel que B`E.E ≥ mB`|E|2,

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

Le tenseur piézoélectrique E ` : Ω` × Sd → Rd satisfait :

H(3.5) :(a) E `(x, τ) = (e`ijk(x)τjk), ∀τ = (τij) ∈ Sd p.p.

(b) e`ijk = e`ikj ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j, k ≤ d.

La fonction source de dommage S` : Ω` × Sd × Sd × R× → Sd satisfait :

H(3.6) :(a) Il existe une constante MS` > 0 tel que

‖S`(x,σ1, ε1,β1)− S`(x,σ2, ε2,β2)‖ ≤MS`
(
‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖

+‖β1 − β2‖
)
, ∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ Sd,∀β1,β2 ∈ R p.p. x ∈ Ω`.

(b) L’application x 7→ S`(x,σ, ε,β) Lebesgue mesurable sur Ω`,

pour tout σ, ε ∈ Sd, est,β ∈ R.

(c) L’application x 7→ S`(x,0,0,0) appartient L2(Ω`).

La fonction de réponse damped normale qr : Γ3 × R→ R, (r = v, τ) satisfait :

H(3.7) :(a) Il existe une constante Cr
1 , C

r
2 tel que

|qτ (x,d)| ≤ Cr
1 |d|+ Cr

2 , ∀ d ∈ Rd p.p. x ∈ Γ3

(b) (qr(x,d1)− qr(x,d2))(d1 − d2) ≥ 0, ∀d1,d2 ∈ Rd p.p. x ∈ Γ3.

(c) L’application x 7→ qr(x, d) est mesurable sur Γ3 pour tout d ∈ Rd .

(d) L’application x 7→ qr(x, d) est continue sur Rd p.p. x ∈ Γ3.

La fonction de compliance normale pr : Γ3 × R→ R+, (r = v, τ) satisfait :

H(3.8) :(a) Il existe une constante Cr
1 , C

r
2 tel que

|pr(x,d)| ≤ Cr
1 |d|+ Cr

2 , ∀ d ∈ Rd p.p. x ∈ Γ3

(b) (pr(x,d1)− pr(x,d2))(d1 − d2) ≥ 0, ∀d1,d2 ∈ Rd p.p. x ∈ Γ3.

(c) L’application x 7→ pr(x, d) est mesurable sur Γ3 pour tout d ∈ Rd.

(d) L’application x 7→ pr(x, d) est continue sur Rd p.p. x ∈ Γ3.
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Un exemple d’une fonction de conformité normale pν , qui satisfait les conditions H(3.8),

est pν(u) = cνu+, ou cν ∈ L∞(Γ3) est un coefficient de rigidité surfacique positif, et

u+ = max{0, u}. Les choix pτ = µpν et pτ = µpν(1− δpν)+ dans (3.9), ou µ ∈ L∞(Γ3)

et δ ∈ L∞(Γ3) sont des fonctions positives, conduisent à la loi de Coulomb usuelle

ou modi ée frottement, respectivement, voir [29, 44, 53] pour plus de détails. Ici, µ

représente le coe cient de frottement et δ est une petite constante de matériau positive

liée à l’usure et à la dureté de la surface. Notons que si pν satisfait la condition H(3.8),

alors pτ la satisfait aussi, dans les deux exemples. Par conséquent, nous concluons que

les résultats ci-dessous sont valables pour le piézoélectrique correspondant modèle de

contact de friction.

La fonction de conductivité électrique de surface : ψ : Γ3 × R→ R+ satisfait :

H(3.9) :(a) ∃Lψ > 0 tel que ‖ψ(x, u1)− ψ(x, r2)‖ ≤ Lψ‖u1 − u2‖

∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) ∃Mψ > 0 tel que ‖ψ(x, u)‖ ≤ Lψ‖u1 − u2‖, ∀u ∈ R, p.p.x ∈ Γ3.

(c) L’application x 7→ ψ(x, u) est mesurable surΓ3, ∀u ∈ R.

(d) ψ(x, u) = 0, pour tout u ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

Un exemple de fonction de conductivité, qui satisfait la condition H(3.9), est donné

par (3.20), auquel cas Mψ = k. Un autre exemple est fourni par ψ ≡ 0, qui modélise

le contact avec une fondation isolée. Nous concluons que nos résultats ci-dessous sont

valables pour les modèles de contacts piézoélectriques correspondants. Le coefficient de

diffusion des microfissures est vrai

κ` > 0, (3.22)

et le champ de dommage initial satisfait

β`0 ∈ K`. (3.23)

Enfin, nous supposons que la fonction de gap, le potentiel donné et le déplacement

initial satisfaire

g ∈ L2(Γ3) g ≥ 0. p.p sur Γ3, (3.24)

ϕ0 ∈ L2(Γ3), (3.25)

u0 ∈ V . (3.26)
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Les forces, les tractions ont la régularité . les forces volumiques f `0 , les tractions surfa-

ciques f `2 , les charges électriques volumiques sont q`0 , et surfaciques q`2 ont la régularité :

f `0 ∈ W 1,p(0, T ;W `), f `2 ∈ W 1,p(0, T ;L2(Γ`2)d), (3.27)

q`0 ∈ W 1,p(0, T ;L2(Ω`)), q`2 ∈ W 1,p(0, T ;L2(Γ`b)). (3.28)

Ici, 1 6 p 6∞. On définit la forme bilinéaire a : H1(Ω`)×H1(Ω`)) −→ R

a(ξ`, ϕ`) =
2∑
`=1

k`
∫

(Ω)`
∇ξ`.∇ϕ`dx. (3.29)

Ensuite, nous définissons les quatre applications j1 : V ×V −→ R, j2 : V ×V −→ R,

h : V ×W −→ W , f : (0, T )→ V et q : (0, T )→ W , respectivement, par

j1(u,v) =

∫
Γ3

pν([uν ]− g)[vν ]da+

∫
Γ3

pτ ([uτ ]− g)‖vτ‖da, (3.30)

j2(u,v) =

∫
Γ3

qν([uν ])[vν ]da+

∫
Γ3

qτ ([uτ ])‖vτ‖da, (3.31)

(h(u, ϕ), ξ)W =

∫
Γ3

ψ([uv]− g)φl([ϕ]− ϕ0)ξda, (3.32)

(f(t),v)V ′×V =
2∑
`=1

∫
Ω`
f `0(t) · v` dx+

2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2(t) · v` da, (3.33)

(q(t), ζ)W =
2∑
`=1

∫
Ω`
q`0(t)ζ` dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2(t)ζ` da (3.34)

pour tout u`,v` ∈ V `, ϕ`, ξ` ∈ W ` et t ∈ [0;T ] Notons que les de nitions de h, f et q

sont basés sur le théorème de représentation de Riesz, de plus, il découle des hypothèses

H(1.6)-(3.26) que les intégrales dans (3.30)-(3.31) et (3.34) sont bien définies.

A l’aide des formules de Green on voit directement que si u,σ et β sont des fonctions

suffisamment régulières qui satisfont (3.4), (3.6), (3.8), (3.9) et (3.10) avec (3.30) et

(3.31) pour tout t ∈ [0, T ] on déduit que :

(σ`, ε(v`))H` + (Divσ`,v`)H` =

∫
Γ`
σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

On a ∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

∫
Ω`
Divσ`v`dx =

∫
Γ`1

σ`ν`v`da
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+

∫
Γ`2

σ`ν`v`da+

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

La formule de Green pour ` = 1 :∫
Ω1

σ1ε(v1)dx+

∫
Ω1

Divσ1v1dx =

∫
Γ1

1

σ1ν1v1da

+

∫
Γ1

2

σ1ν1v1da+

∫
Γ1

3

σ1ν1v1da, ∀v1 ∈ V1. (3.35)

La formule de Green pour ` = 2 :∫
Ω2

σ2ε(v2)dx+

∫
Ω2

Divσ2v2dx =

∫
Γ2

1

σ2ν2v2da

+

∫
Γ2

2

σ2ν2 · v2da+

∫
Γ2

3

σ2ν2v2da, ∀v2 ∈ V2. (3.36)

à addition (3.35) et (3.36)

2∑
`=1

∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
Divσ`v`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`1

σ`ν`v`da

+
2∑
`=1

∫
Γ`2

σ`ν`v`da+
2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`,

d’après (3.4) (3.6) et (3.7) on a :

2∑
`=1

∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx−

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

=
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

Alors :
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx−

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

=
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν` · v`da, ∀v` ∈ V`.

Donc :
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

+
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`,

45



Chapiter 3 3.2 Formulation Variationnelle

d’après (3.33)

(f(t),v)V =
2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 (t)v` dx+
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 (t)v`da,

(ü,v)V ′×V =
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx.

En suite :

(ü,v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` = (f(t),v)V +
2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

On calcule
2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =? :

2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =

∫
Γ3

σ1ν1v1da+

∫
Γ3

σ2ν2v2da

=

∫
Γ3

σν(v
1
ν − v1

ν)da+

∫
Γ3

στ (v
2
τ − v2

τ )da

=

∫
Γ3

σν([vν ])da+

∫
Γ3

στ ([vτ ])da. (3.37)

Nous substituons (3.8)-(3.9) et (3.10) dans (3.37) pour trouver que :

2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =

∫
Γ3

(−pν([uν ]− g)− qν([u̇ν ]))[vν ]da

−
∫

Γ3

(pτ ([uτ ]− g) + qτ ([u̇τ ]))‖vτ‖da.

Donc

(ü,v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` = (f(t),v)V +

∫
Γ3

(−pν([uν ]− g)− qν([u̇ν ]))[vν ]da

−
∫

Γ3

(pτ ([uτ ]− g) + qτ ([u̇τ ]))‖vτ‖da.

D’après (3.30) et (3.31) on trouve :

(ü, v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))Q` + j1(u,v) + j2(u̇,v) = (f ,v)V ′×V . (3.38)

En utilise la formule de Green pour les inconnues électriques du problème ainsi que

les conditions (3.5), (3.12) et la définition (3.32) on a :

(D`,∇ξ`)H` + (DivD`, ξ`)H` =

∫
Γ`
D`ν` · ξ`da, ∀ξ` ∈ W`, (3.39)
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doù∫
Ω`
D` ·∇ξ`dx+

∫
Ω`
DivD` ·ξ`dx =

∫
Γ`a

D`ν` ·ξ`da+

∫
Γ`b

D`ν` ·ξ`da, ∀ξ` ∈ W`. (3.40)

La formule de Green pour ` = 1∫
Ω1

D1·∇ξ1dx+

∫
Ω1

DivD1·ξ1dx =

∫
Γ1
a

D1ν1·ξ1da+

∫
Γ1
b

D1ν1·ξ1da, ∀ξ1 ∈ W1. (3.41)

La formule de Green pour ` = 2∫
Ω2

D2·∇ξ2dx+

∫
Ω2

DivD2·ξ2dx =

∫
Γ2
a

D2ν2·ξ2da+

∫
Γ2
b

D2ν2·ξ2da, ∀ξ2 ∈ W2. (3.42)

Pour ` = 1, 2, on a d’après (3.12) :∫
Γ`a

D`ν` · ξ`da = 0.

à addition (3.41) et (3.42) on a :

2∑
`=1

∫
Ω`
D` · ∇ξ`dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
DivD` · ξ`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`b

D`ν` · ξ`da.

On a d’après (3.5)-(3.13) et (3.14) :

2∑
`=1

∫
Ω`
D` ·∇ξ`dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · ξ`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · ξ`da+

∫
Γ3

ψ([uv]− g)φl([ϕ]−ϕ0)ξda,

2∑
`=1

(D`,∇ξ`)H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · ξ`dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · ξ`da =

∫
Γ3

ψ([uv]− g)φl([ϕ]− ϕ0)ξda.

On a d’après (3.34) et (3.32) :

2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · ξ`dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · ξ`da = (q(t), ψ)W,

(h(u, ϕ), ξ)W =

∫
Γ3

ψ([uv]− g)φl([ϕ]− ϕ0)ξda.

Donc :
2∑
`=1

(D`,∇ξ`)H` + (q(t), ψ)W = (h(u, ϕ), ξ)W .

De (3.2), on obtient :

2∑
`=1

(B`∇ϕ`,∇ξ`)W` −
2∑
`=1

(E `ε(u`(t)),∇ξ`)W` + (h(u, ϕ), ξ)W = (q(t), ξ)W, (3.43)
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∀ξ ∈ W , t ∈ [0, T ].

Maintenant, pour les inconnues d’endommagements, soit β`(t) ∈ K`, ` = 1, 2 et pour

tout t ∈ (0, T ). La définition de ∂ψK`(β`) (2.28) et de (1.16), on obtient :(
S`
(
σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`

)
− β̇`(t) + κ`∆β`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

≤ 0,

∀ξ` ∈ K`.

Donc : (
S`
(
σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`

)
, ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

≤
(
β̇`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

− κ`
(
∆β`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

.

En utilisant la formule de Green et (3.11)

(
∆β`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

+
(
∇β`(t),∇(ξ` − β`(t))

)
L2(Ω`)

=

∫
Γ`

∂β`(t)

∂ν
· (ξ` − β`(t))da,

(
∆β`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

= −
∫

Ω`
∇β`(t) · ∇(ξ` − β`(t))dx.

En suite : (
β̇`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

+ κ`
∫

Ω`
∇β`(t) · ∇(ξ` − β`(t))dx ≥

(
S`
(
σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`

)
, ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

, ` = 1, 2.

Additionner, pour ` = 1, 2 il vient

2∑
`=1

(
β̇`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

+
2∑
`=1

κ`
∫

Ω`
∇β`(t) · ∇(ξ` − β`(t))dx ≥

2∑
`=1

(
S`
(
σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`

)
, ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

, ∀ξ ∈ K. (3.44)

Daprès (3.29), on obtient

2∑
`=1

(
β̇`(t), ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

+ a(β`(t), ξ` − β`(t)) ≥

2∑
`=1

(
S`
(
σ` −A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ϕ`(s), ε(u`),β`

)
, ξ` − β`(t)

)
L2(Ω`)

, ∀ξ ∈ K. (3.45)
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Finalement, de (3.1), (3.2), (3.53), (3.43), (3.45) et (3.15), on obtient la formulation

variationnelle du problème P1.

Problème PV,1. Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) : [0, T ]→ V , les

champs des contraintes σ = (σ1,σ2) : [0, T ]→ Q, les champs des potentiels électriques

ϕ = (ϕ1, ϕ2) : [0, T ] → W, les champs d’endommagements β = (β1, β2) : [0, T ] → E1

et les champs des déplacements électriques, tels que : D = (D1,D2) : [0, T ]→W tels

que :

pour tout t ∈ [0, T ]

σ`(t) = A`ε(u̇`(t)) + B`ε(u`)+(E `)∗∇ϕ`+∫ t

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)), β`(s)

)
ds

dans Ω` × (0, T ),

(3.46)

D` = E `ε(u`)−B`∇ϕ` dans Ω` × (0, T ), (3.47)

(ü, v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))Q` + j1(u,v) + j2(u̇,v) = (f ,v)V ′×V , ∀v ∈ V , (3.48)

2∑
`=1

(B`∇ϕ`,∇ξ`)W`−
2∑
`=1

(E `ε(u`),∇ξ`)W` +(h(u, ϕ), ξ)W ` = (q, ξ)W , ξ ∈ W, (3.49)

β(t) ∈ K,
2∑
`=1

(β̇`(t), ξ` − β`(t))L2(Ω`) + a(β(t), ξ − β(t)) ≥

2∑
`=1

(S`(σ`(t)−A`ε(u̇`(t))−(E `)∗∇ϕ`(t), ε(u`(t)), ξ` − β`(t))L2(Ω`), ξ ∈ K,
(3.50)

u`(0) = u`0, u̇
`(0) = v`0, β

`(0) = β`0. (3.51)

Pour étudier le problème PV,1 , nous utilisons l’hypothèse de petitesse

Mψ` <
mB`

c2
0

, (3.52)

où Mψ` , c0 et mB` donnés sont dans H(3.9), (2.18) et H(3.4), respectivement. Nous

notons que seule la constante de trace, la constante de coercivité de B` et la borne

de sont ψ` impliquées dans (3.52) ; par conséquent, cette hypothèse de petitesse ne

concerne que la géométrie et la partie électrique, et ne dépend pas des données mé-

caniques du problème. De plus, il est satisfait lorsque l’obstacle est isolé depuis alors
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ψ` ≡ 0 et donc Mψ` = 0. Supprimer ceci l’hypothèse reste une tâche pour la recherche

future car elle est faite pour des raisons mathématiques, et ne semble pas se rapporter

à des contraintes physiques inhérentes au problème.

3.3 Existence et Unicité Résultat

Maintenant, nous proposons notre résultat d’existence et d’unicité.

Théorèm 3.3.1 Supposons que (2.18)-(3.28) tiennent. Alors il existe une solution

unique {u, ϕ,σ,D, β} Problème PV,1. De plus, la solution satisfait

u ∈ W 2.p(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;V ), ü ∈ W 2.p(0, T ;V ′), (3.53)

ϕ ∈ W 1.p(0, T ;W ), (3.54)

σ ∈ W 1.p(0, T ;Q), (Div σ1,Div σ2) ∈ W 1.p(0, T ;W), (3.55)

D ∈ W 1.p(0, T ;W), (3.56)

β ∈ W 1.2(0, T ; E0)) ∩ L2(0, T ; E1). (3.57)

Les fonctions u, ϕ,σ,D et β, qui satisfont (3.46)-(3.51), sont appelées solutions faibles

du du problème de contact P1. Nous concluons que, sous les hypothèses H(3.1)-(3.28)

et (3.52), le problème mécanique (3.1)a une unique solution faible satisfaisant (3.53).

La régularité de la solution faible est donnée par (3.53), et en matière de déplacement

électrique,

D ∈ W 1.p(0, T ;W). (3.58)

Il résulte de (3.67) et (3.27) que divD`(t) −q`0(t) = 0 pour tout t ∈ (0, T ), et donc

la régularité (3.54) de ϕ, combiné avec H(3.4), H(3.5) et (3.28), implique (3.58). Dans

cette section on suppose que les hypothèses du théorème 3.3.1 sont vérifiées, et on

considère que C est un générique constante positive qui dépend de Ω`, Γ`1, Γ3, pν , pτ ,

qν , qτ et peut changer d’endroit placer.

Soit a η ∈ L2(0, T ;V ′) donné. Dans un premier temps, nous considérons le problème

variationnel suivant.

Problème PV1
η. Trouver les champs des déplacements uη = (u1

η,u
2
η) : [0, T ] → V
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tel que :

(üη(t), v)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(u̇`(t)), ε(v`))H` + j2(u̇(t),v)

+(η(t), v)V ′×V = (f(t),v)V ′×V ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ),

(3.59)

u`(0) = u`0, u̇
`(0) = v`0 dans Ω`. (3.60)

Nous avons le résultat suivant pour le problème.

Lemme 3.3.1 Il existe une solution unique du problème PV1
η qui satisfait (3.53).

Démonstration. Nous définissons l’opérateur A : V → V ′ par

(Au,v)V ′×V =
2∑
`=1

(A`ε(u`), ε(v`))H` + j2(u,v) ∀u,v ∈ V . (3.61)

Soit u1,u2 ∈ V , en utilisant (3.61) et (3.31), on trouve

(Au1 − Au2,u1 − u2)V ′×V =
2∑
`=1

(A`ε(u`1)−A`ε(u`2), ε(u`1 − u`2))H`+∫
Γ3

(qν([u1ν ])− qν([u2ν ]))([u1ν − u2ν ])da+

∫
Γ3

(qτ ([u1τ ])− qτ ([u2τ ]))‖[u1τ − u2τ ]‖da,

et en gardant à l’esprit H(3.1), H(3.7) , on obtient

(Au1 − Au2,u1 − u1)V ′×V ≥ m‖u1 − u2‖2
V ∀u1,u1 ∈ V . (3.62)

Reprenons (3.61) et (3.31), il s’ensuit que

(Au1 − Au2,v)V ′×V =
2∑
`=1

(A`ε(u`1)−A`ε(u`2), ε(v`))H`+∫
Γ3

(qν([u1ν ])− qν([u2ν ]))([vν ])da+

∫
Γ3

(qτ ([u1τ ])− qτ ([u2τ ]))‖[vτ ]‖da, ∀v ∈ V ,

et par (2.18) et H(3.1), on en déduit que

|Au1 − Au2|V ′ ≤ LA` |u1 − u2|V + c0|qν([u1ν ])− qν([u2ν ])|L2(Γ3)

+c0|qτ ([u1τ ])− qτ ([u2τ ])|L2(Γ3)d , ∀u1,u2 ∈ V ,

et en gardant à l’esprit le théorème de Krasnoselski (voir [32, p.60]), on en déduit que

A : V → V ′ est un opérateur continu. Maintenant, par (3.61), (2.11) et H(3.1), on
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trouve où le constant positif m = min{mA1 ,mA2}. En choisissant u2 = 0V dans (3.62)

on obtient

(Au1,u1)V ′×V ≥ m‖u1‖2
V − ‖AoV ‖2

V ′‖u1‖V

≥ 1

2
m‖u1‖2

V −
1

2m
‖AoV ‖2

V ′ ∀u1 ∈ V ,

ce qui implique que A satisfait la condition (2.29) avec ω = m
2
et λ = − 1

2m
‖Ao‖2

V ′ . De

plus, par (3.61) et H(3.1) on trouve

‖Au1‖V ′ ≤ C1‖u1‖V + C2 ∀u1 ∈ V ,

où C1 = max{C1
A1 , C1

A2} et C2 = max{C2
A1 , C2

A2}. Cette inégalité et (3.27) implique

que A satisfait la condition (3.62). Enfin, on rappelle que par (3.27) et (3.33) on a

f − η ∈ L2(0, T ;V ′) et v0 ∈ H.

Il résulte maintenant du théorème 2.6.6 qu’il existe une fonction unique vη qui satisfait

vη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), v̇η ∈ L2(0, T ;V ′), (3.63)

v̇η(t) + Avη(t) + η(t) = f(t), p.p. t ∈ (0, T ), (3.64)

vη(0) = v0. (3.65)

Soit uη : [0, T ]→ V la fonction définie par

uη(t) =

∫ t

0

vη(s)ds+ u0 ∀t ∈ (0, T ). (3.66)

Il résulte de (3.61) et (3.63)-(3.66) que uη est une unique solution du problème varia-

tionnel PV1
η, et il satisfait à la régularité exprimée en (3.53). �

Dans la deuxième étape, soit η ∈ L2(0, T ;V ′), on utilise le champ de déplacement

uη = (u1
η,u

2
η) obtenu dans le lemme 3.3.1 et on considère le problème variationnel

suivant.

Problème PV2
η. Trouver le champ de potentiel électrique ϕη = (ϕ1

η, ϕ
2
η) : [0;T ] −→ W

tel que :

2∑
`=1

(B`∇ϕ`η(t)− E `ε(u`η(t)),∇ξ`)W` + (h(uη(t), ϕη(t)), ξ)W = (q(t), ξ)W (3.67)

pour tous les ξ ∈ W, t ∈ (0, T ). Pour que le problème PV2
η soit bien posé on a le

résultat suivant.
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Lemme 3.3.2 Il existe une unique solution ϕη = (ϕ1
η, ϕ

2
η) ∈ W 1,p(0, T ;W ) que satis-

fait (3.67). plus, si ϕη1 et ϕη2 sont les solutions de (3.67) correspondant à ϕη1 , ϕη2 ∈

C(0, t;Q), alors il existe c > 0 tel que

‖ϕη1(t)− ϕη2(t)‖W ≤ C‖uη1(t)− uη2(t)‖V ∀t ∈ (0, T ). (3.68)

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ]. Nous utilisons le Théorème de représentation de Riesz

pour définir l’opérateur Aη(t) : W → W par

(Aη(t)ϕ, ξ)W =
2∑
`=1

(B`∇ϕ`η(t)− E `ε(u`η(t)),∇ξ`)W` + (h(uη(t), ϕη(t)), ξ)W (3.69)

Pour tout ϕ, ξ ∈ W . Soient ϕ1, ϕ2 ∈ W , nous utilisons les hypothèses H(3.4) et (3.32)

pour trouver

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W ≥ mB ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W

+

∫
Γ3

ψ ([uην(t)]− g) (φ (ϕ1 − ϕ0)− φ (ϕ2 − ϕ0)) (ϕ1 − ϕ2) da

et, par la cooslition H(3.9) (a) combinée avec la monotonie de la fonction φ, définie par

(3.19), nous obtenons

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W ≥ mB ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W (3.70)

D’un autre côté, en utilisant de nouveau H(3.4) H(3.5) H(3.9) et (3.32) nous avons

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ξ)W ≤ cε ‖ϕ1 − ϕ2‖W +

∫
Γ3

Mψ |ϕ1 − ϕ2| |ξ|da, ∀ξ ∈ W, (3.71)

où cε represente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique E . Il

s’ensuit de (3.71) et (2.18) que

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ξ)W ≤
(
cε +Mψ c̃

2
0

)
‖ϕ1 − ϕ2‖W ‖ξ‖W

ce qui implique que

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ξ)W ≤
(
cε +Mψ c̃

2
0

)
‖ϕ1 − ϕ2‖W (3.72)

Les inégalités (3.70) et (3.72) montrent que l’opérateur Aη(t) est fortement monotone

et de Lipschitz sur W et, par conséquent, il existe un élément unique ϕη(t) ∈ W tel

que

Aη(t)ϕη(t) = q(t). (3.73)
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Nous combinons maintenant (3.69) et (3.73) pour déduire que ϕη(t) ∈ W solution

de l’équation variationnelle (3.67).

Nous prouvons maintenant que ϕη(t) ∈ W 1,p(0, T ;W ). À cette fin, considérons t1, t2 ∈

[0, T ] et, pour raison de simplicité, nous écrivons ϕη (ti) = ϕi, uην (ti) = ui, qb (ti) = qi,

pour i = 1, 2.

Moyennant (3.67), H(3.4), H(3.5) et (3.32) nous dérivons l’inégalité

mB ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W ≤ cε ‖u1 − u2‖V ‖ϕ1 − ϕ2‖W + ‖q1 − q2‖W ‖ϕ1 − ϕ2‖W

+

∫
Γ3

|ψ (u1 − g)φ (ϕ1 − ϕ0)− ψ (u2 − g)φ (ϕ2 − ϕ0)| |ϕ1 − ϕ2| da,
(3.74)

Nous utilisons les limites |ψ (ui − g)| ≤ Mψ, |φL (ϕi − ϕ0)| ≤ L, la continuité de

Lipschitz des fonctions ψ et φL, et l’inégalité (2.18) à obtenir∫
Γ3

| ψ (u1 − g)φL (ϕ1 − ϕ0)− ψ (u2 − g)φL (ϕ2 − ϕ0) ||ϕ1 − ϕ2 | da

≤Mψ

∫
Γ3

|ϕ1 − ϕ2|2 da+ LψL

∫
Γ3

|u1 − u2| |ϕ1 − ϕ2| da

≤Mψ c̃
2
0 ‖ϕ1 − ϕ2‖2

W + LψLc0c̃0 ‖u1 − u2‖V ‖ϕ1 − ϕ2‖W da

Nous remplaçons cette dernière inégalité dans (3.74) et trouver

mB ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W ≤ (cε + LψLφc0c̃0) ‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W +Mψ c̃

2
0 ‖ϕ1 − ϕ2‖W ,

(3.75)

Il s’ensuit maintenant de l’inégalité (3.75) et l’hypothèse de petitesse (3.52) que

‖ϕ1 − ϕ2‖W ≤ c (‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W ) , (3.76)

où c est une constante positive. Notons aussi que les hypothèses (3.28) combinées avec

la définition (3.34) impliquent que q ∈ W 1,p(0, T ;W ). Donc, puisque uη ∈ C1([0, T ];V ).

L’inégalité (3.76) implique que ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ). Soit maintenant η1, η2 ∈ C([0, T ];H)

et, pour simplicité, notons ϕηi = ϕi, uηi = ui pour i = 1, 2. Nous utilisons (3.67) et

moyennant des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de (3.75) pour ob-

tenir que

mB ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖2
W ≤ (cε + LψLφc0c̃0) ‖u1(t)− u2(t)‖V +Mψ c̃

2
0 ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W ,

Cette dernière inégalité combinée avec l’hypothèse de petitesse sur la fonction ψ (3.52)

mènent à (3.68), ce qui achève la preuve. �

54



Chapiter 3 3.3 Existence et Unicité Résultat

Dans la troisième étape, nous utilisons le champ de déplacement uη obtenu dans le

lemme 3.3.1 et nous considérons l’initiale suivante- problème de valeur.

Dans la troisième étape, nous donnons θ = (θ1, θ2) ∈ L2(0.T ;E0) et considérons le

problème variationnel suivant pour le champ d’endommagement.

Problème PVθ. Trouver le champ de damage βθ = (β1
θ , β

2
θ ) : [0;T ] −→ E1 tel que

βθ(t) ∈ K,
2∑
`=1

(β̇`θ(t), ξ
` − β`θ)L2(Ω`) + a(βθ(t), ξ − βθ(t)) ≥

2∑
`=1

(θ`(t), ξ` − β`θ(t))L2(Ω`) ∀ξ ∈ K, p.p t ∈ (0, T ),

(3.77)

β`θ(0) = β`0. (3.78)

On a le résultat suivant

Lemme 3.3.3 Il existe une solution unique βθ du problème PVθ et elle satisfait

βθ ∈ H1(0, T ; E0) ∩ L2(0, T ; E1).

Démonstration. L’application d’inclusion de (E1, ‖.‖E1) dans (E0, ‖.‖E0) est continue

et a image dense. Notant par E′1 l’espace dual de E1 et, identifiant le dual de E0 à

lui-même, on peut écrire le triplet de Gelfand

E1 ⊂ E0 = E
′

0 ⊂ E
′

1.

Nous utilisons la notation (., .)E
′
1×E1

pour représenter l’appariement de dualité entre E0

et E1. On a

(β, ξ)E
′
1×E1

= (β, ξ)E0 ∀β ∈ E0, ξ ∈ E1

On sait que l’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non

vide, fermé et convexe dans E1. Ainsi, le champ d’endommagement initial βθ ∈ K.

Maintenant, en utilisant la définition (3.29) de la forme bilinéaire a, pour tout ξ, ϕ ∈ E1

on a

a(ξ, ϕ) = a(ϕ, ξ)

et

‖a(ξ, ϕ)‖ ≤ 3k‖∇ξ‖H‖‖∇ϕ‖H ≤ c‖ξ‖H1‖ϕ‖H1
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donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ϕ ∈ E1, nous avons

a(ϕ, ϕ) = k‖∇ϕ‖2
H ,

alors

a(ϕ, ϕ) + (k + 1)‖ϕ‖E0 ≥ k(‖∇ϕ‖2
H + ‖ϕ‖E0),

et d’ou

a(ϕ, ϕ) + c0‖ϕ‖E0 ≥ c1‖ϕ‖E0 avec c0 = k + 1 et c1 = k.

Nous remarquons que toutes les conditions du théorème 2.6.7 sont vérifiées. Ce qui

conclut la preuve du lemme 3.3.3. �

On utilise maintenant le champ de déplacement uη obtenu dans le lemme 3.3.1, ϕη

obtenu dans le lemme 3.3.2 et βθ obtenu dans le lemme 3.3.3 pour construire le problème

de Cauchy suivant pour le champ de contraintes.

problème PVη,θ. Trouver le champ de contraintes ση,θ = (σ1
η,θ,σ

2
η,θ) : [0, T ]→ Q qui

est une solution du problème

σ`η,θ(t) = B`ε(u`η(t)) +

∫ t

0

G`(σ`η,θ(s), ε(u`η(s)), β`θ(s)) ds, ` = 1, 2, a, e t ∈ (0.T ).

(3.79)

On a le résultat suivant

Lemme 3.3.4 Il existe une solution unique du problème PVη,θ et elle satisfait (3.55).

De plus, si u`ηi , β
`
ηi

et σ`ηi,θi représenter les solutions des problèmes PV1
ηi
, PVθi et

PVηi,θi, respectivement, pour (ηi,θi) ∈ W 1.p(0, T ;Q × E0), i = 1, 2, alors il existe

C > 0 tel que

‖ση1,θ1(t)− ση2,θ2(t)‖2
Q ≤ C

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V +∫ t

0

‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V ds+

∫ t

0

‖βθ1(s)− βθ2(s)‖2
E0
ds
)
.

(3.80)

Démonstration. Soit Λ`
η,θ : W 1.p(0, T ;Q`) → W 1.p(0, T ;Q`) l’application proposée

par

Λ`
η,θσ

`(t) = B`ε(u`η(t)) +

∫ t

0

G`(σ`(s), ε(u`η(s)), β`θ(s)) ds, ` = 1, 2, (3.81)

Pour tout σ` ∈ W 1.p(0, T ;Q`) et t ∈ [0, T ]. Pour σ`1, σ`2 ∈ W 1.p(0, T ;Q`) nous utilisons

H(3.3) et (3.81) a obtenir pour tous t ∈ [0, T ]

‖Λ`
η,θσ

`
1(t)− Λ`

η,θσ
`
2(t)‖Q ≤ LGl

∫ t

0

‖σ`1(s)− σ`2(s)‖Q, ` = 1, 2. (3.82)
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Il résulte de cette inégalité que pour n assez grand, une puissance (Λ`
η,θ)

n est une

contraction sur l’espace de Banach W 1.p(0, T ;Q`) et, par conséquent existe un élément

unique σ` ∈ W 1.p(0, T ;Q`) telles que Λ`
η,θσ

` = σ`. En outre , qui σ de plus, est

l’unique solution au problème PVη,θ et, en utilisant (3.79), la régularité de uη, βθ et

les propriétés des opérateurs B` et G`, l s’ensuit que σi ∈ W 1,p(0, T ;Q). Considérons

maintenant (η1, θ1),(η2, θ2) ∈ W 1.p(0, T ;Q × E0) et, pour i = 1, 2, notons uηi = ui,

σηi = σi, βθi = βi, ϕθi = ϕi. On a

σ`i(t) = B`ε(u`i(t)) +

∫ t

0

G`(σ`i(s), ε(u`i(s)), β`i (s)) ds, ` = 1, 2, ∀t ∈ (0, T ), (3.83)

et, en utilisant les propriétés H(1.3) et H(1.4) de G` et B`, on trouve

‖σ1(t)− σ2(t)‖2
Q ≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V +

∫ t

0

‖σ1(s)− σ2(s)‖2
Q ds

+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2
V ds+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖2
E0
ds
)
, ∀t ∈ (0, T ).

(3.84)

On utilise un argument de Gronwall dans l’inégalité obtenue on en déduit (3.80), ce

qui conclut la preuve du lemme 3.3.4. �

Enfin, à la suite de ces résultats et d’utiliser les propriétés de l’opérateur G`, l’opérateur

E `, la fonction S` pour t ∈ [0, T ], nous considérons l’opérateur

Λ(η, θ)(t) =
(
Λ1(η, θ)(t),Λ2(η, θ)(t)

)
∈ Q× E0 (3.85)

défini par les égalités

(Λ1(η, θ)(t),v)Q =
2∑
`=1

(
(E `)∗∇ϕ`η(t) ε(v`)

)
H`+

2∑
`=1

(∫ t

0

G`
(
σ`η,θ(t), ε(u

`
η(s)), β

`
θ(s)

)
ds, ε(v`)

)
Q

+ j1(uη,v) ∀v ∈ V,
(3.86)

Λ2(η, θ)(t) =
(
S1(σ1

η,θ(t), ε(u
1
η(t)), β

1
θ (t),S

2(σ2
η,θ(t), ε(u

2
η(t)), β

2
θ (t)
)
. (3.87)

Ici, pour tout (η, θ) ∈ W 1,p(0, T ;Q × E0) l’élément Λ(η, θ) ∈ W 1,p(0, T ;Q × E0). uη,

ϕθ, βη et ση,θ, représentent le champ de déplacement, le champ de potentiel, le champ

d’endommagement et le champ de contrainte obtenue dans les lemmes 3.3.1, 3.3.2,

3.3.3, et 3.3.4.

Lemme 3.3.5 L’opérateur Λ a un point fixe unique (η∗, θ∗) ∈ W 1,p(0, T ;Q× L2(Ω)).

57



Chapiter 3 3.3 Existence et Unicité Résultat

Démonstration. Soit t ∈ (0, T ) et (η1, θ1), (η2, θ2) ∈ W 1,p(0, T ;Q×E0) . On utilise la

notation uηi = ui, u̇ηi = u̇i, ϕηi = ϕi et σηi,θi = σi pour i = 1, 2. Commençons par

utiliser (2.12), les hypothèses, H(3.3), H(3.5) et H(3.8) nous obtenons∥∥Λ1(η1, θ1)(t)− Λ1(η2, θ2)(t)
∥∥2

Q
≤

2∑
`=1

∥∥(E `)∗∇ϕ`1(t)− (E `)∗∇ϕ`2(t)
∥∥2

Q`

+
2∑
`=1

∫ t

0

∥∥G`(σ`1(s), ε(u`1(s)), βl1(s)
)
− G`

(
σ`2(s), ε(u`2(s)), βl2(s)

)∥∥2

H` ds

+C
∥∥pν([u1ν(t))([u1ν(t)])− pν([u1ν(t))([u1ν(t)])

∥∥2

L2(Γ3)

+C
∥∥pτ ([u1τ (t))([u1τ (t)])− pτ ([u1τ (t))([u1τ (t)])

∥∥2

L2(Γ3)

≤ C
(
‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖2

W +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds

+

∫ t

0

‖σ1(s)− σ2(s))‖2
Q ds+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖2
E0
ds+ ‖u1(t)− u2(t))‖2

V

)
. (3.88)

Nous utilisons des estimations (3.68), (3.80) pour obtenir

‖Λ1(η1, θ1)(t)− Λ1(η2, θ2)(t)‖2
Q ≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖2
E0
ds
)
. (3.89)

Par des arguments similaires, de (3.87), (3.80) et H(3.6) We obtain

‖Λ2(η1, θ1)(t)− Λ2(η2, θ2)(t)‖2
Q ≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V (3.90)

+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖β1(t)− β2(t)‖2

E0
+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖2
E0
ds

)
.

Aussi, depuis

u`i(t) =

∫ t

0

v`i(s)ds+ u`0, t ∈ (0, T ), ` = 1, 2.

Nous avons

‖u1(t)− u2(t)‖V ≤
∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖V ds,

ce qui implique

‖u1(t)− u2(t)‖2
V +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds ≤ c

∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds. (3.91)

Par conséquent,

‖Λ(η1, θ1)(t)− Λ(η2, θ2)(t)‖2
Q×E0

≤ C
(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V + (3.92)∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖β1(t)− β2(t)‖2

E0
+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖2
E0
ds
)
.
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De plus, d’après (3.59) on obtient

(v̇1 − v̇2,v1 − v2)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(v`1)−A`ε(v`2), ε(v`1 − v`2))H`

+j2(v1,v1 − v2)− j2(v2,v1 − v2) + (η1 − η2,v1 − v2)V ′×V = 0.

(3.93)

On utilise H(1.7) (3.31) pour en déduire que

j2(v1,v1 − v2)− j2(v2,v1 − v2) ≥ 0. (3.94)

Il résulte de (3.93) et (3.94) que

(v̇1 − v̇2,v1 − v2)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(v`1)−A`ε(v`2), ε(v`1 − v`2))H`

≤ −(η1 − η2,v1 − v2)V ′×V .

(3.95)

Nous intégrons cette égalité par rapport au temps, utilisons les conditions initiales

v1(0) = v2(0) = v0 et la condition H(3.1) pour trouver

min(mA1 ,mA2)

∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds ≤

−
∫ t

0

(η1(s)− η2(s),v1(s)− v2(s))V ′×V ds,

pour tout t ∈ [0, T ]. Alors, en utilisant l’inégalité 2ab ≤ a2

m
+mb2, on obtient∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ ds ∀t ∈ [0, T ]. (3.96)

Forme (3.77), on en déduit que

(β̇1 − β̇2, β1 − β2)E0 + a(β1 − β2, β1 − β2) ≤ (θ1 − θ1, β1 − β2)E0 ∀t ∈ (0, T ).

En intégrant l’inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions

initiales β1(0) = β2(0) = β0 et l’inégalité a a(β1 − β2, β1 − β2) ≥ 0, nou trouvons

1

2
‖β1(s)− β2(s))‖2

E0
ds ≤

∫ t

0

(θ1(s)− θ2(s), β1(s)− β2(s))E0 ds, (3.97)

ce qui implique

‖β1(s)− β2(s))‖2
E0
ds ≤

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
E0
ds+

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s))‖2
L2(Ω) ds.
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Cette inégalité, combinée avec l’inégalité de Gronwall, conduit à

‖β1(s)− β2(s))‖2
E0
ds ≤ C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
E0
ds ∀(0, T ). (3.98)

De l’inégalité précédente et des estimations (3.96), (3.98) et (3.92) il s’ensuit maintenant

que

‖Λ(η1, θ1)(t)− Λ(η2, θ2)(t)‖2
Q×E0

≤ C

∫ t

0

‖(η1, θ1)(s)− (η2, θ2)(s)‖2
Q×E0

ds.

En réitérant cette inégalité n fois on obtient

‖Λn(η1, θ1)− Λn(η2, θ2)‖2
W 1,p(0,T ;Q×E0) ≤

CnT n

n!
‖(η1, θ1)− (η2, θ2)‖2

W 1,p(0,T ;Q×E0).

Ainsi, pour n suffisamment grand, Λn est une contraction sur W 1,p(0, T ;Q × E0), et

donc Λ a un unique point fixe dans cet espace de Banach. �

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théorème 3.3.1.

Existence. Soit (η∗, θ∗) ∈ W 1,p(0, T ;Q×E0) le point fixe de Λ défini par (3.85)-(3.87),

et dénotent

u∗ = uη∗ , ϕ∗ = ϕη∗ , β∗ = βθ∗ , (3.99)

σ`∗ = A`ε(u̇`∗) + (E `)∗∇ϕ`∗ + σ`η∗θ∗ , ` = 1, 2, (3.100)

D`
∗ = E `ε(u`∗)− B`∇ϕ`∗, ` = 1, 2. (3.101)

Nous prouvons que {u∗,σ∗, ϕ∗, β∗,D∗} satisfait (3.46)-(3.51) et les régularités (3.53)-

(3.56). En effet, on écrit (3.59) pour η∗ = η et on utilise (3.99) pour trouver

(ü∗(t), v)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(u̇`∗(t)), ε(v`))H` + j2(u̇∗(t),v)

+(η∗(t), v)V ′×V = (f(t),v)V ′×V ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ). (3.102)

Pour les égalités Λ1(η∗, θ∗) = η∗ et Λ2(η∗, θ∗) = θ∗ il s’ensuit que

(η∗(t), v)Q×V =
2∑
`=1

(
E `ε(u`(t)), ε(v`)

)
Q

+
2∑
`=1

(∫ t

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s)) (3.103)

−E `∇ϕ`(s), ε(u`(s)), β(s)
)
ds, ε(v`)

)
Q

+ j1(u∗(t),v),

60



Chapiter 3 3.3 Existence et Unicité Résultat

θ∗(t) =
2∑
`=1

(S`(σ`(t)−A`ε(u̇`(t))−(E `)∗∇ϕ`(t), ε(u`(t)), β`(t)). (3.104)

Nous substituons maintenant (3.103) dans (3.102) pour obtenir

(ü∗(t), v)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(u̇`∗(t)), ε(v`))H` + j2(u̇∗(t),v)

+
2∑
`=1

(
B`ε(u`∗(t)), ε(v`)

)
H` +

2∑
`=1

(
(E `)∗∇ϕ`∗, ε(v`)

)
H`

+
2∑
`=1

(∫ t

0

G`
(
σ`∗(s)−A`ε(u̇`∗(s))− (E `)∗∇ϕ`∗(s), ε(u`∗(s)), β`∗(s)

)
ds, ε(v`)

)
H`

+j1(u∗(t),v) = (f(t), v)V ′×V , ∀v ∈ V , (3.105)

et on substitue (3.104) dans (3.77) pour avoir

β∗(t) ∈ K,
2∑
`=1

(β̇`∗(t), ξ
` − β`∗(t))L2(Ω`) + a(β(t), ξ − β(t)) ≥

2∑
`=1

(
φ`
(
σ`∗(t)−A`ε(u̇`∗(t))− (E `)∗∇ϕ`(t), ε(u`∗(t)), β`∗(t)

)
, ξ` − β`∗(t)

)
L2(Ω`)

,

∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ). (3.106)

Nous écrivons maintenant (3.67) pour η = η∗ et utilisons (3.99) pour voir que

2∑
`=1

(B`∇ϕ`∗(t),∇ξ`)H` −
2∑
`=1

(E `ε(u`∗(t)),∇ξ`)H` = (q(t), ξ)W , (3.107)

∀ξ ∈ W, p.p. t ∈ (0, T ).

Les relations (3.99)-(3.101), (3.105), (3.106), et (3.107) nous permettent maintenant

de conclure que {u∗,σ∗, ϕ∗, β∗,D∗} satisfait (3.46). Ensuite„ (3.51) et les régularités

(3.53), (3.54), (3.57) découlent des lemmes 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3. Comme u∗ et ϕ∗ satis-

font (3.53) et (3.57), il résulte du lemme 3.3.4 et (3.100) que

σ∗ ∈ L2(0, T ;H). (3.108)

On choisit v = (v1, v2) avec v` = ω` ∈ D(Ω`)d et v3−` = 0 dans (3.105) et par (3.99) et

(3.33)

ρ`ü`∗ = Divσ`∗ + f `0, p.p. t ∈ (0, T ), ` = 1, 2.
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De plus, d’après (3.27), (3.53) et (3.108) nous avons

(Divσ1
∗,Divσ2

∗) ∈ L2(0, T ;V ′).

Soit t1, t2 ∈ [0, T ], d’après (2.17), H(3.4), H(3.5) et (3.101), on en déduit que

‖D∗(t1)−D∗(t2)‖
H
≤ C (‖ϕ∗(t1)− ϕ∗(t2)‖W + ‖u∗(t1)− u∗(t2)‖V ) .

La régularité de u∗ et ϕ∗ donnée par (3.53) et (3.54) implique

D∗ ∈ C(0, T ;H). (3.109)

On choisit φ = (φ1, φ2) avec φ` ∈ D(Ω`)d et φ3−` = 0 dans (3.107), et en utilisant

(3.34), (3.101) on trouve

divD`
∗(t) = q`0(t) ∀t ∈ (0, T ), ` = 1, 2,

et, par (3.28), (3.109), on obtient

D∗ ∈ C(0, T ;W).

Enfin, nous concluons que la solution faible {u∗,σ∗, ϕ∗, β∗,D∗} du problème du contact

piézoélectrique PV,1 a les régularités (3.53)-(3.56), ce qui conclut la partie existence du

théorème 3.3.1.

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité du point fixe de

l’opérateur Λ défini par (3.86)-(3.87) et de l’unique résolubilité des Problèmes PV1
η,

PV2
η, PVθ et PVη,θ.
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3.4 Approximation numérique d’un problème Piézo-

électrique élasto-viscoplastique avec endommage-

ment.

Dans notre étude on considère l’approximation numérique du problème étudié dans

la première section. Nous utilisons une méthode d’approximation variationnelle. Dans

cette section on va présenter le problème approché, ensuite donner et estimer l’erreur

de la discrétisation complète du problème approché et puis on donne un résultat de

convergence pour le schéma numérique. Le schéma de discrétisation complète est ana-

lysé à l’aide de la méthode des éléments finis. En fait cette méthode est utilisée pour

discrétiser l’espace et le temps. La convergence forte dans ce cas est établie sous une

régularité minimale de la solution.

3.4.1 La discrétisation complète

Nous introduisons maintenant une approximation complète du problème variation-

nel PV,1 par la méthode des éléments fini et nous donnons une estimation d’erreur de

ce problème. La discrétisation du problème (3.46)-(3.51) est donnée comme suit. Pour

chaque paramétre h` > 0, destiné à tendre vers 0, on associe la triangulation τ `h de Ω`

en triangles de taille maximale h`. Ensuite, les dérivations de temps sont discrétisés par

l’utilisation d’une partition uniforme de [0;T ], notée par 0 = t0 < t1 < ... < tN = T .

Soit k un pas de temps, k = T/N , et pour une fonction continue f(t) soit fn = f(tn),

Finalement, pour une suite {ωn}Nn=0 nous notons par δωn = (ωn−ωn−1)/k la différence

finie. Dans cette section, aucune addition n’est assumée sur un indice répété, et c dé-

note une constante positive qui dépend des données du problème, mais indépendante

des paramètres de discrétisation h et k. Nous considérons une position générale des

espaces arbitraires de dimension finie V h ⊂ V , W h ⊂ W , Qh ⊂ Q et Eh
1 ⊂ E1 pour

approcher des espaces V ,W,Q et E1, respectivement.
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3.4.2 Formulation variationnelle approchée

La discrétisation complète du problème PV,1 est basée sur un schéma progressif

d’Euler et elle est donnée sous la forme suivante :

Problème PhkV,1. Trouver une discrétisation du champ des déplacements

whk = {(w1,hk
n ,w2,hk

n )}Nn=1 ⊂ V h, une discrétisation du champ contraintes

σhk = {(σ1,hk
n ,σ2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Qh, une discrétisation du champ potentiel électrique

ϕhk = {(ϕ1,hk
n , ϕ2,hk

n )}Nn=1 ⊂ W h et une discrétisation du champ d’endommagements

βhk = {(β1,hk
n , β2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Eh
1 et pour tout n = 1, ..., N

σ`,hk = A`ε(w`,hk) + B`ε(u`,hk)+(E `)∗∇ϕ`,hk+
n−1∑
j=0

k G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), β`,hkj

) (3.110)

 (δwhk
n , v

h)V ′×V +
2∑̀
=1

(σ`,hkn , ε(v`,h))Q` + j1(uhkn ,v
h)

+j2(whk
n ,v

h) = (fn,v
h)V ′×V , ∀vh ∈ V h

(3.111)


2∑̀
=1

(B`∇ϕ`,hkn ,∇ξ`,h)W` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`,hkn ),∇ξ`,h)W`

+(h(uhkn , ϕ
hk
n ), ξh)W ` = (qn, ξ

h)W , ξh ∈ W h,

(3.112)


2∑̀
=1

(δβ`,hkn , ξ`,h − β`,hkn )L2(Ω`) + a(βhkn , ξ
h − βhkn ) ≥

2∑̀
=1

(S`(σ`,hkn−1 −A`ε(w
`,hk
n−1)−(E `)∗∇ϕ`,hkn−1, ε(u

`,hk
n−1)), ξ`,h − β`,hkn )L2(Ω`), ξh ∈ Kh,

(3.113)

où le champ de déplacement discret uhk = {(u1,hk
n ,u2,hk

n )}Nn=1 ⊂ V h est donné

uhkn = uh0 +
n∑
j=0

kwhk
j (3.114)

et uh0 et wh
0 et βh0 sont des approximations appropriées des conditions initiales u0 et

w0 et β0 respectivement. Nous remarquons que la discrétisation complète du Problème

PhkV,1 peut-être vue comme un système d’une inéquation variationnelle, d’une équation

variationnelle et d’une équation différentielle. Utilisant des résultats classiques des pro-

blèmes variationnels non linéaires (voir [34] ), nous obtenons que le Problème PhkV,1
admette une solution unique dans V h ×Qh ×W h × Eh

1 .
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3.4.3 L’estimation d’erreur du problème approché

Notre intérêt dans cette section est de trouver l’estimation d’erreur ‖wn −whk
n ‖V ,

‖σn − σhkn ‖Q, ‖ϕn − ϕhkn ‖W et ‖βn − βhkn ‖E0 .

Lemme 3.4.1 Sous les hypothèses H(3.5)-(3.23). Soit {w,σ, ϕ, β} et {whk
n ,σ

hk
n , ϕ

hk
n , β

hk
n }

les solutions des Problèmes PV,1 et PhkV,1 respectivement. Alors, on a l’estimation d’er-

reur suivante :

pour tout, vh = {vhj }Nn=1 ⊂ V h et ξh = {ξhj }Nn=1 ⊂ W h,

max
1≤n≤N

{
‖wn −whk

n ‖2
V + ‖σn − σhkn ‖2

Q + ‖ϕn − ϕhkn ‖2
W + ‖βn − βhkn ‖2

E0

}
+k

N∑
j=1

(
‖wj −whk

j ‖2
V + ‖∇(βj − βhkj )‖2

E0

)

≤ c



max
1≤n ≤N

‖ϕn − ξhn‖2
W + k

N∑
j=1

[
‖ẇj − δwj‖2

H + ‖wj − vhj ‖2
V

]
+ ‖u0 − uh0‖2

V

+k2 +
1

k

N−1∑
j=1

‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2
H + ‖w0 −wh

0‖2
H + ‖β0 − βh0 ‖2

E0

+ max
16n6N

‖βn − ξhn‖2
E0

+ k−1
n−1∑
j=1

‖(βj+1 − ξhj+1)− (βj − ξhj )‖2
E0

+ k
n∑
j=1

‖δβj − β̇j‖2
E0

+k
n∑
j=1

‖(S(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ϕj, ε(uj), βj)− δβj + κ∆βj‖E0‖βj − ξhj ‖E0

+k
n∑
j=1

‖βn − ξhn‖2
E0

+ max
16n6N

‖wn − vhn‖2
H


(3.115)

Démonstration. D’abord, on commence par l’obtention de l’estimation d’erreur pour

le potentiel électrique. On prend (3.51) en temps t = tn pour ξ = ξh ∈ W h et ont la

soustrayant de (3.112), il ensuite que : (
2∑̀
=1

(B`∇(ϕ`n − ϕ`,hkn ),∇ξ`,h)W` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇ξ`,h)W`)

+(h(un, ϕn), ξh)W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ξh)W ` = 0, ξh ∈ W h,

Donc, nous avons

2∑̀
=1

(B`∇(ϕ`n − ϕ`,hkn ),∇(ϕ`n − ϕ`,hkn ))W` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇(ϕ`n − ϕ`,hkn ))W`

+(h(un, ϕn), ϕn − ϕhkn )W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ϕn − ϕhkn )W `

=
2∑̀
=1

(B`∇(ϕ`n − ϕ`,hkn ),∇(ϕ`n − ξ`,h))W` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇(ϕ`n − ξ`,h))W`

+(h(un, ϕn), ϕn − ξh)W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ϕn − ξh)W ` , ξh ∈ W h.
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Il vient de la définition (3.32) de la fonction h que

(h(un, ϕn), ϕn − ϕhkn )W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ϕn − ϕhkn )W `

=

∫
Γ3

ψ([un,v]−g)φl([ϕn]−ϕ0)(ϕn−ϕhkn )da−
∫

Γ3

ψ([uhkn,v]−g)φl([ϕ
hk
n ]−ϕ0)(ϕn−ϕhkn )da,

=

∫
Γ3

ψ([un,v]− g)[φl([ϕn]− ϕ0)− φl([ϕhkn ]− ϕ0)](ϕn − ϕhkn )da

−
∫

Γ3

φl([ϕ
hk
n ]− ϕ0)[ψ([uhkn,v]− g)− ψ([un,v]− g)](ϕn − ϕhkn )da.

En gardant à l’esprit la condition H(3.9), on peut en déduire que

(h(un, ϕn), ϕn − ϕhkn )W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ϕn − ϕhkn )W ` ≥

−MψLφ‖uhkn,v − un,v‖L2(Γ3)‖ϕn − ϕhkn ‖L2(Γ3) ≥ −MψLφc0c1‖uhkn − un‖V ‖ϕn − ϕhkn ‖W .

En utilisant les mêmes arguments que ci-dessus, on obtient

(h(un, ϕn), ϕn − ξh)W ` − (h(uhkn , ϕ
hk
n ), ϕn − ξh)W `

6MψLφc0c1‖un − uhkn ‖V ‖ϕn − ξh‖W +MφLψc
2
1‖un − uhkn ‖V ‖ϕn − ξh‖W .

Nous combinons maintenant H(3.2) et H(3.5) , on voit que
‖ϕn − ϕhkn ‖2

W ≤ c

(
‖un − uhkn ‖V ‖ϕn − ϕhkn ‖W + ‖un − uhkn ‖V ‖ϕn − ξh‖W

+‖ϕn − ϕhkn ‖W‖ϕn − ξh‖W
)
∀ξh ∈ W h.

Nous appliquons l’inégalité élémentaire suivante :

a.b ≤ αa2 +
a

α2
b, a, b, α ∈ R, α > 0. (3.116)

Alors, nous trouvons

‖ϕn − ϕhkn ‖2
W ≤ c

(
‖un − uhkn ‖2

V + ‖ϕn − ξh‖2
W

)
∀ξh ∈ W h. (3.117)

Deuxièmement, on estime l’erreur pour un champ de contraintes pour n = 1, 2, ..., N.

Par récurrence, on obtient la formule suivante :

σ`,hk = A`ε(w`,hk) + B`ε(u`,hk)+(E `)∗∇ϕ`,hk+
n−1∑
j=0

k G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), β`,hkj

)
.

(3.118)
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Ensuite, on intègre (3.46) de t = 0 à t = tn pour obtenir

σ`n = A`ε(w`
n) + B`ε(u`n)+(E `)∗∇ϕ`

+

∫ tn

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(w`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)), β`(s)

)
ds. (3.119)

En combinant (3.118) et (3.119), on trouve

σα,hk − σαn = A`ε(w`
n)−A`ε(w`,hk

n ) + B`ε(u`n)− B`ε(u`,hkn ) + (E `)∗∇(ϕ`n − ϕ`,hkn )

+M k
n(G`) +

n−1∑
j=0

k
[
G`
(
σ`j −A`ε(w`

j))−(E `)∗∇ϕ`j, ε(u`j), β`j
)

− G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), β`,hkj

)]
, (3.120)

où, pour n = 1, ..., N , l’erreur de quadrature est

M k
n(Gα) =

∫ tn

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(w`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)), β`(s)

)
ds

−
n−1∑
j=0

k G`
(
σ`j −A`ε(w`

j)−(E `)∗∇ϕ`j, ε(u`j), β`j
)
.

Par la continuité Lipschitz de G nous avons∥∥∥Gα(σ`j−A`ε(w`
j)−(E `)∗∇ϕ`j, ε(u`j), β`j

)
−Gα

(
σ`,hkj −A`ε(w

`,hk
j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), β`,hkj

)∥∥∥
H

≤ c
(
‖σj − σhkj ‖Q + ‖wj −whk

j ‖V + ‖ϕj − ϕhkj ‖W + ‖uj − uhkj ‖V + ‖βj − βhkj ‖E0

)
.

Alors (3.120) implique

‖σn − σhkn ‖Q ≤ c
(
‖vn − vhkn ‖V + ‖ϕn − ϕhkn ‖W + ‖un − uhkn ‖V + ‖M k

n(G)‖H

+
n−1∑
j=0

k
[
‖σj −σhkj ‖Q + ‖wj −whk

j ‖V + ‖ϕj −ϕhkj ‖W + ‖uj −uhkj ‖V + ‖βj −βhkj ‖E0

])
.

(3.121)

Encore une fois, par la continuité Lipschitz de G nous trouvons

‖M k
n(G)‖H ≤

n−1∑
j=0

∫ tj−1

tj

∥∥∥Gα(σ`(t)−A`ε(w`(t))−(E `)∗∇ϕ`(t), ε(u`(t)), β`(t)
)

−Gα
(
σ`j −A`ε(w`

j)−(E `)∗∇ϕ`j, ε(u`j), β`j
)∥∥∥
H
dt
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≤ c

n−1∑
j=0

∫ tj−1

tj

(
‖σ(t)−σj‖Q+‖w(t)−wj‖V +‖ϕ(t)−ϕj‖W+‖u(t)−uj‖V +‖β(t)−βj‖E0

)
dt.

En utilisant les hypothèses sur la régularité de la solution on en déduit

‖M k
n(G)‖Q ≤ ck, (3.122)

où la constante c dépend de ‖σ‖L2(0,T ;Q), ‖w‖L2(0,T ;V )∩C(0,T ;H) and ‖u0‖L2(0,T ;V )∩C1(0,T ;H).

From (3.121) and (3.122) we also obtain the inequality

‖σn − σhkn ‖2
Q ≤ c

(
‖wn −whk

n ‖2
V + ‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖un − uhkn ‖2
V + k2

+
n−1∑
j=0

k
[
‖σj −σhkj ‖Q + ‖wj −whk

j ‖V + ‖ϕj −ϕhkj ‖W + ‖uj −uhkj ‖V + ‖βj − βhkj ‖E0

])
(3.123)

Au vu des applications impliquant des matériaux piézoélectriques élasto-viscoplastiques,

il convient de considérer la quantité

N `,hk
n (w) =

2∑
`=1

(
A`ε(w`

n)−A`ε(w`,hk
n ), ε(w`

n − v`,hkn )
)
H`

Par les propriétés H(3.1) et l’inégalité de Korn, on a la borne inférieure suivante :

Nα,hk
n (w) ≥ mA‖ε(wn −whk

n )‖2
H ≥ c‖wn −whk

n ‖2
V (3.124)

Nous tournons pour dériver une limite supérieure pour N `,hk
n (w). Pour tout vh ∈ V h,

on peut écrire

N `,hk
n (w) =

2∑
`=1

(
A`ε(w`

n)−A`ε(w`,hk
n ), ε(w`

n − v`,h)
)
H`

+
2∑
`=1

(
A`ε(w`

n)−A`ε(w`,hk
n ), ε(v`,h −w`,hk

n )
)
H`
. (3.125)

Par (3.118), on trouve

2∑
`=1

(
A`ε(w`,hk

n ), ε(v`,h−w`,hk
n )

)
H`

=
2∑
`=1

(σ`,hkn , ε(v`,h−w`,hk
n ))Q`−

2∑
`=1

(
(E `)∗∇(ϕ`,hkn )

+B`ε(u`,hkn )+
n−1∑
j=0

kG`
(
σ`,hkj −A`ε(w

`,hk
j )−(E `)∗∇(ϕ`,hkj ), ε(u`,hkj ), β`,hkj

)
ds, ε(v`,h−w`,hk

n )

)
H`
.
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Il découle de (3.119) que

2∑
`=1

(
A`ε(w`

n), ε(v`,h −w`,hk
n )

)
H`

=
2∑
`=1

(σ`n, ε(v
`,h −w`,hk

n ))Q` −
2∑
`=1

(
(E `)∗∇(ϕ`n)

+B`ε(u`n) +

∫ tn

0

G`
(
σ`n −A`ε(v`n)−(E `)∗∇(ϕ`n), ε(u`n), β`

)
ds, ε(v`,h −w`,hk

n )

)
H`
.

En soustrayant ces deux égalités, on obtient

2∑
`=1

(
A`ε(w`

n)−A`ε(w`,hk
n ), ε(v`,h −w`,hk

n )
)
H`

=
2∑
`=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h −w`,hk
n ))Q`

−
2∑
`=1

(
(E `)∗∇(ϕ`n−ϕ`,hkn )+B`ε(u`n)−B`ε(u`,hkn ), ε(v`,h−w`,hk

n )

)
W`

−P n(v`,h−w`,hk
n ),

où

P n(v`,h) =
2∑
`=1

(
M k

n(G`), ε(v`,h)
)
H`

+
2∑
`=1

n−1∑
j=0

k

(
G`
(
σ`j−A`ε(w`

j)−(E `)∗∇ϕ`j, ε(u`j), β`j
)

−G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), β`,hkj

)
, ε(v`,h)

)
H`
.

Nous bornons ce terme comme suit :

|P n(vα,h)| ≤ c
( n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖Q + ‖vj − vhkj ‖V + ‖ϕj − ϕhkj ‖W + ‖uj − uhkj ‖V

+‖βj − βhkj ‖E0) + ‖M k
n(G)‖H

)
‖vh‖V

≤ c
( n−1∑
j=0

k(‖σj−σhkj ‖Q+‖vj−vhkj ‖V +‖ϕj−ϕhkj ‖W+‖uj−uhkj ‖V +‖βj−βhkj ‖E0)+k
)
‖vh‖V .

Puis à partir de l’expression (3.125), on obtient la borne supérieure,

N `,hk
n (w) ≤ c‖wn −whk

n ‖V ‖wn − vh‖V +
2∑
`=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h −w`,hk
n ))Q`

+c
(
‖ϕn − ϕhkn ‖W + ‖un − uhkn ‖V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖Q + ‖vj − vhkj ‖V + ‖ϕj − ϕhkj ‖W

+ ‖uj − uhkj ‖V + ‖βj − βhkj ‖E0) + k
)
‖vh −whk

n ‖V . (3.126)
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En combinant la borne inférieure (3.124) et la borne supérieure (3.126), on obtient
‖wn −whk

n ‖2
V ≤ c‖wn −whk

n ‖V ‖wn − vh‖V +
2∑̀
=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h −w`,hk
n ))Q`

+c
(
‖ϕn − ϕhkn ‖W + ‖un − uhkn ‖V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖Q + ‖wj −whk
j ‖V

+‖ϕj − ϕhkj ‖W + ‖uj − uhkj ‖V + ‖βj − βhkj ‖E0) + k
)
‖vh −whk

n ‖V .

Ensuite, nous avons lié ‖vh − whk
n ‖V avec ‖wn − vh‖V + ‖wn − whk

n ‖V . On a donc

finalement l’estimation
‖wn −whk

n ‖2
V ≤ c‖wn − vh‖2

V + c
2∑̀
=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h −w`,hk
n ))Q`

+c
(
‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖un − uhkn ‖2
V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖βj − βhkj ‖2
E0

) + k2
)
.

(3.127)

Ces inégalités seront utilisées dans l’analyse numérique des problèmes de contact pour

les matériaux piézoélectriques élasto-viscoplastiques.

Troisièmement, nous procédons maintenant à l’estimation des erreurs numériques sur

le champ de vitesse. Nous réécrivons l’équation variationnelle. (3.48) au temps t = tn

pour v = vh ∈ V h et on le soustrait à (3.112) obtenir
2∑̀
=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h))Q` = −(ẇn − δwhk
n ,v

h)V ′×V − j1(un,v
h)

+j1(uhkn ,v
h)− j2(wn,v

h) + j2(whk
n ,v

h).

Alors, (3.127) implique

‖wn −whk
n ‖2

V ≤ c‖wn − vh‖2
V + c

(
(ẇn − δwhk

n ,w
hk
n − vh)V ′×V j1(un,w

hk
n − vh)

+j1(uhkn ,w
hk
n − vh)− j2(wn,w

hk
n − vh) + j2(whk

n ,w
hk
n − vh)

)
+ c
(
‖ϕn − ϕhkn ‖2

W

+‖un − uhkn ‖2
V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2

W

+‖uj − uhkj ‖2
V + ‖βj − βhkj ‖2

E0
) + k2

)
.

(3.128)

Ensuite, nous écrivons (ẇn − δwhk
n ,w

hk
n − vh)V ′×V = −(δwn − δwhk

n ,wn −whk
n )V ′×V

+(ẇn − δwn,w
hk
n − vh)V ′×V + (δwn − δwhk

n ,wn − vh)V ′×V .
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Alors, il découle de (3.128) que

(δwn − δwhk
n ,wn −whk

n )V ′×V + ‖wn −whk
n ‖2

V ≤ c
(
‖wn − vh‖2

V + ‖ẇn − δwhk
n ‖2

H

+‖ϕn − ϕhkn ‖2
W + ‖un − uhkn ‖2

V + |j1(un,w
hk
n − vh)|+ |j1(uhkn ,w

hk
n − vh)|

−|j2(wn,w
hk
n − vh)|+ |j2(whk

n ,w
hk
n − vh)|+ (δwn − δwhk

n ,wn − vh)V ′×V + k2

+
n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2

W + ‖uj − uhkj ‖2
V + ‖βj − βhkj ‖2

E0
)
)
.

(3.129)

À partir des propriétés H(3.7) et H(3.8), on a j1(un, wn − vh)− j1(uhkn , wn − vh) ≤ ‖un − uhkn ‖V ‖wn − vh‖V ∀vh ∈ V h,

j2(wn, wn − vh)− j2(whk
n , wn − vh) ≤ ‖wn −whk

n ‖V ‖wn − vh‖V ∀vh ∈ V h,

où le terme ‖whk
n − vh‖V est en outre délimité par

‖wn − vh‖V + ‖wn −whk
n ‖V .

L’utilisation répétée de l’inégalité (3.116) puis (3.129) implique que
(δwn − δwhk

n ,wn −whk
n )V ′×V + ‖wn −whk

n ‖2
V ≤ c

(
‖wn − vh‖2

V + ‖ẇn − δwhk
n ‖2

H

+‖ϕn − ϕhkn ‖2
W + ‖un − uhkn ‖2

V + (δwn − δwhk
n ,wn − vh)V ′×V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q

+‖wj −whk
j ‖2

V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖βj − βhkj ‖2
E0

) + k2
)
,

(3.130)

on note δwn = (wn −wn−1)/k.

Ensuite, une borne inférieure pour (δwn − δwhk
n ,wn −whk

n )V ′×V est

(δwn − δwhk
n ,wn −whk

n )V ′×V ≥
1

2k

(
‖wn −whk

n ‖2
V − ‖wn−1 −whk

n−1‖2
V

)
.

Donc, pour vhn ∈ V h, on obtient de (3.130) que

1

2k

(
‖wn −whk

n ‖2
V − ‖wn−1 −whk

n−1‖2
V

)
+ ‖wn −whk

n ‖2
V ≤ c

(
‖wn − vhn‖2

V

+‖ẇn − δwhk
n ‖2

H + ‖un − uhkn ‖2
V + (δwn − δwhk

n ,wn − vh)V ′×V +
n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q

+‖wj −whk
j ‖2

V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖βj − βhkj ‖2
E0

) + k2 + ‖ϕn − ϕhkn ‖2
W

)
(3.131)

En multipliant cette inégalité par 2k, en changeant n en j, en remplaçant vh par vhj et
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en effectuant la sommation sur j = 1 pour n, rendements
‖wn −whk

n ‖2
V − ‖w0 −whk

0 ‖2
V + 2

n∑
j=1

k‖wn −whk
n ‖2

V ≤ c
n∑
j=1

k
(
‖wj − vhj ‖2

V

+‖ẇj − δwhk
j ‖2

H + ‖uj − uhkj ‖2
V + (δwj − δwhk

j ,wj − vh)V ′×V +
n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q

+‖wj −whk
j ‖2

V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖βj − βhkj ‖2
E0

) + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + k2

)
,

(3.132)

pour tous les vh = {vhj }nj=0 ⊂ V h.

Nous estimons le deuxième terme du membre de droite comme suit :

n∑
j=1

k(δwj − δwhk
j ,wj − vhj )V ′×V =

n∑
j=1

(wj −whk
j − (wj−1 −whk

j−1),wj − vhj )V ′×V

≤ ε‖wn −whk
n ‖2

V + c‖wn − vhn‖2
V + c‖w0 −wh

0‖2
V + c‖w1 − vh1‖2

V

+c
n−1∑
j=1

‖wj −whk
j ‖V ‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖V .

(3.133)

Prendre l’Éq. (3.114) au temps t = tj et en le soustrayant à (3.66) nous trouvons que

‖uj − uhkj ‖V ≤ c

(
‖u0 − uh0‖V +

j∑
l=1

k‖wl − whkl ‖V + Ij

)
, (3.134)

où Ij est l’erreur d’intégration donnée par

Ij =

∥∥∥∥∫ tj

0

w(s)ds−
j∑
l=1

kwl

∥∥∥∥
V

.

D’après le théorème 2.6.6, on a u ∈ H2(0;T ;V ) et donc, il est facile de vérifier que

Ij 6 ‖u‖H2(0;T ;V ).

Nous combinons (3.133)–(3.134)–(3.132) et obtenons

‖wn −whk
n ‖2

V + 2
n∑
j=1

k‖wn −whk
n ‖2

V ≤ c
n∑
j=1

k
(
‖wj − vhj ‖2

V + ‖ẇj − δwhk
j ‖2

H

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W +

j∑
l=1

k‖wl − whkl ‖2
V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖βj − βhkj ‖2
E0

) + k2
)

+ c
(
‖w0 −whk

0 ‖2
V + ‖u‖2

H2(0;T ;V )

+‖w1 −whk
1 ‖2

V +
n−1∑
j=1

‖wj −whk
j ‖V ‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖V + ‖u0 − uh0‖2

V

)
.

(3.135)
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Quatrièmement, Nous nous tournons vers l’estimation ‖βn−βhkn ‖E0 . On choisit ξ = βhkn

dans (3.50) à t = tn :
2∑̀
=1

(β̇`n, β
`,hk
n − β`n)L2(Ω`) + a(βn, β

hk
n − βn) ≥

2∑̀
=1

(S`(σ`n −A`ε(u̇n`)−(E `)∗∇ϕ`n, ε(un`), β`,hkn − β`n)L2(Ω`).

Ajout de cette inégalité à (3.113), avec ξh = ξhn ∈ Kh, donne

2∑̀
=1

(δ(β`n − β`,hkn ), β`n − β`,hkn )L2(Ω`) + a(βn − βhkn , βn − βhkn )

≤
2∑̀
=1

(δβ`n − β̇`,hkn , β`n − β`,hkn )L2(Ω`) +
2∑̀
=1

(δ(β`n − β`,hkn ), β`n − ξ`,hn )L2(Ω`)

+a(βn − βhkn , βn − ξhn)−
2∑̀
=1

(δβ`n, β
`
n − ξ`,hn )L2(Ω`) − a(βn, βn − ξhn)

+
2∑̀
=1

(S`(σ`n −A`ε(u̇n`)−(E `)∗∇ϕ`n, ε(un`), β`n − ξ`,hn )L2(Ω`),

+
2∑̀
=1

(
(S`(σ`n −A`ε(u̇n`)−(E `)∗∇ϕ`n, ε(un`))

−(S`(σ`n−1 −A`ε(u̇`n−1)−(E `)∗∇ϕ`n−1, ε(un−1
`)), ξ`,hn − β`,hkn

)
L2(Ω`)

.

(3.136)

Nous estimons chaque terme du membre de droite. Pour le terme

2∑
`=1

(δ(β`n−β`,hkn ), β`n−β`,hkn )L2(Ω`) =
1

k
(‖βn−βhkn ‖2

E0
−

2∑
`=1

(β`n−β`,hkn , β`n−1−β
`,hk
n−1)L2(Ω`)),

on a
2∑
`=1

(δ(β`n − β`,hkn ), β`n − β`,hkn )L2(Ω`) ≥
1

k

(
‖βn − βhkn ‖2

E0
− ‖βn−1 − βhkn−1‖2

E0

)
. (3.137)

On utilise (3.137), on remplace n par j dans (3.136) puis on additionne sur j = 1, ..., n

obtenir

‖βn − βhkn ‖2
E0
− ‖β0 − βhk0 ‖2

E0
+ k

n∑
j=1

a(βj − βhkj , βj − βhkj )

≤ k
n∑
j=1

2∑̀
=1

(δβ`j − β̇
`,hk
j , β`j − β

`,hk
j )L2(Ω`) +

n∑
j=1

2∑̀
=1

(β`j − β
`,hk
j , β`j − ξ

`,h
j )L2(Ω`)

−
n−1∑
j=1

2∑̀
=1

(β`j − β
`,hk
j , (β`j+1 − ξ

`,h
j+1)− (β`j − ξ

`,h
j ))L2(Ω`) −

2∑̀
=1

(β`1 − β
`,hk
1 , β`1 − ξ

`,h
1 )L2(Ω`)

+k
n∑
j=1

a(βj − βhkj , βj − ξhj ) +
n∑
j=1

[
2∑̀
=1

S`(σ`j −A`ε(u̇`j)−(E `)∗∇ϕ`j, ε(uj`), β`j − ξ
`,h
j )L2(Ω`)

−
2∑̀
=1

(δβ`j , β
`
j − ξ

`,h
j )L2(Ω`) − a(βjβ

`
j − ξ

`,h
j )

]
+ k

n∑
j=1

2∑̀
=1

((S`(σ`j −A`ε(u̇`j)−(E `)∗∇ϕ`j,

ε(uj
`), β`j)− (S`(σ`j−1 −A`ε(u̇`j−1)−(E `)∗∇ϕ`j−1, ε(uj−1

`), β`,hkj−1 ), ξhj − β
`,hk
j )L2(Ω`).
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Puis,

‖βn − βhkn ‖2
E0

+ k
n∑
j=1

‖∇(βj − βhkj )‖2
E0
≤ C

(
k

n∑
j=1

‖δβj − β̇j‖2
E0
‖βj − βhkj ‖2

E0

+‖β0 − βh0 ‖2
E0
k

n∑
j=1

‖δβj − β̇j‖2
E0
‖βj − βhkj ‖2

E0
+ ‖βn − βhkn ‖2

E0
‖βn − ξhn‖2

E0

+‖β0 − βhk0 ‖2
E0
‖β1 − ξh1‖2

E0
+ k

n−1∑
j=1

‖βj − βhkj ‖E0‖(βj+1 − ξhj+1)(βj − ξhj )‖E0

+k
n∑
j=1

‖(S(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ϕj, ε(uj), βj)− δβj + κ∆βj‖E0‖βj − ξhj ‖E0

+k
n∑
j=1

(‖uj − uhkj−1‖V + ‖βj − βhkj ‖E0)(‖βj − βhkj ‖E0 + ‖βj − ξhj ‖E0)

+k
n∑
j=1

‖∇(βj − βhkj )‖E0‖∇(βj − ξhj )‖E0

)
.

En utilisant (3.134) on obtient

‖βn − βhkn ‖2
E0

+ k
n∑
j=1

‖∇(βj − βhkj )‖2
E0
≤
(
‖β0 − βh0 ‖2

E0
+ ‖β1 − ξh1‖2

E0
+ ‖u0 − uh0‖2

V

+k2(‖w‖2
V + ‖β̇‖2

E0
) + k

n∑
j=1

‖δβj − β̇j‖2
E0

+ ‖βn − ξhn‖2
E0

+ k
n−1∑
j=1

‖wj − whkj ‖2
V

+k
n∑
j=1

‖(S(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ϕj, ε(uj), βj)− δβj + κ∆βj‖E0‖βj − ξhj ‖E0

+k
n∑
j=1

‖∇(βj − ξhj )‖2
E0

+ k−1
n−1∑
j=1

‖(βj+1 − ξhj+1)− (βj − ξhj )‖2
E0

+ k
n∑
j=1

‖βj − βhkj ‖2
E0

)
.

(3.138)

Alors, combinant (3.117), (3.123), (3.135) et (3.138), nous trouvons
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‖wn −whk
n ‖2

V + ‖σn − σhkn ‖2
Q + ‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖βn − βhkn ‖2
E0

+k
N∑
j=1

(
‖wj −whk

j ‖2
V + ‖∇(βj − βhkj )‖2

E0

)

≤ c



n∑
j=1

k

(
‖wj − vhj ‖2

V + ‖ẇj − δwhk
j ‖2

H + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W +

j∑
l=1

k‖wl − whkl ‖2
V

+
n−1∑
j=0

k
(
‖σj − σhkj ‖2

Q + ‖wj −whk
j ‖2

V + ‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V

+‖βj − βhkj ‖2
E0

)
+ ‖δβj − β̇j‖2

E0
+ ‖∇(βj − ξhj )‖2

E0
+ ‖βj − βhkj ‖2

E0

+‖(S(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ϕj, ε(uj), βj)− δβj + κ∆βj‖E0‖βj − ξhj ‖E0

)
+‖w0 −whk

0 ‖2
V + ‖u‖2

H2(0;T ;V ) + ‖w1 −whk
1 ‖2

V + ‖u0 − uh0‖2
V

+
n−1∑
j=1

‖wj −whk
j ‖V ‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖V + ‖β0 − βh0 ‖2

E0

+‖β1 − ξh1‖2
E0

+ k2(1 + ‖w‖2
V + ‖β̇‖2

E0
) + ‖βn − ξhn‖2

E0
+ ‖ϕn − ξhn‖2

W

+k−1
n−1∑
j=1

‖(βj+1 − ξhj+1)− (βj − ξhj )‖2
E0

+ k
n−1∑
j=1

‖wj − whkj ‖2
V



.

(3.139)

Enfin, en combinant (3.139), en tenant compte de l’estimation (3.134) et en appliquant

une version discrète de l’inégalité de Gronwall (voir [29] pour plus de détails), on obtient

alors (3.115). �

Nous remarquons que les estimations d’erreur ci-dessus sont à la base de l’analyse du

taux de convergence de l’algorithme. Ainsi, soit Ω` un domaine polyédrique et notons

=h une triangulation de Ω` compatible avec la partition du bord Γ` = ∂Ω` en Γ`1 Γ`2

et Γ3 d’une part, et en Γ`a et Γ`b , d’autre part. Soit V h(Ω
`),Wh(Ω

`), Qh(Ω`) et Eh
1

consistent en des fonctions continues et affines par morceaux ; C’est,

V h(Ω
`) = {v`h[C(Ω̄`)]d;v`h|Tr ∈ [P1(Tr)]d,∀Tr ∈ =`h;v`h|Γ`1 ≡ 0},

Wh(Ω
`) = {ϕ`hC(Ω̄`);ϕ`h|Tr ∈ P1(Tr),∀Tr ∈ =`h;ϕ`h|Γ`a ≡ 0},

Qh(Ω`) = {τ ` ∈ Qα; τ `,h|Tr ∈ [P1(Tr)]d×d,∀Tr ∈ =`h},

E`,h
1 = {β`hC(Ω̄`); β`h|Tr ∈ P1(Tr),∀Tr ∈ =`h; β`h|Γ`a ≡ 0},

où P1(Tr) représente l’espace des polynômes de degré global inférieur ou égal à un dans

Tr. Supposons que les conditions initiales discrètes uh0 et wh
0 sont obtenus par

uh0 = Πhu0, wh
0 = Πhw0, (3.140)
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où Πh = (πh)di=1 : [C(Ω̄`)]d −→ V h et πh sont l’opérateur standard d’interpolation par

élément fini (voir, par exemple [12]).

Alors, on a le corollaire suivant qui énonce la linéaire convergence de l’algorithme dans

des conditions de régularité convenables.

Corollaire 3.4.1 Soit les hypothèses du théorème 3.3.1. Soit (w,σ, ϕ, β) et

(whk
n ,σ

hk
n , ϕ

hk
n , β

hk
n ) désignent respectivement les solutions aux problèmes PV,1 et PhkV,1,

et soit les conditions initiales discrètes données par (3.140). Sous le conditions de

régularité suivantes :

u ∈ C1(0, T ; [H2(Ω)]d) ∩H3(0, T ;V ), σ ∈ C(0, T ;H1(Ω)d×d),

ϕ ∈ C(0, T ;H2(Ω)), β ∈ C1(0, T ;H2(Ω)),

la convergence linéaire de l’algorithme est atteinte ; que s’il existe une constante positive

c > 0, indépendante des paramètres de discrétisation h et k, tels que

max
16n6N

{
‖un −uhkn ‖2

V + ‖wn −whk
n ‖2

V + ‖σn −σhkn ‖2
Q + ‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖βn − βhkn ‖2
E0

}

+

(
k

N∑
j=1

(
‖wj −whk

j ‖2
V + ‖βj − βhkj ‖2

E0

))1\2

6 c(h+ k). (3.141)

Démonstration. Nous avons les propriétés suivantes des espaces des éléments finit

V h,W h, Qh et Eh
1 (voir [12]).

max
16n6N

inf
ξhn∈Wh

‖ϕn − ξhn‖W 6 ch‖ϕ‖C(0,T ;H2(Ω)),

max
16n6N

inf
vhn∈V h

‖un − vhn‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

max
16n6N

inf
vhn∈V h

‖wn − vhn‖V 6 ch2‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

max
16n6N

inf
βhn∈Eh1

‖βn − βhn‖E0 6 ch‖β‖C1(0,T ;H1(Ω)).

De plus, à partir de la définition de l’interpolation par élément finit l’opérateur Πh il

s’ensuit que

‖u0 − uh0‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

‖w0 −wh
0‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

‖β0 − βh0 ‖E0 6 ch‖β‖C1(0,T ;H1(Ω)),
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et il est facile de vérifier que

N∑
j=1

k‖ẇj − δwj‖2
V 6 ch2‖u‖2

H3(0,T ;V )

N∑
j=1

k‖δβj − β̇j‖2
E0
6 k2‖β̈‖L2(0,T ;E0).

On trouve que (voir [30] pour plus de détails)

1

k

N−1∑
j=1

‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2
V 6 ch2‖u‖2

H2(0,T ;V ),

1

k

N−1∑
j=1

‖βj+1 − ξhj+1 − (βj − ξhj )‖2
E0
6 ch2‖β̇‖L2(0,T ;H1(Ω)),

en combinant les dernières estimations, (3.117), (3.132), (3.138) et (3.139) on déduit

(3.141). �
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Troisième partie

Problème de Contact entre deux corps

thérmo-électro-vscoélastiques avec

adhésion, endommagement et variable

d’état interne
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Chapitre 4

Problème de Contact entre deux corps

thérmo-électro-viscoélastiques avec

adhésion, endommagement et variable

d’état interne

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique dans un processus

dynamique d’un problème de contact avec compliance normale et adhésion entre deux

corps thermo-électro-viscoélastiques, où les inconnues dans ce cas, sont les champs

des déplacements u`, les champs des contraintes σ`, les potentiels électriques ξ`, les

champs des températures τ `, les champs d’endommagements ς`, les champs de variables

internent d’état k`, les champs des déplacements électriquesD` et un champ d’adhésion

ζ, avec la loi de comportement thermo-électro-viscoélastiques non linéaire. Pour ce

problème le contact est modélisé par l’adhésion dont l’évolution est décrite par une

équation différentielle ordinaire du premier ordre. Nous avons deux objectifs. Le premier

est de formuler le problème variationnel et de prouver l’existence et l’unicité de la

solution. Le second est de donner l’approximation numérique. L’analyse de ce problème

a fait l’objet de la publication [38].
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4.1 Formulation du problème

Le cadre physique de ce problème est décrit dans la section une du premier chapitre

(Cadre physique n02). Les deux corps peuvent entrer en contact le long de la partie

commune Γ1
3 = Γ2

3 = Γ3. Les contacts avec adhésion et compliance normale sur la par-

tie Γ3 ∈ [0, T ]. Avec ces hypothèses, la formulation classique du problème dynamique

de contact sans frottement avec compliance normale et adhésion entre deux corps pié-

zoélectriques thermo-élasto viscoplastiques avec endommagement et à variable d’état

interne est la suivante.

Problème P2. Pour ` = 1, 2, trouver les champs des déplacements u` : Ω`×[0, T ] −→

Rd, les champs des contraintes σ` : Ω` × [0, T ] −→ Sd, les champs des potentiels élec-

triques ξ` : Ω` × [0, T ] −→ R, les champs d’endommagements ς` : Ω` × [0, T ] −→ R,

un champ d’adhésion ζ : Γ3 × [0, T ] −→ R, les champs des déplacements électriques

D` : Ω` × [0, T ] −→ Rd, les champs des températures τ ` : Ω` × [0, T ] −→ R et un

champ de variable interne d’état k` : Ω` × [0, T ] −→ Rm tels que :

σ` = A`ε(u̇`) + B`ε(u`) + (E `)∗∇ξ`+∫ t

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))− (E `)∗∇ξ`(s), ε(u`(s)), ς`(s),k`(s), τ `(s)

)
ds

dans Ω` × (0, T ), (4.1)

!̇k
`
=Θ

(̀
σ`−A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ξ`(s), ε(u`), ς`,k`, τ `

)
dans Ω` × (0, T ), (4.2)

D` = E `ε(u`)− β`∇ξ` dans Ω` × (0, T ), (4.3)

ς̇`− κ`∆ς`+ ∂ψK`(ς`) 3 φ`
(
σ` −A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
(4.4)

dans Ω` × (0, T ),

τ̇ ` − κ`0∆τ ` = Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
+ χ` (4.5)

dans Ω` × (0, T ),

ρ`ü` = Divσ` + f `0 dans Ω` × (0, T ), (4.6)

divD` − q`0 = 0 dans Ω` × (0, T ), (4.7)
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u` = 0 sur Γ`1 × (0, T ), (4.8)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0, T ), (4.9)

ζ̇ = Had(ζ, Rν(u
1
ν + u2

ν),Rτ (u
1
τ − u2

τ )) sur Γ3 × (0, T ), (4.10)

σ1
ν = σ2

ν ≡ σν ,

σν = −pν(u1
ν + u2

ν) + γνζ
2Rν(u

1
ν + u2

ν)
sur Γ3 × (0, T ), (4.11)

σ
1
τ = −σ2

τ ≡ στ ,

στ = pτ (ζ)Rτ (u
1
τ − u2

τ )
sur Γ3 × (0, T ), (4.12)

∂ς`

∂ν`
= 0 sur Γ` × (0, T ), (4.13)

κ`0
∂`τ `

∂ν`
+ λ`0τ

` = 0 sur Γ` × (0, T ), (4.14)

ξ` = 0 sur Γ`a × (0, T ), (4.15)

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0, T ), (4.16)

u`(0) = u`0, u̇
`(0) = v`0, ς

`(0) = ς`0,k
`(0) = k`0, τ

`(0) = τ `0 dans Ω`, (4.17)

ζ(0) = ζ0, sur Γ3. (4.18)

Premièrement, les équations (4.1)-(4.2)-(4.3) représentent la loi de comportement thermo-

élastique-viscoplastique avec endommagement et une variable d’état interne du maté-

riau dans laquelle ε(u`) représente le tenseur linéarisé de contrainte, A` et B` sont

des opérateurs non linéaires décrivant respectivement les propriétés purement visco-

sité et élasticité avec endommagement, où E(ϕ`) = −∇ϕ` est le champ électrique,

E ` représente le tenseur piézoélectrique du troisième ordre, (E `)∗ est son transposé et

G` représente le tenseur de viscoplasticité et β` représente le tenseur de permittivité

électrique et Θ` est une fonction constitutive non linéaire. L’évolution du champ d’en-

dommagement est régie par l’inclusion de type parabolique donnée par la relation (4.4)

où φ` est la source mécanique de la la croissance des dommages, supposée être fonc-

tion assez générale des déformations un endommagement proprement dit ∂ψK` est la

sous-di érentiel de la fonction indicatrice de l’ensemble des fonctions d’endommagement

admissibles K`. L’équation (4.5) représente la conservation de l’énergie où Ψ` est une
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fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur générée par le travail des

forces internes et χ` est une source de chaleur volumique donnée. Les équations (4.6)

et (4.7) sont les équations d’équilibre pour les champs de contrainte et de déplacement

électrique. Ensuite, les équations (4.8) et (4.9) représentent respectivement les condi-

tions aux limites de déplacement et de traction. Équation (4.10) représente l’équation

différentielle ordinaire qui décrit l’évolution du champ de liaison, où Had est la fonction

du taux d’évolution de l’adhérence. L’équation (4.11) représente la condition de com-

pliance normale avec adhésion sur la surface de contact Γ3. La condition (4.12) est la

tangentielle condition aux limites sur la surface de contact, montrant que le cisaillement

sur le contact surface dépend du champ d’adhérence et du déplacement tangentiel, pν

et pτ reçoivent des fonctions (1.41) et (1.44). Les conditions aux limites (4.13), (4.14)

représentent, respectivement sur Γ`, une condition aux limites de Neumann homogène

pour l’endommagement et une condition aux limites de Fourier pour la température.

(4.15) et (4.16) représentent les conditions aux limites électriques. Enfin les fonctions

u`0, v
`
0, ς

`
0, k

`
0, τ

`
0 et ζ0 dans (4.17) et (4.18) sont les initiales donnée.

4.2 Formulation Variationnelle

Pour dériver la formulation variationnelle du problème P2, nous devons introduire

les hypothèses suivantes :

L’opérateur de viscosité A` : Ω` × Sd → Sd satisfait

H(4.1) :(a) Il existe une constante C1
A` , C

2
A` > 0 telle que

|A`(x,ω)| ≤ C1
A` |ω|+ C2

A` , ∀ω ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`.

(b) Il existe une constante mA` > 0 telle que

(A`(x,ω1)−A`(x,ω2)) · (ω1 − ω2) ≥ mA` |ω1 − ω2|2,

∀ω1,ω2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`.

(c) A`(.,ω) est Lebesgue mesurable dans Ω`, pour tout ω ∈ Sd.

(d) A`(x, .) est continu sur Sd, p.p. x ∈ Ω`.

L’opérateur d’élasticité B` : Ω` × Sd → Sd satisfait

H(4.2) :(a) Il existe une constante LB` > 0 telle que
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|B`(x,ω1)−B`(x,ω2)| ≤ LB` |ω1−ω2|, ∀ω1,ω2 ∈ Sd, p.p.x ∈ Ω`.

(b) B`(.,ω) est Lebesgue mesurable dans Ω`, ∀ω ∈ Sd.

(c) B`(.,0) appartient à H`.

L’opérateur de viscoplasticité G` : Ω` × Sd × Sd × R× Rm × R→ Sd satisfait

H(4.3) :(a) Il existe une constante LG` > 0 telle que

|G`(x,η1,ω1, d1,k1, τ1)−G`(x,η2,ω2, d2,k2, τ2)|≤ LG`
(
|η1−η2|

+|ω1 − ω2|+ |d1 − d2|+ |k1 − k2|+ |τ1 − τ2|
)
, ∀η1,η2,ω1,

ω2 ∈ Sd, ∀k1,k2 ∈ Rm, ∀d1, d2 ∈ R, ∀τ1, τ2 ∈ R p.p. x ∈ Ω`.

(b) G`(.,η,ω, d,k, τ) est mesurable sur Ω`, ∀η,ω ∈ Sd, d ∈ R, k ∈ Rm.

(c) G`(.,0,0, 0,0, 0) appartient à H`.

Les fonctions constitutives non linéaires Had, Θ`, φ` et Ψ` sont supposées satisfaire la

Suivante

H(4.4) : Had : Γ3 × R× R× Rd−1 → R telle que

(a) Il existe LHad > 0 telle que

|Had(x, ζ1, r1, ω1)−Had(x, ζ2, r2, ω2)| ≤

LHad
(
|ζ1 − ζ2|+ |r1 − r2|+ |ω1 − ω2|

)
,

pour tout ζ1, ζ2, r1, r2 ∈ R, ω1, ω2 ∈ Rd−1, pour p.p. x ∈ Γ3.

(b) Had(., ζ, r, ω) est mesurable sur Γ3, ∀ζ, r ∈ R, ω ∈ Rd−1,

(c) Had(x, ., ., .) est continue sur R× R× Rd−1 p.p. x ∈ Γ3.

(d) Had(x, 0, r, ω) = 0, ∀r ∈ R, ω ∈ Rd−1, p.p. x ∈ Γ3,

Had(x, ζ, r, ω) ≥ 0, ∀ζ ≤ 0, r ∈ R, ω ∈ Rd−1, p.p. x ∈ Γ3, et

Had(x, ζ, r, ω) ≤ 0, ∀ ζ ≥ 1, r ∈ R, ω ∈ Rd−1, p.p. x ∈ Γ3.

H(4.5) : Θ` : Ω` × Sd × Sd × R× Rm × R→ Sd telle que

(a) Il existe LΘ` > 0 telle que

|Θ`(x,η1,ω1, `1,k1, τ1)−Θ`(x,η2,ω2, `2,k2, τ2)| ≤

LΘ`
(
|η1 − η2|+ |ω1 − ω2|+ |`1 − `2|+ |k1 − k2|+ |τ1 − τ2|

)
,

∀η1,η2,ω1,ω2 ∈ Sd,k1,k2 ∈ Rm, τ1, τ2, `1, `2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω`.

(b) Θ`(.,η,ω, `,k, τ) est mesurable sur Ω`, ∀η,ω ∈ Sd,k ∈ Rm, `, τ ∈ R.

(c) Θ`(.,0,0, 0,0, 0) appartient à L2(Ω`).
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H(4.6) : φ` : Ω` × Sd × Sd × R× Rm × R→ Sd telle que

(a) Il existe Lφ` > 0 telle que

|φ`(x,η1,ω1, `1,k1, τ1)− φ`(x,η2,ω2, `2,k2, τ2)| ≤

Lφ`
(
|η1 − η2|+ |ω1 − ω2|+ |`1 − `2|+ |k1 − k2|+ |τ1 − τ2|

)
,

∀η1,η2,ω1,ω2 ∈ Sd,k1,k2 ∈ Rm, τ1, τ2, `1, `2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω`.

(b) φ`(.,η,ω, `,k, τ) est mesurable sur Ω`, ∀η,ω ∈ Sd, k ∈ Rm, `, τ ∈ R.

(c) φ`(.,0,0, 0,0, 0) appartient à L2(Ω`).

H(4.7) : Ψ` : Ω` × Sd × Sd × R× Rm × R→ Sd telle que

(a) Il existe LΨ` > 0 telle que

|Ψ`(x,η1,ω1, `1,k1, τ1)−Ψ`(x,η2,ω2, `2,k2, τ2)| ≤

LΨ`
(
|η1 − η2|+ |ω1 − ω2|+ |`1 − `2|+ |k1 − k2|+ |τ1 − τ2|

)
,

∀η1,η2,ω1,ω2 ∈ Sd,k1,k2 ∈ Rm, τ1, τ2, `1, `2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω`.

(b) Ψ`(.,η,ω, `,k, τ) est mesurable sur Ω`, ∀η,ω ∈ Sd, k ∈ Rm, `, τ ∈ R.

(c) Ψ`(.,0,0, 0,0, 0) appartient à L2(Ω`).

Le tenseur piézoélectrique et le tenseur de permittivité électrique satisfont à ce qui suit

conditions.

H(4.8) : E ` : Ω` × Sd → Rd telle que

(a) E ` = (e`ijk), e
`
ijk = e`ikj ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j, k ≤ d.

(b) E `σ.v = σ.(E `)∗v, ∀σ ∈ Sd, ∀v ∈ Rd.

H(4.9) : β` : Ω` × Rd → Rd telle que

(a) β` = (β`ij), β
`
ij = β`ji ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j ≤ d.

(b) Il existe mβ` > 0 tell que

β`E.E ≥ mβ` |E|2, ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

la fonction de compliance normale pν et la fonction tangentielle pτ satisfont aux hypo-

thèses
(
Lν , Lτ et Mτ étant des constantes positives

)
.

H(4.10) :(a) pν : Γ3 × R→ R+

(b) |pν(x, r1)− pν(x, r2)| ≤ Lν |r1 − r2|, ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) pν(., r) est mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R.

(d) pν(x, r) = 0, ∀r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.
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H(4.11) :(a) pτ : Γ3 × R→ R+

(b) |pτ (x, d1)− pτ (x, d2)| ≤ Lτ |d1 − d2|, ∀d1, d2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) |pτ (x, d)| ≤Mτ ∀ d ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) pτ (., d) est mesurable sur Γ3, ∀d ∈ R.

(e) pτ (., 0) ∈ L2(Γ3).

On suppose que la masse volumique, les efforts, les densités de traction et les tempé-

ratures de fondation satisfont ;

H(4.12) :(a) ρ` ∈ L∞(Ω`), ∃ρ0 > 0; ρ`(x) ≥ ρ0 p.p. x ∈ Ω`.

(b) f `0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω`)d), f `2 ∈ L2(0, T ;L2(Γ`2)d).

(c) q`0 ∈ C(0, T ;L2(Ω`)), q`2 ∈ C(0, T ;L2(Γ`b)).

(d) χ` ∈ L2(0, T ;L2(Ω`)).

Le coefficient d’énergie, le coefficient de diffusion des microfissures et le coefficient de

l’adhésion satisfont :

H(4.13) :κ`0, κ` > 0, γν ∈ L∞(Γ3), γν ≥ 0, p.p. sur Γ3.

De plus, nous supposons que les valeurs initiales satisfont :

H(4.14) :(a) k`0 ∈ Y `, u`0 ∈ V `, v`0 ∈ H`, ς`0 ∈ K`, τ `0 ∈ L`1.

(b) ζ0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ ζ0 ≤ 1, p.p. sur Γ3.

Nous utiliserons un produit scalaire modifié sur H, donné par

((u,v))H =
2∑
`=1

(ρ`u`,v`)H` ,

et soit |||.|||H la norme associée. Il découle de l’hypothèse H(ρ`), que |||.|||H et ‖.‖H sont

des normes équivalentes sur H, et de l’application par inclusion de (V , ‖.‖V ) dans

(H, |||.|||H) est continu et dense. Non note V ′ le dual de V . Identifier H avec son propre

dual. Alors, (u,v)V ′×V = ((u,v))H , ∀u ∈ H,∀v ∈ V .

On définit six applications f : (0, T ) → V ′, q : (0, T ) → W, a : L1 × L1 → R,

a0 : L1×L1 → R, jad : L∞(Γ3)×V ×V → R et jνc : V ×V → R, respectivement, par

(f(t),v)V ′×V =
2∑
`=1

∫
Ω`

f `0(t) · v`dx+
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2(t) · v` da ∀v ∈ V , (4.19)
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(q(t), ς)W =
2∑
`=1

∫
Ω`
q`0(t)ς` dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2(t)ς` da ∀ς ∈ W, (4.20)

a(ς, ω) =

2∑
`=1

κ`
∫

Ω`
∇ς`.∇ω`dx, (4.21)

a0(ξ, ζ) =
2∑
`=1

κ`0

∫
Ω`
∇ξ`.∇ζ`dx+

2∑
`=1

λ`0

∫
Γ`
ξ`ζ`da, (4.22)

jνc(u,v) =

∫
Γ3

pν(u
1
ν + u2

ν)(v
1
ν + v2

ν)da, (4.23)

jad(ζ,u,v) =

∫
Γ3

(
− γνζ2Rν(u

1
ν + u2

ν)(v
1
ν + v2

ν)
)
da

+

∫
Γ3

(
pτ (ζ)Rτ (u

1
τ − u2

τ )(v
1
τ − v2

τ )
)
da. (4.24)

Notons que les conditions H(4.12)(b) et H(4.12)(c) impliquent

f ∈ L2(0, T ;V ′), q ∈ C(0, T ;W ). (4.25)

À l’aide des formules de Green on voit directement que si u,σ τ et ς sont des fonctions

suffisamment régulières qui satisfont (4.6), (4.8), (4.11) et (4.12) avec (4.24) et (4.23)

pour tout t ∈ [0, T ] on déduit que :

(σ`, ε(v`))H` + (Divσ`,v`)H` =

∫
Γ`
σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

On a ∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

∫
Ω`
Divσ`v`dx =

∫
Γ`1

σ`ν`v`da

+

∫
Γ`2

σ`ν`v`da+

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

La formule de Green pour ` = 1 :∫
Ω1

σ1ε(v1)dx+

∫
Ω1

Divσ1v1dx =

∫
Γ1

1

σ1ν1v1da

+

∫
Γ1

2

σ1ν1v1da+

∫
Γ1

3

σ1ν1v1da, ∀v1 ∈ V1. (4.26)

La formule de Green pour ` = 2 :∫
Ω2

σ2ε(v2)dx+

∫
Ω2

Divσ2v2dx =

∫
Γ2

1

σ2ν2v2da
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+

∫
Γ2

2

σ2ν2 · v2da+

∫
Γ2

3

σ2ν2v2da, ∀v2 ∈ V2, (4.27)

à addition (4.26) et (4.27)

2∑
`=1

∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
Divσ`v`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`1

σ`ν`v`da

+
2∑
`=1

∫
Γ`2

σ`ν`v`da+
2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`,

d’après (4.6) (4.8) et (4.9) on a ;

2∑
`=1

∫
Ω`
σ`ε(v`)dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx−

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

=
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

Alors :
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx−

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

=
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν` · v`da, ∀v` ∈ V`.

Donc :
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v
`dx

+
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v
`da+

2∑
`=1

∫
Γ`3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`,

d’après (4.19)

(f(t),v)V =
2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 (t)v` dx+
2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 (t)v`da,

(ü,v)V ′×V =
2∑
`=1

∫
Ω`
ρ`ü`v`dx = ((ü,v))H .

En suite :

(ü,v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` = (f(t),v)V +
2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da, ∀v` ∈ V`.

On calcule
2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =? :
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2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =

∫
Γ3

σ1ν1v1da+

∫
Γ3

σ2ν2v2da

=

∫
Γ3

σν(v
1
ν − v1

ν)da+

∫
Γ3

στ (v
2
τ − v2

τ )da

=

∫
Γ3

σν([vν ])da+

∫
Γ3

στ ([vτ )])da. (4.28)

Nous substituons (4.11) et (4.12) dans (4.28) pour trouver que :

2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`v`da =

∫
Γ3

(−pν(u1
ν + u2

ν) + γνζ
2Rν(u

1
ν + u2

ν))([vν ])da

+

∫
Γ3

pτ (ζ)Rτ (u
1
τ − u2

τ )([vτ ])da.

Donc

(ü,v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` = (f(t),v)V+

∫
Γ3

(−pν(u1
ν+u

2
ν)+γνζ

2Rν(u
1
ν+u

2
ν))(vν−vν)da

+

∫
Γ3

pτ (ζ)Rτ (u
1
τ − u2

τ )(vτ − vτ )da.

D’après (4.24) et (4.23) on trouve

( ü, v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` +jad(ζ(t),u(t),v)+jνc(u(t),v) = (f(t),v)V ′×V . (4.29)

En utilise la formule de Green pour les inconnues électriques du problème ainsi que

les conditions (4.6), (4.15) et la définition (4.20) on a :

(D`,∇φ`)W` + (DivD`, φ`)W` =

∫
Γ`
D`ν` · φ`da, ∀φ` ∈ W`, (4.30)

d’où∫
Ω`
D` ·∇φ`dx+

∫
Ω`
DivD` ·φ`dx =

∫
Γ`a

D`ν` ·φ`da+

∫
Γ`b

D`ν` ·φ`da ∀φ` ∈ W`. (4.31)

La formule de Green pour ` = 1∫
Ω1

D1 · ∇φ1dx+

∫
Ω1

DivD1 · φ1dx =

∫
Γ1
a

D1ν1 · φ1da+

∫
Γ1
b

D1ν1 · φ1da. (4.32)

La formule de Green pour ` = 2∫
Ω2

D2 · ∇φ2dx+

∫
Ω2

DivD2 · φ2dx =

∫
Γ2
a

D2ν2 · φ2da+

∫
Γ2
b

D2ν2 · φ2da. (4.33)

88



Chapiter 4 4.2 Formulation Variationnelle

Pour ` = 1, 2, on a d’après (4.15) :∫
Γ`a

D`ν` · φ`da = 0.

à addition (4.32) et (4.33) on a :

2∑
`=1

∫
Ω`
D` · ∇φ`dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
DivD` · φ`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`b

D`ν` · φ`da.

On a d’après (4.7) et (4.16) :

2∑
`=1

∫
Ω`
D` · ∇φ`dx+

2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · φ`dx =

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · φ`da,

2∑
`=1

(D`,∇φ`)H` +
2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · φ`dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · φ`da = 0.

On a d’aprè (4.20) :

2∑
`=1

∫
Ω`
q`0 · φ`dx−

2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2 · φ`da = (q(t), ψ)W.

Donc :
2∑
`=1

(D`,∇φ`)H` + (q(t), ψ)W = 0.

De (4.3), on obtient :

2∑
`=1

(E `ε(u`(t)),∇φ`)W` −
2∑
`=1

(B`∇ϕ`,∇φ`)W` = −(q(t), φ)W.

Donc :
2∑
`=1

(B`∇ϕ`,∇φ`)W`−
2∑
`=1

(E `ε(u`(t)),∇φ`)W` = (q(t), φ)W, ∀φ ∈ W , t ∈ [0, T ]. (4.34)

Maintenant, pour les inconnues des températures du problème, pour tout t ∈ [0, T ] et

la condition (4.5), nous obtenons :

(τ̇ `(t)− χ`(t), δ`)L2(Ω`) − (κ`0∆τ `(t), δ`)L2(Ω`) =

(
Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, δ`
)
L2(Ω`)

,

∀δ` ∈ L`1, ` = 1, 2. (4.35)
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En utilisant la formule de Green, pour ` = 1, 2 on a :

−κ`0(∆τ `(t), δ`)L2(Ω`) = κ`0

∫
Ω`
∇τ `(t) · ∇δ`dx− κ`0

∫
Γ`

∂`τ `(t)

∂ν`
δ`dx, ∀δ` ∈ L`1.

On a d’après (4.14) :

−κ`0(∆τ `(t), δ`)L2(Ω`) = κ`0

∫
Ω`
∇τ `(t) ·∇δ`dx+λ`0

∫
Γ`
τ `(t) δ`dx, ∀δ` ∈ L`1, ` = 1, 2.

(4.36)

En combinant les inégalités (4.35) et (4.36), on a :

(τ̇ `(t)− χ`(t), δ`)L2(Ω`) + κ`0

∫
Ω`
∇τ `(t) · ∇δ`dx+ λ`0

∫
Γ`
τ `(t) · δ`dx

=
(
Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, δ`
)
L2(Ω`)

, ∀δ` ∈ L`1, ` = 1, 2.

Additionner, pour ` = 1, 2 d’où

2∑
`=1

(
τ̇ `(t)− χ`(t), δ`

)
L2(Ω`)

+
2∑
`=1

κ`0

∫
Ω`
∇τ `(t) · ∇δ`dx+

2∑
`=1

λ`0

∫
Γ`
τ `(t) · δ`dx

=
2∑
`=1

((
Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, δ`
)
L2(Ω`)

, ∀δ = (δ1, δ2) ∈ L1.

D’après (4.22), on obtient :

2∑
`=1

(τ̇ `(t)− χ`(t), δ`)L` + a0(τ(t), δ)

=
2∑
`=1

(
(Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
(t), δ

)̀
L`

∀δ ∈ L1. (4.37)

Maintenant, pour les inconnues d’endommagements, soit ς`(t) ∈ K`, ` = 1, 2 et pour

tout t ∈ (0, T ). La définition de ∂ψK`(ς`) (2.28) et de (4.4), on obtient :

(
φ`
(
σ` −A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
− ς̇`+ κ`∆ς`, ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

≤ 0,

∀ω` ∈ K`.

Donc :(
φ`
(
σ`(t)−A`ε(u̇`(t))− (E `)∗∇ξ`(t), ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

≤
(
ς̇`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

− κ`
(
∆ς`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

.
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En utilisant la formule de Green et (4.13)

(
∆ς`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

+
(
∇ς`(t),∇(ω` − ς`(t))

)
L2(Ω`)

=

∫
Γ`

∂ς`(t)

∂ν
· (ω` − ς`(t))dω,

(
∆ς`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

= −
∫

Ω`
∇ς`(t) · ∇(ω` − ς`(t))dx.

En suite : (
ς̇`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

+ κ`
∫

Ω`
∇ς`(t) · ∇(ω` − ς`(t))dx

≥
(
φ`
(
σ`(t)−A`ε(u̇`(t))− (E `)∗∇ξ`(t), ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

, ` = 1, 2.

Additionner, pour ` = 1, 2 il vient

2∑
`=1

(
ς̇`(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

+
2∑
`=1

κ`
∫

Ω`
∇ς`(t) · ∇(ω` − ς`(t))dx ≥

2∑
`=1

(
φ`
(
σ`(t)−A`ε(u̇`(t))− (E `)∗∇ξ`(t), ε(u`), ς`,k`, τ `

)
, ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

, ∀ω ∈ K.

(4.38)

D’après (4.21), on obtient :

2∑
`=1

(ς̇`(t), ω` − ς`(t))L2(Ω`) + a(ς(t), ω − ς(t)) ≥

2∑
`=1

(
φ`
(
σ`−A`ε(u̇`))−(E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
(t), ω` − ς`(t)

)
L2(Ω`)

, ∀ω ∈ K.

(4.39)

Finalement, de (4.1), (4.3), (4.29), (4.34), (4.37), (4.39), (4.2), (4.10), (4.17) et (4.18), on

obtient la formulation variationnelle suivante du problème thermo-électro-viscoelastique

P2.

Problème PV,2. Trouve u = (u1,u2) : [0, T ]→ V , σ = (σ1,σ2) : [0, T ]→ H,

ξ = (ξ1, ξ2) : [0, T ]→ W, ς = (ς1, ς2) : [0, T ]→ L1, ζ : [0, T ]→ L∞(Γ3),

τ = (τ 1, τ 2) : [0, T ]→ L1, et k = (k1,k2) : [0, T ]→ Y tell que

σ` = A`ε(u̇`) + B`ε(u`) + (E `)∗∇ξ`+∫ t

0

G
(̀
σ`(s)−A`ε(u̇`(s))− (E `)∗∇ξ`(s), ε(u`(s)), ς`(s),k`(s), τ `(s)

)
ds

dans Ω` × (0, T ), (4.40)
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k̇
`

= Θ
(̀
σ` −A`ε(u̇`)− (E `)∗∇ξ`(s), ε(u`), ς`,k`, τ `

)
dans Ω` × (0, T ), (4.41)

( ü, v)V ′×V +
2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` + jad(ζ(t),u(t),v) + jνc(u(t),v) = (f(t),v)V ′×V ,

∀v ∈ V , t ∈ (0, T ), (4.42)

ς(t) ∈ K,
2∑
`=1

(ς̇`(t), ω` − ς`(t))L2(Ω`) + a(ς(t), ω − ς(t)) ≥

2∑
`=1

(
φ`
(
σ`−A`ε(u̇`))−(E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
(t), ω`−ς`(t)

)
L2(Ω`)

∀ω ∈ K, t ∈ (0, T ),

(4.43)

a0(τ(t), δ) =
2∑
`=1

(
Ψ`
(
σ`−A`ε(u̇`)−(E `)∗∇ξ`, ε(u`), ς`,k`, τ `

)
(t), δ

)̀
L`0

+
2∑
`=1

(τ̇ `(t)− χ`(t), δ`)L`0 ∀δ ∈ L1, t ∈ (0, T ), (4.44)

2∑
`=1

(
β`∇ξ`(t)− E `ε(u`(t)),∇φ`

)
H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ), (4.45)

ζ̇ = Had(ζ, Rν(u
1
ν + u2

ν),Rτ (u
1
τ − u2

τ )) t ∈ (0, T ), (4.46)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, ς(0) = ς0, ζ(0) = ζ0, k(0) = k0, τ(0) = τ0, (4.47)

où K = K1 ×K2.

Remarque 4.2.1 Notons que, dans le problème P2 et dans le problème PV,2, nous

n’avons pas besoin d’imposer explicitement la restriction 0 ≤ ζ ≤ 1. En effet, l’équation

(4.46) garantit que ζ(x, t) ≤ ζ0(t) est par conséquent l’hypothèse H(4.4) montre que

ζ(x, t)ζ ≤ 1 pour t ≥ 0, p.p. x ∈ Γ3, Par contre, si ζ(x, t) = 0 à l’instant t0 , alors

ensuit de (4.46) que ζ(x, t) = 0 pour tout t ≥ t0 et donc ζ(x, t) = 0 pour tout t ≥

t0 p.p x ∈ Γ3, nous concluons que 0 ≤ ζ(x, t) ≤ 1 pour tout t ∈ [, 0, T ] p.p x ∈ Γ3.

Maintenant, nous proposons notre résultat d’existence et d’unicité

4.3 Existence et unicité de la solution

Les résultats principaux sont énoncés par le théorème suivant.
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Théorèm 4.3.1 Supposons que H(4.1)- H(4.14) sont vérifiées. Alors, il existe alors

une solution unique {u,σ, ξ, ς, ζ,k, τ} problème PV,2, de plus la solution satisfait :

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ′), (4.48)

σ ∈ L2(0, T ;H), (Divσ1,Divσ2) ∈ L2(0, T ;V ′), (4.49)

ξ ∈ C(0, T ;W ), (4.50)

ς ∈ W 1,2(0, T ;L0) ∩ L2(0, T ;L1), (4.51)

ζ ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z, (4.52)

k ∈ W 1,2(0, T ;Y ), (4.53)

τ ∈ W 1,2(0, T ;L0) ∩ L2(0, T ;L1). (4.54)

Les fonctions {u, ξ, ς,σ,k, τ, ζ,D} qui satisfont (4.40)-(4.47) et (4.3) sont appelées so-

lutions faibles du problème du contact thermo-piézoélectrique P2. On conclut par le

théorème 4.3.1 que, sous les hypothèses H(4.1)-H(4.14), le problème mécanique (4.1)-

(4.18) Admets une unique solution faible {u, ξ, ς,σ,k, τ, ζ,D}. Pour préciser la régu-

larité de la solution faible, on note que la relation constitutive (4.3), les hypothèses

H(4.8)- H(4.9), et les régularités (4.48), (4.50) montrent que D ∈ C(0, T ;H). De plus,

en utilisant (4.45) et la notation (4.20), on obtient

divD`(t) = q`0(t) ∀t ∈ (0, T ), ` = 1, 2.

Il découle maintenant des régularités H(4.12)(c) Que divD` ∈ C(0, T ;H`), ` = 1, 2,

qui montre que

D ∈ C(0, T ;W). (4.55)

Nous concluons que la solution faible {u, ξ, ς,σ,k, τ, ζ,D} du problème du contact

thermo-piézoélectrique P2 a la régularité (4.48)-(4.55).

Preuve du théorème 4.3.1

La preuve du théorème 4.3.1 qui sera réalisée en plusieurs étapes et qui reposent

sur des arguments d’équations non linéaires avec des opérateurs monotones, un résultat

classique d’existence et d’unicité sur des inégalités paraboliques et des arguments de
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point fixe. Nous supposons dans ce qui suit que les hypothèses du théorème 4.3.1 sont

vérifiées, et nous considérons que C est une constante positive générique qui dépend

de Ω`, Γ`1, Γ`2, Γ3, pν , pτ , A`, β`, B`, G`, E `, Θ`, Had, γν , φ
`, Ψ`, κ`0, λ

`
0, κ

`, χ` et T, avec

` = 1, 2. Mais ne dépend pas de t ni du reste des données d’entrée, et dont la valeur

peut changer d’un endroit à l’autre.

Soit un η = (η1, η2) ∈ L2(0, T ;V ′). Dans la première étape, nous considérons le pro-

blème variationnel suivant.

Problème PVuξ
η . Trouver (uη, ξη) : (0, T )→ V ×W tel que

(üη(t), v)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(u̇`(t)), ε(v`))H` = (f(t)− η(t),v)V ′×V ,

∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ), (4.56)
2∑
`=1

(β`∇ξ`η(t)− E `ε(u`η(t)),∇φ`)H` = (q(t), φ)W , ∀φ ∈ W p.p. t ∈ (0, T ), (4.57)

u`η(0) = u`0, u̇
`
η(0) = v`0 dans Ω`. (4.58)

Nous avons le résultat suivant pour le problème.

Lemme 4.3.1 Il existe une solution unique (uη, ξη) de problème PVuξ
η et il satisfait

uη ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;H), üη ∈ L2(0, T ;V ′), (4.59)

ξη ∈ C(0, T ;W ). (4.60)

Démonstration. Nous définissons l’opérateur A : V → V ′ par

(Au,v)V ′×V =
2∑
`=1

(A`ε(u`), ε(v`))H` ∀u,v ∈ V . (4.61)

En utilisant (4.61) et H(4.1) il ensuite que

‖Au− Av‖2
V ′ ≤

2∑
`=1

‖A`ε(u`)−A`ε(v`)‖2
H` ∀u,v ∈ V .

En gardant à l’esprit H(4.1) et Krasnoselski théorème (voir, par exemple, [33, p.60]),

nous en déduisons que A : V → V ′ est un continu, et donc hémi-continue. Maintenant,

par H(4.1)(c) et (4.61), il ensuite que

(Au− Av,u− v)V ′×V ≥ m‖u− v‖2
V ∀u,v ∈ V , (4.62)
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où le constant positif m = min{mA1 ,mA2}. En choisissant v = 0 dans (4.62) nous

obtenons

(Au,u)V ′×V ≥ m‖u‖2
V − ‖Ao‖2

V ′‖u‖V

≥ 1

2
m‖u‖2

V −
1

2m
‖Ao‖2

V ′ ∀u ∈ V . (4.63)

De plus, par (4.61) et H(4.1)(b) on trouve

‖Au‖V ′ ≤ C1‖u‖V + C2 ∀u ∈ V ,

où C1 = max{C1
A1 , C1

A2} et C2 = max{C2
A1 , C2

A2}. Enfin, nous rappelons que par (4.25)

nous avons f − η ∈ L2(0, T ;V ′) et v0 ∈ H. Par conséquent, en utilisant un standard

pour les équations différentielles ordinaires dans les espaces abstraits (voir, par exemple,

[50, Theorem 2.29]), n sait qu’il existe une unique fonction ϑη tel que

ϑη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), ϑ̇η ∈ L2(0, T ;V ′), (4.64)

ϑ̇η(t) + Aϑη(t) = f(t)− η(t), p.p. t ∈ (0, T ), (4.65)

ϑη(0) = v0. (4.66)

Soit uη : [0, T ]→ V la fonction définie par

uη(t) =

∫ t

0

ϑη(s)ds+ u0 ∀t ∈ (0, T ). (4.67)

Il découle de (4.61) et (4.64)-(4.67), que uη est une solution à (4.56), (4.58), avec la

régularité (4.59).

Ensuite, nous définissons une forme bilinéaire b(., .) : W ×W → R tell que

b(ξ, φ) =
2∑
`=1

(β`∇ξ`,∇φ`)H` ∀ξ, φ ∈ W. (4.68)

On utilise H(4.9) et (4.68) pour montrer que la forme bilinéaire b(., .) est continue,

symétrique et coercitive sur W. de plus, en utilisant (4.20) et le Théorème de représen-

tation de Riesz on peut définir un élément qη : [0, T ]→ W tel que

(qη(t), φ)W = (q(t), φ)W +
2∑
`=1

(E `ε(u`η(t)),∇φ`)H` ∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ).
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On applique le théorème de Lax-Milgram pour en déduire qu’il existe un élément unique

ξη(t) ∈ W tel que

b(ξη(t), φ) = (qη(t), φ)W ∀φ ∈ W. (4.69)

Il découle de (4.69), que le couple (uη, ξη) est la solution de l’équation variationnelle

non linéaire (4.57). Soit maintenant t1, t2 ∈ [0, T ], il découle de (4.57) que

‖ξη(t1)− ξη(t2)‖W ≤ C
(
‖uη(t1)− uη(t2)‖V + ‖q(t1)− q(t2)‖W

)
. (4.70)

Puisque uη ∈ C1(0, T ;H) et q ∈ C(0, T ;W ), l’inégalité (4.70) implique que ξη ∈

C(0, T ;W ). Ceci complète la preuve. �

Dans la deuxième étape, nous posons θ = (θ1, θ1) ∈ L2(0.T ;L0) et considérons le

problème de valeur initiale suivante :

Problème PVς
θ. Trouver ςθ = (ς1

θ , ς
2
θ ) : (0, T )→ L1 tel que

ςθ(t) ∈ K,
2∑
`=1

(ς̇`θ(t)− θ`(t), µ` − ς`θ(t))L2(Ω`) + a(ςθ(t), µ− ςθ(t)) ≥ 0

∀µ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ).

(4.71)

Dans l’étude du problème PVς
θ Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.2 Il existe une solution unique ςθ de problème PVς
θ et elle satisfait

ςθ ∈ W 1,2(0, T ;L0) ∩ L2(0, T ;L1).

Démonstration. La démonstration du lemme 4.3.2 en utilisant les mêmes arguments

du lemme 3.3.3.

On note par ςθ la solution de problème PVς
θ obtenue dans le lemme 4.3.2. �

Dans la troisième étape, nous utilisons le champ uη obtenu dans lemma 4.3.1 et

nous considérons le problème de la valeur initiale suivante.

Problème PVζ
η. Trouver ζη : (0, T )→ L2(Γ3) tel que

ζ̇
η
(t) = Had

(
ζη(t), Rν(u

1
ην(t) + u2

ην(t)),Rτ (u
1
ητ (t)− u2

ητ (t))
)
, (4.72)

ζη(0) = ζ0. (4.73)

Nous avons les résultats suivants.
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Lemme 4.3.3 Il existe une solution unique ζη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z au problème

PVζ
η.

Démonstration. On considère l’application Fη : (0, T )× L2(Γ3)→ L2(Γ3),

Fη(t, ζ) = Had

(
ζ(t), Rν(u

1
ην(t) + u2

ην(t)),Rτ (u
1
ητ (t)− u2

ητ (t))
)
,

pour tout t ∈ (0, T ) et ζ ∈ L2(Γ3). Il résulte des propriétés de l’opérateur de troncature

Rν et Rτ que Fη est Lipschitz continue par rapport à la deuxième variable, uniformé-

ment dans temps. De plus, pour tout ζ ∈ L2(Γ3), l’application t→ Fη(t, ζ) appartient

à L∞(0, T ;L2(Γ3)). Ainsi en utilisant le théorème de Cauchy-Lipschitz donné dans [31,

p. 60], on en déduit qu’il existe une unique fonction ζη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) solution

de l’équation (4.72). Aussi, les arguments utilisés dans la remarque 4.2.1 montrent que

0 ≤ ζη(t) ≤ 1 por tout t ∈ (0, T ), p.p. sur Γ3. Ceci termine la preuve. �

Dans la quatrième étape. Soit π = (π1, π1) ∈ L2(0, T ;L0) et considérons le problème

auxiliaire.

Problème PVτ
π . Trouve τπ : (0, T )→ L0, tel que∑2

`=1(τ̇ `π(t)− π`(t)− χ`(t), λ`)L`0 + a0(τπ(t), λ) = 0, ∀λ ∈ L0, (4.74)

τπ(0) = τ0. (4.75)

Lemme 4.3.4 Il existe une solution unique τπ au problème auxiliaire PVτ
π satisfaisant

(4.54).

Démonstration De plus, par application de l’inégalité de Poincaré-Friedrichs, on peut

trouver une constante c0 > 0 telle que∫
Ω`
|∇λ|2dx+

λ`0
κ`0

∫
Γ`
|λ|2da ≥ c0

∫
Ω`
|λ|2dx, ∀λ ∈ L`1, ` = 1, 2.

Ainsi, on obtient

a0(λ, λ) ≥ c1‖λ‖2
L1
, ∀λ ∈ L1,

où c1 = κ0 min(1, c0)/2, ce qui implique que a0 is L1− elliptique. Sur la base darguments

classique de l’analyse fonctionnelle concernant les équations paraboliques, l’équation

variationnelle (4.74) À une unique solution τπ satisfaisant τπ(0) = τ0 et la régularité
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(4.54). �

Dans la cinquième étape. Soit µ ∈ L2(0, T,Y ) et définissons kµ ∈ W 1,2(0, T,Y ) par

kµ(t) = k0 +

∫ t

0

µ(s)ds. (4.76)

Nous utilisons (uη, ξη) obtenu au lemme 4.3.1, ςθ obtenu au lemme 4.3.2, τπ obtenu au

lemme 4.3.4 et kµ défini en (4.76) pour construire le problème de Cauchy suivant pour

le champ de contraintes.

Problème PVσ
ηµθπ. Trouver σηµθπ = (σ1

ηµθπ,σ
2
ηµθπ) : (0, T )→ H tel que

σ`ηµθπ(t) = B`ε(u`η(t)) +

∫ t

0

G`(σ`ηµθπ(s), ε(u`η(s)), ς
`
θ(s),k

`
µ(s), τ `π(s))ds,

p.p. t ∈ (0, T ), ` = 1, 2.

(4.77)

Dans l’étude du problème PVσ
ηµθπ on a le résultat suivant.

Lemme 4.3.5 Il existe une unique solution du problème PVσ
ηµθπ et elle satisfait σηµθπ ∈

L2(0, T ;H).

Démonstration On introduit l’opérateur Ληµθπ = (Λ1
ηµθπ,Λ

2
ηµθπ) : L2(0, T ;H) →

L2(0, T ;H) défini par

Λ`
ηµθπσ(t) = B`ε(u`η(t)) +

∫ t

0

G`
(
σ`(s), ε(u`η(s)), ς

`
θ(s),k

`
µ(s), τ `π(s)

)
ds, (4.78)

pour tout σ = (σ1,σ2) ∈ L2(0, T ;H), t ∈ (0, T ) et ` = 1, 2. Pour σ1, σ2 ∈ L2(0, T ;H)

nous utilisons (4.78) et H(4.3), pour obtenir

‖Ληµθπσ1(t)− Ληµθπσ2(t)‖H ≤ max(LG1 , LG2)

∫ t

0

‖σ1(s)− σ2(s)‖H ds,

pour tout t ∈ (0, T ). Il découle de cette inégalité que pour p asuffisamment grand,

une puissance Λp
ηµθπ de l’opérateur Ληµθπ est une contraction sur l’espace de Ba-

nach L2(0, T ;H) et, donc, il existe un élément unique σηµθπ ∈ L2(0, T ;H) tel que

Ληµθπσηµθπ = σηµθπ. De plus, σηµθπ est l’unique solution du problème PV σ
ηµθπ, ce qui

conclut la preuve. �

Lemme 4.3.6 Soient (η1, µ1, θ1, π1), (η2, µ2, θ2, π2) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y × L0 × L0) et

soit σi les fonctions obtenues au Lemme (4.3.5), pour i = 1, 2. Alors, les inégalités
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suivantes sont vérifiées :

‖σ1(t)− σ2(t)‖2
H ≤ C

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V +

∫ t

0

‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V ds

+

∫ t

0

‖ςθ1(s)− ςθ2(s)‖2
L0
ds+

∫ t

0

‖kµ1(s)− kµ2(s)‖2
Y ds

+

∫ t

0

‖τπ1(s)− τπ2(s)‖2
L0
ds
)
, p.p. t ∈ (0, T ). (4.79)

Démonstration Soit t ∈ [0, T ]. En utilisant (4.77) et les propriétés H(4.2) - H(4.3) de

B` et G`, on trouve

‖σ1(t)− σ2(t)‖2
H ≤ c

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V +

∫ t

0

‖σ1(s)− σ2(s)‖2
H ds

+

∫ t

0

‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V ds+

∫ t

0

‖ςθ1(s)− ςθ2(s)‖2
L0
ds+∫ t

0

‖kµ1(s)− kµ2(s)‖2
Y ds+

∫ t

0

‖τπ1(s)− τπ2(s)‖2
L0
ds
)
.

En utilisant l’inégalité de Gronwall dans l’inégalité précédente on en déduit l’estimation

(4.79), qui conclut la preuve du lemme 4.3.6. �

Nous passons maintenant à la dernière étape de la preuve du 4.3.1 dans laquelle nous

utilisons un argument de point fixe. Pour cela, on considère l’opérateur :

Π : L2(0, T ;V ′ × Y × L0 × L0)→ L2(0, T ;V ′ × Y × L0 × L0),

défini par

Π(η, µ, θ, π) =
(
Π1(η, µ, θ, π),Π2(η, µ, θ, π),Π3(η, µ, θ, π),Π4(η, µ, θ, π)

)
, (4.80)

avec

(Π1(η, µ, θ, π)(t),v)V ′×V =
2∑
`=1

(
B`ε(u`η(t)) + (E `)∗∇ξ`η , ε(v`)

)
H`

+
2∑
`=1

(∫ t

0

G`
(
σ`ηµθπ, ε(u

`
η(s)), ς

`
θ(s),k

`
µ(s), τ `π(s)

)
ds , ε(v`)

)
H`

+jad(ζη(t),uη(t),v) + jνc(uη(t), v), ∀v ∈ V , (4.81)

Π2(η, µ, θ, π)(t) =
(

Θ1
(
σ1
ηµθπ(t), ε(u1

η(t)), ς
1
θ (t),k1

µ(t), τ 1
π(t)

)
,

Θ2
(
σ2
ηµθπ(t), ε(u2

η(t)), ς
2
θ (t),k2

µ(t), τ 2
π(t)

)) (4.82)
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Π3(η, µ, θ, π)(t) =
(
φ1
(
σ1
ηµθπ(t), ε(u1

η(t)), ς
1
θ (t),k1

µ(t), τ 1
π(t)

)
,

φ2
(
σ2
ηµθπ(t), ε(u2

η(t)), ς
2
θ (t),k2

µ(t), τ 2
π(t)

)) (4.83)

Π4(η, µ, θ, π)(t) =
(

Ψ1
(
σ1
ηµθπ(t), ε(u1

η(t)), ς
1
θ (t),k1

µ(t), τ 1
π(t)

)
,

Ψ2
(
σ2
ηµθπ(t), ε(u2

η(t)), ς
2
θ (t),k2

µ(t), τ 2
π(t)

))
.

(4.84)

Pour l’opérateur Π, nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.7 L’opérateur Π a un unique point fixe (η∗, µ∗, θ∗, π∗) ∈ L2(0, T ;V ′×Y ×

L0 × L0).

Démonstration Soit (η1, µ1, θ1, π1),(η2, µ2, θ2, π2) dans L2(0, T ;V ′ ×Y ×L0 ×L0) et

soit t ∈ [0, T ]. On utilise la notation ui = uηi , vi = u̇ηi , σi = σηiµiθiπi , ξi = ξηi , ςi = ςθi ,

ζi = ζηi , ki = kµi et τi = τπi pour i = 1, 2. On utilise H(4.2), H(4.3), H(4.8), H(4.10),

H(4.11), (4.79) et la définition de Rν , Rτ , on a

‖Π1(η1, µ1, θ1, π1)(t)− Π1(η2, µ2, θ2, π2)(t)‖2
V ′ ≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+

∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s))‖2
L0
ds+ ‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2

W

+‖ζ1(t)− ζ2(t)‖2
L2(Γ3) +

∫ t

0

‖k1(s)− k2(s))‖2
Y +

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s))‖2
L0
ds

)
.

Par des arguments similaires, de (4.79), (4.82) et H(4.5) il s’ensuit que

‖Π2(η1, µ1, θ1, π1)(t)− Π2(η2, µ2, θ2, π2)(t)‖2
Y ≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2
W +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖ς1(t)− ς2(t))‖2

L0
+∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s))‖2
L0
ds+ ‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2

W + ‖ζ1(t)− ζ2(t)‖2
L2(Γ3)

+

∫ t

0

‖k1(s)− k2(s))‖2
Y +

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s))‖2
L0
ds

)
.

De plus, à partir de (4.79), (4.83) et H(4.6) on obtient

‖Π3(η1, µ1, θ1, π1)(t)− Π3(η2, µ2, θ2, π2)(t)‖2
L0
≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2
W +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖ς1(t)− ς2(t))‖2

L0
+∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s))‖2
L0
ds+ ‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2

W + ‖ζ1(t)− ζ2(t)‖2
L2(Γ3)

+

∫ t

0

‖k1(s)− k2(s))‖2
Y +

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s))‖2
L0
ds

)
.
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De même, en utilisant (4.84) et H(4.7), on obtient l’estimation suivante pour Π4

‖Π4(η1, µ1, θ1, π1)(t)− Π4(η2, µ2, θ2, π2)(t)‖2
L0
≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2
W +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖ς1(t)− ς2(t))‖2

L0
+∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s))‖2
L0
ds+ ‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2

W + ‖ζ1(t)− ζ2(t)‖2
L2(Γ3)

+

∫ t

0

‖k1(s)− k2(s))‖2
Y +

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s))‖2
L0
ds

)
.

Par conséquent,

‖Π(η1, µ1, θ1, π1)(t)− Π(η2, µ2, θ2, π2)(t)‖2
V ′×Y ×L0×L0

≤ C

(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V

+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s))‖2
V ds+ ‖ς1(t)− ς2(t))‖2

L0
+

∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s))‖2
L0
ds

+‖ξ1(t)− ξ2(t)‖2
W +

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s))‖2
Y ds+

∫ t

0

‖k1(s)− k2(s))‖2
Y ds

+‖ζ1(t)− ζ2(t)‖2
L2(Γ3) + ‖τ1(t)− τ2(t))‖2

L0
+ ‖k1(t)− k2(t))‖2

Y

)
. (4.85)

De plus, d’après (4.56) on obtient

(v̇1 − v̇2,v1 − v2)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(v`1)−A`ε(v`2), ε(v`1 − v`2))H` =

−(η1 − η2,v1 − v2)V ′×V .

On intègre cette égalité par rapport au temps, on utilise les conditions initiales

v1(0) = v2(0) = v0 et condition H(4.1)(c) pour trouver

m

∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds≤−

∫ t

0

(η1(s)− η2(s),v1(s)− v2(s))V ′×V ds

où m = min(mA1 ,mA2). Alors, en utilisant 2ab ≤ a2

δ
+ δb2 on obtient∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds. (4.86)

D’autre part, à partir du problème de Cauchy (4.72)-(4.73) on peut écrire

ζi(t) = ζ0 −
∫ t

0

Had

(
ζi(s), Rν(u

1
iν(s) + u2

iν(s)),Rτ (u
1
iτ (s)− u2

iτ (s))
)
ds,
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et alors

∥∥ζ1(t)−ζ2(t)
∥∥
L2(Γ3)

≤C
∫ t

0

∥∥ζ1(s)−ζ2(s)
∥∥
L2(Γ3)

ds

+C

∫ t

0

∥∥Rν(u
1
1ν(s) + u2

1ν(s))−Rν(u
1
2ν(s) + u2

2ν(s))
∥∥
L2(Γ3)

ds

+C

∫ t

0

∥∥Rτ (u
1
1τ (s)− u2

1τ (s))−Rτ (u
1
2τ (s)− u2

2τ (s))
∥∥
L2(Γ3)

ds.

En utilisant la définition de Rν et Rτ et en écrivant ζ1 = ζ1 − ζ2 + ζ2, on obtient

∥∥ζ1(t)− ζ2(t)
∥∥
L2(Γ3)

≤ C

∫ t

0

(
‖ζ1(s)− ζ2(s)‖L2(Γ3) +

∥∥u1(s)− u2(s)
∥∥
L2(Γ3)d

)
ds.

Ensuite, nous appliquons l’inégalité de Gronwall et utilisons (2.12) pour conclure que

‖ζ1(t)− ζ2(t)‖L2(Γ3) ≤ C

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds. (4.87)

La définition (4.76) donne

‖k1(t)− k2(t)‖2
Y ≤ C

(∫ t

0

‖µ1(s)− µ2(s)‖2
Y ds

)
. (4.88)

D’autre part, de (4.71) on déduit que

(ς̇1 − ς̇2, ς1 − ς2)L0 + a(ς1 − ς2, ς1 − ς2) ≤
(
θ1 − θ2, ς1 − ς2

)
L0

).

En intégrant l’inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions

initiales ς1(0) = ς2(0) = ς0 et l’inégalité a(ς1 − ς2, ς1 − ς2) ≥ 0, pour trouver

1

2
‖ς1(t)− ς2(t)‖2

L0
≤
∫ t

0

(
θ1(s)− θ2(s), ς1(s)− ς2(s)

)
L0
ds,

ce qui implique que

‖ς1(t)− ς2(t)‖2
L0
≤
∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
L0
ds+

∫ t

0

‖ς1(s)− ς2(s)‖2
L0
ds.

Cette inégalité, combinée avec l’inégalité de Gronwall, conduit à

‖ς1(t)− ς2(t)‖2
L0
≤ C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
L0
ds p.p. t ∈ (0, T ). (4.89)

De (4.74) on déduit que

(τ̇1 − τ̇2, τ1 − τ2)L0 + a0(τ1 − τ2, τ1 − τ2) =
(
π1 − π2, τ1 − τ2

)
L0
.
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On intègre cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

τ1(0) = τ2(0) = τ0 et l’inégalité a0(τ1 − τ2, τ1 − τ2) ≥ 0, pour trouver

1

2
‖τ1(t)− τ2(t)‖2

L0
≤
∫ t

0

‖π1(s)− π2(s)‖L0 .‖τ1(s)− τ2(s)‖L0ds,

ce qui implique que

‖τ1(t)− τ2(t)‖2
L0
≤
∫ t

0

‖π1(s)− π2(s)‖2
L0
ds+

∫ t

0

‖τ1(s)− τ2(s)‖2
L0
ds.

Cette inégalité combinée à l’inégalité de Gronwall conduit à

‖τ1(t)− τ2(t)‖2
L0
≤ C

∫ t

0

‖π1(s)− π2(s)‖2
L0
ds p.p. t ∈ (0, T ). (4.90)

Puisque u1 et u2 ont la même valeur initiale que nous obtenons

‖u1(t)− u2(t)‖2
V ≤

∫ t

0

‖v1(s)− v2(s))‖2
V ds. (4.91)

On remplace (4.86)-(4.91) dans (4.85) pour obtenir∥∥Π(η1, µ1, θ1,π1)(t)− Π(η2, µ2, θ2, π2)(t)
∥∥2

V ′×Y ×L0×L0
≤

C

∫ t

0

∥∥(η1, µ1, θ1, π1)(s)− (η2, µ2, θ2, π2)(s)
∥∥2

V ′×Y ×L0×L0
ds.

En réitérant cette inégalité n fois nous obtenons∥∥Πn(η1, µ1, θ1,π1)− Πn(η2, µ2, θ2, π2)
∥∥2

L2(0,T ;V ′×Y ×L0×L0)
≤

CnT n

n!

∥∥(η1, µ1, θ1, π1)− (η2, µ2, θ2, π2)
∥∥2

L2(0,T ;V ′×Y ×L0×L0)
.

Ainsi, pour n suffisamment grand, Πn est une contraction sur l’espace de Banach

L2(0, T ;V ′×Y ×L0×L0), et donc Π a un point fixe unique. �

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théorème 4.3.1.

Démonstration Existence. Soit (η∗, µ∗, θ∗, π∗) ∈ L2(0, T ;V ′×Y ×L0×L0) soit le

point fixe de Π défini par (4.80)-(4.84) et notons

u∗ = uη∗ , ξ∗ = ξη∗ , ς∗ = ςθ∗ , ζ∗ = ζη∗ , k∗ = kµ∗ τ∗ = τπ∗ , (4.92)

σ`∗ = A`ε(u̇`η∗) + (E `)∗∇ξ`η∗ + σ`η∗µ∗θ∗π∗ , ` = 1, 2. (4.93)

On prouve que {u∗,σ∗, ξ∗, ς∗, ζ∗,k∗, τ∗} satisfait (4.40)-(4.47) et la régularités (4.48)-

(4.55). En effet, on écrit (4.56) pour η = η∗ et on utilise (4.92) pour trouver

(ü∗(t), v)V ′×V +
2∑
`=1

(A`ε(u̇`∗(t)), ε(v`))H` + (η∗(t), v)V ′×V

= (f(t),v)V ′×V ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ). (4.94)
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L’équation Π1(η∗, µ∗, θ∗, π∗) = η∗ combinée avec (4.81) et (4.93) montre que

(η∗(t), v)V ′×V =
2∑
`=1

(
B`ε(u`∗(t)), ε(v`)

)
H` +

2∑
`=1

(
(E `)∗∇ξ`∗, ε(v`)

)
H`

+
2∑
`=1

(∫ t

0

G`
(
σ`∗ −A`ε(u̇`∗)− (E `)∗∇ξ`∗, ε(u`∗), ς`∗,k`∗, τ `∗

)
(s)ds , ε(v`)

)
H`

+ jad(ζ∗(t),u∗(t),v) + jνc(u∗(t),v), ∀v ∈ V . (4.95)

Nous remplaçons (4.95) dans (4.94) et utilisons (4.40) pour voir que (4.42) est satisfait.

De Π2(η∗, µ∗, θ∗, π∗) = µ∗ et utilisez (4.76) on voit que (4.41) est satisfait. On écrit

maintenant (4.57) et (4.72) pour η = η∗ et utilisez (4.92) pour trouver (4.45) et (4.46).

Les égalités Π3(η∗, µ∗, θ∗, π∗) = θ∗ et Π4(η∗, µ∗, θ∗, π∗) = π∗, combiné avec (4.71),

(4.74) montre que (4.43)-(4.44) sont satisfaits. Ensuite, (4.47) et la régularité (4.48),

(4.50)-(4.54) découlent des lemmes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 et de la relation (4.76). La

régularité σ∗ ∈ L2(0, T ;H) découle du lemme 4.3.5, des hypothèses H(4.1), H(4.8) et

(4.93). Enfin, (4.42) implique que

ρ`ü`∗ = Divσ`∗ + f `0 p.p. t ∈ (0, T ), ` = 1, 2,

et de H(4.12)(a), H(4.12)(b) et (4.48) on trouve quet (Divσ1
∗,Divσ2

∗) ∈ L2(0, T ;V ′).

On en déduit que la régularité (4.49) est vérifiée.

Unicité. La partie unicité du théorème 4.3.1 est une conséquence de l’unicité du point

fixe de l’opérateur Π défini par (4.80)-(4.84) et de l’unicité de la résolution des pro-

blèmes PVuξ
η , PVζ

η, PV
ς
θ, PV

τ
π et PVσ

ηµθπ.

4.4 Approximation numérique d’un problème thérmo-

électro-Viscoélastiques avec adhésion, endomma-

gement et variable d’état interne.

Dans notre étude on considère l’approximation numérique d’un problème quasi-

statiques de contact avec compliance normale et endommagement entre deux corps

thérmo-électro-viscoélastiques avec adhésion et variable d’état interne. Nous utilisons
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une méthode d’approximation variationnelle. Dans cette section on va présenter le pro-

blème approchée, ensuite donner et estimer l’erreur de la discrétisation complète du

problème approché et puis on donne un résultat de convergence pour le schéma nu-

mérique. Le schéma de discrétisation complète est analysé à l’aide de la méthode des

éléments finis. En fait cette méthode est utilisée pour discrétiser l’espace et le temps.

La convergence forte dans ce cas est établie sous une régularité minimale de la solution.

4.4.1 La discrétisation complète

Nous introduisons maintenant une approximation complète du problème variation-

nel PV,2 par la méthode des éléments finis et nous donnons une estimation d’erreur de

ce problème. La discrétisation du problème (4.40)-(4.47) est donnée comme suit. Pour

chaque paramètre h` > 0, destiné à tendre vers 0, on associe la triangulation τ `h de Ω`

en triangles de taille maximale h`. Ensuite, les dérivations de temps sont discrétisés par

l’utilisation d’une partition uniforme de [0;T ], notée par 0 = t0 < t1 < ... < tN = T .

Soit k un pas de temps, k = T/N , et pour une fonction continue f(t) soit fn = f(tn),

Finalement, pour une suite {ωn}Nn=0 nous notons par δωn = (ωn−ωn−1)/k la différence

finie. Dans cette section, aucune addition n’est assumée sur un indice répété, et c dé-

note une constante positive qui dépend des données du problème, mais indépendante

des paramètres de discrétisation h et k. Nous considérons une position générale des

espaces arbitraires de dimension finie V h ⊂ V , Qh ⊂ Q, W h ⊂ W , Lh1 ⊂ L1, Y h ⊂ Y

et Zh ⊂ L2(Γ3) pour approcher les espaces V , Q,W,L1, Y et L2(Γ3), respectivement.

4.4.2 Formulation variationnelle approchée

La discrétisation complète du problème PV,2 est basée sur un schéma progressif

d’Euler et elle est donnée sous la forme suivante ;

Problème PhkV,2. Trouver une discrétisation du champ des déplacements

whk = {(w1,hk
n ,w2,hk

n )}Nn=1 ⊂ V h, une discrétisation du champ contraintes

σhk = {(σ1,hk
n ,σ2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Qh, une discrétisation du potentiel électrique

ξhk = {(ξ1,hk
n , ξ2,hk

n )}Nn=1 ⊂ W h, une discrétisation du champ d’endommagements

ςhk = {(ς1,hk
n , ς2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Lh1 , une discrétisation du champ de température
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τhk = {(τ 1,hk
n , τ 2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Lh1 telle que τhk0 = τh0 , une discrétisation du champ de

variable interne d’état khk = {(k1,hk
n ,k2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Y h et une discrétisation du champ

d’adhésion ζhk = {(ζ1,hk
n , ζ2,hk

n )}Nn=1 ⊂ Zh telle que ζhk0 = ζh0 et pour tout n = 1, ..., N

σ`,hk = A`ε(w`,hk) + B`ε(u`,hk)+(E `)∗∇ξ`,hk+
n−1∑
j=0

k G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), ς`,hkj ,k`,hkj , τ `,hkj

)
,

(4.96)

 (δwhk
n , v

h)V ′×V +
2∑̀
=1

(σ`,hkn , ε(v`,h))H` + jad(ζ
hk
n ,uhkn ,v

h)

+jνc(u
hk
n ,v

h) = (fn,v
h)V ′×V , ∀vh ∈ V h,

(4.97)

2∑
`=1

(
β`∇ξ`,hk − E `ε(u`,hkn ),∇φ`,h

)
H` = (qn, φ

h)W , φh ∈ W h, (4.98)


2∑̀
=1

(δς`,hkn , ω`,h − ς`,hkn )L2(Ω`) + a(ςhkn , ωh − ςhkn ) ≥
2∑̀
=1

(φ`(σ`,hkn −A`ε(w`,hk
n )

−(E `)∗∇ξ`,hkn , ε(u`,hkn ), ς`,hkn ,k`,hkn , τ `,hkn , ω`,h − ς`,hkn )L2(Ω`) ωh ∈ Kh,

(4.99)

δk`,hkn = Θ`(σ`,hkn −A`ε(w`,hk
n )−(E `)∗∇ξ`,hkn , ε(u`,hkn ), ς`,hkn ,k`,hkn , τ `,hkn

)
, (4.100)

a0(τhkn , δh) =
2∑̀
=1

(
Ψ`
(
σ`,hkn −A`ε(w`,hk

n )−(E `)∗∇ξ`,hkn , ε(u`,hkn ), ς`,hkn ,

k`,hkn , τ `,hkn

)
, δ`,h

)
L`0

+
2∑̀
=1

(δτ `,hkn − χ`,hkn , δ`,h)L`0 ∀δh ∈ Lh1
(4.101)

δζhkn = Had(ζ
hk
n−1, Rν(u

1,hk
ν(n−1) + u2,hk

(n−1)ν),Rτ (u
1,hk
(n−1)τ − u

2,hk
τ(n−1))), (4.102)

où le champ de déplacement discret uhk = {(u1,hk
n ,u2,hk

n )}Nn=1 ⊂ V h est donné

uhkn = uh0 +
n∑
j=0

kwhk
j , (4.103)

uh0 ,wh
0 , ςh0 , ζh0 , k

h
0 et τh0 sont des approximations appropriées des conditions initiales uh0

, wh
0 , ςh0 , ζh0 , k

h
0 et τh0 respectivement. Nous remarquons que la discrétisation complète

du Problème PhkV,2 peut être vue comme un système d’une inéquation variationnelle,

d’une équation variationnelle et d’une équation différentielle. Utilisant des résultats

classiques ddes problèmes variationnels non linéaires (voir [34] ), nous obtenons que le

Problème PhkV,2 admet une solution unique dans V h ×Qh ×W h × Lh1 × Lh1 × Y h × Zh.
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4.4.3 L’estimation d’erreur du problème approché

Notre intérêt dans cette section est de trouver l’estimation d’erreur ‖wn −whk
n ‖V ,

‖σn−σhkn ‖Q, ‖ξn− ξhkn ‖W , ‖ςn− ςhkn ‖L0 , ‖τn− τhkn ‖L0 , ‖kn−khkn ‖Y et ‖ζn− ζhkn ‖L2(Γ3).

Lemme 4.4.1 Sous les hypothèses H(4.8)-H(4.13). Soit {w,σ, ξ, ς, τ,k, ζ} et

{whk
n ,σ

hk
n , ξ

hk
n , ς

hk
n , τhkn ,khkn , ζ

hk
n } les solutions des Problèmes PV,2 et PhkV,2 respective-

ment. Alors, on a l’estimation d’erreur suivante :

pour tout, vh = {vhj }Nn=1 ⊂ V h, φh = {φhj }Nn=1 ⊂ W h et ωh = {ωhj }Nn=1 ⊂ Lh1 ,

max
16n6N

{
‖wn−whk

n ‖2
V +‖σn−σhkn ‖2

Q+‖ξn−ξhkn ‖2
W+‖ςn−ςhkn ‖2

L0
+‖kn−khkn ‖2

Y +‖τn−τhkn ‖2
L0

+‖ζn − ζhkn ‖2
L2(Γ3)

}
+ k

N∑
n=1

(
‖wn −whk

n ‖2
V + ‖∇(ςn − ςhkn )‖2

L0
+ ‖τn − τhkn ‖2

L0

)

≤ c



max
1≤n ≤N

‖ξn − φhn‖2
W + k

N∑
n=1

(
‖ẇn − δwj‖2

V + ‖wj − vhj ‖2
V

)
+ ‖u0 − uh0‖2

V

+ max
16n6N

‖wn − vhn‖2
V + ‖w0 −wh

0‖2
V + k2 +

1

k

N−1∑
n=1

‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2
V

+‖ς0 − ςh0 ‖2
L0

+ ‖ς1 − ωh1‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖δςj − ς̇j‖2
L0

+ max
16n6N

[
‖ςn − ωhn‖2

L0

+k
n∑
j=1

‖(φ(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ξj, ε(uj), ςj,kj, τj)− δςj + κ∆ςj‖L0‖ςj − ωhj ‖L0

+k
n∑
j=1

‖∇(ςj − ωhj )‖2
L0

+ k−1
n−1∑
j=1

‖(ςj+1 − ωhj+1)− (ςj − ωhj )‖2
L0

]
+ max

16n6N

{
‖τn − ϕhn‖2

L0
+ ‖τn − τn−1‖2

L0

}
+ ‖τ0 − τh0 ‖2

L0
+ ‖τ1 − ϕh1‖2

L0

+k
n∑
j=1

[
‖τ̇j − δτj‖2

L0
+ ‖τj − ϕhj ‖2

L0

]
+ k−1

n−1∑
j=1

‖τj − ϕhj − (τj−1 − ϕhj−1)‖2
L0

+k
(
‖u‖H2(0,T ;V ) + ‖k‖H2(0,T ;Y ) + ‖ζ‖H2(0,T ;L2(Γ3))

)
+ k(‖w‖2

V + ‖ζ̇‖2
L0

)

+‖k0 − kh0‖2
Y +

n∑
j=1

k‖kj−1 − khkj−1‖2
Y + ζ0 − ζh0 ‖2

L2(Γ3) +
n∑
j=1

k‖ζj−1 − ζhkj−1‖2
L2(Γ3)



.

(4.104)

Démonstration. D’abord, on commence par l’obtention de l’estimation d’erreur pour

le potentiel électrique. On prend (4.47) en temps t = tn pour φ = φh ∈ W h et ont la

soustrayant de (4.98), il s’ensuit que :

2∑
`=1

(β`∇(ξ`n − ξ`,hkn ),∇φ`,h)W ` −
2∑
`=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇φ`,h)W ` = 0, φh ∈ W h.
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Donc, nous avons

2∑̀
=1

(β`∇(ξ`n − ξ`,hkn ),∇(ξ`n − ξ`,hkn ))W ` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇(ξ`n − ξ`,hkn ))W `

=
2∑̀
=1

(β`∇(ξ`n − ξ`,hkn ),∇(ξ`n − φ`,h))W ` −
2∑̀
=1

(E `ε(u`n − u`,hkn ),∇(ξ`n − φ`,h))W `

∀φh ∈ W h.

Nous combinons maintenant H(4.2) et H(4.8) , on voit que ‖ξn − ξ
hk
n ‖2

W ≤ c
(
‖un − uhkn ‖V ‖ξn − ξhkn ‖W + ‖un − uhkn ‖V ‖ξn − φh‖W

+‖ξn − ξhkn ‖W‖ξn − φh‖W
)
∀φh ∈ W h.

Nous appliquons l’inégalité élémentaire suivante :

a.b ≤ αa2 +
a

α2
b, a, b, α ∈ R, α > 0. (4.105)

Alors, nous trouvons

‖ξn − ξhkn ‖2
W ≤ c

(
‖un − uhkn ‖2

V + ‖ξn − φh‖2
W

)
∀φh ∈ W h. (4.106)

Deuxièmement, on estime l’erreur pour un champ de contraintes pour n = 1, 2, ..., N.

Par récurrence, on obtient la formule suivante :

σ`,hk = A`ε(w`,hk) + B`ε(u`,hk)+(E `)∗∇ξ`,hk+
n−1∑
j=0

k G`
(
σ`,hkj −A`ε(w`,hk

j )−(E `)∗∇ϕ`,hkj , ε(u`,hkj ), ς`,hkj ,k`,hkj , τ `,hkj

)
.

(4.107)

Ensuite, on intègre (4.40) de t = 0 à t = tn pour obtenir

σ`n = A`ε(w`
n) + B`ε(u`n)+(E `)∗∇ϕ`

+

∫ tn

0

G`
(
σ`(s)−A`ε(w`(s))−(E `)∗∇ϕ`, ε(u`(s)), ς`(s),k`(s), τ `(s)

)
ds, (4.108)

l’estimation suivante pour le champ contrainte est obtenue :

‖σn − σhkn ‖2
Q ≤ c

(
‖wn −whk

n ‖2
V + ‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖un − uhkn ‖2
V + k2

+
n−1∑
j=0

k
[
‖σj − σhkj ‖Q + ‖wj −whk

j ‖V + ‖ϕj − ϕhkj ‖W + ‖uj − uhkj ‖V

+ ‖ςj − ςhkj ‖L0 + ‖kj − khkj ‖Y + ‖τj − τhkj ‖L0

])
. (4.109)
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Ensuite, nous avons lié ‖vh − whk
n ‖V avec ‖wn − vh‖V + ‖wn − whk

n ‖V , On a donc

finalement l’estimation
‖wn −whk

n ‖2
V ≤ c‖wn − vh‖2

V + c
2∑̀
=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h −w`,hk
n ))Q`

+c
(
‖ϕn − ϕhkn ‖2

W + ‖un − uhkn ‖2
V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖ςj − ςhkj ‖L0 + ‖kj − khkj ‖Y + ‖τj − τhkj ‖L0) + k2
)
.

(4.110)

Ces inégalités seront utilisées dans l’analyse numérique des problèmes de contact pour

les matériaux thérmo-électro-viscoélastiques.

Troisièmement, nous procédons maintenant à l’estimation des erreurs numériques sur

champ des déplacements. Nous réécrivons l’équation variationnelle. (4.42) au temps

t = tn pour v = vh ∈ V h et on le soustrait à (4.97) pour obtenir
2∑̀
=1

(σ`n − σ`,hkn , ε(v`,h))Q` = −(ẇn − δwhk
n ,v

h)V ′×V − jad(ζn,un,vh)

+jad(ζ
hk
n ,uhkn ,v

h)− jνc(un,vh) + jνc(u
hk
n ,v

h),

l’estimation suivante pour le champ déplacement est obtenue :

‖wn −whk
n ‖2

V + 2
n∑
j=1

k‖wn −whk
n ‖2

V ≤ c
n∑
j=1

k
(
‖wj − vhj ‖2

V + ‖ẇj − δwhk
j ‖2

H

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖ζj − ζhkj ‖2

Z +
j∑
l=1

k‖wl − whkl ‖2
V +

n−1∑
j=0

k(‖σj − σhkj ‖2
Q + ‖wj −whk

j ‖2
V

+‖ϕj − ϕhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖ςj − ςhkj ‖L0 + ‖kj − khkj ‖Y + ‖τj − τhkj ‖L0) + k2
)

+c
(
‖w0 −whk

0 ‖2
V + ‖u‖2

H2(0;T ;V ) + ‖w1 −whk
1 ‖2

V

+
n−1∑
j=1

‖wj −whk
j ‖V ‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖V + ‖u0 − uh0‖2

V

)
.

(4.111)

Quatrièmement, On utilise (4.43) au temps t = tn avec le choix ς = ςhkn , et en l’ajoutant

à (4.99) avec ς = ςh, après quelques calculs algébriques manipulations (voir [10]) pour

les détails), l’estimation suivante pour le champ d’endommagement est obtenue :
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‖ςn − ςhkn ‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖∇(ςj − ςhkj )‖2
L0
≤ C

(
‖ς0 − ςh0 ‖2

L0
+ ‖ς1 − wh1‖2

L0
+ ‖u0 − uh0‖2

V

+k2(‖w‖2
V + ‖ς̇‖2

L0
) + k

n∑
j=1

‖δςj − ς̇j‖2
L0

+ ‖ςn − ωhn‖2
L0

+ k
n−1∑
j=1

‖wj − whkj ‖2
V

+k
n∑
j=1

‖(φ(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ξj, ε(uj), ςj,kj, τj)− δςj + κ∆ςj‖L0‖ςj − ωhj ‖L0

+k
n∑
j=1

‖∇(ςj − ωhj )‖2
L0

+ k−1
n∑
j=1

‖(ςj+1 − ωhj+1)− (ςj − ωhj )‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖ςj − ςhkj ‖2
L0

)
.

(4.112)

Cinquèmement, Nous procédons maintenant à l’obtention d’une estimation d’erreur

pour le champ de température. Par conséquent, nous réécrivons(4.44) au temps t = tn

pour ϕ = ϕh ∈ Lh1 ⊂ L1,
a0(τn, ϕ

h) =
2∑̀
=1

(
Ψ`
(
σ`n −A`ε(w`

n)−(E `)∗∇ξ`n, ε(u`n), ς`n,k
`
n, τ

`
n

)
, ϕ`,h

)
L`0

+
2∑̀
=1

(τ̇ `n − χ`n, ϕ`,h)L`0 ∀ϕh ∈ Lh1 .

(4.113)

En soustrayant (4.101) de (4.113), on a

2∑̀
=1

(τ̇n − δτ `,hkn , ϕ`,h)L`0 −
2∑̀
=1

(χn − χ`,hkn , ϕ`,h)L`0 − a0(τn − τhkn , ϕh)

+
2∑̀
=1

(
Ψ`
(
(σ`n − σ`,hkn )−A`ε(w`

n −w`,hk
n )−(E `)∗∇(ξ`n − ξ`,hkn ), ε(u`n − u`,hkn ),

(ς`n − ς`,hkn ), (k`n − k`,hkn ), (τ `n − τ `,hkn )
)
, ϕ`,h

)
L`0

= 0 ∀ϕh ∈ Lh1 ,

(4.114)

Donc,

2∑̀
=1

(τ̇n − δτ `,hkn , τ `n − τ `,hkn )L`0 −
∑2

`=1(χn − χ`,hkn , τ `n − τ `,hkn )L`0 − a0(τn − τhkn , τn − τhkn )

+
2∑̀
=1

(
Ψ`
(
(σ`n − σ`,hkn )−A`ε(w`

n −w`,hk
n )−(E `)∗∇(ξ`n − ξ`,hkn ), ε(u`n − u`,hkn ),

(ς`n − ς`,hkn ), (k`n − k`,hkn ), (τ `n − τ `,hkn )
)
, τ `n − τ `,hkn

)
L`0

=
2∑̀
=1

(τ̇n − δτ `,hkn , τ `n − ϕ`,hn )L`0

−
2∑̀
=1

(χn − χ`,hkn , τ `n − ϕ`,hn )L`0 − a0(τn − τhkn , τn − ϕhn) +
2∑̀
=1

(
Ψ`
(
(σ`n − σ`,hkn )

−A`ε(w`
n −w`,hk

n )−(E `)∗∇(ξ`n − ξ`,hkn ), ε(u`n − u`,hkn ), (ς`n − ς`,hkn ),

(k`n − k`,hkn ), (τ `n − τ `,hkn )
)
, τ `n − ϕ`,hn

)
L`0

.
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Après de simples manipulations algébriques, en utilisant (4.105) et H(4.7) on obtient

2∑̀
=1

(δτn − δτ `,hkn , τ `n − τ `,hkn )L`0 + ‖τn − τhkn ‖L0 ≤ c
(
‖τ̇n − δτn‖L0 + ‖τn − ϕhn‖L0

+‖wn −whk
n ‖V + ‖ξn − ξhkn ‖2

W + ‖un − uhkn ‖2
V + ‖ςn − ςhkn ‖E1

+‖kn − khkn ‖Y +
2∑̀
=1

(δτn − δτ `,hkn , τ `n − ϕ`,hn )L`0

)
,

où δτn = (τn − τn−1)/k. Puisque

2∑
`=1

(δτn − δτ `,hkn , τ `n − τ `,hkn )L`0 ≥
1

k

[
‖τn − τhkn ‖2

L0
− ‖τn−1 − τhkn−1‖2

L0

]
,

il s’ensuit que
‖τn − τhkn ‖2

L0
+ k

n∑
j=1

‖τj − τhkj ‖2
L0
≤ ck

( n∑
j=1

(‖τ̇j − δτj‖2
L0

+ ‖τj − ϕhj ‖2
L0

+‖wj −whk
j ‖2

V + ‖ξj − ξhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖ςj − ςhkj ‖E1 + ‖kj − khkj ‖Y

+
2∑̀
=1

(δτj − δτ `,hkj , τ `j − ϕ
`,h
j )L`0

)
+ c‖τ0 − τh0 ‖2

L0
,

(4.115)

pour tout {ϕhn}Nn=1 ⊂ Lh1 Maintenant, notons que (voir [30] pour plus de détails)
k

n∑
j=1

2∑̀
=1

(δτj − δτ `,hkj , τ `j − τ
`,hk
j )L`0 ≤ c

(
ℵ‖τn − τhkn ‖2

L0
+ ‖τn − ϕhn‖2

L0
+ ‖τ0 − τh0 ‖2

L0

+‖τ1 − ϕh1‖2
L0

+ k
n−1∑
j=1

‖τj − τhkj ‖2
L0

+ k−1
n−1∑
j=1

‖τj − ϕhj − (τj−1 − ϕhj−1)‖2
L0

)
,

où ℵ > 0 est suffisamment petit. En utilisant ceci dans (4.115) nous obtenons

‖τn − τhkn ‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖τj − τhkj ‖2
L0
≤ c
(
‖τn − ϕhn‖2

L0
+ ‖τ0 − τh0 ‖2

L0
+ ‖τ1 − ϕh1‖2

L0

+k
n∑
j=1

[
‖τ̇j − δτj‖2

L0
+ ‖τj − ϕhj ‖2

L0
+ ‖wj −whk

j ‖2
V + ‖τj − τhkj ‖2

L0

+‖τj−1 − τhkj−1‖2
L0

+ ‖ξj − ξhkj ‖2
W + ‖uj − uhkj ‖2

V + ‖ςj − ςhkj ‖E1 + ‖kj − khkj ‖Y
]

+k−1
n−1∑
j=1

‖τj − ϕhj − (τj−1 − ϕhj−1)‖2
L0

)
.

(4.116)

Sixièmement, On fait l’estimation d’erreur pour le champ de variable interne d’état,

on a

δkn = (kn − kn−1)/k.

Rappelons que

δk`,hkn = Θ`(σ`,hk(n−1) −A
`ε(w`,hk

(n−1))−(E `)∗∇ξ`,hk(n−1), ε(u
`,hk
(n−1)), ς

`,hk
(n−1),k

`,hk
(n−1), τ

`,hk
(n−1)

)
,
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en soustrayant (4.102), on obtient

‖kn − khkn ‖2
Y ≤ c

(
‖k0 − kh0‖2

Y +
n∑
j=1

k(‖kj−1 − khkj−1‖2
Y + Un

)
, (4.117)

où

Un =

∫ tn

0

(
Θ`(σ`,hk(n−1)−A

`ε(w`,hk
(n−1))−(E `)∗∇ξ`,hk(n−1), ε(u

`,hk
(n−1)), ς

`,hk
(n−1),k

`,hk
(n−1), τ

`,hk
(n−1))

)
(s)ds

+
n∑
j=1

k
(
Θ`(σ`,hk(j−1) −A

`ε(w`,hk
(j−1))−(E `)∗∇ξ`,hk(j−1), ε(u

`,hk
(j−1)), ς

`,hk
(j−1),k

`,hk
(j−1), τ

`,hk
(j−1))

)
.

D’après le Théorème (4.3.1), nous avons u ∈ H2(0, T ;V ) et de plus, on peut trouver

simplement

Un ≤ k
(
‖u‖H2(0,T ;V ) + ‖k‖W 1,2(0,T ;Y )

)
.

Finalement, on fait l’estimation d’erreur pour le champ d’adhésion, on a

δζn = (ζn − ζn−1)/k.

Rappelons que

δζhkn =
n∑
j=1

k(Had(ζ
hk
j−1, Rν(u

1,hk
(j−1)ν + u2,hk

(j−1)ν),Rτ (u
1,hk
(j−1)τ − u

2,hk
τ(j−1)))),

en soustrayant (4.102), on obtient

‖ζn − ζhkn ‖2
L2(Γ3) ≤ c

(
‖ζ0 − ζh0 ‖2

L2(Γ3) +
n∑
j=1

k(‖ζj−1 − ζhkj−1‖2
L2(Γ3) + dn

)
, (4.118)

où

dn =

∫ tn

0

(
Had(ζ(s), Rν(u

1
ν + u2

ν)(s),Rτ (u
1
τ − u2

τ )(s))
)
ds

−
n∑
j=1

k
(
Had(ζ

hk
j−1, Rν(u

1,hk
(j−1)ν + u2,hk

(j−1)ν),Rτ (u
1,hk
(j−1)τ − u

2,hk
τ(j−1)))

)
.

D’après le Théorème (4.3.1), nous avons u ∈ H2(0, T ;V ) et de plus, on peut trouver

simplement

dn ≤ k
(
‖u‖H2(0,T ;V ) + ‖ζ‖C1(0,T ;L2(Γ3))

)
.

Alors, combinant (4.109), (4.111), (4.112), (4.116), (4.117) et (4.118) nous trouvons

‖wn−whk
n ‖2

V +‖ξn−ξhkn ‖2
W +‖σn−σhkn ‖2

Q+‖ςn−ςhkn ‖2
L0

+‖τn−τhkn ‖2
L0

+‖ζn−ζhkn ‖2
L2(Γ3)
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+‖kn − khkn ‖2
Y + k

N∑
j=1

(
‖wj −whk

j ‖2
V + ‖∇(ςj − ςhkj )‖2

L0
+ ‖τj − τhkj ‖2

L0

)

≤ c



‖ξn − φhn‖2
W + k

N∑
j=1

(
‖ẇj − δwj‖2

V + ‖wj − vhj ‖2
V

)
+ ‖wn − vhn‖2

V + ‖u0 − uh0‖2
V

+‖w0 −wh
0‖2
V + ‖ζ0 − ζh0 ‖2

L2(Γ3) +
n∑
j=1

k‖ζj−1 − ζhkj−1‖2
L2(Γ3) + dn + ‖k0 − kh0‖2

Y +

n∑
j=1

k‖kj−1 − khkj−1‖2
Y + Un + ‖τn − ϕhn‖2

L0
+ ‖τ0 − τh0 ‖2

L0
+ k

n∑
j=1

[
‖τ̇j − δτj‖2

L0

+‖τj − ϕhj ‖2
L0

+ ‖wj −whk
j ‖2

V + ‖τj − τhkj ‖2
L0

+ ‖τj − τj−1‖2
L0

]
+k−1

n−1∑
j=1

‖τj − ϕhj − (τj−1 − ϕhj−1)‖2
L0

+ k2 +
1

k

N∑
N−1

‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2
V

+‖ς0 − ςh0 ‖2
L0

+ ‖ς1 − ωh1‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖δςj − ς̇j‖2
L0

+ k(‖w‖2
V + ‖ς‖2

L0
) + ‖ςn − ωhn‖2

L0

+k
n∑
j=1

‖(φ(σj −Aε(u̇j)−(E)∗∇ξj, ε(uj), ςj,kj, τj)− δςj + κ∆ςj‖L0‖ςj − ωhj ‖L0

+k
n∑
j=1

‖∇(ςj − ωhj )‖2
L0

+ k−1
n−1∑
j=1

‖(ςj+1 − ωhj+1)− (ςj − ωhj )‖2
L0

+ ‖τ1 − ϕh1‖2
L0

+k
n∑
j=1

‖ςj − ςhkj ‖2
L0

+ k
n∑
j=1

‖wj −whk
j ‖2

V



.

(4.119)

Enfin, en appliquant une version de l’inégalité de Gronwall (voir [12]) pour plus de dé-

tails, alors nous obtenons (4.104). �

Nous remarquons que les estimations d’erreur ci-dessus sont à la base de l’analyse du

taux de convergence de l’algorithme. Ainsi, soit Ω` un domaine polyédrique et notons

=h une triangulation de Ω` compatible avec la partition du bord Γ` = ∂Ω` en Γ`1 Γ`2 et

Γ3 d’une part, et en Γ`a et Γ`b , d’autre part. Soit V h(Ω
`), Qh(Ω

`),Wh(Ω
`),Eh

1 , Eh, Yh et

Zh consistent en des fonctions continues et affines par morceaux ; C’est,

V h(Ω
`) = {v`h[C(Ω̄`)]d;v`h|Tr ∈ [P1(Tr)]d,∀Tr ∈ =`h;v`h|Γ`1 ≡ 0},

Qh(Ω`) = {τ ` ∈ Qα; τ `,h|Tr ∈ [P1(Tr)]d×d,∀Tr ∈ =`h},

Wh(Ω
`) = {ξ`hC(Ω̄`); ξ`h|Tr ∈ P1(Tr),∀Tr ∈ =`h; ξ`h|Γ`a ≡ 0},

Lh1(Ω`) = {ς`hC(Ω̄`); ς`h|Tr ∈ P1(Tr), ∀Tr ∈ =`h; ς`h|Γ`a ≡ 0},

Lh1(Ω`) = {τ `hC(Ω̄`); τ `h|Tr ∈ P1(Tr),∀Tr ∈ =`h; τ `h|Γ`a ≡ 0},

Yh(Ω
`) = {k`hC(Ω̄`);k`h|Tr ∈ P1(Tr),∀Tr ∈ =`h;k

`
h|Γ`a ≡ 0},

Z`
h = {ζ`hC(Γ̄3); ζ`h|]x`i ,x`i−1[ ∈ P1(]x`i , x

`
i−1[),∀i = 0, ..., N ` − 1},

où P1(Tr) représente l’espace des polynômes de degré global inférieur ou égal à un dans

Tr.
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Supposons que les conditions initiales discrets uh0 , wh
0 , ζh0 , k

h
0 et tau0 sont obtenus par

uh0 = Πhu0, wh
0 = Πhw0, ζh0 = Πhζ0, kh0 = Πhk0, τh0 = Πhτ0, (4.120)

où Πh = (πh)di=1 : [C(Ω̄`)]d −→ V h et πh sont l’opérateur standard d’interpolation par

élément fini (voir, par exemple. [12]).

Alors, on a le corollaire suivant qui énonce la linéaire convergence de l’algorithme dans

des conditions de régularité convenables.

Corollaire 4.4.1 Soit les hypothèses du théorème 3.3.1. Soit (w, ξ, ς, ζ,k, τ) et

(whk, ξhk, ςhk, ζhk,khk, τhk) désignent respectivement les solutions aux problèmes PV,2 et

PhkV,2, et soit les conditions initiales discrètes données par (4.120). Sous les conditions

de régularité suivantes :

u ∈ C1(0, T ; [H2(Ω)]d) ∩H3(0, T ;V ), ξ ∈ C(0, T ;H2(Ω)), σ ∈ C(0, T ;H1(Ω)d×d).

ς ∈ C1(0, T ;H2(Ω)), τ ∈ C(0, T ;H2(Ω)), k ∈ C1(0, T ;H2(Ω)), ζ ∈ C1(0, T ;H2(Γ3)).

La convergence linéaire de l’algorithme est atteinte ; que s’il existe une constante posi-

tive c > 0, indépendante des paramètres de discrétisation h et k, tels que

max
16n6N

{
‖un−uhkn ‖2

V +‖wn−whk
n ‖2

V +‖ξn−ξhkn ‖2
W+‖ςn−ςhkn ‖2

L0
+‖kn−khkn ‖2

Y +‖τn−τhkn ‖2
L0

+‖ζn−ζhkn ‖2
L2(Γ3)

}
+

(
k

N∑
j=1

(
‖wj−whk

j ‖2
V +‖τj−τhkj ‖2

L0
+‖∇(ςj−ςhkj )‖2

L0

))1\2

6 c(h+k).

(4.121)

Démonstration. Nous avons les propriétés suivantes des espaces des éléments finit

V ,Wh, Lh1 , Y h et Zh(voir [12]),

max
16n6N

inf
φhn∈Wh

‖ξn − φhn‖W 6 ch‖ξ‖C(0,T ;H2(Ω)),

max
16n6N

inf
vhn∈V h

‖un − vhn‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

max
16n6N

inf
vhn∈V h

‖wn − vhn‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

max
16n6N

inf
ςhn∈Lh1

‖ςn − ςhn‖L0 6 ch2‖ς‖C1(0,T ;H2(Ω)),

max
16n6N

inf
ζhn∈Zh

‖ζn − ζhn‖L2(Γ3) 6 ch‖ζ‖C1(0,T ;H2(Γ3)),
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max
16n6N

inf
khn∈Y h

‖kn − khn‖Y 6 ch‖k‖C1(0,T ;H2(Ω)),

max
16n6N

inf
τhn∈Lh1

‖τn − τhn‖L0 6 ch‖τ‖C(0,T ;H2(Ω)).

De plus, à partir de la définition de l’interpolation par élément finit l’opérateur Πh il

s’ensuit que

‖u0 − uh0‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

‖w0 −wh
0‖V 6 ch‖u‖C1(0,T ;[H2(Ω)]d),

‖ς0 − ςh0 ‖L0 6 ch‖ς‖C1(0,T ;H1(Ω)),

‖ζ0 − ζh0 ‖Z 6 ch‖ζ‖C1(0,T ;H2(Γ3)),

‖k0 − kh0‖Y 6 ch‖k‖C1(0,T ;H2(Ω)),

et il est facile de vérifier que

N∑
j=1

k‖ẇj − δwj‖2
V 6 ch2‖u‖2

H3(0,T ;V ),

N∑
j=1

k‖δςj − ς̇j‖2
L0
6 k2‖ς̈‖L2(0,T ;H2(Ω)),

N∑
j=1

k‖τ̇j − δτj‖2
L0
6 ck2‖τ̇‖2

C(0,T ;H2(Ω)).

On trouve que (voir [30] pour plus de détails)

1

k

N−1∑
j=1

‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2
V 6 ch2‖u‖2

H2(0,T ;V ),

1

k

N−1∑
j=1

‖(ςj+1 − ωhj+1)− (ςj − ωhj )‖2
L0
6 ch2‖ς̇‖L2(0,T ;H1(Ω)),

1

k

n−1∑
j=1

‖τj − ϕhj − (τj−1 − ϕhj−1)‖2
L0
6 ch2‖τ̇‖C(0,T ;H2(Ω)),

en combinant les dernières estimations, (4.106), (4.112), (4.116), (4.117), (4.118) et

(4.119), on déduit (4.121). �
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Conclusion générale

Dans cette thèse, on a étudié l’existence et l’unicité de la solution de quatre

problèmes aux limites de contact en mécanique ou électromécanique ( piézoélectricité),

le premier problème est un problème électro mécanique de contact avec endommage-

ment entre deux corps piézoélectriques élasto viscoplastique et une base, le deuxième

problème est un problème électromécanique de contact avec adhésion et endommage-

men entre deux corps thermo-électro-viscoélastiques avec variable d’état interne et une

base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ces

problèmes. Comme la frontière des corps et les données des problèmes ont des bonnes

régularitées ; donc, la solution du problème mécanique et du problème variationnel est

la même.

On a montré l’existence et l’unicité de la solution des problèmes précédents par l’uti-

lisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, équation

variationnelle d’évolution, équation différentielle et point fixe.

Nous avons étudié aussi l’approche numérique des problèmes précédents, en utilisant

un schéma d’éléments finis avec une discrétisation spatiale et temporelle.

116



général Summary

In this thesis, we have studied the existence and the uniqueness of the solution

of four problems at the contact limits in mechanics or electromechanics (piezoelec-

tricity), the first problem is an electromechanical problem of contact with damage

between two piezoelectric elasto-viscoplastic bodies and a base, the second problem

is an electromechanical problem of contact with adhesion and damage between two

thermo-electro-vscoelastic bodies with internal state variable and a base.

Green’s formula was used to obtain the variational formulation of these problems.

As the boundary of the bodies and the data of the problems have good regularities ;

therefore, the solution of the mechanical problem and the variational problem is the

same.

We have shown the existence and the uniqueness of the solution of the previous

problems by the use of the following arguments : variational equation depending on

time, variational equation of evolution, differential equation and fixed point.

We have also studied the numerical approach to the previous problems, using a

finite element scheme with spatial and temporal discretization.
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Résumé:  L’objet de cette thèse est l'étude de quelques problèmes en mécanique de 
Contact pour des lois constitutive Piézoélectrique élasto-viscoplastique et thérmo-
électro- Viscoélastiques.  Les résultats obtenus concernent l'existence et l'unicité d’une 
solution faible pour les problèmes étudiés. La thèse est structurée en trois parties. La 
première partie est consacrée à rappeler les différents modèles mécaniques de contact 
étudiés ainsi que quelques outils mathématiques nécessaires dans la thèse. La deuxième 
partie est destinée à l’étude Problème de Contact entre deux corps Piézoélectrique 
élasto-viscoplastique avec endommagement. La troisième partie est dédiée à l'analyse   
problème de Contact entre deux corps thérmo-électro- Viscoélastiques avec adhésion, 
endommagement et variable d’état interne. Nous étudions aussi l'approche numérique 
de deux problèmes, en utilisant un schéma d'éléments finis avec une discrétisation 
implicite en temps. 
Mots-Clés : Adhésion, Compliance normale, Contact unilatéral, Elastiques, Electro-
élastiques, Electro-élasto-viscoplastiques, Eléments finis, Point fixe, Inéquation 
d’évolution. 
Etude Théoriques et Numériques  de Quelques Problèmes de Contact  Entre Deux Corps  

Déformables avec Adhésion et Endommagement 
Abstract: The purpose of this work is the study of some problems In Contact  Mechanics 

for Piezoelectric elasto-viscoplastic and thermo-electro-Viscoelastic constitutive laws. 

The results obtained concern the existence and the uniqueness of a weak solution for 

the studied problems. The thesis is structured in three parts. The first part is devoted to 

recall   different mechanical models of contact, studied as well as some mathematical 

tools necessary in the thesis. The second part is intended for the study Contact problem 

between two elasto-viscoplastic Piezoelectric bodies with damage. The third part is 

dedicated to the problem analysis of Contact between two thermo-electro-Viscoelastic 

bodies with adhesion, damage and internal state variable. We also carry out the 

numerical approach of tow problems by using a finite element scheme with an implicit 

time discretization. 

Key-words : Adherence, Normal compliance, Unilateral contact, Elastic, Electro-elastic, 
Electroelastic- viscoplastic, Finite elements, Fixed point, Inequality of evolution. 
 

 الدراسة النظرية و العددية لعدة مسائل للتماس بين أجسام قابلة للتشوه مع الالتصاق و التلف

 كهروا ضغطية هو دراسة بعض المشاكل في ميكانيكا التلامس للقوانين التأسيسية هدف هذه الأطروحة :الملخص

والحرارية الكهربية اللزجة. تتعلق النتائج المتحصل عليها بوجود وتفرد حل ضعيف للمشكلات  فيسكوبلاستيك

مخصص للتذكير بمختلف النماذج الميكانيكية المدروسة المدروسة. تتكون الأطروحة من ثلاثة أجزاء. الجزء الأول 

اسة مشكلة التلامس بين جسمين الرياضية اللازمة في الأطروحة. الجزء الثاني مخصص لدرو كذلك بعض الوسائل 

 –كهربائيين الانضغاطيين مع تلف. الجزء الثالث مخصص لتحليل مشكلة التلامس بين جسمين حراريين كهربائيين 

 العناصر باستعمال طريقة كذلك التقريب العددي لمسائلتينمرنين مع الالتصاق والتلف ومتغير الحالة الداخلية. ندرس 

. الخطأ مع تقييم المنتهية  

 -كهرومرونة  ,  تماس وحيد الجانب, مرونة, كهرومرونة, ألتصاق , توافق ناظمي الكلمات المفتاحيةّ:

., متباينة التطور العناصر المنتهية , نقطة ثابته فيسكوبلاستيك ,  
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