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Introduction

Les équations di¤érentielles stochastiques (EDS) et les équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR) sont des outils mathématiques utilisés pour modéliser les phénomènes

dynamiques dans lesquels des facteurs aléatoires sont présents. Elles trouvent leur application

dans divers domaines tels que la �nance, la physique, la biologie et l�économie. L�étude des

EDS a été initiée par Kiyoshi- Itô en 1946[9]. Itô a développé la théorie mathématique des

intégrales stochastiques, connue aujourd�hui sous le nom d�intégrale d�Itô, qui est essentielle

pour la résolution des EDS. Son travail fondateur a jeté les bases des EDS et a permis de

développer des outils analytiques et numériques pour étudier ces équations. pendant que

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades ont été introduites pour la première

fois par Bismut en 1973 [2]. qui a utilisé ces EDSR pour étudier les problèmes de contrôle

optimal stochastique. Après en 1978 , Bismut [3] a étendu sa théorie et démontré l�existence

d�une solution unique bornée de l�EDSR de Riccati. Depuis lors, de nombreux auteurs ont

considérablement développé la théorie des EDSR parmi ces auteurs, les plus célèbres sont

Pardoux et Peng en 1990[16]

Les systèmes d�équations di¤érentielles EDSPR sont des modèles qui combinent à la fois

des équations di¤érentielles stochastiques et rétrogrades. Ces systèmes o¤rent une approche

puissante pour modéliser des phénomènes dynamiques complexes où l�incertitude joue un rôle

dans les deux directions du temps. Antonilli [1] a été le premier à étudier cette équation et à

en donner l�existence et l�unicité lorsque le temps T est su¢ samment petit. Ma et al [13] ont

donné l�existence et l�unicité pour une classe dans laquelle le coe¢ cient � du l�EDS n�est pas

dégénéré. Y. Hu et al [8] ont étudié l�existence et l�unicité de la solution sous une certaine

1



Introduction

condition de "monotonie".de �:

Une application des équations EDSPR est le principe du maximum stochastique pour les pro-

blèmes de contrôle optimal. La première contribution au problème de contrôle d�un système

EDSPR a été faite par Peng [17], qui a étudié le principe du maximum lorsque le domaine

de contrôle est convexe. Xu [18] a établi le principe du maximum stochastique dans le cas

où le domaine de contrôle n�est pas nécessairement convexe.Tant donné que le domaine de

contrôle strict n�est pas convexe.

Depuis les travaux initiaux de Jacobson [10], le problème de contrôle stochastique avec risque

sensitive a été étudié par de nombreux auteurs. étant donné qu�il peut être appliqué aux jeux

di¤érentiels et à la �nance mathématique, plusieurs articles ont été consacrés au principe

du maximum stochastique. Lim et Zhou [12] ont obtenu un nouveau maximum avec risque

sensitive pour les processus de di¤usion de Markov, avec une fonction de performance inté-

grale exponentielle. Djehiche et al [7] ont étendu un principe du maximum stochastique à

une classe de problèmes de contrôle de type champ moyen avec risque sensitive . A.Chala,

R.Khalout et A. Chala, D. Hafayed and R. Khallout,[4; 5; 6], ont étudié les conditions d�op-

timalité nécessaires et/ou su¢ santes des contrôles lorsque le système est gouverné par une

équation di¤érentielle stochastique EDSPR. Un principe maximum stochastique sensible au

risque pour des équations di¤érentielles stochastiques EDSPR couplées complètement avec

des applications.Et c�est le sujet que nous abordons à travers cette mémoire .

Dans le cas de la performance avec risque sensitive ,On considère le système gouverne par

une EDSPR suivante :8>>>><>>>>:
dxt = h (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ g (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dWt

dyt = �b (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ ztdWt

x0 = d , yT = a t 2 [0; T ]

où h,g et b sont des fonctions données, d est la donnée initiale,a est la donnée terminale,et

W = (Wt)t�0 est un mouvement brownien standard dé�ni sur un espace probabilité �ltrée�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
véri�e les conditions habituelles,un contrôle admissible strict v = v (t) est

2



Introduction

un processus Ft -adapté à valeurs dans un ensemble U de R.

On note U l�ensemble de toutes les contrôles admissible.Le but de contrôle optimal est mini-

mise la fonction de coût J sur U sous la forme :

J� (v) = E
�
exp �

�Z T

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ �(xvT ) + 	 (y
v
0)

��

L�objectif est détermine le contrôle optimal et dérive les conditions nécessaires et su¢ santes

d�optimalité du système EDSPR sous la forme du principe du maximum stochastique.

Ce mémoire se compose de trois chapitres

Premier chapitre

Dans ce chapitre, on parle de quelques concepts de base du mesure et calcul stochastique

on dé�nit le processus stochastique.Filtration.Mouvement Brownien.Intégrale d�Itô . Formule

d�Itô ........etc.

Deuxième chapitre :

Dans ce chapitre on présente la formule des équations EDS , EDSR et le système EDSPR , et

on étudie la résultat de la théorème d�existence et d�unicité d�une solution pour ces équations

.

Troisième chapitre :

Dans le dernier chapitre, on parle sur le problème du contrôle optimal et on dérivie les

conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité pour un système EDSPR .

3



Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions au calcul stochastique.Pour plus details

voir[14, 11]

1.1 Tribu


 un ensemble non vide.

Dé�nition 1.1.1 Soit Fune famille de partie de 
 , on dit que F est tribu s�elle véri�e les

conditions suivantes :

1-� 2 F (� est l�ensemble vide) :

2-8A 2 F () Ac 2 F :

3-8n 2 N� et An 2 F () U1n=1An 2 F :

Le couple (
;F) s�appelle espace mesurable.

Dé�nition 1.1.2 Sous- tribu .On dit que G est un sous- tribu de Fs�elle véri�e :

8B � 
 : B 2 G =) B 2 F

Dé�nition 1.1.3 Tribu engendrée. C�est la plus petite tribu contenant A telle que A � 


notée � (A) :

4



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.4 Tribu borélinne .C�est la plus petite tribu contenant tous les intervalles

ouverts (ou fermés,ou ouverts à droite fermés à gauche ) :On la note BR:

Dé�nition 1.1.5 Filtration .Une �ltration (Ft)t2R+ est une famille croissante de sous-tribu

de F c�-à-d

F0 � F1 � Ft � Fs : 80 � t � s

La �ltration (Ft)t2R+satisfait les conditions habituelle si :

-Elle est continue a droite au sens ou Ft = \s�tFs:

-Les ensembles n�egligeables sont contenus dans F0:

1.2 Mesurabilité

Dé�nition 1.2.1 Soient (
;F) et (E; �) deux espaces mesurables,on dit que f une applica-

tion mesurable de�nit f : 
 �! E s�elle véri�e :

8A 2 � : f�1 (A) := fx 2 F : f (x) 2 Ag 2 F

Propriété 1.2.1

� Toute fonction continue f : (R;BR)! (R;BR) est mesurable.

� Si f et g sont deux fonctions mesurables (R;BR)! (R;BR) alors :f + g et f � g et fg sont

des fonctions mesurables.

� Si f : (
;F) �! (E; �) est mesurable et g : (E; �) �!
�


0
;F 0�

est mesurable alors

f � g : (
;F) �!
�


0
;F 0� est mesurable.

1.3 Mesure

Dé�nition 1.3.1 Soit (
;F) un espace mesurable,la mesure sur 
 est tout application

dé�nit � : F ! R+ véri�e

5



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

- � (�) = 0

-si fAigi2N est une suite deux à deux disjoints alors � (U1i=0Ai) =
1X
i=0

� (Ai) :

Le triplet (
;F ; �) est un espace mesuré.

Propriété 1.3.1 � est une mesure sur (
;F)

-Si � (
) � 1 on dit que � est une mesure �nie.

-Si � (
) = 1 alors � est une mesure de probabilité noté P.Le triplet (
;F ;P) s�appelle espace

de probabilité..

-L�espace
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
s�appelle espace de probabilité �ltré.

1.4 Variable aléatoire

Soit 
 un ensemble des possibilités d�un experience aléatoire.

Dé�nition 1.4.1 Soit X une application mesurable de (
;F) dans (R;BR) ,on dit que X

une variable aléatoire s�elle véri�e

X : (
;F) �! (R;BR)

8B 2 BR : X�1 (B) 2 F

Il y�a deux types de variable aléatoire continue et discrète.

1.4.1 Loi d�une variable aléatoire

Dé�nition 1.4.2 Une variable aléatoire X dé�nit sur (
;F ;P) :PX la probabilité de X sur

(R; BR) écrire sous la forme :

PX (A) = P f! : X (!) 2 Ag = P (X 2 A) ;8A 2 BR

Dé�nition 1.4.3 L�espérance d�une variable aléatoire X est dé�nie par la quantité
R


XdP

6



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

que l�on note E (X) ou EP (X) ; tel que :

E (X) =

Z



XdP =

Z
R
xdPX (x)

- X est intégrable si E (X) <1 .

- si X est une v.a discréte alors E (X) =
Pn

i=1 xiP (X = x) :

- si X est une v.a continue alors E (X) =
R
R xf (x) dx:

1.4.2 L�espérance conditionnelle

(
;F ;P) un espace de probabilité.

Par rapport à un évènement

Soient B et A deux évènements de F on a :

E (X=B) =
P (X=B)

P (B)
/P (B) 6= 0

Par rapport à une tribu

On dé�nit une variable aléatoire X integrable sur (
;F ;P) et Y une sous-tribu de F , donc

il existe une unique v.a appelée un espérance conditionnelle de X sachant Y , notée E (X=Y )

tel que :

-E (X=Y ) est Y -mesurable.

-8B 2 Y :
R
B
E (X=Y ) dP =

R
B
X (!) dP:

Par rapport à une variable aléatoire

Une espérance conditionnelle de v.a X par rapport à Y:comme l�éspérance conditionnelle de

X par rapport à la tribu engendré � (Y ) :On la note E (X=Y ) tel que

- c�est une variable � (Y ) mesurable.

- 8A 2 � (Y ) :
R
A
E (X=Y ) dP =

R
A
XdP:

7



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

Propriété 1.4.1 a) Linéarité E (�X + �Y=Z) = �E (X=Z)+�E (Y=Z) telque � et � 2 R:

b) La croissance : si X � Y alors E (X=Z) � E (Y=Z) :

c) La positivité :si X � 0 alors E (X=Z) � 0:

d) E [E (X=Z)] = E (X) :

e) Si X est Z� mésurable alors E (XY=Z) = XE (Y=Z) :

f) Si X est indépandante de Z alors E (X=Z) = E (X) :

g) Si Z � G alors E [E (X=Z) =G] = E [E (X=G) =Z] = E (X=G) :

1.5 Processus stochastique

Dé�nition 1.5.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire (Xt; t 2 [0;1])

dé�nie sur le méme espace de probabilité (
;F ;P) :

Remarque 1.5.1 - Si t �xé donc X (t; !) est une v.a.

-Si ! �xé donc X (t; !) est une trajectoire continue.

Dé�nition 1.5.2 Processus adapte .On dit le processus (Xt)t�0 est adapté par rapport à

une �ltration (Ft)t�0 si 8t 2 R : le variable aléatoire Xt est Ft �mésurable.

Dé�nition 1.5.3 Processus progressivement mésurable. Un processus (Xt)t�0est pro-

gressivement mésurable par rapport à une �ltration (Ft)t�0 si 8t � 0 l�application

[0; t]� 
 �! Rd

(s; !) �! Xs (!)

est mésurable par rapport à B ([0; t])
Ft et B
�
Rd
�
:

Dé�nition 1.5.4 Processus à accroissement stationnaire et independante Pour 0 �

s � t les variables alétoires X (t)�X (s) sont appelés des accroissements.

8



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

-Si la distribution de la variable aléatoire Xt+s � Xt ne dépend pas de t alors le processus

stochastique (Xt)t2R+est à accroissement stationnaire .

-Si pour tout suite 0 < t0 < t1 < ::: < tn les variables aléatoires Xt1�Xt0,Xt2
�Xt1

,...,Xtn
�

Xtn�1
sont indépendantes alors le processus stochastique (Xt)t2R+est à accroissement indépen-

dants .

1.6 Martingale

Dé�nition 1.6.1 Un processus (Xt)t�0 est Ft�martingale si :

1- pour tout t � 0 ,Xt est Ft�adapté :

2- pour tout t � 0; Xt est intégrable c-à-d. E (jXtj) � 1:

3- pour tout 0 � s � t ;E (Xt=Fs) = Xs .

-On dit que le processus (Xt)t�0 est un sur martingale si 8s � t ; E (Xt=Fs) � Xs:

-On dit que le processus (Xt)t�0 est un sous martingale si 8s � t ; E (Xt=Fs) � Xs:

1.7 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.7.1 Mouvement Brownien (Bt) est un processus stochastique qui véri�e :

1. P (B0 = 0) = 1:

2. t! Bt est continue :

3. 80 � s � t les accroissement (Bt �Bs) suit la loi normal centrée de variance (t� s) :

4. 80 � t1 � :::: � tn : Bt1 ; (Bt2 �Bt1) ; :::::
�
Btn �Btn�1

�
sont independants.

1.8 I�intégrale stochastique

Dé�nition 1.8.1 L�intégrale stochastique est un intégrale sur un processus stochastique sous

la forme suivantes : Z t

0

XsdBs;

9



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

où (Bt)t�0 un Mouvement Brownien .

Propriété 1.8.1 1. Linéairité 8�; � 2 R; et X; Y deux processuses stochastiques alors :

Z t

0

(�Xs + �Ys) dBs = �

Z t

0

XsdBs + �

Z t

0

YsdBs

2.Additivité pour 0 � s � u � t � T

Z t

s

XsdBs =

Z u

s

XsdBs +

Z t

u

XsdBs:

:3. Si
R T
0
E [X2

s ] dBs <1 alors 8t � T

E

�Z T

0

XsdBs

�
= 0

4.Isométrie d�Itô

E

�Z T

0

X (s) dBs

�2
= E

Z T

0

(X (s))2 ds

5.Propriété du martingale

E
�Z t

0

X(s)dBs j Fu
�
=

Z u

0

X(s)dBs:

1.9 Processus d�Itô

Dé�nition 1.9.1 Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré et (Bt) un MB .On

dé�nit un processus d�Itô (Xt)t2[0;1]dans R sous la forme :

Xt = X0 +

Z t

0

b (s) ds+

Z t

0

� (s) dBs; 8t � 0 :

10



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

Ou sous la forme

dXt = b (t) dt+ � (t) dBt

Avec

-X0 est F0 - mesurable.

-(bt)t�0 un processus adapté telle que : 8t � 0 :
R t
0
jb (s)j ds <1 p:s:

-(�t)t�0un processus adapté telle que : 8t � 0 :
R t
0
j� (s)j2 ds <1 p:s:

1.10 Formule d�Itô

Dé�nition 1.10.1 On dé�nie un processus d�Itô (Xt)t�0 sous la forme suivante :

Xt = x0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs

1.Si f : R �! R une fonction de classe C2 alors :

f (Xt) = f (x0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f" (Xs) �
2
sds

2. Si f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C2par rapport à x et de classe C1 par

rapport t alors :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Xs) dXs +

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Xs) dhXsi

Avec

dhXsi = hdXs;dXsi = hbsds+ �sdBs; bsds+ �sdBsi = �2sds:

11



Chapitre 1.Génératilés sur le calcul stochastique

3. Soient X et Y deux processus d�Itô et f une fonction dans R de classe C2

f (X (t) ; Y (t)) = f (X (0) ; Y (0)) +

Z t

0

@f

@x
(Xs; Ys) dXs +

Z t

0

@f

@y
(Xs; Ys) dYs

+
1

2

Z t

0

@2f

@x2
(Xs; Ys) dhXsi+

1

2

Z t

0

@2f

@y2
(Xs; Ys) dhYsi

+

Z t

0

@2f

@x@y
(Xs; Ys) dhXs; Ysi

Proposition 1.10.1 Intégration par partie Soit X et Y deux processus d�Itô telle que :

Xt = X0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs

Yt = Y0 +

Z t

0

�
0

sds+

Z t

0

�
0

sdBs

Alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX;Y it

avec

hX; Y it =
Z t

0

�s�
0

sds

De plus la formule d�intégration par partie s�écrit

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d hX; Y it

.
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Chapitre 2

Les EDSs.Les EDSRs .Le système

EDSPR

2.1 L�équation di¤érentielle stochastique EDS

Dé�nition 2.1.1 [14]Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré et (Bt)t�0 un mou-

vement brownien, X = (Xt)t2[0;T ] un processus stochastique continue à valeur dans R .L�équa-

tion di¤érentielle stochastique (EDS) écrit sous la forme suivante :

8><>: dXt = f (t;Xt) dt+ g (t;Xt) dBt t � 0

X0 = �
(2.1)

Telles que f; g : R � [0; T ] �! R sont deux fonctions déterministes mesurables et f est

appelée le coe¢ cient de dérive et g est appelée le coe¢ cient de di¤usion .� est une v.a de

carrée intégrale indépendante de MB (Bt)t�0 s�appelle la condition initial.

Dé�nition 2.1.2 Une solution de l�EDS (2:1) est un processus stochastique continue Ft�

13



Chapitre 2.Les EDSs Les EDSRs , le système EDSPR

adapté tel que les integrales
R t
0
f (s;Xs) ds et

R t
0
g (s;Xs) dBs sont bien dé�nies.

Z t

0

f (s;Xs) ds <1 P�p:sZ t

0

g (s;Xs) dBs <1 P�p:s

et

Xt = X0 +

Z t

0

f (s;Xs) ds+

Z t

0

g (s;Xs) dBs pour tout t P� p:s (2.2)

2.1.1 Théorème d�existance et d�unicité

on suppose que

1. Les fonctions f; g : [0; T ]� R �! R sont continues.

2. Condition de Lipschitz :8x; y 2 R et 8t 2 [0; T ] 9k > 0 telles que :

jf (t; x)� f (t; y)j � k jx� yj

jg (t; x)� g (t; y)j � k jx� yj (2.3)

3. Condition de croissance linéaire :8 (t; x) 2 R+ � R 9c > 0

jf (t; x)j � c (1 + jxj)

jg (t; x)j � c (1 + jxj) (2.4)

4. La condition initiale X0 est independante de (Bt)t�0 telle que E
�
jX0j2

�
<1:

Alos pour tout t � 0: L�EDS(2:1)admet un unique solution fort X = (Xt)t�0 continue

(Ft)t�0�adapte c-à-d si (Xt)t2[0;T ] et (Yt)t2[0;T ] sont deux solutions de L�EDS(2:1) donc

8t 2 [0; T ] P (Xt = Yt) = 1:

14



Chapitre 2.Les EDSs Les EDSRs , le système EDSPR

La preuve du théorème d�existnce et l�unicité est basé sur lemme de Gronwall 3.4.1et

Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (3.4.2).

Preuve. 1) L�unicité :

Soient (Xt)t2T et (Yt)t2T 2 L2 (
) deux solutions de l�équation(2:1)tel que X0 = Y0 = �

Xt = � +

Z t

0

f (s;Xs) ds+

Z t

0

g (s;Xs) dBs

Yt = � +

Z t

0

f (s; Ys) ds+

Z t

0

g (s; Ys) dBs

En appliquant l�inégalité de Young (a+ b)2 � 2a2 + 2b2 sur les formules de Xt, Yt

On obtient :

jXt � Ytj2 =
����� + Z t

0

f (s;Xs) ds+

Z t

0

g (s;Xs) dBs � (� +
Z t

0

f (s; Ys) ds+

Z t

0

g (s; Ys) dBs)

����2
=

����Z t

0

(f (s;Xs) ds� f (s; Ys)) ds+

Z t

0

(g (s;Xs)� g (s; Ys)) dBs

����2
� 2

����Z t

0

(f (s;Xs) ds� f (s; Ys)) ds

����2 + 2 ����Z t

0

(g (s;Xs)� g (s; Ys)) dBs

����2 :
En utilisant l�espérance mathématique, on obtient :

E jXt � Ytj2 � 2E
����Z t

0

f (s;Xs) ds� f (s; Ys) ds

����2 + 2E ����Z t

0

(g (s;Xs)� g (s; Ys)) dBs

����2

D�après L�isométrie d�Itô,on a

E
����Z t

0

(g (s;Xs)� g (s; Ys)) dBs

����2 = Z t

0

E j(g (s;Xs)� g (s; Ys)j2 ds

Ensuite,on utilise l�inégalité de Cauchy-Schwartz proposition(3:4:5), on obtient

E jXt � Ytj2 � 2E
Z t

0

�
12 ds

� Z t

0

j(f (s;Xs) ds� f (s; Ys))j2 ds+ 2Ej
����Z t

0

(g (s;Xs)� g (s; Ys))

����2 ds
� 2tE

Z t

0

jf (s;Xs) ds� f (s; Ys)j2 ds+ 2E
Z t

0

jg (s;Xs)� g (s; Ys)j2 ds

15
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D�après la condition Lipschitzienne (2:3) ; et la théorème de Fubini(3:4:7) :

E jXt � Ytj2 � 2T
Z t

0

E j(f (s;Xs) ds� f (s; Ys))j2 ds+ 2
Z t

0

E j(g (s;Xs)� g (s; Ys)j2 ds

� 2Tk
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds+ 2k
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds

On pose C = max (2Tk; 2k) ; donc

E jXt � Ytj2 � C

Z t

0

E jXs � Ysj2 ds:

D�après Lemme Gronwall(3:4:1) ;on abteint :

0 � E jXt � Ytj2 � 0 exp (Ct) = 0

Alors P� p:s X = Y

2) L�existence :

Pour montrer l�existance d�une solution forte en utilisant la méthode des approximations

successives, et pour cela on pose

Xn
t = � +

Z t

0

f
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

g
�
s;Xn�1

s

�
dBs:

On a :

��Xn+1
t �Xn

t

��2 = ����� + Z t

0

f (s;Xn
s ) ds+

Z t

0

g (s;Xn
s ) dBs �

�
� +

Z t

0

f
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

g
�
s;Xn�1

s

�
dBs

�����2
=

����Z t

0

�
f (s;Xn

s ) ds� f
�
s;Xn�1

s

��
ds+

�
g (s;Xn

s )� g
�
s;Xn�1

s

��
dBs

����2
� 2

����Z t

0

�
f (s;Xn

s ) ds� f
�
s;Xn�1

s

��
ds

����2 + 2 ����Z t

0

�
g (s;Xn

s )� g
�
s;Xn�1

s

��
dBs

����2

16
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On utilise la même méthode de l�unicité

E
��Xn+1

t �Xn
t

��2 � 2E ����Z t

0

�
f (s;Xn

s ) ds� f
�
s;Xn�1

s

��
ds

����2 + 2E ����Z t

0

�
g (s;Xn

s )� g
�
s;Xn�1

s

��
dBs

����2
� 2E

Z t

0

�
12 ds

� Z t

0

���f (s;Xn
s ) ds� f

�
s;Xn�1

s

����2 ds+ 2EZ t

0

���g (s;Xn
s )� g

�
s;Xn�1

s

����2 ds
� 2tE

Z t

0

���f (s;Xn
s ) ds� f

�
s;Xn�1

s

����2 ds+ 2EZ t

0

���g (s;Xn
s )� g

�
s;Xn�1

s

����2 ds
� 2Tk

Z t

0

E
��Xn

s �Xn�1
s

�� ds+ 2k Z t

0

E
��Xn

s �Xn�1
s

��2
tell que C = max (2Tk; 2k) ;on obtient

E
��Xn+1

t �Xn
t

��2 � C

Z t

0

E
��Xn

s �Xn�1
s

��2 ds:
Pour n = 0:on a

E
��X1

t �X0
t

��2 � 2TEZ t

0

��f �s;X0
s

���2 ds+ 2EZ t

0

��g �s;X0
s

���2 ds:
D�après la croissance et la linéairité f et g ; on obtient :

E
��X1

t �X0
t

��2 � 2TcEZ t

0

�
1 + jXsj2

�
ds+ 2cE

Z t

0

(
�
1 + jXsj2

�
ds

� 2Tc
Z t

0

�
1 + E jXsj2

�
ds+ 2c

Z t

0

�
1 + E jXsj2

�
ds

�M

Z t

0

�
1 + E jXsj2

�
ds

� CT

telle que M = max(2Tc; 2c) et CT =M
R t
0

�
1 + E jXsj2

�
ds;
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Ensuite pour n = 1;

E
��X2

t �X1
t

��2 � C

Z t

0

E
��X1

s �X0
s

��2 ds
� C

Z t

0

Cs ds

� C2
Z t

0

s ds

� C2
T 2

2
:

Alors pout tout n � 0; on obtient

E
��Xn+1

t �Xn
t

��2 � C

Z t

0

E
��Xn

t �Xn�1
t

��2 ds
� Cn+1

n!

Z t

0

snds

� Cn+1

n!

T n+1

n+ 1

� (CT )n+1

(n+ 1)!
:

On montre maintenant que Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(
); et en appliquant l�in-

égalité triangulaire, on obtient

�
E jXm

t �Xn
t j
2�1=2 = kXm

t �Xn
t kL2(
)

�
m�1X
k=n

Xk+1
t �Xk

t


L2(
)

�
m�1X
k=n

�
(CT )k+1

(k + 1)!

�1=2
!

n!1;m!1
0:

Lorsque n!1; et m!1; on obtient

�
E jXm

t �Xn
t j
2�1=2 ! 0:
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Donc Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(
) qui est lui même un espace complet, et par

conséquence elle est convergente dans L2(
):

Notons Xt la limite de la suite (Xn
t )n ; avec limn!1

Xn
t = Xt dans (L2(
)) ; telle que :

Xt = � +

Z t

0

f (s;Xs) ds+

Z t

0

g (s;Xs) dBs.

On a déjà montrer que Xn
t

L2(
)! Xt telle que

Xn
t = � +

Z t

0

f
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

g
�
s;Xn�1

s

�
dBs:

Il nous reste à montrer que la solution s�écrit sous la forme EDS, en utiliser l�isométrie d�Itô :

E
�����Z t

0

g
�
s;Xn�1

s

�
� g (s;Xs)

�
dBs

���� 2 � CE
��Xn�1

t �Xt

��2 ! 0;

car Xn
t

L2(
)! Xt, alors g (s;Xn�1
s )

L2(
)! g (s;Xs)):

On applique l�inégalité de Hôlder(3:4:4), on trouve

E
����Z t

0

�
f
�
s;Xn�1

s

�
� f (s;Xs)

�
ds

����2 � CTE
��Xn�1

t �Xt

��2 ! 0;

car Xn
t

L2(
)! Xt, et par la continuité de �(!; t). Alors � (s;Xn�1
s ) !

n!1
� (s;Xs)) dans L2(
):

En passant à la limite, on obtient :

Xn
t = �+

Z t

0

f
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

g
�
s;Xn�1

s

�
dBs

L2(
)! Xt = �+

Z t

0

f (s;Xs) ds+

Z t

0

g (s;Xs) dBs:

Donc Xt est un solution de l�équation (2:1).
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On va montrer que E
�
sup
t
jXtj2

�
< M; par l�inégalité (a + b + c)2 � 3(a2 + b2 + c2), et on

passant à l�espérance on a

E( jXtj2) � 3Ej�j2 + 3TE
�Z t

0

jf (s;Xs)j2
�
ds+ 3E

�Z t

0

jg (s;Xs)j 2
�
ds:

D�après la croissante et linéairité de f et g ; on obtient

E( jXtj2) � 3E j�j2 + 3TcE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds+ 3cE

�Z t

0

(1 + jXsj2)
�
ds

avec N = max (3; 3c; 3cT )

E( jXtj2) � NE j�j2 +NE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds+NE

�Z t

0

(1 + jXsj2)
�
ds

� NE j�j2 + 2NE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds

On pose cn = max(2N;N);Alors

E( jXtj2) � cnE j�j2 + cnE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds

� cnE j�j2 + cnT + cnE
�Z t

0

jXsj2
�
ds

� cn(E j�j2 + T ) + cn

Z t

0

E jXsj2 ds;

On applique le lemme de Gronwall, on obtient :

E( jXtj2) �
�
Ej�j2 + T

�
exp (cnt) �M:

Puis que
�
E j�j2 + T

�
<1, telle que M = (E j�j2 + T ) exp(cnt), alors

E
�
jXtj2

�
� 1 8t 2 [0; T ] :
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Ce qui implique d�après BDG

E

 
sup
t2[0;T ]

jXtj2
!
� CE

�
jXtj2

�
< M::

2.2 L�équation di¤érentielle stochastique rétrograde EDSR

voir[16]

On consédère (
;F ;P) un espace de probabilité et (Bt)
t�0
un Mouvement Brownien,on notera

(Ft)0�t�T la �ltration du Mouvement Brownien .On travaillera avec deux espaces :

S2
�
Rk
�
l�espace vectoriel des processusY; progressivement mesurable à valeur dans Rk tel

que

kY k2S2 = E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1

M2
�
Rk�d

�
l�espace vectoriel les processus Z;progressivement mesurable à valeur dans Rk�d

telle que

kZk2M2 = E
�Z T

0

kZtk2
�
<1

où si Z 2 Rk�d; kZk2 = trace (ZZ�) :les espaces S2; S2c ; et M2 sont des espaces de Banach

pour ces normes. On désigne par B2 l�espace de Banach S2(Rk)�M2(Rk�d)

Dans ce contexte .On dé�nit l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR) sous

la forme suivante : 8><>: �dYt = f (t; Yt; Zt) dt� ZtdBt

YT = �; 8t 2 [0; T ] ;
(2.5)

Ou de façon intégrable

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdBs
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Où

f :
�
[0; T ]� 
� Rk � Rk�d

�
! Rk

(t; !; y; z) 7�! f (t; !; y; z) :

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � une variable aléatoire Ft�mesurable

à valeurs dans Rk, s�appelle la condition terminale.

Dé�nition 2.2.1 Une solution de l�EDSR (2:5) est le couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :

1: Y et Z sont progressivement mesurable à valeur respectivement dans Rk et Rk�d

2: P�ps
Z t

0

fjf (s; ys; zs)j+ kZsk 2dsg <1

3: P�ps on a :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdBs0 � t � T

2.2.1 Théorème d�existence et d�unicité

le cas Lipschitz

Dans ce partie.On va montrer le premier résultat d�existence et d�unicité pour les EDSRs

dans le cas où le générateur est non-linéaire. Ce dernier qu�est étudié par Pardoux et Peng

[16].

On suppose les hypothèses suivantes:

Hypothèses

Il existe une constante � > 0; telle que P�ps

1) Condition de Lipschitz en (y; z) pour tout t; y; y0; z; z0 :

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0)j � � (jy � y0j+ kz � z0k) :
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2) Condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf (s; 0; 0)j2
�
<1:

Cas simple f ne dépend pas ni y ni z Soit f ne dépend pas ni y ni z c-à-d on se

donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T dans M2
�
Rk
�
; et on veut trouver une

solution de l�EDSR (2:5)

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.6)

Lemme 2.2.1 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2 M2
�
Rk
�
.L�EDSR (2:6) admet une unique

solution (Y; Z), telle que Z 2M2:

Preuve. 1) L�existence : Suppose que (Y; Z) soit une solution véri�é Z 2 M2 si on prend

l�espérance conditionnelle sachant Ft ,on a

Yt = E (Yt j Ft) = E
�
� +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs j Ft
�
:

Comme
Z T

0

ZsdBs est intégrale d�Itô, alors E
�Z T

t

ZsdBs

�
= 0, on fait dans S2c car F est de

carré intégrable, on a pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = E
�
� +

Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds j Ft
�

= E
�
� +

Z T

0

Fsds j Ft
�
�
Z t

0

Fsds

=Mt �
Z t

0

Fsds;
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oùMt est un martingale Brownienne. D�après le théorème de représentation des martingales,il

existe un processus prévisible Z carré intégrable (Z 2M2) ; telle que

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds

=M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR (2:6) étudiée

puisque comme YT = �

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds�
�
M0 +

Z T

0

ZsdBs �
Z T

0

Fsds

�
=

�Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds

�
�
�Z T

0

ZsdBs �
Z T

0

ZsdBs

�
=

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs:

Alors

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs:

2) L�unicité :Soient (Yt; Zt) et (Y 0
t ; Z

0
t) deux solutions de l�EDSR (2:6) et YT = Y 0

T ; Fs = F 0s

soient Yt = Yt� Y 0
t et Z = Zt� Z 0t

On va prouver que Yt = Y 0
t et Zt = Z 0t dP�dt�ps:

En e¤et

Yt = �
Z T

t

ZsdBs: t 2 [0; T ]

On applique la formule d�Ito telle que g (Yt) = jYtj2 donc

d jYtj2 = 2YtdYt + 2
1

2
hYti

= 2YtdYt + kZtk2 dt
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En passant à l�intégrale et comme YT = 0; alors :

Z T

t

d jYsj2 = 2
Z T

t

YtdYs +
Z T

t

kZsk2 ds

j0� Ytj2 = 2
Z T

t

YsdYs +
Z T

t

kZsk2 ds;

Où

YsdYs = �YsZsdBs:

Donc

� jYtj2 = 2
Z T

t

�YsZsdBs +
Z T

t

kZsk2 ds:

Alors

2

Z T

t

YsZsdBs = jYtj2 +
Z T

t

kZsk2 ds:

On passe à l�espérance mathématique,comme
Z T

t

YsZsdBs est un intégrale d�Itô donc E
�Z T

t

YsZsdBs
�
=

0,on obtient

E
�
jYtj2 +

Z T

t

kZsk2 ds
�
= 0;

c�est-à-dire 8><>:
jYtj2 = 0 alors Yt = 0; dP� psZ T

t

kZsk2 ds = 0 alors Zs =0; dP�dt�ps

Alors dP�dt�ps 8><>: Yt = Y 0
t ;

Zt = Z 0t:

D�où le résultat.

Cas où f dépend de y et z:

Théorème 2.2.1 (Pardoux-Peng 1990 [16]) Sous l�hypothèse , l�EDSR (2:5) possède une

unique solution (Y; Z) ; telle que Z 2M2.
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Preuve. Pour montre cette théorème nous utilisons un argument du point �xe dans l�espace

de Banach B2; soit l�application

	 : B2 ! B2

(Y; Z) 7�! 	(Y; Z) ;

le couple (Y; Z) est une solution de l�EDSR (2:5) si et seulement 	 admet un point �xe.

Pour tout (U; V ) 2 B2;on dé�nit 	(U; V ) = (Y; Z) solution de L�EDSR

Yt = � +

Z T

t

f (s; Us; Vs)s ds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.7)

Remarquons que l�EDSR (2:7) possède une unique solution dans B2.En e¤et, posons Fs =

f (s; Us; Vs) 2M2 comme f est ��Lipschizienne on a :

jf (s; Us; Vs)� f (s; U 0s; V
0
s )j � � (jUs � U 0sj+ kVs � V 0

sk)

� � jUs � U 0sj+ � kVs � V 0
sk :

Soint U 0s = V 0
s = 0; alors :

jf (s; Us; Vs)j � jf (s; 0; 0)j � � jUsj+ � kVsk

jf (s; Us; Vs)j � jf (s; 0; 0)j+ � jUsj+ � kVsk ;

avec f et Us et Vs sont des processus de carré intégrable,par suit nous pouvons appliquer le

lemme 2:2:1 pour obtenir une unique solution (Y; Z) tel que Z 2M2: (Y; Z) 2 B2

L�intégrabilité de Z est obtenue par le théorème de représention de martingale et comme les

hypothèses sont vrai�ant et si f(Yt; Zt)g est solution de l�EDSR ; telle que Z 2 M2; alors

Y 2 S2.:
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Soient (U; V ) et (U 0; V 0) 2 B2 où (Y; Z) = 	 (U; V ) et (Y 0; Z 0) = 	 (U 0; V 0),notons y = Y �Y 0

et z = Z � Z 0 et yT = 0 telle que

dyt = (f (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V
0
t ))� ztdBt:

On applique la formule d�Itô à exp (�t) jytj2 :Alors

d
�
exp (�t) jytj2

�
= � exp (�t) jytj2 dt+ 2 exp (�t) ytdyt +

1

2
2 exp (�t) hdyit

= � exp (�t) jytj2 dt+ 2 exp (�t) yt [(f (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V
0
t ))� ztdBt]

+ exp (�t) kztk2 dt:

En passant à l�intégrant entre t et T ,on obtient

Z T

t

d
�
exp (�s) jysj2

�
=

Z T

t

�
� exp (�s) jysj2 ds+ 2 exp (�s) ys [[f (s; Us; Vs)� f (s; U 0s; V

0
s )]� zsdBs]

�
+

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds:

Alors

exp (�T ) jytj2 � exp (�t) jytj2

=

Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds+
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

+ 2

Z T

t

exp (�s) ys ((f (s; Us; Vs)� f (s; U 0s; V
0
s ))� zsdBs) :
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Alors

�
�
exp (�t) jytj2 +

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

= 2

Z T

t

exp (�s) ys

�
f (t; U 0s; V

0
s )� f (s; Us; Vs)�

Z T

t

zsdBs

�
Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds

Comme f est ��Lipchitzienne et on note par u = U 0 � U et par v = V 0 � V; on a

�
�
exp (�t) jytj2 +

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

=

Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds+ 2
Z T

t

exp (�s) ys (� jU 0s � Usj+ � kV 0
s � Vsk)

+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
�
exp (�t) jytj2 +

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

=

Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds+ 2
Z T

t

exp (�s) ys (� jusj+ � kvsk)

+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs:

Pour tout " > 0, en appliquant l�inégalité de Yong 2ab � a2

"
+ "b2;l�intégalité précédente

donne

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

�
Z T

t

�
��+ 2�

2

"

�
jysj2 ds

+ "

Z T

t

exp (�s)
�
jusj2 + kvsk2

�
ds+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs:

Prenant � =
2�2

"
et R" = "

Z T

0

exp (�s)
�
juj2 + kvk2

�
ds; donc 8t 2 [0; T ]

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds � R" + 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs:
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Alors

exp (�t) jytj2 � R" + 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs , (2.8)Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds � R" + 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs. (2.9)

D�après (2:9) et E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
� E (R") + 2E

�Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
; la mar-

tingale locale
Z T

t

exp (�s) yszsdBs est une martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 2 S2; et

Z;Z 0 2M2;Alors

E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
� E (R") : (2.10)

D�autre part d�après (2:8); et on applique l�inégalité de Doob (3:4:3) et BDG (3:4:2), on

obtient acec C universelle.

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") + 2E

�
sup
0�t�T

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
� E (R") + CE

�Z T

t

exp (�s) jysj2 kzsk2 ds
�

� E (R") + CE
�
sup
0�t�T

exp (�t) jytj2
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

� E (R") +
1

2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+
C2

2
E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
:

Donc

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� 1
2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") +

C2

2
E (R")

1

2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") +

C

2

2

E (R") :

Alors

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� 2E (R") + C2E (R") :
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Prenant en considération l�inégalité(2:10)

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+ E

�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
= E (R") + 2E (R") + C2E (R")

=
�
3 + C2

�
E (R") :

Et par la suite d�après la dé�nition de R" on a :

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+ E

�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

=
�
3 + C2

�
E
�
"

Z T

0

exp (�s)
�
jusj2 + kvsk2

�
ds

�
= "

�
3 + C2

�
E
�Z T

0

exp (�s) jusj2 ds+
Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
E
�
exp (�t) jutj2

Z T

0

ds+

Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
E
�
exp (�t) jutj2 T +

Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
K;

En prenant :" (3 + C2) k = 2
5
telle que K = (1 _ T ) de sorte que l�application 	 est une

contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme suivante

kU; V k� = E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

�
+

Z T

0

exp (�s) kzsk2 ds
� 1
2

:

Si on prend le cas que [� = 0] alors	 possède un unique point �xe, ce qui démontre l�existence

et l�unicité d�une solution de l�EDSR (2:5) dans B2:

30



Chapitre 2.Les EDSs Les EDSRs , le système EDSPR

2.3 Le système EDSPR

Dé�nition 2.3.1 [1]Le système EDSPR est une équation écrit sous la forme :

8>>>><>>>>:
dXt = b (t;X (t) ; Y (t) ; Z (t)) dt+ � (t;X (t) ; Y (t) ; Z (t)) dBt

dYt = �f (t;X (t) ; Y (t) ; Z (t)) dt+ ZtdBt

X0 = d , YT = a t 2 [0; T ]

(2.11)

Où

b : 
� [0; T ]� Rn � Rn � Rn�d �! Rn

� : 
� [0; T ]� Rn � Rn � Rn�d �! Rn

f : 
� [0; T ]� Rn � Rn � Rn�d �! Rn

Telle que d ; a 2 Rn

Notation 2.3.1 On introduce quelque notation

u =

0BBBB@
X

Y

Z

1CCCCA ; �u =

0BBBB@
�X

�Y

�Z

1CCCCA 2 Rn � Rn � Rn�d A (t; u) =

0BBBB@
b

�

�f

1CCCCA (t; u) :

Dé�nition 2.3.2 Le processus triplet (X; Y; Z) 2M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
est un so-

lution adapte de système (2:11) si le système (2:11)est statifait.

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

hA (t; u)� A (t; �u) ; u� �ui � �k ju� �uj2 :

(H2) Pour tout u 2 Rn � Rn � Rn�d; A (:; u) est un processus Ft�adapted.

(H3) A (t; u) est lipschiz par rapport à u, alors il existe un constant l > 0 telle que
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jA (t; u)� A (t; �u)j � l ju� �uj 8�u; u 2 Rn � Rn � Rn�d

Préliminaites

Pour prouve la théorème d�existance et d�unicité de système(2:11) ;nous avons besoin les

lemmes suivants.Il s�agit d�estimations a priori des solutions de la famille suivante de système

a horison in�ni paramétrée par � 2 [0; 1]

dX�(t) = [�b(t; u�(t))� k(1� �)Y �(t) + �(t)]dt

+ [��(t; u�(t))� k(1� �)Z�(t) +  (t)]dBt

�dY �(t) = [�f(t; u�(t)) + k(1� �)X�(t) +  (t))]dt� Z� (t) dBt

X� (0) = x0 (X�; Y �; Z�) 2M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
(2.12)

telle que �;  et  sont des processus donnés dans M2 ([0; T ]) à valeurs dans Rn,Rn�d et Rn

respectivement.

Observez que lorsque � = 1; � = 0;  = 0 et  = 0 le système(2:12)devient (2:11) :Quand

� = 0 le système(2:12) s�écrit sous la forme simple suivante.

dX0(t) = [�kY 0(t) + �(t)]dt++[�kZ0(t) +  (t)]dBt

�dY 0(t) = [kX0(t) +  (t))]dt� Z0 (t) dBt

X0 (0) = x0
�
X0; Y 0; Z0

�
2M2

�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
(2.13)

On a les lemmes suivante

Lemme 2.3.1 Pour tout x0 2 Rn:�;  , 2 M2 ([0; T ]) :le système (2:13)admet un unique

solution dans M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
:

Lemme 2.3.2 Sous les hypothèses (H1)_(H3) il existe une constante positive �telle que si

a priori pour certains � 2 [0; 1] ;8x0 2 Rn:�;  et  2 M2 ([0; T ]).le système (2:12)admet
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un unique solution (X�0 ; Y �0 ; Z�0) 2 M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
,alors pour tout � 2

[0; �0] 8x0 2 Rn:�;  et  2 M2 ([0; T ]) ;le système (2:12)aussi admet un unique solution�
X�0+�; Y �0+�; Z�0+�

�
2M2

�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
.

2.3.1 Théorème d�existance et d�unicité

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (H1) ; (H3) :8x0 2 Rn le système (2:11)admet une so-

lution unique dans M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
.

Preuve. 1) L�unicité : Soit u = (X; Y; Z) et �u =
�
�X; �Y; �Z

�
sont deux solutions de (2:11)

on obtient

û = u� �u =
�
X � �X; Y � �Y; Z � �Z

�
=
�
X̂; Ŷ; Ẑ

�
Similaire au lemme(2:3:2) il existeTi �!1 (i �!1) telle que

lim
i�!1

EhX̂ (Ti) ; Ŷ (Ti)i = 0

En apppliquant la formule d�Ito à
�
X̂ (:) ; Ŷ (:)

�

EhX̂ (Ti) ; Ŷ (Ti)i � EhX̂ (0) ; Ŷ (0)i = E
Z Ti

0

hA (t; u)� A (t; �u) ; ûidt

D�après le hypothèse (H1) ;on a

hA (t; u)� A (t; �u) ; ûi = jb (t; u)� b (t; �u)j � k ju� �uj2

= j� (t; u)� � (t; �u)j � k ju� �uj2

= jf (t; u)� f (t; �u)j � k ju� �uj2

Donc soit i �!1

kE
Z 1

0

����X̂ (t)���2 + ���Ŷ (t)���2 + ���Ẑ (t)���2� dt � 0
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Ainsi X̂ = 0; Ŷ = 0; Ẑ = 0

l�unicite est prouvée.

2) L�existence :D�après le lemme (2:3:1) :pour tout x0 2 Rn:�;  , 2M2 ([0; T ]),le système(2:12)admet

un unique solution dans M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
as � = 0

Il découle du lemme(2:3:2) : qu�il existe une constante positive �0 = �0 (l; k), tell que pour

tout � 2 [0; �0] et n�importte lequel x0 2 Rn:�;  et  2 M2 ([0; T ]),le système (2:12)admet

une unique solution dansM2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
pour � = 0 .comme �0ne dépend que

de (l; k), on peut répéter ce processus pour N fois avec 1 � N�0 � 1 + �0.En perticulier

, pour � = 1 avec � = 0;  = 0 et  = 0 .le système (2:12) admet un unique solution dans

M2
�
[0; T ]� Rn � Rn � Rn�d

�
:

la preuve est complet.
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Chapitre 3

Les conditions nécessaires et

su¢ ssantes d�optimalité pour le

système EDSPR

Dans ce chapitre nous présentons le problème et dirivéons les conditions nécessaires et suf-

�santes d�optimalité sous la forme du principe du maximum stochastique de système ED-

SPR.Cette mémoire est une analyse de article R.Khallout, A.Chala [6]

3.1 Formulation du problème

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace probabilisé �ltré satisfaisant les conditions habituelles .On

suppose que la �ltration (Ft)t�0 est une �ltration engendrée par un processus (Bt)t�0tell que

(Bt)t�0est un MB standard, et T � 0:

3.1.1 Contrôle admissible

Dé�nition 3.1.1 Un contrôle admisible v est un processus Ft�adapte mesurable à valeur

dans U telle que E
�
sup
0�t�T

jvtj2
�
<1.

On noté U l�ensemble de tous les contrôles admissibles.
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Pour tout v 2 U .Nous considérons le système EDSPR contrôlée suivant :

8>>>><>>>>:
dxt = h (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ g (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dBt

dyt = �b (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ ztdBt

x0 = d , yT = a t 2 [0; T ]

(3.1)

où h : [0; T ] � R � R � R � U �!R et g : [0; T ] � R � R � R � U �!R et b : [0; T ] �

R � R � R � U �!R sont des fonctions déterministes. d et a sont F0-mesurables telle que

E
�
jdj2 + jaj2

�
<1:

L�objectif est minimiser la fonction de coût J qui dé�nié sur U dans R par

J� (v) = E
�
exp �

�Z T

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ �(xv (T )) + 	 (yv (0))

��
(3.2)

Où � : R �! R et 	 : R �! R ,f : [0; T ] � R � R � R � U �! R, et � > 0 est appelé le

paramètre du risque sensitive.

Un contrôle admissible u 2 U est dit optimal s�est satisfait :

J� (u) = inf
v2U

J� (v) (3.3)

On suppose les hypothèses suivantes

Les hypothèses

Les fonctions h,g et � sont continues par rapport à x:

Les fonctions b et f sont continues par rapport à x; y et z: et 	 par rapport à y:

Les fonctions h, g, b et f et toutes leurs dérivées sont de Lipschitz.

Les dérivées de � et 	 sont bornées par C (1 + jxvj) et C (1 + jyvj) :

Théorème 3.1.1 Sous les hypothèses pour tout v 2 U le système (3:1)admet une unique

solution forte et la fonction de coût (3:2) est bien de�nit sur U dans R:

Preuve. La preuve est trouvée dans[8]
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3.1.2 Processus auxiliaire avec risque sensitive performance.

Tout d�abord nous pouvons intoduire un processus d�état auxiliaire �v (t) qui est la solution

de l�EDS suivant

d�v (t) = f (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) dt; �v (0) = 0 (3.4)

Alors notre problème de contrôle (3:1),(3:2),(3:3) est équivalent à :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d�v (t) = f (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) dt

dxv (t) = h
�
t; xv (t) ; yv (t) ; zv; (t) ; v (t)

�
dt+ g

�
t; xv (t) ; yv (t) ; zv; (t) ; v (t)

�
dBt

dyv (t) = �b (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) + zv (t) dBt

xv (0) = x0 yv (T ) = � �v (0) = 0

J� (v) = E
�
exp �

hR T
0
f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ �(xv (T )) + 	 (yv (0))

i�
= E [exp � f� (xv (T )) + 	 (yv (0)) + � (T )g]

J� (u) = infv2U J
� (v)

(3.5)

On note A�T et �T par :

A�T := exp �

�
� (xv (T )) + 	 (yv (0)) +

Z T

0

f (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) dt

�

�T := � (xv (T )) + 	 (yv (0)) +
Z T

0

f (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) dt

Lemme 3.1.1 Nous supposons que les hypothèses sont véri�ées,alors la fonction de perte

risque sensitive est donnée par

�� =
1

�
lnE [exp (��T )]

1

�
lnE [exp ��T ] = E [�T ] +

�

2
var [�T ] + o

�
�2
�
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Preuve. On a �� =
1

�
lnE [exp ��T ] ,en utilisant le développement de Taylor des fonctions

exp et ln respectivement, on obtient

�� =
1

�
logE (exp f��Tg)

=
1

�
lnE

"
1 + � �T +

(��T )2

2!
+ �

�
[��T ]2

�#

=
1

�
ln

"
1 + E (��T ) + E

 
(��T )2

2!

!
+ E

�
�
�
[��T ]2

��#

=
1

�

(
E (��T ) + E

 
(��T )2

2!

!
+ E

�
�
�
[��T ]2

��)

� 1
�

n
E (��T ) + E

�
(��T )2
2!

�
+ E

�
�
�
[��T ]2

��o2
2

= E [�T ] +
�

2
var [�T ] + o

�
�2
�
;

D�ou le résultat.

Si � < 0, le var [�T ], comme mesure du risque,améliore les performances ��,mais quand

� > 0, le var [�T ] diminue les performance ��. la foctionnelle de perte neutre au risque

E [�T ] peut avoir limite la fonctionnelle risque sensitive � � lorsque � �! 0.Pour plus

détail voir [4]

Notation 3.1.1 Nous utiliserons la notation suivante pour toute fonction ' 2
n
b; �; f; g;H�; ~H�

o
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�v (t) = � (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))

�u (t) = � (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t))

@� (t) = � (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))

�� (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t))

�& (t) =
@�
@&
(t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t)) ; telleque & = x; y; z;

Lemme 3.1.2 Nous supposons que les hypothèses véri�ant.Alors il existe un unique trois
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paires processus Ft�adapté (p1; q1) ; (p2; q2) ; (p3; q3)qui sont la solution du système suivant :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d~p (t) =

0BBBB@
dp1 (t)

dp2 (t)

dp3 (t)

1CCCCA

= �

0BBBB@
0 0 0

fx (t) bx (t) gx (t)

fy (t) by (t) gy (t)

1CCCCA
0BBBB@

p1 (t)

p2 (t)

p3 (t)

1CCCCA dt

�

0BBBB@
0 0 0

0 �x (t) 0

0 �y (t) 0

1CCCCA
0BBBB@

q1 (t)

q2 (t)

q3 (t)

1CCCCA dt

0BBBB@
p1 (T )

p2 (T )

p3 (0)

1CCCCA =

0BBBB@
�AT

��x (x
u
T )AT

��y (y
u (0))AT

1CCCCA
(3.6)

avec

E

"
3X
i=1

sup
0�t�T

jpi (t)j2 +
2X
i=1

Z T

0

jqi (t)j2 dt
#
<1

Preuve. D�apres le système(3:5) ;on posep1 (t) le processus adjoint de EDS par rapport

à(3:4) ; p2 (t)le processus adjoint de EDS(3:5) ,p3 (t) le processus adjoint de EDS(3:5) ; on

a 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

d ~p (t) =

0BBBB@
dp1 (t)

dp2 (t)

dp3 (t)

1CCCCA = �F (t) dt +G (t) dB (t)

0BBBB@
p1 (T )

p2 (T )

p3 (0)

1CCCCA=
0BBBB@

�AT

��x (x
u
T )AT

��y (y
u (0))AT

1CCCCA
(3.7)
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telle que

F (t) =

0BBBB@
0 0 0

fx (t) bx (t) gx (t)

fy (t) by (t) gy (t)

1CCCCA
0BBBB@

p1 (t)

p2 (t)

p3 (t)

1CCCCA

+

0BBBB@
0 0 0

0 �x (t) 0

0 �y (t) 0

1CCCCA
0BBBB@

q1 (t)

q2 (t)

q3 (t)

1CCCCA
et

G (t) =

0BBBB@
q1 (t)

q2 (t)

q3 (t)

1CCCCA
et

~H
�
(t; �u (t) ; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; ~p (t) ; ~q (t))0BBBB@
f (t)

b (t)

g (t)

1CCCCA (~p (t))T +
0BBBB@

0

� (t)

0

1CCCCA (~q (t))T (3.8)

En remplaçant toutes les dérivées de la fonctionnelle hamiltonienne ~H
�
par rapport à toutes

leurs composantes �; x; y et z, dans les équations adjointes(3:7) ;on obtient

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dp1 (t) = q1 (t) dBt

d~p2 (t) = �ffx (t) + bx (t) ~p2 (t) + gx (t) ~p3 (t) + �x (t) ~q2 (t)g dt

+ f~q2 (t)� �l2 (t) ~p2 (t)g dB (t)

d~p3 (t) = �ffy (t) + by (t) ~p2 (t) + gy (t) ~p3 (t)

+�y (t) ~q2 (t) + �l3 (t) ~q3 (t) g dt

�ffz (t) + bz (t) ~p2 (t) + gz (t) ~p3 (t) + �z (t) ~q2 (t)g dB (t)
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Ensuite, on obtient la forme matricielle, on a le résultat désert(3:6)

Le théorème suivant est le principe du maximum stochastique pour le risque neutre de système

EDSPR.

Théorème 3.1.2 Supposons que les hypothèses soient véri�ant.Si � est contrôle optimal et

(�u (:) ; xu (:) ; yu (:) ; zu (:))est un solution optimal du problème (3:5), alors il existe unique

trois paires processus Ft�adapté (p1; q1) ; (p2; q2) ; (p3; q3),qui statisfont (3:6), tell que :

~H
�

v(t) (ut � vt) (t) � 0 (3.9)

Pour tout u 2 U presque tout 0 � t � T et P�p s.avec ~H�
est l�hamiltonien dé�ni par (3:8)

3.2 Equation adjointe

On poursuit en proposant une transformation du processus (p1; q1) ; (p2; q2) ; (p3; q3), telle que

l�on veuille éliminer (p1; q1) dans (3:6)et obtenir le principe du maximum stochastique en

respectant uniquement les couples de processus adjoints notés (ep2; eq2) et (ep3; eq3) qui sont les
équations adjointes associées à notre problème de contrôle initial (3:1) ,(3:2),(3:3). Pour cette

raison et selon le système (3:6),nous avons

dp1 (t) = q1 (t) dBt

p1 (T ) = �A�T

la solution explicite de ce EDSR est p1 (t) = E
�
A�T=Ft

�
= �V � (t) telle que V � (t) =

E
�
A�T=Ft

�
0 � t � T il serait naturel de choisir une transformation de (~p; ~q; ) au lieu de

(~p; ~q) ; avec ~p (t) =

0BBBB@
~p1 (t)

~p2 (t)

~p3 (t)

1CCCCA = 1
�V �(t)

~p (t) 80 � t � T alors ~p1 (t) = 1
�V �(t)

p1 (t) = 1:Ainsi

(~p1 (T ) ; ~p2 (T ) ; ~p3 (0)) = (1;�x (x
u (T )) ;�y (y

u (0))) :

Les propriétés suivantes de V � sont essentielles pour trouver les propriétés des processus
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adjoints transformés.

Lemme 3.2.1 Supposons que les hypothèses sont véri�ées.Alors V � (t)le processus est uni-

formément borné.

Preuve. De les hypothèses on sait que les fonctions f ,� et 	 sont bornées par C > 0, on a

8>>>><>>>>:
�C � f � C

�C � � � C )

�C � 	 � C

8>>>><>>>>:
�CT �

R T
0
f (t) dt � CT

�C � � (xvT ) � C

�C � 	(yv0) � C

;

donc

� (2 + T )C� � �

�
� (xvT ) + 	 (y

v
0) +

Z T

0

f (t) dt

�
� (2 + T )C�

alors

0 < � (2 + T )C� � A�T � (2 + T )C�

En passant à l�exponentielle et à l�espérance conditionnelle par rapport à la �ltration Ft;on

obtien

0 < exp [� (2 + T )C�] � V� (t) � exp [(2 + T )C�]

C�est-à-dire les bornés de V�:

Lemme 3.2.2 Le processus
�
^� (t) ; l (t)

�
est une solution de l�EDSR quadratique .

8><>: d^� (t) = �
�
f (t) + �

2
jl (t)j2

	
dt+ l (t) dB (t)

^� (t) = �x (xu (T )) + 	 (yu (0))
(3.10)

ou le première composnte ^�, véri�é l�expression suivante

exp
�
�^� (t)

	
= E

�
exp �

�Z T

t

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ �(xv (T )) + 	 (yv (0))

�
=Ft
�

(3.11)
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Preuve. On considère l�EDSR quadratique(3:10) ;puis en appliquant la formule d�Ito à

exp
�
�^� (t)

	
,on obtient

d (exp (��t)) = � exp (��t) d�t +
�2

2
exp (��t) d < �;� >

= � exp (��t)

�
�
�
f (t) +

�

2
jl (t)j2

�
dt+ l (t) dBt +

�

2
jl (t)j2 dt

�
= �� exp (��t) f (t) dt+ � exp (��t) l (t) dBt:

alors

d (exp (��t)) + � exp (��t) f (t) dt = � exp (��t) l (t) dBt:

Multiplier des deux cotés de l�expression ci-dessus par exp
�
�

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
on

obtient

exp

�
�

Z t

0

f (s) ds

�
d (exp (��t)) + � exp

�
�

Z t

0

f (s) ds

�
exp (��t) f (t) dt

= � exp

�
�

Z t

0

f (s) ds

�
exp (��t) l (t) dBt

= � exp

�
��t + �

Z t

0

f (s) ds

�
l (t) dBt:

On remarquons que.

d

�
exp (��t) exp

�
�

Z t

0

f (t) dt

��
= d

�
exp

�
��t + �

Z t

0

f (s) ds

��
:
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d

�
exp

�
���t + �

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

��
= exp

�
�

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
d exp

�
���t
�

+ � exp

�
�

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
exp

�
���t
�
f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

= � exp

�
�

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
exp

�
���t
�
l (t) dBt

= � exp

�
���t + �

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
l (t) dBt:

En passant l�intégrale entre t et T;on trouve

exp

�
���T + �

Z T

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
�

exp

�
���t + �

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
= �

Z T

t

exp

�
���s + �

Z t

0

f (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt

�
l (s) dBs:

Alors , en utilisant la dé�nition de l�espérance conditionnelle des deux cotés de la dernière

égalité,on obtient

= E
�
exp �

�Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

+

Z T

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) ] jFt ]

= E
�
exp �

�Z T

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds +

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) ] jFt ]
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En vertu de la martingale de integrale d�Ito et la mesurabilité par rapport la �ltration Ft,

alors

exp

�
�^�t + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
= E

�
exp �

�Z T

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

+�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

D�après la dé�nition de la condition terminale de l�EDSR quadratique (3:10) ;nous avons que

exp
�
�^�t
	
= E

�
exp �

�Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

D�autre part, nous supposons que (3:11) est vrai,cela signi�e que

exp
�
�^�t
	
= E

�
exp �

�Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

donc

exp

�
�^�t + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
= E

�
exp �

�Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

= E
�
A�T j F

�
si t = 0; V � (0) = E

�
A�T j F0

�
= E

�
A�T
�
= exp

�
���0
�

Soit Bt un MB standard sur un espace de probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
et Ft la �ltration
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engendrée par Bt. Si A�T est une variable aléatoire carrée intégrable mesurable par rapport à

Ft.En e¤et, par le théorème de représentation de martingale , il existe un processus prévisible

Z (t) qui est adapté par rapport à Ft , tel que

E
�
A�T j Ft

�
= E

�
A�T
�
+

Z t

0

Z (s) dBs = exp
�
���0
�
+

Z t

0

Z (s) dBs

Donc

exp

�
�^� (t) + �

Z T

0

f (s) ds

�
� exp

�
���0
�
=

Z t

0

Z (s) dBs

On applique la formule d�Ito à
�
exp

n
�^� (t) + �

R T
0
f (s) ds

o�
; on obtient

d

�
exp(��t + �

Z t

0

f (s) ds)

�
= �f (t) dt� exp(��t + �

Z t

0

f (s) ds) + � exp(��t

+�

Z t

0

f (s) ds)� d�t +
�2

2
exp(��t + �

Z t

0

f (s) ds)� d < �t; �t >

= k (t) dBt

alors

� exp(��t + �

Z t

0

f (s) ds)

�
f (t) dt+ d�t +

�

2
d < �t; �t >

�
= k (t) dBt:

donc

f (t) dt+ d�t +
�

2
d < �t; �t >=

1

�
exp(���t � �

Z t

0

f (s) ds)� k (t) dBt (3.12)

comme 1
�
exp(���t � �

R t
0
f (s) ds)� k (t) dBt est un martingale,donc

dh��t ;��t i = �

�
1

�
exp

�
��^� (t)� �

Z T

0

f (s) ds

�
k (t)

�2
dt

= jl (t)j2 dt: (3.13)
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En remplaçant (3:13) dans (3:12) ; on obtient l�égalité suivante

�

�
���t + �

Z t

0

f (s) ds

�
+
�

2
�2 jl (t)j2 dt = l (t) dBt

Finalement 8><>: d^� (t) = �
�
f (t) + �

2
jl (t)j2

	
dt+ l (t) dB (t)

^� (t) = �x (xu (T )) + 	 (yu (0))

Lemme 3.2.3 Le martingale V � (t) peut réécrire sous la forme suivante

V � (t) = exp

�
�^� (t) + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�

Preuve. Nous savons que

V � (t) = E
�
exp �

�Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

= E
�
exp �

�Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

+

Z T

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds+

�(xv (T )) + 	 (yv (0)) =Ft]

A partir du lemme précédente , la formule (3:11)peut transformer en

V � (t) = exp
�
�^� (t)

�
+ exp

�
�

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
= exp

�
�^� (t) + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�

Ensuite,le lemme est prouvé.
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On peut facilement prouver à partir de(3:10) et la borné de f que E
�
sup0�t�T

��^� (t)��2� � CT

,avec CT est une constante positive correspond uniquement à T de processus
�
^�; l (t)

�
est

l�unique solution de l�EDSR quadratique

8><>: d^� (t) = �
�
f (t) + �

2
jl (t)j2

	
dt+ l (t) dB (t)

^� (t) = �x (xu (T )) + 	 (yu (0))

tel que l (t) =: Z (t) exp
�
�^� (t) + �

R T
0
f (s) ds

�
et E

�Z T

0

jl (t)j2 dt
�
<1:

Lemme 3.2.4 En particulier ,V �résoulte l�EDSR linéaire suivante

dV � (t) = �l (t)V � (t) dB (t) V � (t) = A�T

Ainsi ,le processus L�t dé�ni sur
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
par :

L�t :=
V � (t)

V � (0)
exp

�Z t

0

�l (s) dB (s)� �2

2

Z t

0

jl (s)j2 ds
�

(3.14)

est une Ft�martingale uniformément bornée.

Preuve.Nous appliquons la formule d�Ito à V � (t) = exp
�
�^� (t) + �

R T
t
f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�

dV� (t) = d

�
exp

�
�^� (t) + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

��
�

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds�

exp

�
�^� (t) + �

Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
+ �

��
�
Z T

t

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds� �

2
jl (t)j2 dt+ l (t) dBt

�
� exp

�
���t +

Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

��
+
�2

2
jl (t)j2 exp

�
��t +

Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
dt

= �l (t)V� (t) dBt:
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Maintenant, nous voulons prouver (3:14) , nous avons de

��t = �
�
0 �

Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds� �

2

Z t

0

jl (t)j2 ds+
Z t

0

l (t) dBs

V� (t) = exp
�
���t + �

Z t

0

f (s; x (s) ; y (s) ; z (s) ; v (s)) ds

�
= exp

�
���0 �

�2

2

Z t

0

jl (t)j2 ds+
Z t

0

l (t) dBs

�

On divise sur V� (0) tel que V� (0) = exp
�
���0
�
, on obtient

L�t =
V � (t)

V � (0)
= exp

�Z t

0

�l (s) dB (s)� �2

2

Z t

0

jl (s)j2 ds
�

L�t est une martingale Ft uniformément bornée.

3.3 Les conditions nécessaires d�optimalité

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver les conditions nécessaires d�optimalité pour

le système EDSPR avec un contrôle optimal des risque sensitive performance. (3:1) ; (3:2) ; (3:3).

Lemme 3.3.1 Les principales de risque sensitive des deuxième et troisième équations ad-

joints pour (~p2 (t) ; ~q2 (t))

,(~p3 (t) ; ~q3 (t)) et
�
V � (t) ; l (t)

�
deviennent

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

d~p2 (t) = �H�
x (t) dt+ (~q2 (t)� �l (t) ~p2 (t)) dB

�
t

d~p3 (t) = �H�
y (t) dt�

�
H�

z (t)� �l (t) ~p3 (t)
�
dB�

t

dV � (t) = �V� (t) l (t) dBt

V � (0) = A�T

~p2 (T ) = �x (x (T )) ,~p3 (0) = 	y (y (0))

(3.15)
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avec

H�
�
t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t) ; ~p (t) ; ~q (t) ;V� (t) ; l (t)

�
= f (t) + b (t) ~p2 + � (t) ~q2 + (g (t)� �z (t) l (t)) ~p3 (3.16)

et

E
�
sup
0�t�T

j~p (t)j2 + sup
0�t�T

��V � (t)
��2 + Z T

0

�
j~q (t)j2 + jl (t)j2

��
<1

Preuve. On applique la formule d�Itô à d ~p (t) = �V � (t) ~p (t), on obtient

dep (t) = 1

�V� (t)
�
d�!p (t)� �

�
dV� (t)

� ep (t)� � < dV� (t) ; dep (t) >�
On suppose que d~p (t) = �~� (t) dt + ~� (t) dB (t) ,on sait que dV � (t) = �V � (t) l (t) dBt

alors < dV� (t) ; dep (t) >= �l (t)V� (t) � (t) dt, notez que d ~p (t) = 1
�V �(t)

~p (t) et pour tout

i 2 f1; 2; 3g.

On veut déterminer les coe¢ cients ~�(t) 2 R3 et ~� (t) 2 R3; tels que

d~p (t) = �

266664
0BBBB@
0 0 0

fx (t) bx (t) gx (t)

fy (t) by (t) gy (t)

1CCCCA
0BBBB@
~p1 (t)

~p2 (t)

~p3 (t)

1CCCCA

+

0BBBB@
0 0 0

0 �x (t) 0

0 �y (t) 0

1CCCCA
0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

~q3 (t)

1CCCCA ��

0BBBB@
l1 (t)

l2 (t)

l3 (t)

1CCCCA ~� (t)

377775 dt
266664
0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

~q3 (t)

1CCCCA� �

0BBBB@
l1 (t)

l2 (t)

l3 (t)

1CCCCA ~p (t)
377775 dB (t) (3.17)
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Chapitre 3.Les conditions nécessaires et su¢ ssantes d�optimalité pour le système EDSPR

En combinant entre (3:17)et d~p (t) = �~� (t) dt+ ~� (t) dB (t) on obtient

~� (t) =

0BBBB@
0 0 0

fx (t) bx (t) gx (t)

fy (t) by (t) gy (t)

1CCCCA
0BBBB@
~p1 (t)

~p2 (t)

~p3 (t)

1CCCCA

+

0BBBB@
0 0 0

0 �x (t) 0

0 �y (t) 0

1CCCCA
0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

~q3 (t)

1CCCCA
+ �l (t) ~� (t)

et

~� (t) =

0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

~q3 (t)

1CCCCA� �

0BBBB@
l1 (t)

l2 (t)

l3 (t)

1CCCCA ~p (t)
En remplaçant ~� (t) par son expression dans d~p1 (t),on obtient d~p1 (t) = ~q1 (t) [��l1 (t) dt+ dB (t)],

on peut utiliser le théorème de Girsanov [15]pour prétendre que

8><>: d~p1 (t) = ~q1 (t) dB
� (t)

~p1 (T ) = 1

avec dB� (t) = ��l (t) dt+ dB (t) est un P��mouvement Brownien,telle que

dP�

dP
= L�t = exp

�Z t

0

�l (s) dB (s)� �2

2

Z t

0

jl (s)j2 ds
�

0 � t � T

On remarque que ~p1 (t) est de carré intégrable et EP� [~p1 (T ) jFt ] = 1 car ~q1 (t) a une

variation quadratique, alors
R T
0
j~q1 (t)j2 dt = 0,Cela implique que pour presque tout 0 � t � T ,
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Chapitre 3.Les conditions nécessaires et su¢ ssantes d�optimalité pour le système EDSPR

~q1 (t) = 0 :P�p:s, nous avons

d~p (t) = �

8>>>><>>>>:

0BBBB@
0 0 0

fx (t) bx (t) gx (t)

fy (t) by (t) gy (t)

1CCCCA
0BBBB@
~p1 (t)

~p2 (t)

~p3 (t)

1CCCCA

+

0BBBB@
0 0 0

0 �x (t) 0

0 �y (t) 0

1CCCCA
0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

~q3 (t)

1CCCCA
9>>>>=>>>>; dt

8>>>><>>>>:

0BBBB@
~q1 (t)

~q2 (t)

�fz (t) ~p1 � bz (t) ~p2 � gz (t) ~p3 � �z (t) ~q2

1CCCCA +�

0BBBB@
l1 (t)

l2 (t)

l3 (t)

1CCCCA ~p (t)
9>>>>=>>>>; dB� (t)

Ensuite, on trouve

8>>>><>>>>:
d~p2 (t) = �ffx (t) + bx (t) ~p2 (t) + gx (t) ~p3 (t) + �x (t) ~q2 (t)g dt

+ f~q2 (t)� �l2 (t) ~p2 (t)g dW � (t)

~p2 (T ) = �x (xT )

8>>>><>>>>:
d~p3 (t) = �ffy (t) + by (t) ~p2 (t) + gy (t) ~p3 (t) + �y (t) ~q2 (t) + �l3 (t) ~q3 (t) g dt

�ffz (t) + bz (t) ~p2 (t) + gz (t) ~p3 (t) + �z (t) ~q2 (t)g dB� (t)

~p3 (0) = �y (y (0))

Les principales équations des deuxième et troisième adjoints risque sensitive pour (~p2 (t) ; ~q2 (t)) ;

(~p3 (t) ; ~q3 (t))et
�
V � (t) ; l (t)

�
deviennent

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

d~p2 (t) = �H�
x (t) dt+ (~q2 (t)� �l2 (t) ~p2) dB

� (t)

d~p3 (t) = �H�
y (t) dt�H�

z (t) dB
� (t)

dV � (t) = �l (t)V � (t) dB (t)

V � (T ) = A� (T )

~p2 (T ) = �x (x (T )) , ~p3 (0) = �y (y (0))
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Chapitre 3.Les conditions nécessaires et su¢ ssantes d�optimalité pour le système EDSPR

où H� est dé�ni par (3:16)

A partir des hypothèses la solution du système (3:15)existe et est unique, telle que

E
�
sup
0�t�T

j~p (t)j2 + sup
0�t�T

��V � (t)
��2 + Z T

0

�
j~q (t)j2 + jl (t)j2

��
� 1

Théorème 3.3.1 (Conditions nécessaires d�optimalité avrc risque sensitive) : Nous

supposons que les hypothèses sont véri�ant, si (xu (:) ; yu (:) ; zu (:) ; u (:)) est une solution opti-

male au problème de contrôle risque sensitive f(3:1) ; (3:2) ; (3:3)g ;alors il existe Ft�processus

adaptés
�
V � (t) ; l (t)

�
;et (~p2 (t) ; ~q2 (t)) ; (~p3 (t) ; ~q3 (t))qui véri�ent (3:15) tels que

H� (t) � 0; (3.18)

Preuve. Pour tout u 2 U presque tout 0 � t � T et P�p:s la relation entre l�hamiltonien

H� associé à (3:16) et H�associé à(3:8) est donnée par

~H
�
(t; �u (t) ; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; ~p (t) ; ~q (t))

=
�
�V � (t)

	
H�

�
t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; ~p2 (t) ; ~q3 (t)V

� (t) ; l2 (t) ; l3 (t)
�

3.4 Les conditions su¢ santes d�optimalité

Dans cette section, nous étudions quand les conditions nécessaires d�optimalité deviennent

su¢ santes. Pour tout u 2 U , on note (xut ; yut ; zut ) la solution de système (3.1) contrôlé par u

Theorem (Conditions su¢ santes d�optimalité avec risque sensitive) Supposons

que � (:) et 	(:) sont convexes et pour tout (x; y; z; v) 2 R � R � R � U la fonction

H (t; x; y; z; v; p; q) est convexe pour tout v 2 U . d et a sont des variables aléatoires Ft-
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mesurables telles que E[jdj2 + jaj2] < 1 :Alors u est un solution optimale du problème

contrôlée f(3:1) (3:2) (3:3)g ;s�il véri�e (3:9) :

Preuve. Soit u un contrôle admissible (candidat à etre optimale ) pour tout v 2 U ,on a

dxvt = h (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ g (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dBt

dyvt = �b (t; x (t) ; y (t) ; z (t) ; v (t)) dt+ ztdBt

donc.

J� (v)� J� (u) = E [exp f�	(yv (0)) + �� (xv (T )) + ��v (T )g]

� E [exp f�	(yu (0)) + �� (xu (T )) + ��u (T )g]

En utilisant le développement de Taylor de la fonction J� (v) au point u,� et 	 sont dérivables

et p1 (T ) = �AT ; p2 (T ) = ��x (x
u (T ))AT et p3 (0) = �	y (y

u (0))AT ,on obtient

J� (v)� J� (u) � E [p1 (T ) (�v (T )� �u (T ))] + E [p2 (T ) (xv (T )� xu (T ))]

+ E [p3 (T ) (yv (0)� yu (0))]

Appliquer la formule d�Itô à p1 (t) (�v (t)� �u (t)) ; p2 (t) (x
v (t)� xu (t)) et p3 (t) (yv (t)� yu (t)),on

obtient

E [p1 (T ) (�v (T )� �u (T ))] = E
�Z T

0

(f (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))�

f (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t)) p1 (t) dt ]
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E [p2 (T ) (xv (T )� xu (T ))]

= E
�Z T

0

� (fx (t) p1 + bx (t) p2 + �x (t) q2 + gx (t) p3) (x
v (t)� xu (t)) dt

�
+ E

�Z T

0

(b (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))�

b (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t)) ) p2 (t) dt ]

+ E
�Z T

0

(� (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))�

� (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t)) ) q2 (t) dt ]

et

E [p3 (0) (yv (0)� yu (0))]

= E
�Z T

0

(g (t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t))�

g (t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t)) ) p2 (t) dt ]

� E
�Z T

0

(fy (t) p1 (t) + by (t) p2 (t) + �y (t) q2 (t)

+ gy (t) p3 (t) ) (y
v (t)� yu (t)) dt ]

� E
�Z T

0

(fz (t) p1 (t) + bz (t) p2 (t) + �z (t) q2 (t)) (z
v (t)� zu (t)) dt

�

donc

J� (v)� J� (u) � E
�Z T

0

�
~H
�
(t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t) ; p (t) ; q (t))�

~H
�
(t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; pu (t) ; qu (t))

�
dt]

� E
�Z T

0

~H
�

x (t; x
u (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; pu (t) ; qu (t)) (xv (t)� xu (t)) dt

�
� E

�Z T

0

~H
�

y (t; x
u (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; pu (t) ; qu (t)) (yv (t)� yu (t)) dt

�
� E

�Z T

0

~H
�

z (t; x
u (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; pu (t) ; qu (t)) (zv (t)� zu (t)) dt

�

D�après la convexité de l�Hamiltonien ~H
�
en (x; y; z) et la linéairité en u, puis en utilisant le
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gradient généralisé de Clarke de ~H
�
évalué en (x; y; z; v) et les conditions nécessaires d�opti-

malité (3:18), il s�ensuit de [19] que

E
�Z T

0

�
~H
�
(t; xv (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t) ; p (t) ; q (t))�

~H
�
(t; xu (t) ; yu (t) ; zu (t) ; u (t) ; pu (t) ; qu (t))

�
dt]

� E
�Z T

0

~H
�

x (t; x
v (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t) ; pu (t) ; qu (t)) (xv (t)� xu (t)) dt

�
+ E

�Z T

0

~H
�

y (t; x
v (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t) ; pu (t) ; qu (t)) (yv (t)� yu (t)) dt

�
+ E

�Z T

0

~H
�

z (t; x
v (t) ; yv (t) ; zv (t) ; v (t) ; pu (t) ; qu (t)) (zv (t)� zu (t)) dt

�

donc

J� (v)� J� (u) � 0:

56



Conclusion

Dans ce mémoire,nous sommes basés sur le problème de contrôle optimal de système EDSPR

couplée complément (FBSDE en anglais) avec risque sensitive performance,où le contrôle

admissible est convexe et nous dérivons les condotions nécessaires et su¢ santes d�optimalité

de cette cas .
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous

MB Mouvement Brownien

L2 l�espace des fonctions de carré intégrable

P� p:s presque surement pour la mesure de probabilité P

p:s presque surement

Rk espace réel euclidien de dimension d

Rk�d ensemble des matrice réellesk � d

dt� dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0;T ] avec la mesure dP

c� �a� d C�est à dire

trace (M) La trace de la matrice.M:

tq Telle que

S2c le sous-espace par les processus continue

M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes équivalente deM2(Rk�d)
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Annexe

Lemme 3.4.1 Lemme de Gronwall g une fonction positive mesurable bornée sur [0; T ].

On suppose qu�il existe des constantes a > 0; b > 0 telles que pour tout t 2 [0;T ] ; on a :

g(t) � a+ b

Z t

0

g(s)ds

Alors 8t 2 [0;T ]

g(t) � a exp (bt)

Lemme 3.4.2 Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy(BDG) pour tout temps d�arrêt �

on a ,

E

"
sup
t2[0;T ]

����Z t

0

f(s)dBs

����2
#
� CE

�Z t

0

jf(s)j2 ds
�
;

où C est une constante positive.

Lemme 3.4.3 L�inégalité de Doob 8p � 1; si fXngn=1:::N est une martingale dans Lp;

alors

E [jXN j] � E [jX�pj] �
�

p

1� p

�p
E [jXN j] ;

telle que :jX�j := max [jX1j ; jX2j ; :::; jXN j] :

Lemme 3.4.4 L�inégalité de Hölder L�inégalité de Hölder dit que si p; q > 1 tels que

1
p
+ 1

q
= 1, alors :

kfgkL1 � kfkLp kgkLq

61



Annexe

Lemme 3.4.5 l�inégalité de Cauchy-Schwartz Soient f et g 2 ([0; 1] ;R) :Alors :

Z 1

0

jfgj �
�Z 1

0

jf j2
� 1

2
�Z 1

0

jgj2
� 1

2

:

Lemme 3.4.6 Inégalité de Young Soient a; b deux nombres réels Alors

: (a+ b)2 � 2a2 + 2b2:

Lemme 3.4.7 Théorème de FibuniSoient (E;A; �) ; (F;B; �) deux espaces mesurés tels

que les deux mesures soient ���nies et soit (E � F;A� B; �
 �) l�espace mesurable produit

muni de la mesure produit. Si

f : E � F ! [0;1] ;

et est un application A� B-mesurable, alors les applications :

x 7!
Z
E

f (x; y) d� (y) et y 7!
Z
F

f (x; y) d� (x) ;

sont respectivement A et B�mesurables et

Z
E�F

f (x; y) d (�
 �) (x� y) =

Z
F

�Z
E

f (x; y) d� (y)

�
d� (x) =

Z
E

�Z
F

f (x; y) d� (x)

�
d� (y) :

Lemme 3.4.8 Théorème du point �xe Soient (E; d) un éspace métrique complet et 	 :

E ! E une application contractante, c�est à dire, Lipschitziènne de rapport k < 1. Alors :

	 admet unique point �xe a 2 E tel que 	(a) = a:
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