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Introduction

Les équations différentielles stochastiques (EDS) ont des origines remontant au XXe

siècle et sont liées au travail de plusieurs scientifiques et mathématiciens impor-

tants.En 1905, le mathématicien français Paul Lévy a introduit la théorie de la

diffusion, qui concerne le mouvement aléatoire des particules dans un milieu homo-

gène. Lévy a décrit ce mouvement en utilisant des équations différentielles ordinaires,

jetant ainsi les bases des équations différentielles stochastiques. Et en 1928, le phy-

sicien français Louis Bachelier a développé une théorie du mouvement brownien,

connue sous le nom d’équations de Bachelier. Ces équations étaient utilisées pour

décrire la diffusion des rayonnements et l’interaction entre les particules dans un

milieu aléatoire.Et en 1944, le scientifique russe Andrei Kolmogorov a développé la

théorie des équations différentielles stochastiques. Son célèbre ouvrage "Foundations

of the Theory of Diffusion Processes" prés

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont une extension

des équations différentielles stochastiques classiques où le temps évolue en sens

inverse. Cependant, contrairement aux équations différentielles stochastiques clas-

siques, l’étude des EDSR est relativement récente et leur développement s’est pro-

duit au cours des dernières décennies.Les EDSR ont émergé dans les années 1990

et les années 2000 en tant qu’outil puissant pour modéliser et analyser des phéno-

mènes où le comportement passé affecte le comportement futur. Elles trouvent des

applications dans divers domaines tels que la finance mathématique, la théorie du
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Introduction

contrôle stochastique, l’optimisation et la théorie des jeux.Les contributions majeures

à l’étude des EDSR comprennent les travaux des chercheurs tels que Rainer Buck-

dahn, Juan-Pablo Ortega, Huyên Pham, Shige Peng, Nizar Touzi, etc. Ces chercheurs

ont développé des méthodes d’analyse et de résolution pour les EDSR, en étudiant

notamment les problèmes de régularité des solutions, les principes de programmation

dynamique, les méthodes de Monte Carlo, etc

Le systéme l’équations différentielles stochastiques EDS−EDSR, Antonilli [1] est le

premier qui étudié cette équation et a donné l’existence et l’unicité lorsque le temps

T est suffi samment petit,et puis a été étudié par de nombreux auteurs dans des

cas différentes pour l’existence et l’unicité dans laquelle le coeffi cient σ du forward

est non dégénéré, l’existence et l’unicité de la solution sans la condition de non-

dégénérescence de σ sous une certaine condition de "monotonie". par exemple Peng

[14] et Ma et all [10]

Une application de système des équations EDS −EDSR est le principal maximum

stochastique au problème de contrôle optimal, la première contribution du problème

de contrôle du système EDS−EDSR est faite par Peng, il étudie le principal maxi-

mum dont le domaine de contrôle est convexe.aprés Xu établit le principal maximum

stochastique dans le cas où le domaine de contrôle n’est pas nécessairement convexe.

étant donné que le domaine de contrôle strict n’est pas convexe, les problèmes de

contrôle stochastique pour les systèmes EDS − EDSR ont été étudiés par de nom-

breux auteurs en utilisant une nouvelle approche appelée modèle relaxé. L’idée alors

d’introduire une nouvelle classe R de contrôles admissibles, cette nouvelle classe est

appelée contrôle relaxé et a une structure plus riche de compacité et de convexité

pour plus de détails voir par exemple[5].Depuis les premiers travaux de Jacobson, le

problème de contrôle stochastique avec risque sensitive a été étudié par de nombreux

auteurs. Parce qu’ils peuvent être appliqués au jeu différentiel et à la finance ma-

thématique, Il y a beaucoup des articles serval ont été notés au principal maximum

2



Introduction

stochastique..Lim et Zhou a été obtenu un nouveau maximum avec risque sensitive

pour le processus de diffusion de Markov, qui est une fonction de performance in-

tégrale exponentielle. Djehiche et al ont étendu un principal maximum stochastique

pour une classe de problème de contrôle de type champ moyen avec risque sensitive

,R.Khalout, A.Chala [7] et D.Hafayed, A.chala ont étudié les conditions nécessaire et

ou les suffi santes d’optimalité où le système est gouverné par une équation différen-

tielle stochastique rétrograde EDSR, EDSRD et EDSRP avec une fonctionnelle

de performance avec risque.sensitive .

Dans ce mémoire, nous conduisons des conditions d’optimalité nécessaires et suffi -

santes sous la forme d’un principal maximum stochastique où le système est régi par

une EDS − EDSR fablement couplée dans le modèle relaxé avec risque sensitive à

travers le détaille d’article[9] on a


dxt =

∫
U
b (t, xqt , a) qt(da)dt+

∫
U
σ (t, xqt , a) qt(da)dBt

dyt = −
∫
U
g (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt(da)dt+ zvt dBt

xq0 = ζ, yqT = η, 0 ≤ t ≤ T

(1)

où

b : [0, T ]× R× U −→ R.

σ : [0, T ]× R× U −→ R.

g : [0, T ]× R× R× R× U −→ R

ζ et η sont des variables aléatoires FB0 −mesurable,telles que

E
[
|ζ|2 + |η|2

]
<∞,

la fonction de coût J qui définié sur R l’ensemble de tous les contrôles admissibles
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relaxés par

J (q) = E
[
exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (t, xqt , y
q
t , z

q
t , a) qt(da)dt

)]
(2)

h : R −→ R.

Ψ : R −→ R.

f : [0, T ]× R× R× R× U −→ R.

le controle µ ∈ R est optimal si

J (µ) = inf
q∈R
J (q)

Dans ce mémoire qui ce compose à trois chapitre :

Premièr chapitre :

Dans ce chapitre, on introduit les générales du calcul stochastique,on définit la tribu

et la filtration ;et le mouvement brownien,et le processus stochastique et le mouve-

ment brownien ...etc.

Deuxième chapitre :

On présentait dans ce chapitre le résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une

EDS,et l’existence et l’unicité de la solution d’une EDSR dans le cas Lipchitz ,et

étudiés l’existence et l’unicité de la solution du système EDS-EDSR .

Troisième chapitre :

Dans ce chapitre représente le problème de ce mémoire, telle que le but de ce cha-

pitre est de déterminer, les conditions nécessaires et lsuffi santes d’optimalité pour

problème de contrôle relaxé .
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Chapitre 1

Généralités sur le Calcul

Stochastique

Voir [3, 8, 10, 11]

1.1 Tribu

Définition 1.1.1 une tribu (où σ − algèbre ) sur Ω est une famille Fde sous-

ensembles de Ω si elle vérifie les propriétés suivantes :

— φ ∈ F .

— F est stable par passage au complémentaire : A ∈ F =⇒ AC ∈ F .

— F est stable par union dénombrable :(An)∞n=1 ⊂ F =⇒ ∪∞n=1An ∈ F .

On s’appelle l’éspace (Ω,F) espace mesurable.

Définition 1.1.2 ( mesure) Soit Ω un ensemble muni d’une tribu F , on dit que µ

est une mesure (positive) sur (Ω,F) si :

1/ µ : F −→ R+ = [0,+∞] .

2/ µ (φ) = 0 .

5



Générales sur le Calcule Stochastique

3/ Pour A0, A1, A2, ..., An, ... ∈ F deux à deux disjoints, alors µ {∪∞i=0Ai} =
∞∑
i=0

µ (Ai) .

On s’appelle l’espace (Ω,F , µ) espace mesuré.

Définition 1.1.3 (La tribu engendrée) Soit A ∈ P (Ω) ,la tribu engendrée par

une famille de sous ensembles A sur est la plus petite tribu sur Ω contenant cette

famille , on noté σ(A).Elle est l’intersection de toutes les tribus contenant A.

Définition 1.1.4 (’La tribu borélienne) La tribu borélienne sur Ω = [0, 1] est

la tribu engendrée par la famille de sous-ensembles A = { ]a, b[: 0 ≤ a < b ≤ 1 }

= {intervalles ouverts dans [0, 1]}.Elle est notée B([0, 1]).

Définition 1.1.5 (sous tribu) On dit que G est une sous-tribu de F si et seulement

si :

∀A ∈ P (Ω) : A ∈ G =⇒ A ∈ F

1.2 Espace de probabilité

Définition 1.2.1 Une probabilité sur (Ω, F) est une application P de F dans [0, 1]

telle que :

A) P(Ω) = 1.

B) P
( ∞
∪
n=0

An

)
=
∞∑
n=0

P (An) pour des An appartenant à F deux à deux disjoints.

Remarque 1.2.1 * Un événement A ∈ F est dit négligeable si P(A) = 0.

* Un événement A ∈ F est dit presque sûr (souvent abrégé p.s.) si P(A) = 1, i.e.

si Ac est négligeable.

Définition 1.2.2 Un espace de probabilité est un triplet (Ω,F ,P) où :

6



Générales sur le Calcule Stochastique

— Ω est un ensemble d’expérence aléatoire.

— F est une tribu sur Ω.

— P est une (mesure de) probabilité sur (Ω,F).

Propriété 1.2.1 Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité,alors :

— P (φ) = 0

— ∀A ∈ F ; 0 ≤ P (A) ≤ 1.

— ∀A ∈ F ;P
(
AC
)

= 1− P (A) .

— ∀A,B ∈ F ;P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .

— Si A ⊂ B ∈ F ;P (A) ≤ P (B) .

— Si (An)n∈N∗ ⊂ F suit croissante An ⊂ An+1 et ∪
n≥1

An = A alors :

lim
n→+∞

P (An) = P (A)

1.3 Filtration :

Définition 1.3.1 :Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F ,

c’est-à-dire telle que Ft ⊂ Fs pour tout t ≤ s.

On parle d’hypothéses habituelles si :

— les ensembles négligeables sont contenus dans F0 .

— La filtration est continue à droite au sens où Ft = ∩s›tFs.

Une filtration G est dite plus grosse que F si Ft ⊂ Gt, ∀t.

7



Générales sur le Calcule Stochastique

1.3.1 Mesurabilité

Définition 1.3.2 Soit (Ω, F) et (E, E) deux espaces mesurables. Une application

f de Ω dans E est dite (F , E) mesurable si :f−1 (A) ∈ F , ∀A ∈ E ,où

f−1 (A)
def
= {ω ∈ Ω | f (ω) ∈ A}

1.4 Variable aléatoire

Définition 1.4.1 Soit (Ω1, A1) et (Ω2, A2) deux espaces mesurables et X une appli-

cation de (Ω1, A1) dans (Ω2, A2), Lapplication X est une variable aléatoire si :

∀A ∈ A2 X−1 (A) ∈ A1

Où

X−1 (A) = {ω ∈ Ω1 : X (ω) ∈ A} .

— si Ω2 est dénombrable, X est une variable aléatoire discréte.

— si Ω2 = I ⊆ R, X est une variable aléatoire continue (réelle).

Définition 1.4.2 (Loi d’une variable aléatoire) La loi de variable aléatoire X

est l’application µX : B (R) −→ [0, 1]définie par

µX (B) = P ({X ∈ B}) , B ∈ B (R) .

(R,B (R) , µX) forme un nouvel espace de probabilité.

8
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Définition 1.4.3 (L’espérance) d’une variable aléatoire X est définé par :

E (X) =

∫
Ω

dP =


n∑

K=0

kP (x = k) . cas discréte∫ +∞
−∞ xf (x) dx. cas continue

Propriété 1.4.1 Soient X, Y deux v.a. intégrables.

— Linéarité : E(cX + Y ) = cE(X) + E(Y ), c ∈ R et X, Y v.a. intégrables.

— Positivité : si X ≥ 0 p.s., alors E(X) ≥ 0.

— Positivité stricte : si X ≥ 0 p.s. et E(X) = 0, alors X = 0 p.s.

— Monotonie : si X ≥ Y p.s., alors E(X) ≥ E(Y ).

Terminologie : Si E(X) = 0, alors on dit que X est une v.a. centrée.

— Si E(|X|) <∞, alors on dit que X est une v.a. intégrable.

— Si E(X2) <∞ ,alors on dit que X est une v.a. de carré intégrable.

— On dit queX est une v.a. bornée s’il existe une constanteK > 0 telle que |X( )| ≤

K, ∀ ∈ .

Définition 1.4.4 (La variance)d’une variable aléatoire X est définie par :

Var (X) = E
[
(X − E (X))2] = E

(
X2
)
− (E (X))2

=


n∑
k=0

(K − E (X))2 P (x = K) , cas discréte∫ +∞
−∞ (x− E (X))2 f (x) dx, cas continue

.

Définition 1.4.5 (variable aléatoire indépendante) Une famille (X1, ..., Xn) de

v.a. (F −mesurables) est indépendante si (σ(X1), ..., σ(Xn)) est indépendante.

Proposition 1.4.1 (X1, ..., Xn) est une famille de v.a. indépendante ssi les événe-

ments {X1 ≤ t1}, ..., {Xn ≤ tn} sont indépendants ∀t1, ..., tn ∈ R.

En particulier : X ⊥ Y ssi P({X ≤ t, Y ≤ s}) = P({X ≤ t})P({Y ≤ s}),∀t, s ∈ R.

9
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Proposition 1.4.2 Soient c ∈ R et X, Y deux v.a. de carré intégrable. Si X ⊥ Y ,

alors

E(XY ) = E(X)E(Y ) et Var(cX + Y ) = c2Var(X) + Var(Y ).

La première égalité dit que si deux v.a. sont indépendantes, alors elles sont décorré-

lées, la réciproque n’est pas vraie.

Définition 1.4.6 (variable aléatoire intégrable) soit X une variable aléatoire

sur (Ω,F ,P) ,on dit que X est v.a intégrable si :

|E (X)| < +∞.

1.5 Espérance conditionnelle :

Définition 1.5.1 Si X est une variable aléatoire intégrable dans l’espace de proba-

bilité (Ω,F , P ), et si G est une sous-tribu

de F , on dit que Y est une espérance conditionnelle de X respectivement à G si Y

est G-mesurable et si :

E[X1A] = E[Y 1A]∀A ∈ G.

On écrit alors :

Y = E [X |G ]

Propriétés 1.5.1 Soient X, Y deux v.a. intégrables.

— Linéarité : E(cX + Y | G) = cE(X | G) + E(Y | G)p.s.

— Positivité-monotonie : X ≥ Y p.s.⇒ E(X | G) ≥ E(Y | G) p.s.

— E(E(X | G)) = E(X).

— Si X ⊥ G alors E(X | G) = E(X) p.s.

10
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— Si X est G-mesurable, alors E(X | G) = X p.s.

— Si Y est G-mesurable et bornée, alors E(XY | G) = E(X | G)Y p.s.

— Si H ⊂ G ⊂ F alors E(E(X | H)|G) = E(X |H) = E(E(X |G)|H) p.s.

1.6 Martingales

Définition 1.6.1 Soit (Ω,F , {Ft, t ≥ 0}, P ) un espace de probabilité filtré et X =

{Xt, t ≥ 0} un processus (Ft)− adapté. On dit que X est une (Ft)−martingale si :

— E (|Xt|) < +∞ (autrement dit Xt ∈ L1(Ω)) pourtout t ≥ 0.

— E[Xt |Fs] = Xs pour tout s ≤ t.

1. on dit que sur-martingale si pour :

s ≤ t : E[Xt|Fs] ≤ Xs.

2. on dit que sous-martingale Si pour :

s ≤ t : E[Xt|Fs] ≥ Xs.

Définition 1.6.2 (Martingale locale) Soit F = (Ft)t≥0 une filtration etX = {X (t) , t ≥ 0}

un processus stochastique Ft−adapté. On dit que X est Ft−martingale locale s’il

existe une suite de Ft− temps d’arrêt {τn n ≥ 0} telle que :P
(
τn →

n→∞
∞
)

= 1 et

telle que : le processus Xn : t→ Xt∧τn est martingale nulle en 0 ∀n.

Définition 1.6.3 (Semi-martingale) Une Semi-martingale Xt est un processus

réel adapté et càdlàg qui se décompose en une somme d’une martingale locale Mt et

d’une processus Yt réel càdlàg et a variation finie ie.

Xt = Mt + Yt.

11
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1.7 Processus stochastiques

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléa-

toires (Xt; t ∈ [0,∞[) définies sur le même espace de probabilité .

Définition 1.7.1 (Processus) Un processus stochastique X = (Xt, t ≥ 0) est dit

adaptée (par rapport à une filtration Ft) si Xt est Ft −mesurable pour tout t.

On dit que le processus est à trajectoires continues si les applications t→ Xt(ω) sont

continues pour presque tout ω.

Définition 1.7.2 (un processus à trajectoires continues) Un processus (Xt)

est appelé un processus à trajectoires continues (ou simplement processus continu) si

P({ω ∈ Ω : t 7−→ Xt(ω) est continue}) = 1.

Remarque 1.7.1 Les v.a. Xt −Xs, t > s ≥ 0, sont appelées des accroissements du

processus (Xt).

Définition 1.7.3 (Processus prévisible) On dit qu’un processus X = (Xt)t∈R+

est prévisible pour At, si X0 est F0-mesurable et Xt est Ft−1-mesurable pour chaque

t > 0.

Définition 1.7.4 (Processus adapté) Un processus X est adapté par rapport à la

filtration {Ft}t≥0 si, pour tout t, Xe est Ft −mesurable.

Définition 1.7.5 ( Processus à accroissements indépendants et stationn-

naires)

(Indépendance) : (Xt −Xs) ⊥ FXs = σ(Xr, 0 ≤ r ≤ s),∀t > s ≥ 0.

(Stationnarité) : Xt −Xs ∼ Xt−s −X0,∀t > s ≥ 0.

12



Générales sur le Calcule Stochastique

Définition 1.7.6 (processus progressivement mesurables). Un processus X est

progressivement mesurable par rapport à {Ft}t≥0 si, pour tout t ≥ 0, l’application

(s, ω) 7−→ Xs(ω) de [0, t] × Ω dans Rd est mesurable par rapport à B([0, t])⊗ Ft et

B
(
Rd
)
.

Définition 1.7.7 (Un processus mesurable) Un processus X est mesurable si

l’application (t, ω) 7−→ Xt(ω) de R+ ×Ω dans Rd est mesurable par rapport aux

tribus B(R+) ⊗ F et B(Rd).

1.7.1 Mouvement Brownien Standard

Définition 1.7.8 Un mouvement brownien standard (abrégé MBS.) est un processus

aléatoire à temps continu (Bt, t ∈ R+) tel que :

i) B0 = 0 p.s.,

ii) (Bt) est à accroissements indépendants et stationnaires,

iii) Bt ∼ N (0, t),∀t > 0,

iv) (Bt) est à trajectoires continu.

Définition 1.7.9 (L’intégralle stochastique) est une intégrale proposée avec des

processus stochastiques sous la forme suivantes :

∫ t

0

XsdBs;

où {Xs, s ≥ 0} est un processus stochastique et (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien.

Propriétés 1.7.1

13
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1. Linéairité ∀a ∈ R, Additivité : Pour 0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ T

∫ t

s

X(s)dBs =

∫ u

s

X(s)dBs +

∫ t

u

X(s)dBs.

2. Si
∫ T

0

E [X2(s)] dBs <∞, alors pour tout t ≤ T.

∫ t

0

a(Xs + Ys)dBs = a

∫ t

0

XsdBs + a

∫ t

0

YsdBs,

3. Si
∫ T

0

E [X2(s)] dBs <∞, alors pour tout t ≤ T.

E

[∫ T

0

X(s)dBs

]
= 0.

4. Isométrie d’Itô

E
(∫ T

0

X(s)dBs

)2

= E
∫ T

0

(X(s))2 ds.

5. Propriété du martingale E
[∫ t

0
X(s)dBs | Fu

]
=
∫ u

0
X(s)dBs

1.8 Processus d’Itô

Définition 1.8.1 Un processus X est un processus d’Itô si :

Xt = x+

∫ t

0

bs ds+

∫ t

0

σs dBs.

où bs est un processus adapté tel que
∫ t

0
|bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour

tout t, et σ un processus appartenant à Λ.On utilise la notation plus concise suivante :

 dXt = bt dt+ σt dBt

X0 = x

14
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Le coeffi cient b la dérive, σ est le coeffi cient de diffusion.

Définition 1.8.2 (Intégration par parties) Si X et Y sont deux processus d’Itô,

alors

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + 〈X, Y 〉t.

1.9 Formule d’Itô

Définition 1.9.1 Soit F : Rd → R une fonction C2, X une semi-martingale conti-

nue à valeurs dans Rd Alors, F (X) est une semi-martingale et

F (Xt) = F (X0) +
d∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X)s dX

i
s +

1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(X)s d < X i, Xj >s .

Définition 1.9.2 (2éme formule d’Itô) :Soient f une fonction réelle définie sur

R+ × R de classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport à x On a :

f (t,Xt) = f (0, X0)+

∫ t

0

f ′s (s,Xs) ds+

∫ t

0

f ′s (s,Xs) dXs+
1

2

∫ t

0

f ′′xx (s,Xs) d〈X,X〉s.

Définition 1.9.3 (3éme formule d’Itô) :Soit f une fonction de R2 dans R de

classe C2 à dérivées bornées,Ona :

f
(
X1
t , X

2
t

)
= f (x1, x2) +

∫ t

0

f ′1
(
X1
s , X

2
s

)
dX1

s +

∫ t

0

(f ′2
(
X1
s , X

2
s

)
dXs

+
1

2

∫ t

0

(
f ′′1.1

(
X1
s , X

2
s

) (
σ1
s

)2
+ 2ρf ′′1.2

(
X1
s , X

2
s

)
σ1
sσ

2
s + f ′′2.2

(
X1
s , X

2
s

) (
σ2
s

)2
)

15



Chapitre 2

Les équations Différentielles

Stochastiques (EDS), (EDSR) et

système EDS-EDSR

Dans ce chapitre, nous allons étudier la forme générale des équations différentielles

stochastiques (EDS), équations différentielles stochastiques rétrogradé (EDSR) et

système d’équation différentielle stochastique-équation différentielle stochastique ré-

trograde (EDS − EDSR) EDSBF, ainsi que la démonstration de l’existence et de

l’unicité de la solution qui est vérifiée par un ensemble de conditions que nous exa-

minerons.Voir [1, 3, 13, 14]

2.1 Équations Différentielles Stochastiques (EDS)

Définition 2.1.1 Soient
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
un espace de probabilité filtré, Bt un

(Ft)−MB d-dimensionnelle, X = (Xt)t∈[0,T ] un processus stochastique continue à

16
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valeur dans Rn, et

σ : [0, T ]× Rn→Mn×d(R),

b : [0, T ]× Rn→ Rn,

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme :

 dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t;Xt) dWt

X0 = x
(2.1)

Définition 2.1.2 On dit que l’équation (2.1) admet unique solution forte si pour

deux solutions fortes X = (Xt)t∈[0,T ] et Y = (Yt)t∈[0,T ] on a :

P( sup
t∈[0,T ]

|Xt − Yt|̇ > 0) = 0,

Théor me 2.1.1 (Théorème d’existence et unicité) Supposons que pour tout

x, y ∈ Rn et t ≥ 0, les fonctions σ et b satisfait les conditions suivants :

1. les fonctions σ et b sont continues.

2. Condition Lipschitz : il existe une constante L > 0 telle que :

|b (t, x)− b (t, y)|2 + |σ (t, x)− σ (t, y)|2 ≤ L |x− y|2 . (2.2)

3. Croissance linéaire : il existe une constante c > 0 telle que :|b (t, x) |2 + |b (t, y)|2 ≤

c
(
1 + |x|2

)
.

Si les coeffi cients b et σ vérifient les conditions (2.2) et (??). Alors l’equation (2.1)

admet une solution forte unique X = (Xt)t∈[0,T ] ,(Ft)—adapté et continue avec condi-

17
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tion initiale X0 = x de plus cette solution est Markovienne et vérifie

E

[
sup
t∈[0,T ]

|Xt|2
]
< M,

où M est une constante qui dépend de L, T et x.

2.1.1 L’existence et L’unicité de la solution

Preuve. L’existence et L’unicité 2.1.1

i) Unicité de la solution de(2.1)

Soient (Xt)t∈T et (Yt)t∈T ∈ L2 (Ω) deux solutions pour l’équation (2.1) tel que

X0 = Y0 = x, et en appliquant l’inégalité de Young (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, et en

utilisant les formules de Xt, Yt on obtient :

|Xt − Yt|2 =

∣∣∣∣x+

∫ t

0

b (r,Xr) dr +

∫ t

0

σ (r,Xr) dWr − (x+

∫ t

0

b (r, Yr) dr +

∫ t

0

σ (r, Yr) dWr)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∫ t

0

(b (r,Xr)− b (r, Yr)) dr +

∫ t

0

(σ (r,Xr)− σ (r, Yr)) dWr

∣∣∣∣2
≤ 2

∣∣∣∣∫ t

0

(b (r,Xr)− b (r, Yr)) dr

∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∫ t

0

(σ (r,Xr)− σ (r, Yr)) dWr

∣∣∣∣2 .
nous appliquons l’espérance mathématique, on obtient :

E |Xt − Yt|2 ≤ 2E
∣∣∣∣∫ t

0

b (r,Xr)− b (r, Yr) dr

∣∣∣∣2 + 2E
∣∣∣∣∫ t

0

(σ (r,Xr)− σ (r, Yr)) dWr

∣∣∣∣2

18



EDS et EDSR et système EDS-EDSR

D’après L’isométrie d’Itô (2.1) et l’inégalité de Cauchy-Schwartz proposition 3.5.1 ,

on obtient

E |Xt − Yt|2 ≤ 2E
∫ t

0

(
12 dr

) ∫ t

0

|(b (r,Xr)− b (r, Y r))|2 dr + 2E|
∣∣∣∣∫ t

0

(σ (r,Xr)− σ (r, Yr))

∣∣∣∣2 dr
≤ 2tE

∫ t

0

|b (r,Xr)− b (r, Yr)|2 dr + 2E
∫ t

0

|σ (r,Xr)− σ (r, Yr)|2 dr

D’après condition Lipschitienne (2.2) , et la théorème de Fubini 3.5.5 :

E |Xt − Yt|2 ≤ 2T

∫ t

0

E |(b (r,Xr)− b (r, Yr))|2 dr + 2

∫ t

0

E |(σ (r,Xr)− σ (r, Yr)|2 dr

≤ 2TL

∫ t

0

E |Xr − Yr|2 dr + 2L

∫ t

0

E |Xr − Yr|2 dr

≤ C

∫ t

0

E |Xr − Yr|2 dr,

telle que C = max(2TL, 2L), alors

E |Xt − Yt|2 ≤ C

∫ t

0

E |Xr − Yr|2 dr.

D’après Lemme Gronwall 3.5.1, on obtient

0 ≤ E |Xt − Yt|2 ≤ 0 exp (Ct) = 0

Donc P.p.s X = Y

ii) Existence d’une solution de (2.1)

On utilise la méthode des aproximations successives :

Xn
t = x+

∫ t

0

b
(
r,Xn−1

r

)
dr +

∫ t

0

σ
(
r,Xn−1

r

)
dWr.

19
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et on a :

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2 =

∣∣∣∣∫ t

0

(
b (r,Xn

r )− b
(
r,Xn−1

r

))
dr +

(
σ (r,Xn

r )− σ
(
r,Xn−1

r

))
dWr

∣∣∣∣2 .
Nous utilisons la même méthode pour l’unicité, on obtient

E
∣∣Xn+1

t −Xn
t

∣∣2 ≤ C

∫ t

0

E
∣∣Xn

r −Xn−1
r

∣∣2 dr.
Pour n = 0 on a

E
∣∣X1

t −X0
t

∣∣2 ≤ 2TE
∫ t

0

∣∣b (r,X0
r

)∣∣2 dr + 2E
∫ t

0

∣∣σ (r,X0
r

)∣∣2 dr.
D’après la croissance linéaire (??) b et σ, on obtient :

E
∣∣X1

t −X0
t

∣∣2 ≤ 2TcE
∫ t

0

(
1 + |Xr|2

)
dr + 2cE

∫ t

0

(
(
1 + |Xr|2

)
dr

≤ 2Tc

∫ t

0

(
1 + E |Xr|2

)
dr + 2c

∫ t

0

(
1 + E |Xr|2

)
dr

≤M

∫ t

0

(
1 + E |Xr|2

)
dr

≤ CT,

telle que M = max(2Tc, 2c) et CT = M
∫ t

0

(
1 + E |Xt|2

)
dr, ensuite :

E
∣∣X2

t −X1
t

∣∣2 ≤ C

∫ t

0

E
∣∣X1

r −X0
r

∣∣2 dr
≤ C

∫ t

0

Cr dr

≤ C2

∫ t

0

r dr

≤ C2T
2

2
.
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Alors pout tout n ≥ 0, on obtient

E
∣∣Xn+1

t −Xn
t

∣∣2 ≤ C

∫ t

0

E
∣∣Xn

r −Xn−1
r

∣∣2 dr
≤ Cn+1

n!

∫ t

0

rndr

≤ Cn+1

n!

T n+1

n+ 1

≤ (CT )n+1

(n+ 1)!
.

Nous montrons que Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(Ω), et en appliquant l’in-

égalité triangulaire :

(
E |Xm

t −Xn
t |

2)1/2
= ‖Xm

t −Xn
t ‖L2(Ω)

≤
m−1∑
k=n

∥∥Xk+1
t −Xk

t

∥∥
L2(Ω)

≤
m−1∑
k=n

[
(CMT )k+1

(k + 1)!

]1/2

→
n→∞,m→∞

0.

Lorsque n→∞, et m→∞,

(
E |Xm

t −Xn
t |

2)1/2 → 0.

Donc Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(Ω) qui est lui même un espace complet,

et par conséquence elle est convergente dans L2(Ω).

Notons Xt la limite de la suite (Xn
t )n , avec lim

n→∞
Xn
t = Xt dans (L2(Ω)) , telle que :

Xt = x+

∫ t

0

b (r,Xr) dr +

∫ t

0

σ (r,Xr) dWr.
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On a déjà montrer que Xn
t

L2(Ω)→ Xt telle que

Xn
t = x+

∫ t

0

b
(
r,Xn−1

r

)
dr +

∫ t

0

σ
(
r,Xn−1

r

)
dWr.

nous montrer que la solution s’écrit sous la forme EDS, en utiliser l’isométrie d’Itô :

E
∣∣∣∣(∫ t

0

σ
(
r,Xn−1

r

)
− σ (r,Xr)

)
dWr

∣∣∣∣ 2 ≤ CE
∣∣Xn−1

t −Xt

∣∣2 → 0,

puis que Xn
t

L2(Ω)→ Xt, donc σ (r,Xn−1
r )

L2(Ω)→ σ (r,Xr) .

Nous appliquons l’inégalité de Hôlder 3.5.4, on trouve

E
∣∣∣∣∫ t

0

(
b
(
r,Xn−1

r

)
− b (r,Xr)

)
dr

∣∣∣∣2 ≤ CTE
∣∣Xn−1

t −Xt

∣∣2 → 0,

puis que Xn
t

L2(Ω)→ Xt, et par la continuité de b(ω, t). Alors b (r,Xn−1
r ) →

n→∞
b (r,Xr))

dans L2(Ω).

En passant à la limite, on obtient :

Xn
t = x+

∫ t

0

b
(
r,Xn−1

r

)
dr+

∫ t

0

σ
(
r,Xn−1

r

)
dWr

L2(Ω)→ Xt = x+

∫ t

0

b (r,Xr) dr+

∫ t

0

σ (r,Xr) dWr.

Donc Xt est un solution de l’équation (2.1).

Nous montrons que E
(

sup
t
|Xt|2

)
< M, par l’inégalité (a+ b+ c)2 ≤ 2(a2 + b2 + c2),

et on passant à l’espérance alors

E( |Xt|2) ≤ 3E|x|2 + 3TE
[∫ t

0

|b (r,Xr)|2
]

+ 3E
[∫ t

0

|σ (r,Xr)| 2
]
dr.
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D’après la croissante linéaire de b et σ (??) , on obtient

E( |Xt|2) ≤ 3E |x|2 + 3TcE
[∫ t

0

(
1 + |Xr|2

)]
dr + 3cE

[∫ t

0

(1 + |Xr|2)

]
dr

≤ NE |x|2 +NE
[∫ t

0

(
1 + |Xr|2

)]
dr +NE

[∫ t

0

(1 + |Xr|2)

]
dr

≤ NE |x|2 + 2NE
[∫ t

0

(
1 + |Xr|2

)]
dr

≤ cNE |x|2 + cNE
[∫ t

0

(
1 + |Xr|2

)]
dr

≤ cNE |x|2 + cNT + cNE
[∫ t

0

|Xr|2
]
dr

≤ cN(E |x|2 + T ) + cN

∫ t

0

E |Xr|2 dr,

avec N = max (3, 3c, 3cT ) et cN = max(2N,N), et nous appliquons le lemme de

Gronwall 3.5.1, on obtient :

E( |Xt|2) ≤
[
E|x|2 + T

]
exp (cN t) ≤M.

Puis que
[
E |x|2 + T

]
<∞, telle que M = (E |x|2 + T ) exp(cN t), alors

E
(
|Xt|2

)
≤ ∞ ∀t ∈ [0, T ] .

Ce qui implique d’après 3.5.2

E

(
sup
t∈[0,T ]

|Xt|2
)
≤ CE

(
|Xt|2

)
< M.
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2.2 Équations Différentielles Stochastiques Rétro-

grade (EDSR)

Équations Différentielles Stochastiques Rétrograde Introduites par Bismut (1973)

dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng (1990) dans le cas général, les équations

différentielles stochastiques rétrogrades (car la valeur terminale cie la fonction in-

connue est donnée), en abrégé EDSR, apparaissent dans de nombreux problèmes en

finance.

Définition 2.2.1 Une équation différentielle stochastique rétrograde est une équa-

tion de la forme :

 dYt = f (t, Yt, Zt) dt− Zt dWt, 0 ≤ t ≤ T,

YT = ξ ,
, (2.3)

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ T

t

Zr dWr, 0 ≤ t ≤ T, (2.4)

Où

f :
(
[0, T ]× Ω× Rk × Rk×d

)
→ Rk

(t, ω, y, z) 7−→ f (t, ω, y, z) .

La fonction f s’appelle le générateur et mesurable par rapport :P· × B et ξ et

FT−mesurable carré intégrable ξ ∈ L2(FT ).

Définition 2.2.2 Une solution de l’EDSR (2.3) est un couple de processus {(Yt, Zt)}0≤t≤T

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et

Rk×d;
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2. P− p.s ,
∫ T

0

{
|f (r, Yr, Zr)|+ ||Zr||2

}
dr <∞.

3. P− p.s

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ T

t

Zr dWr, 0 ≤ t ≤ T,

Yt est une semi—martingale continue, car Yt écrit sous la forme Yt = Mt + At telle

que Mt est un martingale local et At est un processus stochastique a variation finie.

En effet on a Yt est continue car Yt ∈ S2(Rk) et

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ T

t

ZrdWr, 0 ≤ t ≤ T.

At =

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr est un processus stochastique à variation finie où :

〈∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr,

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr

〉
= 0 <∞.

Mt = −
∫ T

t

ZrdWr est un intégrale d’Itô alors est martingale, et comme tout mar-

tingale est un martingale locale .

Donc Yt est un semi-martingale continue.

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus {ft}0≤t≤T , positif, apparte-

nant à M2 (R) et une constante positive λ tels que

∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× RK × RK×d, |f(t, y, z)| ≤ ft + λ (|y|+ ||z||) .

Proposition 2.2.2 Supposons que 2.2.1 est vraie et si {(Yt, Zt)}0≤t≤T est une solu-

tion de l’EDSR (2.3) telle que Z ∈M2 alors Y ∈ S2.
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Preuve. Y0 est déterministe, alors pour tout t ∈ [0, T ] , on a

|Yt| = |Y0 −
∫ t

0

f(r, Yr, Zr)dr +

∫ t

0

ZrdWr|

≤ |Y0|+ |
∫ t

0

f(r, Yr, Zr)dr|+ |
∫ t

0

ZrdWr|.

D’après proposition 2.2.1 , on a :

|Yt| ≤ |Y0|+
∫ t

0

(fr + λ (|yr|+ ‖zr‖)) dr + sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZrdWr|

≤ |Y0|+
∫ t

0

(fr + λ ‖zr‖)dr + sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZrdWr|︸ ︷︷ ︸
=:ε

+ λ

∫ t

0

|yr| dr

≤ ε+ λ

∫ t

0

|yr| dr.

Si Z ∈ M2 donc E
(∫ t

0

| |Zr|| 2dr
)
< ∞ et d’après l’inégalité de (3.5.2) , on peut

écrire :

E
(

sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZsdWs|2
)
≤ CE

(∫ t

0

|Zr|2dr
)
<∞.

On sait que Y0 et {ft}t∈[0,T ] sont déterministe et de carrée intégrable, et comme Yt

est un processus continue et |Yt| ≤ ε+ λ

∫ t

0

|yr| dr, donc nous appliquons de lemme

de Gronwall 3.5.1 i.e

|Yt| ≤ ε exp (λt) ,

telle que t ∈ [0, T ] (d’horizon finie) , donc

E
[

sup
0≤t≤T

|Yt|
]
≤ ε exp (λt) .

On a

E
[

sup
0≤t≤T

|Yt|2
]
≤ E

[
sup

0≤t≤T
|Yt|
]
≤ ε exp (λt) <∞.

Donc Y ∈ S2.
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Lemme 2.2.1 Si Y ∈ S2
(
Rk
)
et Z ∈M2

(
Rk×d

)
, alors

Xt =

{∫ t

0

YrZr dWr, t ∈ [0, T ]

}
, (2.5)

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. 1)Xt est un intégrale d’Itô =⇒ est martingale, telle que Yr Zr est un

bon-processus.

En effet Yr Zr est adapté et càdlàg car Y ∈ S2
(
Rk
)
et Z ∈ M2

(
Rk×d

)
, et d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwartz(3.5.1) et l’inégalité de Young (3.5.3) on a :

E
[∫ T

0

|YrZr|dr
]
≤ E

[∫ T

0

|Yr|2dr
] 1

2

E
[∫ T

0

‖Zr‖2 dr

] 1
2

≤ 1

2
E
[

sup
0≤t≤T

|Yr|2
] ∫ T

0

dr +
1

2
E
[∫ T

0

‖Zr‖2 dr

]
≤ T

2
E
[

sup
0≤t≤T

|Yr|2
]

+
1

2
E
[∫ T

0

‖Zr‖2 dr

]
<∞,

car Y ∈ S2 (Rk) et Z ∈M2 (Rk×d) . Xt est uniformément intégrable :
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D’après l’inégalité de B-D-G (3.5.2) et l’inégalité de Young (3.5.3) ab ≤ a2 + b2, on

trouve

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

YrZr dWr

∣∣∣∣] ≤ CE
[∣∣∣∣∫ t

0

|Yr|2 ‖Zr‖2 dr

∣∣∣∣]
1
2

≤ CE
[

sup
0≤t≤T

|Yr|2
∫ t

0

‖Zr‖2 dr

] 1
2

≤ C2

2
E
[

sup
0≤t≤T

|Yr|2
]

+
1

2
E
[∫ T

0

‖Zr‖2 dr

]
≤ C ′E

[
sup

0≤t≤T
|Yr|2

]
+

1

2
E
[∫ T

0

‖Zr‖2 dr

]
<∞,

avec C ′ = max
(
C2

2
, 1

2

)
car Y ∈ S2

(
Rk
)
et Z ∈M2

(
Rk×d

)
.Donc

E
[

sup
0≤t≤T

|Xt|
]
<∞.

Donc Xt est uniformément intégrable.

2.2.1 Le cas Lipschitz

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’uni-

cité .Ce résultat est dû à E. Pardoux et S. Peng [13] ; c’est le premier résultat

d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-

linéaire.

soit f :
(
[0, T ]× Ω× Rk × Rk×d

)
→ Rk, telle que, pour tout (y, z) ∈ Rk × Rk×d, le

processus {f(t, y, z)}0≤t≤T soit progressivement mesurable. On considère également

ξ une variable aléatoire, Ft −mesurable, à valeurs dans Rk.

Hypothése (L)

Il existe une constante λ telle que P− p.s.,
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1. condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t, y, y′, z, z′,

|f (t, y, z)− f (t, y′, z′)| ≤ λ (|y − y′|+ ‖z − z′‖) .

2. condition d’intégrabilité :

E
[
|ξ|2 +

∫ T

0

|f (r, 0, 0)|2 dr
]
<∞.

Cas simple f ne dépend pas ni de y de ni z

Soit f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se donne ξ de carré intégrable et un processus

{Ft}0≤t≤T dans M2
(
Rk
)
et on veut trouver une solution de l’EDSR 2.3.

Yt = ξ +

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

Zr dWr, 0 ≤ t ≤ T, (2.6)

Lemme 2.2.2 Soient ξ ∈ L2 (FT ) et {Ft}0≤t≤T ∈ M2
(
Rk
)
. L’EDSR (2.6) possède

une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈M2.

1) L’existence : (Y, Z) soit une solution vérifiant Z ∈ M2.si on prend l’espérance

conditionnelle sachant Ft, on a nécessairement

Yt = E (Yt | Ft) = E
(
ξ +

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

ZrdWr | Ft
)
.
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On a
∫ T

0

ZrdWr intégrale d’Itô, donc E
(∫ T

t

ZrdWr

)
= 0, on fait dans S2

c par ce que

F est de carré intégrable,et on a pour tout t ∈ [0, T ] :

Yt = E
(
ξ +

∫ T

0

Frdr −
∫ t

0

Frdr | Ft
)

= E
(
ξ +

∫ T

0

Frdr | Ft
)
−
∫ t

0

Frdr

= Mt −
∫ t

0

Frdr,

Soient Mt une martingale Ft−adapté. D’après le théorème de représentation des

martingales 3.5.6.Donc il existe un processus prévisible Z carré intégrable (Z ∈M2) ,

telle que

Yt = Mt −
∫ t

0

Frdr

= M0 +

∫ t

0

ZrdWr −
∫ t

0

Frdr.

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de l’EDSR (2.6)

étudiée et comme YT = ξ,

Yt − ξ = M0 +

∫ t

0

ZrdWr −
∫ t

0

Frdr −
(
M0 +

∫ T

0

ZrdWr −
∫ T

0

Frdr

)
=

(∫ T

0

Frdr −
∫ t

0

Frdr

)
−
(∫ T

0

ZrdWr −
∫ T

0

ZrdWr

)
=

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

ZrdWr.

donc

Yt = ξ +

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

ZrdWr.

2) L’unicité : Soit (Yt, Zt) et (Y ′t , Z
′
t) deux solutions de l’EDSR(2.6) , et YT = Y ′T ,

Fr = F ′r, soit : Yt = Yt− Y ′t et Z = Zt− Z ′t nous prouvons que Yt = Y ′t et Zt = Z ′t
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dP×dt−ps.

Yt = −
∫ T

t

ZrdWr.

On applique la formule d’Ito telle que g (Yt) = |Yt|2 :

d |Yt|2 = 2YtdYt + 2
1

2
〈Yt〉

= 2YtdYt + ‖Zt‖2 dt

on applique l’intégrale et comme YT = 0, alors :

∫ T

t

d |Yr|2 = 2

∫ T

t

YrdYr +

∫ T

t

‖Zr‖2 dr

0− Yt = 2

∫ T

t

YrdYr +

∫ T

t

‖Zr‖2 dr,

où

YrdYr = −YrZrdWr.

Donc

− |Yt|2 = −2

∫ T

t

YrZrdWr +

∫ T

t

‖Zr‖2 dr.

Alors ∫ T

t

YrZrdWr = |Yt|2 +

∫ T

t

‖Zr‖2 dr.

comme
∫ T

t

YrZrdWr est un intégrale d’Itô, donc E
[∫ T

t

YrZrdWr

]
= 0, alors :

E
[
|Yt|2 +

∫ T

t

‖Zr‖2 dr

]
= 0,


|Yt|2 = 0 alors Yt = 0, dP− ps∫ T

t

‖Zr‖2 dr = 0 alors Zr =0, dP×dt−ps
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Alors dP×dt−ps  Yt = Y ′t ,

Zt = Z ′t.

Cas où f dépend de y et z

Théor me 2.2.1 (Pardoux—Peng [13])’L’hypothèse (L), l’EDSR (2.3) possède

une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈M2.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe (3.5.2) dans l’espace de Banach

B2 en construisant une application Ψ de B2 dans lui-même de sorte que (Y, Z) ∈ B2

est solution de l’EDSR (2.3) ssi c’est un point fixe de Ψ.

Pour (U, V ) ∈ B2, on définit (Y, Z) = Ψ(U, V ) une solution de l’EDSR :

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Ur, Vr) dr −
∫ T

t

Zr dWr, 0 ≤ t ≤ T, (2.7)

Nous remarquons que l’EDSR(2.7) possède une unique solution qui est dans B2.En

effet, posons Fr = f(r, Ur, V r) ∈ M2 puisque, f est λ−Lipschitz,on a

|f (r, Ur, Vr)− f (r, U ′r, V
′
r )| ≤ λ (|Ur − U ′r|+ ‖Vr − V ′r‖)

≤ λ |Ur − U ′r|+ λ ‖Vr − V ′r‖ .

Soint U ′r = V ′r = 0, alors :

|f (r, Ur, Vr)| − |f (r, 0, 0)| ≤ |f (r, Ur, Vr)− f (r, 0, 0)| ≤ λ |Ur|+ λ ‖Vr‖ .

Donc

|f (r, Ur, Vr)| ≤ f (r, 0, 0) + λ |Ur|+ λ ‖Vr‖ ,
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avec f et Ur et Vr sont des processus de carré intégrable, alors par suit nous pou-

vons appliquer le lemme 2.2.2 pour obtenir un unique solution (Y, Z) tel que Z ∈

M2.L’intégrabilité de Z est obtenue par le théorème de représentions de martingale

3.5.6 et d’après la proposition 2.2.2, alors Y ∈ S2.Soint (U, V ) et (U ′, V ′) ∈ B2 où

(Y, Z) = Ψ (U, V ) et (Y ′, Z ′) = Ψ (U ′, V ′).

Notons y = Y − Y ′ et z = Z − Z ′ et yT = 0 tell que

dyt = f (t, Ut, Vt)− f (t, U ′t , V
′
t )− ztdWt.

On applique la formule d’Itô sur exp (αt) |yt|2 , soit g (t, xt) = exp (αt) |xt|2 , alors

calculer les dérivées :

d
(
exp (αt) |yt|2

)
= α exp (αt) |yt|2 dt+ 2 exp (αt) ytdyt +

1

2
2 exp (αt) 〈dy〉t

= α exp (αt) |yt|2 dt+ 2 exp (αt) yt [f [(t, Ut, Vt)− f (t, U ′t , V
′
t )]− ztdBt]

+ exp (αt) ‖zt‖2 dt.

Nous appliquons à l’intégrale, on obtient

∫ T

t

d
(
exp (αr) |yr|2

)
=

∫ T

t

(
α exp (αr) |yr|2 dr + 2 exp (αr) yr [[f (r, Ur, Vr)− f (r, U ′r, V

′
r )]− zrdWr]

)
+

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr.
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Alors

exp (αs) |yT |2 − exp (αt) |yt|2

=

∫ T

t

α exp (αr) |yr|2 dr +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

+ 2

∫ T

t

exp (αr) yr

[
f (r, Ur, Vr)− f (r, U ′r, V

′
r )−

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr

]
.

Donc

−
[
exp (αt) |yt|2 +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

]
= 2

∫ T

t

exp (αr) yr

[
f (r, U ′r, V

′
r )− f (r, Ur, Vr) +

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr

]
−
∫ T

t

α exp (αr) |yr|2 dr.

Comme f est λ−Lipchitzienne et on note par u = U ′ − U et par v = V ′ − V, on a

exp (αt) |yt|2 +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

= −
∫ T

t

−α exp (αr) |yr|2 dr + 2

∫ T

t

exp (αr) yr (λ |U ′r − Ur|+ λ ‖V ′r − Vr‖)

+ 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr

exp (αt) |yt|2 +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

=

∫ T

t

−α exp (αr) |yr|2 dr + 2

∫ T

t

exp (αr) yr (λ |ur|+ λ ‖vr‖)

+ 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr.
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Pour tout ε > 0, en appliquant inégalité de Yong 3.5.3 2ab ≤ a2

ε
+ εb2, on a

exp (αt) |yt|2 +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

≤
∫ T

t

[
−α + 2

λ2

ε

]
|yr|2 dr

+ ε

∫ T

t

exp (αr)
(
|ur|2 + ‖vr‖2) dr + 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr.

Prenant α =
2λ2

ε
et Rε = ε

∫ T

0

exp (αs)
(
|u|2 + ‖v‖2) ds, donc ∀t ∈ [0, T ]

exp (αt) |yt|2 +

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr ≤ Rε + 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr.

Alors

exp (αt) |yt|2 ≤ Rε + 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr , (2.8)∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr ≤ Rε + 2

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWs. (2.9)

D’après (2.8) et E
[∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

]
≤ E (Rε) + 2E

[∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr

]
,

la martingale locale
∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr est une martingale nulle en 0 puisque Y,

Y ′ ∈ S2, et Z,Z ′ ∈M2, donc

E
[∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

]
≤ E (Rε) .
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D’autre part d’après (2.9), et on applique l’inégalité de Doob ?? et de BGD (3.5.2),

n obtient

E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
≤ E (Rε) + 2E

(
sup

0≤t≤T

∫ T

t

exp (αr) yrzrdWr

)
≤ E (Rε) + CE

(∫ T

t

exp (αr) |yr|2 ‖zr‖2 dr

)
≤ E (Rε) + CE

(
sup

0≤t≤T
exp (αt) |yt|2

∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

)
≤ E (Rε) +

1

2
E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
+
C2

2
E
(∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

)
.

Donc

E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
− 1

2
E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
≤ E (Rε) +

C2

2
E (Rε)

1

2
E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
≤ E (Rε) +

C

2

2

E (Rε) .

Alors

E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
≤ 2E (Rε) + C2E (Rε) .

De plus, on a

E
[

sup
0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
+ E

[∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

]
= E (Rε) + 2E (Rε) + C2E (Rε)

=
(
3 + C2

)
E (Rε) .
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Et par suite d’après la définition de Rε on a :

[
sup

0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)]
+ E

[∫ T

t

exp (αr) ‖zr‖2 dr

]
=
(
3 + C2

)
E
(
ε

∫ T

0

exp (αr)
(
|ur|2 + ‖vr‖2) dr)

= ε
(
3 + C2

)
E
(∫ T

0

exp (αr) |ur|2 dr +

∫ T

0

exp (αr) ‖vr‖2 dr

)
= ε

(
3 + C2

)
E
(

exp (αt) |ut|2
∫ T

0

dr +

∫ T

0

exp (αr) ‖vr‖2 dr

)
= ε

(
3 + C2

)
E
(

exp (αt) |ut|2 T +

∫ T

0

exp (αr) ‖vr‖2 dr

)
= ε

(
3 + C2

)
K,

telle que K = (1 ∨ T ) , on prenant telle que :ε (3 + C2)K = 2
5
de sort que l’appli-

cation Ψ est alors une contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la

norme suivante

‖U, V ‖α =

[
sup

0≤t≤T

(
exp (αt) |yt|2

)
+

∫ T

0

exp (αr) ‖zr‖2 dr

] 1
2

.

le cas que [α = 0] alors Ψ possède donc un unique point fixe, ce qui démontrer

l’existence et l’unicité d’un solution de l’EDSR (2.3) .

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z ∈ M2 puisque 2.2.2 implique

qu’un telle solution appartient B2.

Remarque 2.2.1 À partir de maintenant et sans plus insister, l’expression « la

solution de l’EDSR » signifiera la solution de l’EDSR vérifiant Z ∈M2.

2.2.2 Le rôle de Z

Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
∫ T

t

ZrdWr est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul..
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Proposition 2.2.3 Soient (Y, Z) la solution de l’EDSR (2.3) et un temps d’arrêt

majoré par T On suppose, en outre l’hypothèse (H2) que est FT —mesurable et que

f(t, y, z) = 0 dès que t ≥ τ . Alors si t ≥ τ

 Yt = Yt∧τ ,

Zt = 0.

Preuve. On a P−p.s.

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ T

t

Zr dWr, 0 ≤ t ≤ T,

et donc t = τ, comme f (r, Yr, Zr) = 0 dés que t ≥ τ,

Yτ = ξ +

∫ T

τ

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ T

τ

Zr dWr = ξ −
∫ T

τ

Zr dWr.

Il vient alors Yτ = E (ξ | Fτ ) = ξ et par suit
∫ T
τ
Zr dWr = 0 d’où l’on tire que

E

[(∫ T

τ

Zr dWr

)2
]

= E
[∫ T

τ

‖Zr‖2 dr

]
= 0.

et finalement que Zr1r≥τ = 0.Il s’en suit immédiatement que, si t ≥ τ, Yt = Yτ

puisque par hypothèse,

Yτ = Yt +

∫ t

t

f (r, Yr, Zr) dr −
∫ t

t

ZrdWr = Yt + 0− 0.

Notons que dans le cas où ξet f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution

de l’équation différentielle

dYt
dt

= f (t, Yt, 0) , YT = ξ
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2.3 Système équations Différentielles Stochastiques

EDS-EDSR

Dans cette section, nous aborderons le système d’équations différentielles stochas-

tiques et les équations différentielles stochastiques rétrogrades, qui peuvent être di-

visées en deux catégories. système faiblement couplée ou fortement couplée ( totale-

ment couplée )

2.3.1 système EDS-EDSR faiblement couplée

On s’intéresse àcoupler faiblement une équation diffèrentielle stochastique EDS ,à

une équation diffèrentielle stochastique rètrograde EDSR telle que la solution de

EDS est indépendante de la solution de EDSR donc, nous parlons d’un système de

ce type 
dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t;Xt) dWt

dYt = f (t,Xt, Yt, Zt) dt− ZtdWt,

X0 = x , YT = ξ, 0 ≤ t ≤ T

(2.10)

Où x ∈ Rn, ξ ∈ Rd.

b : Ω× [0,∞)× Rn −→ Rn,

σ : Ω× [0,∞)× Rn −→ Rn×d,

f : Ω× [0,∞)× Rn × Rd × Rn×d −→ Rd.

Définition 2.3.1 La solution du système (2.10) est tout triplet Ft progressivement

mesurable (X();Y ();Z()) a valeursdans Rn × Rd × Rn×d telque :

1. E
[
sup0≤t≤T

(
|Xt|2 + |Yt|2 +

∫ T
0
|Zt|2 dt

)]
< +∞.

2. P − p.s l’équation (2.10) est verifée.

Remarque 2.3.1 En ce qui concerne l’étude des solutions, étant donné que la deuxième
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équation est uniquement liée à la première, il est possible de résoudre cette dernière

comme dans la première section et de la substituer dans la deuxième équation, qui

sera étudiée comme dans la deuxième section, en ajoutant les mêmes conditions sur

la fonction par rapport aux Y et Z à la variable X.

Remarque 2.3.2 1. Le système EDS-EDSR fortement couplée est un système

plus “compliqué” où l’équation différentielle stochastique progressive (2.1)et

l’équation différentielle rétrograde (2.3) sont fortement liées ce la forme sui-

vante. 
dXt = b (t,Xt, Yt, Zt) dt+ σ (t,Xt, Yt, Zt) dWt

dYt = f (t,Xt, Yt, Zt) dt− ZtdWt,

X0 = x , YT = ξ, 0 ≤ t ≤ T

Où x ∈ Rn, ξ ∈ Rd,

b : Ω× [0,∞)× Rn × Rd × Rn×d −→ Rn,

σ : Ω× [0,∞)× Rn × Rd × Rn×d −→ Rn×d,

f : Ω× [0,∞)× Rn × Rd × Rn×d −→ Rn.

2. Ce système est abrégé par le terme EDSPR

3. On a un cas particulier σ ne dépend pas à Z. .
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Chapitre 3

Les conditions nécessaires et

suffi santes d’optimalité pour le

problème des contrôles

stochastiques relaxé

Dans ce chapitre nous voulons détailler l’article[9] qui traite de Les conditions néces-

saires et suffi santes d’optimalité pour le problème des contrôles stochastiques relaxé

3.1 Formulation du problème

Soient T un réel positif ,U un ensemble non vide de Rk,et (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un

espace probabilisé filtré satisfait les conditions usuelles,B = (Bt)t≥0 un Mouvement

Brownien .
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3.1.1 Contrôle stochastique strict

Soit
(

Ω,F ,
(
FBt
)
t≥0

,P
)
un espace de probabilité muni d’une filtration satisfaisant

les conditions habituelles, dans lequel un mouvement brownien unidimensionnel B =

(Bt; 0 ≤ t ≤ T ) est défini. Nous supposons que
(
FBt
)

= σ (Bs : 0 ≤ s ≤ t) ∨ N ,

où N désigne l’ensembles négligabless de P ensembles nuls. Soit T un nombre réel

strictement positif Öxé, et U ⊂ R.

SoitM2 ([0, T ] ,R) l’ensemble des processus aléatoires mesurables à une dimension

qui satisfont à:

(i) E
[∫ T

0
|ϕt|2 dt

]
<∞.

(ii) ϕt est FB[t,T ] −mesurable, pour tout t ∈ [0;T ] .

Soit S2 ([0, T ] ,R) l’ensemble des processus aléatoires continus à une dimension qui

satisfont à :

(i) E
[

sup
0≤t≤T

|ϕt|2 dt
]
<∞.

(ii) ϕt est FB[t,T ]−mesurable, pour tout t ∈ [0;T ] .

C1 ([0, T ] ,R) est l’ensemble des fonctions continûment différentiables définies dans

R.

Définition 3.1.1 Le contrôle admissible strict est un processus v,Ft−adapté pre-

nant ces valeurs dans U tel que E
[

sup
0≤t≤T

|vt|2
]
<∞.

Nous désignons par U l’ensemble de tous les contrôles admissibles. L’ensemble U de

tous les contrôles admissibles n’est pas nécessairement convexe.

Pour tout v ∈ U , nous considérons le système EDS-EDSR suivant :


dxt = b (t, xvt , vt) dt+ σ (t, xvt , vt) dBt,

dyt = −g (t, xvt , y
v
t , z

v
t , vt) dt+ zvt dBt,

xv0 = ζ, yvT = η,

(3.1)
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où

b : [0, T ]× R× U −→ R.

σ : [0, T ]× R× U −→ R.

g : [0, T ]× R× R× R× U −→ R

ζ et η sont des variables aléatoires FB0 −mesurable,telles que

E
[
|ζ|2 + |η|2

]
<∞,

Nous définissons maintenant le fonctionnel de coût performance au risque suivant

J (v) = E
[
exp θ

(
h (xvT ) + Ψ (yv0) +

∫ T

0

f (t, xvt , y
v
t , z

v
t , vt) dt

)]
, (3.2)

avec

h : R −→ R.

Ψ : R −→ R.

f : [0, T ]× R× R× R× U −→ R.

θ > 0 est appelé le paramètre sensible au risque.

Le contrôle strict u ∈ U est optimal s’il satisfait à :

J (u) = inf
v∈U

J (v) . (3.3)

Supposons les hypothèses suivantes :

Les fonctions b et h sont de classe C1 ([0, T ] ,R) par rapport à x.

Les fonctions g et f sont de classe C1 ([0, T ] ,R) par rapport à x, y et z, et Ψ par
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rapport à y.

Les fonctions b, g et f et toutes leurs dérivées sont Lipschitz.

La dérivée de h est bornée par C(1+ |x|) et la dérivée de Ψ est bornée par C(1+ |y|).

Théor me 3.1.1 Sous les hypothèses précédentes , pour tout v ∈ U , le système

(3.1) admet une solution forte unique et la fonction coût (3.2) est bien définie de U

à R.

Preuve. La preuve peut être trouvée dans l’article de Ma et al [13].

3.2 Modèle Relaxé

L’idée dans le modèle relaxé est de remplacer le processus v a valeur dans U , par

un processus q a valeur dans P(U), où P(U) représente l’espace des mesures de

probabilité sur U , offrant une structure topologique très riche. Pour plus de détails,

voir [2] et [6].

Définition 3.2.1 Un contrôle relaxé q est une processus aléatoire q(w; dt; da) défi-

nie sur
(

Ω,F ,
(
FBt
)
t≥0

,P
)
avec des valeurs dans P(U), processus progressivement

mesurable par rapport à FBt , tel que :∀t, I]0;T ]qt est mesurable par rapport à FBt et

E
[

sup
0≤t≤T

∫
U
|a|2 qtda

]
<∞.

Définition 3.2.2 Nous désignons par R l’ensemble de tous les contrôles relaxés.

Pour chaque q ∈ R, nous obtenons le EDS-EDSR contrôle relaxé suivantes :


dxt =

∫
U
b (t, xqt , a) qt (da) dt+

∫
U
σ (t, xqt , a) qt (da) dBt,

dyt = −
∫
U
g (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt (da) dt+ zqt dBt,

xq0 = ζ, yqT = η,

(3.4)
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Le coût relaxé associé à un contrôle relaxé q est défini sous la forme de performance

sensible avec risque

J (q) = E
[
exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (t, xqt , y
q
t , z

q
t , a) qt (da) dt

)]
. (3.5)

Le contrôle µ est le contrôle relaxé optimal s’il satisfait

J (µ) = inf
q∈R
J (q) (3.6)

Notre objectif est d’établir des conditions nécessaires et suffi santes d’optimalité pour

le principe du maximum stochastique relaxé.

Remarque 3.2.1 :Dans le modèle relax, l’avantage de P(U) est convexe et les coef-

ficients du système (3.4) sont linéaires par rapport à la variable de contrôle relaxé.

Remarque 3.2.2 : L’existence d’un contrôle relaxé optimal de notre problème {(3.4); (3.5); (3.6)}

peut être trouvée dans [2].

3.3 Processus auxiliaire dans la performance re-

laxé sensible au risque

De nos recherches, il n’y a pas de solution pour un tel problème de contrôle avec

une utilité exponentielle, pour cette raison, nous pouvons introduire le processus

auxiliaire qui est la solution de l’EDS.

 dξqt =
∫
U
f (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt (da) dt,

ξq0 = 0 ,
(3.7)
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Ainsi, notre problème de contrôle (3.4) ;(3.5) ;(3.6) est équivalent à :



dξqt =
∫
U
f (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt (da) dt,

dxqt =
∫
U
b (t, xqt , a) qt (da) dt+

∫
U
σ (t, xqt , a) qt (da) dBt

dyqt = −
∫
U
g (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt (da) dt+ zqt dBt,

ξq0 = 0, xq0 = ζ, yqT = η,

J (q) = E
[
exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T
0

∫
U
f (t, xqt , y

q
t , z

q
t , a) qt (da) dt

)]
.

=: E [Γ (ξT , xT , y0)] ,

J (µ) = inf
q∈R
J (q) .

(3.8)

Nous définissons A0
T et ΦT comme suit :

A0
T = exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (t, xqt , y
q
t , z

q
t , a) qt (da) dt

)
.

ΦT = h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (t, xqt , y
q
t , z

q
t , a) qt (da) dt

Lemme 3.3.1 Nous supposons que les hypothèses (1.1) sont satisfaites, alors la

fonction de perte sensible au risque est donnée par

Φθ =
1

θ
lnE [exp θΦT ] ,

= E [ΦT ] +
θ

2
var |ΦT |+ σ

(
θ2
)
,

Preuve. Nous avons Φθ = 1
θ

lnE [exp θΦT ], en utilisant le dévloppement de Taylor
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des fonctions exp et ln respectivement, nous obtenons

Φθ =
1

θ
lnE [exp θΦT ]

=
1

θ
lnE

[
1 + θΦT +

(θΦT )2

2!
+ ◦

(
[θΦT ]2

)]

=
1

θ
ln

[
1 + E (θΦT ) + E

(
(θΦT )2

2!

)
+ E

(
◦
(
[θΦT ]2

))]

=
1

θ

{
E (θΦT ) + E

(
(θΦT )2

2!

)
+ E

(
◦
(
[θΦT ]2

))}

− 1

θ

{
E (θΦT ) + E

(
(θΦT )2

2!

)
+ E

(
◦
(
[θΦT ]2

))}2

2
,

= E [ΦT ] +
θ

2
var [ΦT ] + o

(
θ2
)
,

donc les résultats sont les suivants :

Si θ < 0, la var[ΦT ], en tant que mesure de risque, améliore la performance. Mais

lorsque θ > 0, la var[ΦT ] détériore la performance Φθ. La fonction de perte neutre

avec risque E[ΦT ] peut être vue comme une limite de la fonction de perte avec risque-

sensible Φθ lorsque θ −→ 0. Pour plus de détails, voir ][4].

Notation 3.3.1 : Tout au long de cet article, nous utiliserons les notations suivantes

pour chaque fonction φ (t) ∈ {f, b, σ, g, h,Ψ}



φ (t) = φ (t, xqt , y
q
t , z

q
t , q)

φµ (t) = φ (t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , µ)

∂φ (t) = φ (t, xqt , y
q
t , z

q
t , q)− φ (t, xµt , y

µ
t , z

µ
t , µ)

φδ (t) = ∂φ
∂δ

(t, xqt , y
q
t , z

q
t , q) , où δ =: x, y, z.

Lemme 3.3.2 :Nous supposons que les hypothèses (1.1) sont vérifiées. Alors il existe

trois paires uniques de processus (p1;P1), (p2;P2) et (p3;P3) à FBt .
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qui sont la solution du système suivant :



→
dp =


0 0 0

−
∫
U
fx (t) qt (da) −

∫
U
bx (t) qt (da)

∫
U
gx (t) qt (da)

−
∫
U
fy (t) qt (da) 0

∫
U
gy (t) qt (da)



p1 (t)

p2 (t)

p3 (t)

 dt

+


0 0 0

0 −
∫
U
σx (t) qt (da) 0

0 0 0



P1 (t)

P2 (t)

P3 (t)

 dt+


1 0 0

0 1 0

0 0 0



P1 (t)

P2 (t)

P3 (t)

 dBt

+


0 0 0

0 0 0

−
∫
U
fz (t) qt (da) 0

∫
U
gz (t) qt (da)



p1 (t)

p2 (t)

p3 (t)

 dBt,


p1 (T )

p2 (T )

p3 (0)

 =


θAT θ

θhx (xµT )AθT

−θΨy (yµ0 )AθT


(3.9)

Où

E

[
3∑
i=1

sup
0≤t≤T

|pi (t)|2 +

∫ T

0

[
|p1 (t)|2 + |p2 (t)|2

]
dt

]
<∞,

Preuve. :Soit le système (3.8) , nous définissons p1(t) le processus adjoint de l’EDS

par rapport à (3.7) p2(t) le processus adjoint de l’EDS (3.8) et p3(t) sera le processus

adjoint du EDSR (3.8) nous avons

 dp1 (t) = −Hθ
ξ (t) dt+ P1 (t) dBt,

p1 (T ) = Γξ (T ) = θAθT ,

 dp2 (t) = −Hθ
x (t) dt+ P2 (t) dBt,

p2 (T ) = Γx (T ) = θhx (xT )AθT ,
(3.10)
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 dp3 (t) = −Hθ
y (t) dt+Hθ

z (t) dBt,

p3 (T ) = Γy (0) = −θΨY (y0)AθT ,

avec

J (q) = E [Γ (ξT , xT,y0)] ,

et

Hθ (t) = Hθ (t, ξq, xq, yq, q, p (t) , P (t)) (3.11)

=

(∫
U

f (t) qt (da)

)
p1 (t) +

(∫
U

b (t) qt (da)

)
p2 (t)

+

(∫
U

σ (t) qt (da)

)
p2 (t)−

(∫
U

g (t) qt (da)

)
p3 (t) .

En remplaçant toutes les dérivées de la fonction Hamiltonienne Hθ par rapport à

toutes ses composantes ; x, y et z, dans les équations adjointes (3.10),on obtient

dp1 (t) = P1 (t) dBt,

dp2 (t) = −
[(∫

U

fx (t) qt (da)

)
p1 (t) +

(∫
U

bx (t) qt (da)

)
p2 (t)

+

(∫
U

σx (t) qt (da)

)
p2 (t)−

(∫
U

gx (t) qt (da)

)
p3 (t)

]
dt

+ dp2 (t) dBt,

dp3 (t) = −
[(∫

U

fy (t) qt (da)

)
p1 (t) +

(∫
U

gy (t) qt (da)

)
p3 (t)

]
dt

−
[(∫

U

fz (t) qt (da)

)
p2 (t)−

(∫
U

gz (t) qt (da)

)
p3 (t)

]
dBt,

Ensuite, nous obtenons la forme matricielle et le résultat final (3.9) :

Le théorème suivant est le principe maximum stochastique pour le risque neutre

relaxé des EDS forward-backward.
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Théor me 3.3.1 Nous supposons que les hypothèses (1.1) sont satisfaites, si est un

contrôle optimal et (ξµ, xµ, yµ, zµ) est la solution de (3.8) associée à. Alors, il existe

trois paires uniques de processus (p1, P1), (p2, P2) et (p3, P3) FBt adaptés vérifiant

(3.9) tels que :

∂Hθ (t) ≥ 0. (3.12)

pour tout q ∈ R, a.e, a.s avec Hθ(t) est le Hamiltonien défini par 3.11 et

∂Hθ (t) = Hθ (t, ξq, xq, yq, zq, q, p (t) , P (t))−Hθ (t, ξµ, xµ, yµ, zµ, µ, p (t) , P (t)) .

Preuve. Nous combinons les résultats de Yong [15] et Chala [5] en prenant γ =

0, g = 0, k = 0 et l = f dans 3.8. Nous obtenons (3.8) .

3.3.1 Équations adjointes transformées

À cette étape, nous proposons une transformation du processus (p1, P1), (p2, P2) et

(p3, P3), en gardant à l’esprit que nous éliminerons (p1, P1) dans (3.9) ; après quoi

nous obtiendrons le principe de maximum stochastique uniquement par rapport aux

paires de processus adjoints notées
(
p̃1, P̃1

)
et
(
p̃3, P̃3

)
, qui sont les équations

adjointes associées à notre problème de contrôle initial (3.4) ;(3.5) ;(3.6) : Pour cette

raison et en fonction du système (3.9) nous avons

 dp1 (t) = P1 (t) dBt,

p1 (T ) = θAθT .

La solution explicite de cetteEDSR rétrograde est donnée par p1(t) = θE
[
AθT
∣∣ FBt ] =:

θVθ (t) , où θVθ (t) =: E
[
AθT
∣∣ FBt ], pour tout t ∈ [0;T ] .

Nous choisissons la transformation de
(
p̃, P̃

)
à
(
p̃, P̃

)
avec

(
p̃, P̃

)
= 1

θV θ

(
p̃, P̃

)
,

alors P̃1 (t) = 1
θV θ

P1 (t) = 1, donc
(
P̃1 (T ) , P̃2 (T ) , P̃3 (0)

)
= (1 + hx (xµT ) ,−Ψy (yµ0 )) .
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Les propriétés suivantes de Vθ sont essentielles pour trouver des propriétés des pro-

cessus adjoints transformés.

Lemme 3.3.3 Nous supposons que les hypothèses (1.1) sont satisfaites. Alors le

processus Vθ (t) est uniformément borné.

Preuve. Des hypothèses (1.1), nous savons que les fonctions f , h et sont bornées

par C > 0 ; nous avons

− (2 + T )Cθ ≤ θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (t) qt (da) dt

)
≤ (2 + T )Cθ.

En passant à l’exponentielle et à l’espérance conditionnelle par rapport à la filtration

FBt , nous obtenons

0 ≤ exp [− (2 + T )Cθ] ≤ Vθ (t) ≤ exp [(2 + T )Cθ] .

ce qui signifie la borne de Vθ.

Lemme 3.3.4 Le processus
(
Λθ

0, l (t)
)
est la solution de l’EDSR quadratique relaxée

suivante  dΛθ
t = −

[∫
U
f (t) qt (da) + θ

2
|l (t)|2

]
dt+ l (t) dBt,

Λθ
T = h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) ,

(3.13)

où la première composante Λθ
t vérifie l’expression suivante

exp
(
θΛθ

t

)
= E

[
exp θ

(
h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) +

∫ T

t

∫
U

f (s) qt (da) ds

)
|FBt

]
(3.14)

Preuve. En commençant par considérer l’EDSR quadratique 3.13, puis en appli-
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quant la formule d’Itô à exp
(
θΛθ

t

)
, nous avons

d
(
exp

(
θΛθ

t

))
+ θ exp

(
θΛθ

t

) ∫
U

f (t) qt (da) dt = θ exp
(
θΛθ

t

)
l (t) dBt.

Enmultipliant les deux côtés de l’expression ci-dessus par exp
(
θ
∫ t
t

∫
U
f (s) qt (da) ds

)
.nous

obtenons

d

(
exp

[
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

])
= exp

(
θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
d
(
exp

(
θΛθ

t

))
+ θ exp

(
θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
exp

(
θΛθ

t

) ∫
U

f (t) qt (da) dt

= θ exp

(
θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
exp

(
θΛθ

t

)
l (t) dBt

= θ exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
l (t) dBt.

En passant à l’intégrale de t à T , nous obtenons

exp

(
θΛθ

T + θ

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
− exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
= θ

∫ T

0

exp

(
θΛθ

s + θ

∫ s

0

∫
U

f (r) qr (da) dr

)
l (s) dBs.

Ensuite, en utilisant la définition de l’espérance conditionnelle des deux côtés de la

dernière égalité, nous obtenons

E
[
θ

∫ T

0

exp

(
θΛθ

s + θ

∫ s

0

∫
U

f (r) qr (da) dr

)
l (t) dBt

]
+ E

[
exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ]
− E

[
exp

(
θΛθ

T + θ

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ]
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Selon la martingale de l’intégrale d’Itô et la mesurabilité par rapport à la filtration

FBt , alors

E
[
exp

(
θΛθ

T + θ

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ] = exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
.

D’après la définition de la condition terminale de l’EDSR quadratique (3.13), nous

savons que Λθ
t = h (xqT ) + Ψ (yq0) ensuite

exp
(
θΛθ

t

)
= E

[
exp θ

(
h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) +

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ] .
D’autre part, nous supposons que (3.14) est vrai, ce qui signifie que

exp
(
θΛθ

t

)
= E

[
exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ]

Donc

exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
= E

[
exp θ

(
h (xqT ) + Ψ (yq0) +

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ]
= E

[
A0
T

∣∣ FBt ] ,
Si t = 0,Vθ (0) = E

[
AθT
∣∣ FB0 ] = E

[
AθT
]

= exp
(
θΛθ

0

)
.

SoitBt unmouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré standard
(
Ω,F ,FBt ,P

)
et FBt soit la filtration augmentée générée par B. Si AθT est une variable aléatoire

intégrable au carré mesurable par rapport à FBt . Par conséquent, selon le théorème

de représentation des martingales 3.5.6, il existe un processus prévisible k(t) qui est
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adapté par rapport à FBt , tel que

E
[
AθT
∣∣ FB0 ] = E

[
AθT
]

+

∫ t

0

k (s) dBs = exp
(
θΛθ

0

)
+

∫ t

0

k (s) dBs.

Par conséquent

exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
− exp

(
θΛθ

0

)
=

∫ t

0

k (s) dBs.

Nous appliquons la formule d’Itô à exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
f (s) qs (da) ds

)
, nous obtenons

θ exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)[∫
U

f (t) qt (da) dt+ dΛθ
t +

θ

2
d〈Λθ

t ,Λ
θ
t 〉
]

= k (t) dBt.

Alors

∫
U

f (t) qt (da) dt+ dΛθ
t +

θ

2
d〈Λθ

t ,Λ
θ
t 〉 (3.15)

=
1

θ
exp

(
−θΛθ

t − θ
∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
k (t) dBt (3.16)

En raison de 1
θ

exp
(
−θΛθ

t − θ
∫ t

0

∫
U
f (s) qs (da) ds

)
k (t) dBt est une martingale, donc

d〈Λθ
t ,Λ

θ
t 〉 =

(
1

θ
exp

(
−θΛθ

t − θ
∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
k (t)

)2

dt (3.17)

=: |l (t)|2 dt (3.18)

En remplaçant (3.17) par (3.15), nous obtenons l’égalité suivante.

∫
U

f (t) qt (da) dt+ dΛθ
t +

θ

2
|l (t)|2 dt− l (t) dBt.
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Enfin  dΛθ
t = −

(∫
U
f (t) qt (da) dt+ θ

2
|l (t)|2

)
dt+ l (t) dBt,

Λθ
t = h (xqT ) + Ψ (yq0)

Par conséquent, la preuve est terminée.

Lemme 3.3.5 La martingale Vθ(t) peut être récrite sous la forme suivante

Vθ(t) = exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
.

Preuve. Nous savons que

Vθ(t) = E
[
exp θ

(
h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) +

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ]
= exp

(
θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
× E

[
exp θ

(
h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) +

∫ T

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

) ∣∣ FBt ] .
D’après le lemme précédent (voir Lemme 3.3.4), la formule (3.14) peut être trans-

formée en

Vθ(t) = exp
(
θΛθ

t

)
+ exp

(
θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
= exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
, 0 ≤ t ≤ T.

Ensuite, le lemme est prouvé.

Nous pouvons facilement prouver à partir de (3.13) et de la bornitude de f que

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Λθ
t

∣∣2] < CT ,avec CT étant une constante positive qui correspond unique-

ment à T.

Le processus
(
Λθ
t , l(t)

)
t≥0

est la solution unique du EDSR quadratique relaxé sui-
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vant :  dΛθ
t = −

(∫
U
f (t) qt (da) dt+ θ

2
|l (t)|2

)
dt+ l (t) dBt,

Λθ
t = h (xqT ) + Ψ (yq0) .

Où l (t) = 1
θ

exp
(
−θΛθ

t − θ
∫ t

0

∫
U
f (s) qs (da) ds

)
k (t) et E

[∫ T
0
|l (t)|2 dt

]
<∞.

Lemme 3.3.6 En particulier, Vθ est la solution de l’équation différentielle stochas-

tique backward suivante :

 dV θ (t) = θl (t) Vθ (t) dBt.

Vθ (T ) = AθT .

De plus, le processus Lθt défini sur
(

Ω,F ,
(
FBt
)
t≥0

,P
)
est donné par

Vθ (t)

Vθ (0)
= exp

(
−θ

2

2

∫ t

0

|l (s)|2 ds+ θ

∫ t

0

|l (s)| dBs

)
=: Lθt , 0 ≤ t ≤ T. (3.19)

est un processus FBt −martingale uniformément borné.

Preuve.Nous appliquons la formule d’Itô àVθ (t) = exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
f (s) qs (da) ds

)

dVθ (t) = d

(
exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

))
= θ

∫
U

f (s) qs (da) exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
dt

+ θ

[(
−
∫
U

f (t) qt (da) dt+
θ

2
|l (t)|2 dt+ l (t) dBt

)
× exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)]
+
θ2

2
|l (t)|2 exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
dt

= θl (t) Vθ (t) dBt.

Maintenant, nous voulons prouver (3.19) nous avons à partir de Λθ
t = Λθ

0−
∫ t

0

∫
U
f (t) qt (da) ds−
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θ
2

∫ t
0
|l (t)|2 ds+ θ

∫ t
0
|l (t)| dBs

Vθ (t) = exp

(
θΛθ

t + θ

∫ t

0

∫
U

f (s) qs (da) ds

)
= exp

(
θΛθ

0 −
θ2

2

∫ t

0

|l (t)|2 ds+

∫ t

0

l (s) dBs

)

Nous divisons par Vθ (0) tel que Vθ (t) = exp
(
θΛθ

0

)
, nous obtenons

Vθ (t)

Vθ (0)
= exp

(
−θ

2

2

∫ t

0

|l (s)|2 ds+ θ

∫ t

0

|l (s)| dBs

)
=: Lθt , 0 ≤ t ≤ T.

Lθt est un processus FBt −martingale uniformément borné.

3.4 Conditions d’optimalité nécessaires pour le contrôle

relaxé

Dans cette section, nous énoncerons et prouverons les conditions d’optimalité néces-

saires pour le système gouverne par des EDS avec un contrôle relaxé et une

performance risque-sensible {(3.4); (3.5); (3.6)}.

Lemme 3.4.1 Les principales équations adjointes risque-sensibles de second et troi-

sième ordre pour
(
p̃2, P̃2

)
,
(
p̃3, P̃3

)
et
(
Vθ, l

)
deviennent



dp̃2 = −H̃θ

x (t) dt+
(
P̃2 (t)− θl2 (t) p̃2

)
dBθ

t ,

dp̃3 = −H̃θ

y (t) dt− H̃θ

z (t) dBθ
t ,

dVθ (t) = θl (t)Vθ (t) dBt,

p̃2 (T ) = hx (xµT ) ,

p̃3 (0) = −Ψy (yµ0 ) ,

Vθ (0) = AθT .

(3.20)
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avec

H̃
θ

(t) := H̃
θ

t, xqt , yqt , zqt ,
p̃2 (t)

P̃2 (t)

 ,

p̃3 (t)

P̃3 (t)

 ,Vθ (t) , l (t) , qt

 (3.21)

=

(∫
U

f (t) qt (da)

)
˜
p2 (t)−

(∫
U

b (t) qt (da)

)
˜
p2 (t) (3.22)

+

(∫
U

σ (t) qt (da)

)
˜
p2 (t)−

(∫
U

g (t) qt (da) + θl (t) zt

)
˜
p3 (t) . (3.23)

et

E

[
3∑
i=2

sup
0≤t≤T

|p̃i (t)|2 + sup
0≤t≤T

∣∣Vθ (t)
∣∣2 +

3∑
i=2

∫ T

0

|p̃i (t)|2 dt+

∫ T

0

|l (t)|2 dt
]
<∞.

Preuve. Nous appliquons la formule d’Itô à p̃ (t) = θVθ (t) p̃ (t) ,nous obtenons

dp̃ (t) =
1

θVθ (t)

(
dp̃ (t)− θ

(
dVθ (t)

)
p̃ (t)− θ < dVθ (t) , dp̃ (t) >

)
.

Nous supposons que dp̃ (t) = α(t)dt+ β(t)dBt, nous savons que dVθ (t)= θl(t)Vθ (t) dBt,

alors < dVθ (t) , dp̃ (t) > = θl(t)Vθ (t) β(t)dt , remarquons

que p̃i (t) = 1
θVθ(t)

pi (t) et P̃i (t) = 1
θVθ(t)

Pi (t) pour tout i ∈ {1, 2, 3} .
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Nous souhaitons déterminer les coeffi cients α(t) ∈ R3 et β(t) ∈ R3 tels que :

dp̃ (t) =


0 0 0

−
∫
U
fx (t) qt (da) −

∫
U
bx (t) qt (da)

∫
U
gx (t) qt (da)

−
∫
U
fy (t) qt (da) 0

∫
U
gy (t) qt (da)



p̃1 (t)

p̃2 (t)

p̃3 (t)

 dt

+


0 0 0

0 −
∫
U
σx (t) qt (da) 0

0 0 0



P̃1 (t)

P̃2 (t)

P̃3 (t)

 dt+


1 0 0

0 1 0

0 0 0



P̃1 (t)

P̃2 (t)

P̃3 (t)

 dBt

+


0 0 0

0 0 0

−
∫
U
fz (t) qt (da) 0

∫
U
gz (t) qt (da)



p̃1 (t)

p̃2 (t)

p̃3 (t)

 dBt

−θl (t) p̃ (t) dBt − θl (t) β (t) dt.

(3.24)

En combinant (3.24) et dp̃ (t) = α(t)dt + β(t)dBt, nous obtenons :

α (t) =


0 0 0

−
∫
U
fx (t) qt (da) −

∫
U
bx (t) qt (da)

∫
U
gx (t) qt (da)

−
∫
U
fy (t) qt (da) 0

∫
U
gy (t) qt (da)



p̃1 (t)

p̃2 (t)

p̃3 (t)



+


0 0 0

0 −
∫
U
σx (t) qt (da) 0

0 0 0



P̃1 (t)

P̃2 (t)

P̃3 (t)

− θl (t) β (t) .
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et

β (t) =


0 0 0

0 0 0

−
∫
U
fz (t) qt (da) 0

∫
U
gz (t) qt (da)



p̃1 (t)

p̃2 (t)

p̃3 (t)



+


1 0 0

0 1 0

0 0 0



P̃1 (t)

P̃2 (t)

P̃3 (t)

− θl (t) p̃ (t) .

En remplaçant β(t) par son expression dans dp̃ (t), nous obtenons dp̃1 (t)= β1 (t) |−θl (t) dt+ dBt|,nous

pouvons utiliser le théorème de Girsanov (voir [12]) pour affi rmer que :

 dp̃1 (t) = β1 (t) dBθ
t

p̃1 (T ) = 1.

avec dBθ
t = −θl(t)dt + dBt est un Pθ−mouvement brownien , où dPθ

dP

∣∣∣
FBt

= Lθt ,

0 ≤ t ≤ T . Nous remarquons que p̃1 (t) est intégrable carré et E
[
p̃1 (t)

∣∣ FBt ] = 1,

car β1(t) a une variation quadratique, donc
∫ t

0
|β1(t)|2 dt = 0. Cela implique que pour
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presque tout 0 ≤ t ≤ T , β1(t) = 0 Pθ − p.s, et P− p.s, nous avons :

dp̃ (t) =


dp̃1 (t)

dp̃2 (t)

dp̃3 (t)



=


0 0 0

−
∫
U
fx (t) qt (da) −

∫
U
bx (t) qt (da)

∫
U
gx (t) qt (da)

−
∫
U
fy (t) qt (da) 0

∫
U
gy (t) qt (da)



dp̃1 (t)

dp̃2 (t)

dp̃3 (t)

 dt

+


0 0 0

0 −
∫
U
σx (t) qt (da) 0

0 0 0



dP̃1 (t)

dP̃2 (t)

dP̃3 (t)

 dt+ β (t) dBt

=


0 0 0

−
∫
U
fx (t) qt (da) −

∫
U
bx (t) qt (da)

∫
U
gx (t) qt (da)

−
∫
U
fy (t) qt (da) 0

∫
U
gy (t) qt (da)



dp̃1 (t)

dp̃2 (t)

dp̃3 (t)

 dt

+


0 0 0

0 −
∫
U
σx (t) qt (da) 0

0 0 0



dP̃1 (t)

dP̃2 (t)

dP̃3 (t)

 dt

+




0 0 0

0 0 0

−
∫
U
fz (t) qt (da) 0

∫
U
gz (t) qt (da)



dp̃1 (t)

dp̃2 (t)

dp̃3 (t)



+


1 0 0

0 1 0

0 0 0



dP̃1 (t)

dP̃2 (t)

dP̃3 (t)

− θl (t) ˜
p (t)

 dBi.
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dp̃2 (t) = −
(∫

U

fx (t) qt (da) p̃1 (t) +

∫
U

bx (t) qt (da) p̃2 (t) +

∫
U

gx (t) qt (da) p̃3 (t)

+

∫
U

σx (t) qt (da) p̃2 (t)

)
dt+

(
p̃2 (t)− θl (t) ˜

p (t)
)
dBθ

t .

Ensuite, nous trouvons

dp̃2 (t) = −
(∫

U

fy (t) qt (da) p̃1 (t)−
∫
U

gy (t) qt (da) p̃3 (t)

)
dt

−
(∫

U

fz (t) qt (da) p̃1 (t)−
∫
U

gz (t) qt (da) p̃3 (t)− θl (t) qt (da) p̃3 (t)

)
dBθ

t .

Les principales équations adjointes du risque pour
(
p̃2, P̃2

)
,
(
p̃3, P̃3

)
et
(
Vθ, l

)
de-

viennent 

dp̃2 = −H̃θ

x (t) dt+
(
P̃2 (t)− θl2 (t) p̃2

)
dBθ

t ,

dp̃3 = −H̃θ

y (t) dt− H̃θ

z (t) dBθ
t ,

dVθ (t) = θl (t)Vθ (t) dBt,

p̃2 (T ) = hx (xµT ) ,

p̃3 (0) = −Ψy (yµ0 ) ,

Vθ (0) = AθT .

où Hθ est défini par (3.21).

À partir des hypothèses (1.1), la solution du système (3.20) existe et est unique,

telle que

E

[
3∑
i=2

sup
0≤t≤T

|p̃i (t)|2 + sup
0≤t≤T

∣∣Vθ (t)
∣∣2 +

3∑
i=2

∫ T

0

|p̃i (t)|2 dt+

∫ T

0

|l (t)|2 dt
]
<∞.

La preuve est terminée.

Théor me 3.4.1 (Conditions d’optimalité nécessaires pour le contrôle re-

laxé et la performance sensible au risque) Nous supposons que les hypothèses
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(1.1) sont satisfaites, si (xµ(t), yµ(t), zµ(t), µ) est une solution optimale du problème

de contrôle relaxé sensible au risque {(3.4); 3.5; 3.6}. Alors, il existe trois paires de

processus FBt − adaptés
(
p̃2, P̃2

)
,
(
p̃3, P̃3

)
et
(
Vθ, l

)
qui satisfont (3.20) tels que

∂H̃
θ

(t) ≥ 0. (3.25)

Preuve. Pour tout q ∈ R, presque partout 0 ≤ t ≤ T et P−p.s., la relation entre le

Hamiltonien H̃
θ
associé à (3.21) et Hθ associé à (3.11) est donnée par

∂H̃
θ

t, xqt , yqt , zqt ,
p̃2 (t)

P̃2 (t)

 ,

p̃3

P̃3

 ,Vθ (t) , l (t) , qt


=

1

θVθ (t)
∂Hθ (t, xqt , y

q
t , z

q
t , p (t) , P (t) qt) .

La preuve est terminée.

3.5 Conditions d’optimalité suffi santes

Dans cette section, nous étudions les conditions sous lesquelles les conditions d’op-

timalité nécessaires deviennent suffi santes. Pour tout q ∈ R, nous désignons par

(xqt , y
q
t , z

q
t ) la solution de l’équation (3.4) contrôlée par q, en utilisant la notation

abrégée 3.3.1.

Théor me 3.5.1 (Conditions de suffi sance pour l’optimalité d’un contrôle

relaxé avec une performance sensible au risque) Nous supposons que les fonc-

tions Ψ , h sont dérivables par rapport à leurs composantes et que l’application

(ξqt , x
q
t , y

q
t , z

q
t ) 7−→ Hθ (t, ξqt , x

q
t , y

q
t , z

q
t , p (t) , P (t) , qt) est convexe, et que pour tout q

∈ R , ζet η sont des variables aléatoires FB0 −mesurables telles que E
[
|ζ|2 + |η|2

]
<

∞.. Alors est une solution optimale du problème de contrôle {(3.4); (3.5); (3.6)} si
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elle satisfait (3.12).

Preuve. Soit µ un élément arbitraire de R (candidat à l’optimalité). Pour tout q ∈

R, nous avons

dxqt =

∫
U

b (t, xqt , a) qt (da) dt+

∫
U

σ (t, xqt , a) qt (da) dBt,

dyqt = −
∫
U

g (t, xqt , y
q
t , z

q
t , a) qt (da) dt+ zvt dBt.

alors J (q)−J (µ) = E [exp θ (h (xqT ) + Ψ (yq0) + ξqT )]−E [exp θ (h (xµT ) + Ψ (yµ0 ) + ξµT )] .

En utilisant le développement de Taylor de la fonction J (q) au point µ , h et sont

dérivables, et p1(T ) = θAθT , p2(T ) = θhx (xµT )AθT et p3(0) = −θΨ (yµ0 )AθT , nous

obtenons

J (q)− J (µ) = E [p1(T ) (ξqT − ξ
µ
T )] + E [p2(T ) (xqT − x

µ
T )]− E [p3(0) (yq0 − y

µ
0 )] .
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Appliquant la formule d’Itô à p1(t) (ξqT − ξ
µ
T ) , p2(t) (xqT − x

µ
T ) et p3(t) (yqt − yµt ) , nous

obtenons

E [p1(T ) (ξqT − ξ
µ
T )] = E

[∫ T

0

∫
U

p1(t) (f q (t)− fµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
,

E [p2(T ) (xqT − x
µ
T )]

= E
[∫ T

0

−
(∫

U

fµx (t) qt (da) p1(t)

)
+

(∫
U

bµx (t) qt (da) p2(t)

)
+

(∫
U

σµx (t) qt (da)P2(t)−
∫
U

gµx (t) qt (da) p3(t)

)
(xqT − x

µ
T ) dt

]
+ E

[∫ T

0

∫
U

p2(t) (b (t)− bµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
+ E

[∫ T

0

∫
U

p2(t) (σ (t)− σµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
= −E

[∫ T

0

Hθ
x (µ) (xqT − x

µ
T ) dt

]
+ E

[∫ T

0

∫
U

p2(t) (b (t)− bµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
+ E

[∫ T

0

∫
U

p2(t) (σ (t)− σµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
.

et

− E [p3(0) (yq0 − y
µ
0 )]

= −E
[∫ T

0

Hθ
y (µ) (yqT − y

µ
T ) dt

]
− E

[∫ T

0

Hθ
z (µ) (zqT − z

µ
T ) dt

]
− E

[∫ T

0

∫
U

p3(t) (g (t)− gµ (t)) (qt − µt) (da) dt

]
.

Ensuite

J (q)− J µ = E
[∫ T

0

Hθ (q)−Hθ (µ) dt

]
− E

[∫ T

0

Hθ
x (µ) (xqT − x

µ
T ) dt

]
− E

[∫ T

0

Hθ
y (µ) (yqT − y

µ
T ) dt

]
− E

[∫ T

0

Hθ
z (µ) (zqT − z

µ
T ) dt

]
.
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Principe du maximum pour un problème des contrôles stochastiques relaxé

Selon la convexité du Hamiltonien Hθ dans (x, y, z) et linéaire en µ, alors en utili-

sant le gradient généralisé de Clarke de Hθ évalué en (xt, yt, zt, µt) et les conditions

d’optimalité nécessaires (3.25), il en découle, d’après [16], que

E
[∫ T

0

Hθ (q)−Hθ (µ) dt

]
≥ E

[∫ T

0

Hθ
x (µ) (xqT − x

µ
T ) dt

]
+ E

[∫ T

0

Hθ
y (µ) (yqT − y

µ
T ) dt

]
+ E

[∫ T

0

Hθ
z (µ) (zqT − z

µ
T ) dt

]
.

Ensuite J (q)− J µ ≥ 0.

Le théorème est démontré.
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Conclusion

Dans ce mémoire,nous considérons un problème de contrôle stochastique détendu

avec des fonctionnelles de performance avec risque sensitive, où l’ensemble des contrôles

n’est pas nécessairement convexe, et le système est gouvernéi par des équations dif-

férentielles stochastiques EDS-EDSR. Plus précisément, nous établissons des condi-

tions nécessaires ainsi que suffi santes d’optimalité.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

Lemme 3.5.1 (Lemme de Gronwall) Soit f une fonction intégrable et négative

t ≥ 0 et vérifiant

f(t) ≤ β + c

∫ t

0

f(s)ds,

où c une constante positive. Alors on a : f(t) ≤ β

∫ t

0

exp(cs)ds.

Lemme 3.5.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG)

E

[
sup
t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

σ(s,XS)dBs

∣∣∣∣2
]
≤ CE

[∫ t

0

|σ(s,XS)|2 ds
]
, (3.26)

où C est une constante positive.

Théor me 3.5.2 (Théorème du point fixe) : Soient (F, d) un éspace métrique

complet et Ψ : F → F une application contractante, c’est à dire, Lipschitziènne de

rapport k < 1. Alors : Ψ admet unique point fixe b ∈ F tel que Ψ(b) = b.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Théor me 3.5.3 (Inégalité de Young) : Soient a, b ≥ 0 et 1 < p, q < +∞ deux

éxposants conjugués i.e,1
p

+ 1
q

= 1. Alors :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Théor me 3.5.4 (Inégalité de Hölder) : Soient a, b ≥ 0 et p, q ∈ [1,∞] deux

exposants conjugués i.e,1
p

+ 1
q

= 1.si f, g sont des applications mesurables, alors :

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Proposition 3.5.1 (Cauchy-Schwartz) En cas particulier , l’inégalité de Hölder

(dans le cas p = 2) donne l’inégalité de Cauchy-Schwartz, i e.

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 . (3.27)

Théor me 3.5.5 (Théorème de Fibuni) Soient (E,A, µ) , (F,B, η) deux espaces

mesurés tels que les deux mesures soient σ − finies et soit (E × F,A× B, µ⊗ η)

l’espace mesurable produit muni de la mesure produit. Si

f : E × F → [0,∞] ,

et est un application A× B-mesurable, alors les applications :

x 7→
∫
E

f (x, y) dη (y) et y 7→
∫
F

f (x, y) dµ (x) ,

sont respectivement A−et B−mesurables et

∫
E×F

f (x, y) d (µ⊗ η) (x× y) =

∫
F

(∫
E

f (x, y) dη (y)

)
dµ (x) =

∫
E

(∫
F

f (x, y) dµ (x)

)
dη (y) .

(3.28)
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Annexe B : Abréviations et Notations

Théor me 3.5.6 (Théorème de représentation des martingales) Soient (dWt)

un MB sur un espace de probabilité filtré
(
Ω,F , (Ft)t>0 ,P

)
et Mt une martingale

(F t)−adapté. Alors il existe unique processus adapté (Zt) telle que :

M (t) = M (0) +

∫ t

0

Z (r) dWr.
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Dans ce travaille nous établissons des conditions d'optimalité 

nécessaires et suffisantes sous la forme d'un principe maximum 

stochastique, où le système est régi par une équation différentielle 

stochastique -équation différentielle stochastique rétrograde (abrégée en 

SDE-EDSR) dans le modèle relaxé avec une performance sensible au risque 

Mots-clés : mouvement Brownien, intégrale d’ Itô, Equations 
différentielles stochastiques, contrôle relaxé , processus 
adjoint, conditions d’optimalité , performance avec risque 
sensitive. 

 
 
 
 
 
 

 

In this work we studied a relaxed stochastic control problem with risk-

sensitive performance functionals where the set of control domain is not 

naces- sarily convex, and the system is governed by forward and backward 

stochastic di¤erential equations. More precisely, we establish neces- sary as 

well su¢ cient conditions of optimality for the relaxed stochastic maximum 

principle with risk-sensitive control problem 

Key Words: Brownian motion, Ito integral, Stochastic differential 

equations, relaxed control, adjoint process,optimality conditions, risk-

sensitive performance 

 

 

 

 

 

الأيثم في إطار الأداء انحساس نهًخاطز ، انعشوائي في هذا انعًم، قًنا بذراست يشكهت انتحكى 

و يجال انتحكى يحذباً حيث يتى تعزيف اننظاو بًعادنت تفاضهيت عشوائيت بانضزورة يكوٌ لا حيث 

 نقوو بتحذيذ انشزوط انضزوريت وانكافيت نلأيثهيت نًبذأ انتحكى يعادنت تفاضهيت عشوائيت تزاجعيت

انعشوائي انًزٌ بًشكهت انتحكى انحساست نهًخاطز  

 

يعذلاث تفاضهيت عشوائيت، انتحكى انًزٌ ،  حزكت بزاونيت، تكايم إيتو، : الكلمات المفتاحية

 . سيزورة يساعذة ، شزوط الأيثهيت، الأداء انحساس نهًخاطز 
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