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Notations

» Y : quelque soit

» 1 :il existe

» (,): Le produit scalaire.

» B; ,(x) polyndme de Bernstein.

» ¢(x) la base de polyndome de Bernstein .
» P la matrice opérationnelle d’intégration
» D la matrice opérationnelle de différentiation..
» C la matrice opérationnelle de produit

» |e,,| erreur absolue..



Introduction

Les fonctions orthogonales et les séries de polynomes ont suscitée une
attention considérable en faisant aux divers problémes des systéemes dy-
namiques. La caractéristique principale de cette technique est qu’elle ra-
mene ces problémes a la résolution des systemes d’équations algébriques,
ce qui simplifie considérablement les problemes. L'approche est basée sur
la conversion des équations fondamentales en équations intégrales par une
intégration approchée des divers signaux impliqués dans I’équation série
de polyndomes tronquée et en employant les matrices opérationnelles pour

éliminer l'intégrale, dérivation et opérations de produit.

Dans ce mémoire, nous avons étudié les matrices opérationnelles des
polynomes de Bernstein et leurs applications. Ce mémoire se compose de

quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous définissons les polyndomes de Bernstein
et ses plus importantes propriétés, telles que 1'unité, la récurrence, la dériva-
tion, et 'intégration ... etc. les polyndmes de Bernstein forment une base de
IP, et peuvent se développer en termes de la base de Taylor ; ce chapitre et

principalement basé sur les travaux [1], [2], [3], [6],[7]-

Dans le deuxieme chapitre, nous approchons la solution exacte, et exa-
minons l’analyse d’erreur et l’erreur absolue. Ce chapitre est principalement

basé sur les travaux [2], [4], [9], [5]-

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié les matrices opérationnelles

des polynomes de Bernstein d’intégration P et de différentiation D et du
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produit C respectivement :

fo $(t)~ P(x)

2 = Do

TPp()p(x)" = p(x)"C

Ou ¢(x) = {Po(x), P1(x),...,P,(x)} et c un vecteur arbitraire. Ce chapitre et

principalement basé sur les travaux [2] [8].

Dans le dernier chapitre, nous avons fait une application numérique des
matrices opérationnelles d’intégration P et de différentiation D. Ce chapitre

est principalement basé sur les travaux [9].



Chapitre 1

Les polynomes de Bernstein

1.1 Les polyndomes de Bernstein

Dans ce chapitre nous allons présenter les polynomes de Bernstein, nommeés ainsi en
I’honneur du mathématicien Ukrainien Sergei Natanovich Bernstein (1880 — 1968). Ces

polynéme vont nous servir par la suite les matrices opérationnelles.

Définition 1.1.1 Les polynomes de Bernstein de degré n sont définis sur [0,1] :

n

Bi,n(x) = ( !

0 sinon

)xi(l —x)"si0<i<n

avec

Algorithm 1 Algorithme avec matlab

1: n(un nombre entier)

2: for0<i<ndo

3. bj,q =nchoosek(n,i)*(1—x)""«x';
4: end for




CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Exemple 1:

Dans le cas(n=4) les polynomes de Bernstein sont donnés par

Bo,4(x) = (1 - x)*

By 4(x) = 4x(1 - x)*
By 4(x) = 6x*(1 - x)?
B3 4(x) = 4x°(1 - x)

Bya(x) = x*

On remarque qu’ils sont tous positifs pour x € [0,1], et que leur est somme égale 1.

08
06r

04

02 \ .

0 01 02 03 04 05 06 O7 08 09 f

Ficure 1.1 : polynomes de Bernstein de degré 4.



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

1.2 propriétés des polynomes de Bernstein

Les polynomes de Bernstein ont des propriétés importantes : [1], [3], [6]
Unité

Les polynomes de Bernstein de degré n de la somme égale 1

n
) Bialx)=1
i=0

Preuve.

Application directe de la loi binomial

n
Positiviteé
Les polynomes de Bernstein sont positifs sur [0, 1]

Vxe[0,1],B; ,(x)>0

Preuve.

n

Bi,n(x) = ( i

0 sinon

)xi(l —x)"si0<i<n
(1.2)

(7) >0 etPOUTxG[O,l],xZO etl—x20:>xi20et (1_x)n—i20

donc Vx€[0,1],B; ,(x)>0 m



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Symétrie

Si 0<i<n alors B;,(1-x)=B,_;,(x)

Preuve.
Vie{0,...,n},B; ,(u) = 1: u'(1—u)"
— By(1-x) = (| =2)[1 - (1 -x)]"
= 1: X1 —x)!
or
ny  nl
(i)_z'(n—z)!
n!
:(n—z)!(n—(n—z))'
[ n
1.
d’ou
By (1 x)z(n’ii)x"‘l<1—x>l
:Bn—i,n x)
|



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Récurrence :

Les polynomes de Bernstein de degré n peuvent étre exprimés en termes des polynomes
de degré (n—1):

Biu(x) = (1 =x)Bj 1 (x) + xBj_1 -1 (x)
pour i=0,...,n ou By, 1(x)=0 et B,, 1(x)=0

Preuve.

On a

n—1 n-1\  (n-1)! (n—1)!
( i )+(i—1)_i!(n—i—l)!+(i—1)!(n—i)!

_ (m=-1)Y(n-1i) N (n—1)Y
ilm—i-1(n—-1) (-1 (n-1)i
(m-1)(n-i) (n=-1)4
Nn—i) " il(n=i)
(m-D)ln-i)+(n—-1)4
il(n—1)!
_nn=-1)!—i(n-1)!+i(n—-1)!
B il(n—1)!

(1=x)Bj 1 (%) + xBjy -1 (x) = (1 - X)(




CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Les polynomes de Bernstein comme une base

Pourquoi utiliser les polyndmes de Bernstein d’ordre n comme base pour l’espace des

polyndmes de degré <n?

1. Ils couvrent I’espace des polynomes, n'importe quel polyndome de degré inférieur

ou égal n, peut étre écrit comme combinaison linéaire des polyndomes de Bernstein.

n

B u(x) = ( .)xi<1 —x)"

1

(" ST .
(i (")
_n_i k[P\[1 =1\ ki
- ()

Sl

_i[n\[n—1
Y

1

ey

=1

Il
~
S|

=

2. Ils sont linéairement indépendants, s’il existe des constantes cy,cy,...,c, tel que

0 =coBon(x)+c1By (%) +... + ¢, By (%)

Vx €[0,1], les C; doivent étre nuls.

Si cela était correcte, alors nous pourrions écrire

0=coBg,(x)+c1Byp(x)+...+ ¢, B, (%)

= ¢ i(_nk(Z)(g)xk +e i(—l)k—l(Z)(llc)xk Fete, i(—l)k‘”(Z)(:)xk

k=1




CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Co = 0
—ic n\(1\] _ 0o
A\~

| k=0 |
IRV,

ol

nj\n
| k=0 _
ce qui implique que ¢y =¢; =--- =c¢,, = 0(cq est clairement zéro, en substituant ceci dans

la deuxiéme équation donne ¢; = 0, en remplacant ces deux dans la troisieme équation

donne ...)
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CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

1.3 Derivation des polynomes de Bernstein

Théoréeme 1.3.1 Les premiéres et deuxiemes dérivées des fonctions de base de Bernstein
B, ,(x) de degré n satisfont : [1]

i—nx

Bi ,(x)= mBi,n(x) (1.3)
B, = R (1.4)
B} ,(x) = n[Bj_1u-1(x) = B _1(x)] (1.5)

Preuve.

En Différenciant B; ,,(x) = (’l.l)xi(l — x)""" selon la régle de produit, on obtient :

-(pJra-ard-2h
L

ooy
-

Ce qui établit la premiere formule (1.3) La deuxiéme formule est obtenue en différen-

ciant la premiere formule (1.3).

11



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

B! ,x =[B] ,(x)]
- [ﬂsim(x)]

x(1 —x)
_—nx(l-x)—(i—nx)(1-2x) i—-nx _,
- XZ(]. —X)2 Bl,n(x) + X(l _x) i,n(x)
_—nx(l—x) = (i —nx)(1-2x) (i-nx)*
- x2(1 —2X)2 Bz,n(x)+ mBz,n(x)
_—nx(1 —x)— (i —nx)(1-2x)+ (i —nx)? .
- x2(1 —x)2 Bz,n(x)
B —nx+nx2+2ix—i—2nx2+nx+i2—2inx+n2x2Bb
- i e
_ (i2—i)+(2ix—2inx)+(n2x2—nx2)B. (x)
B x2(1 -x)2 b
_i(i-1)-2i(n-1)x+n(n-1)x?
- X2(1 _x)2 Bi,n(x)

Enfin, on démontre la relation(1.5)

d d n! ; i
23 Bin(x) = E(sz(l —x)"

n—1i)!
B iz(;n—! TR A z("rz;)ln):xi(l X"
- 1)1!1(!;1—1')!’“1_1(1 0" i RN

=n[Bj_1,n-1(x) = Bj -1(x)]

12



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

1.4 Intégration des polyndomes Bernstein

Les polynomes de Bernstein sont intégrés sur 'intervalle [0,1]. Alors, on a la forme

1 1
B: =
L in(%) 1

OnaB;,(0)=06;0 et Bj,(1)=06;,

suivante :

Preuve. : On suppose que

n+1

Z Bjni1(x) = [Bis1,ur1(%) + Biso i1 (%) + Biy3 a1 (%) o, Buyrurr ()] (1.6)
j=i+1

D’apres la dérivation des polynomes de Bernstein

d

EBi,n(x) =n[Bi_1n-1(x) = Bj _1(x)] (1.7)

on dérive la formule (1.6) :

d & d d d d
Ix Z Bjpi1(x) = aBiH,nH(x) + EBi+2,n+1 + %Bi+3,n+l(x) +eoot ﬁBnﬂ,nﬂ(x) -

j=i+1

En récupérant dans ’équation (1.7) nous, constatons que :

= (n+ 1)[Bi,n(x) — Biv1,n(%) + Big1,u(X) = By n(x) + -+ + By () — Bn+1,n(x)]-

~——
0
Donc
d n+1
7= ) Binn = (n+1)Bj,(x).
j=i+1

Par l'intégration, nous constatons que :

1 1 n+1 1
|RECE lnﬂ Y Bj,m(x)} .

j=i+1 0

! 1
B: =
J;) l,n(x) n+ 1

13
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CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

1.5 Le développement de polynome-B en termes de la
base de Taylor

En utilisant le développement du binome (1 — )"~ nous avons : [2]

Biu(x) = (’Z)xiu ~x)"

LR{E

Pouri=0,...,n

Maintenant, si nous définissons le vecteur A;, 1,

Ajs ==[ 0,0,...,0,(=1)°()), (=)' (DTN (CL"™ G |

alors B; ,,(x) = Aj;1 T,,(x), pour i=0,1,..,n ou

Maintenant, si nous définissons la matrice A(n+ 1) x (n+ 1) telle que

Ay
A= A_z

J
An+1
alors

P(x) = AT, (x), (1.8)

ou



CHAPITRE 1. LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Et la matrice A est une matrice triangulaire supérieure donnée par

(-1)°(3) DY) e (DO

01O e (e

0 (=1)°("
et |A| =TT"_ ('), ainsi A une matrice inversible .
Nous pouvons obtenir A~! en utilisant la formule suivante : [7]
n—i
" U) i e
(a7 ;e

j . . .
0 s1 1>

15



Chapitre 2

Analyse de l'erreur

Dans ce chapitre, nous parlons pour approximation de fonction et analyse d’erreur et

I’erreur absolue.

2.1 Approximation de fonction

Soit X = (X, ||.||) un espace normé et supposons que x € X donné qui doit étre approché

par y € Y, ou Y est un sous-espace fixe de X. Nous notons par ¢ la distance dex a Y.
0=0(x,Y) =inf|lx -yl
yeY

Clairement 0 dépend de x et Y que nous gardons fixes, de sorte que le simple notation 6

soit en regle S’il existe yy € Y tel que
llx = oll = 6,

Alors y, s’appelle une meilleure approximation de x de Y.

Théoreme 2.1.1 Soit X un espace préhilbertien et M = () un sous ensemble convexe et fermeé.

Alors pour chaque x € X il existe y unique, y € M, tel que

S=inf|x—7|=]x-
y}nglx Dl = llx =l

16



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

Preuve.

Existence : on pose
o=inf |[x-7
inf lx— g
0, = inf ||x -7,
o= inf -]
soit 9,, = ||9,, — x|| une suite minimisante, c-a-d, 6, — 6 quand n — co. On montre que

(V)nenN est convergente il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy soit 9, 9, € M.

Identité du parallélogramme :
lla+Bl|* + lla— bl* = 2llal|* + 2|b||*

Onprend:a=x-79, b=x-7,

Alors
125~ (i + G 13~ 3l = 21~ 5l + 25,1
e~ DI 5 P = 2l 5P+ 2l
Comme WTﬁm) eEM ||x— @L;M)H > 0.

Par conséquent :
19 = Fnll® < 21l = Full® + 2llx = 7 lI” - 462
Comme 1im”—>00 ”x_}jn” =0 et hmm—>oo ||X _ﬁm” =0

lim |7, = §ull> < 207 +26% -46% =0

nm)—

(1,m)—>00
= (Ju)(nen) est donc de Cauchy de M qui est supposé complet.
Uniciteé :

Nous supposons que y,z € M tel que
lx-vll=6 et |lx—zl|=0
et on montre que y = z, par 1’égalité de parallélogramme

ly =z* =l(y - x) = (z =0l

=2|ly = x||* + 2|lx — z||* = ||(v + z) — 2|
(v+z
= 2l P + 2l 2P - 425D g

17



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

A droite %(y +2z) € M pour que
1
I5(p+2) =l > 5

Cela implique que la partie droite est inférieure au égala. 26% + 26% — 462 . Nous avons
I'inégalité ||y —z|| < 0, et clairement ||y —z|[| > 0 de sort que nous devons avoir I’égalité

Y=z ®

Lemme 2.1.1 Dans le théoréme (2.1), soit M sous espace complet de Y et x € X fixé, puis
z=x—7y et orthogonal a Y théoréeme(2.1) et le lemme(2.1) impliquent 'ensemble théoréme

suivant :
Preuve. voir [4] m

Théoréme 2.1.2 Pour chaque x dans un espace de Hilbert H et chaque sous espace fermé Y

de H il existe une unique meilleure approximation de x sur Y.

Le déterminant de Gram v, ,...,, est défini par :

WLy @y - YY)

@2,91) V2,¥2) - (V2.Yn)
Guy2--¥n) = . : : :

<yn;y1> <yn;yz> - <yn;yn>

ou (, ) désigne le produit scalaire. Nous notons également un critére utile impliquant G.

Théoreme 2.1.3 Les éléments y1,v,...,y, d'un espace Hilbert H constituent un ensemble

linéairement indépendant dans H si et seulement si :

G(v1,v2,-.V,) = 0.

Preuve.
Notre discussion précédente montre que dans le cas linéaire I'indépendance, G = 0.
D’autre part, si {y1,75,...,9,} des vecteurs linéairement dépendante, y;, est une combi-

naison linéaire des autres vecteurs. Alors la colonne j de G est une combinaison linéaire

18



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

des autres colonnes, de sorte que G=0. =
I1 est intéressant que la distance ||x — yy|| entre x et sa meilleure approximation v

(I'erreur de I'approximation) peut aussi étre exprimée par le déterminants Gram.

Théoreme 2.1.4 Supposons que H est un espace de Hilbert et Y est un sous-espace fermé
de H tel que dimY < oo, et {y1,v;...,¥,} une base quelconque pour Y. Soit x un élément
arbitraire dans H et yo la meilleure approximation unique de x dans Y. Alors

G(X,ylx}@---’yn)

, 2.1
G(Y1,V2,---» V) (2-1)

2
llx = oll” =

. oy Yuy2) - (YY)
@2y B2y o V29

G192 9n) =
Gwy1) Ywy2) - G Vn)
Preuve. Voir [4] m
Maintenant, supposons que H = L?[0,1] et Y = sous espace engendré {By,,,, By ,, .-, By,..}-

H est ’espace de Hilbert avec le produit scalaire défini par :

1
f,3) :jo f(hg(dt

Puisque H est I'espace de Hilbert et Y est un sous espace de dimension finie, donc Y
est un sous-espace fermé de H, donc Y est un sous-espace complet de H. Ainsi si f est
un élément arbitraire dans H, par le Théoréme 2, f admet y, comme unique meilleure

approximation dans Y, qui est

o e V;V¥y e Y :|If —oll <IIf —ll

Le lemme 1 implique
Yy e Y(f -v0,9) =0, (2.2)

comme yy € Y il existe des coefficients ¢y, c;...,c,, tel que

m

Yo = ZCiBi,n = CT(P!

i=0

19



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

ou

¢l =[co,cpp...,chl.

Par (2.2)
(f=c"¢,Bin) =0,

oui=_0,1,...,n Pour simplifier, nous écrivons
(P, p) = (f, P),
ou

1
) =f0 F()p(x)Tdx
= [<f’ BO,n)r <ffBl,n>v-w<f’ Bn,n)]'

La matrice (¢, ¢) (n+1) x (n+ 1) est une matrice carrée de ¢.Soit

1
Q= ($,p) = jo (x)p(x) dx,

alors )
ch = ( <x><i><x>de)Q—1, (2.3)
0

ou

0
Par le Théoreme (2.1.3) la matrice Q est symétrique et inversible.En utilisant

1
J;(l—x)rxidt:m ,i,r e NU{0}, (2.4)

i

nous pouvons écrire les éléments de Q comme :

1
Qis1),(j+1) = J; B; (x)Bj ,(x)dx

()0
()
(2n+1)(3")

i+j

20



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

oui,j=0,1..,n.

Aussi par (1.8), nous avons
1 1
_ T _ T
Q= | gLt dx = | (AT (NAT, () dx
1
=A U Tn(x)Tn(x)de]AT = AHAT,
0

ou H est une matrice de Hilbert célebre,

—1 1 1 i
2 3
n+1
LI 1
H = 2 3 4 n+2
11 1 _1
n+l n+2 n+3 2n+1

21



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR

2.2 Analyse d’erreur et I’erreur absolue

Dans cette section nous donnerons la méthode de I’analyse de l’erreur. Soit y(x) la
solution exacte et p,,(x) la solution approchée. Maintenant, nous définissons l’erreur

e, comme e, =p(x)—v,(x). Alors |e,;| = [p(x) — v,,(x)| comme erreur absolue. [9]

Corollaire 2.2.1 soient y,, et y,,,1 des solutions approchées. Alors, on peut trouver I'analyse

de l'erreur en utilisant I'inégalité de triangulaire,

19() = Y, (| = [9() = Y, O < [P, (X) = i, ()]

Si les erreurs ne sont pas trop rapprochées, nous pouvons trouver une limite supérieure
approximative pour les erreurs. Nous pouvons examiner la limite supérieure comme

suit. Si 'ordre d’erreur est inférieure alors

193~ Jer (1= 1905) = 32l = (1 = ONp(x) = () 25)
< [ga(0) - g, 0 < c <1 2.6)

ou
99~ I (O] < [905) = 9] < 3y ()= ) (27)

ou
93) = B (9] = €lp(x) = () 28)
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Chapitre 3

Les matrices opérationnelles

Dans ce chapitre, nous allons parler pour des matrices opérationnelles des polynomes
de Bernstein d’intégration P, différentiation D et produit C respectivement sont donnés

par:

fo $(1) ~ P(x)
d

()= D(x)

TPp)Pp(x)" = p(x)"C

Ou ¢ = {¢pg(x), Pp1(x),...,P,(x)} et c un vecteur arbitraire.

3.1 Lamatrice opérationnelle des polynomes-B d’intégra-
tion

Soit P est une matrice opérationnelle d’intégration, d’ordre (n+ 1) x (n+ 1) alors : [2]

jx¢(f)dt ~Pp(x), 0<x<1
0
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CHAPITRE

3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

Par (1.8), nous avons

[ |, 1dt
X
x x |, tdt
J G(t)dt = AJ T, (t)dt=A| "0
0 0 :
X
[, t"dt
X 1 00 0 X
X 030 0 || x?
=A| 7 |=4|, * . |
n.+1 T, 1 ‘ 1
] 1000 e g [l
= AAX,
ou A est une matrice (n+1)x(n+1)
1 00 0
1
A 0 50 0
000 L
et
X
X2
X=|.
Maintenant, nous rapprochons les éléments du vecteur X par les termes de{B; ,}!_,.
Par (1.8), nous avons T,(x) = A~ ¢(x), alors pour k =0, 1...,71,
Xk =A o), (3.1)

ou A;ilest le rang (k+1)de A™! pour k =0,1,...,n, c’est - a-dire

A7l
-1
Al =] 2
-1
An+1
Ainsi nous devons juste approcher x*1.
En utilisant (2.3) et (2.4), nous avons x"*! ~ cLl(l)(x).
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CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

et ensuite

Soit

Nous avons

(o)
2n+1
( J;a )
) ()
c — Q—l J‘l xn+1¢(X)dX — Q ! (2n+1
ml 0 2n+2| Y
()
(3ri1)
_qui-
/43
Xt [¢(x)
A
-Cn+1
_qui
[43
B = :
A
-Cn+1-
X
J‘¢0Mt:AAB¢uL (3.2)
0

et donc nous avons la matrice opérationnelle d’intégration comme

P = AAB. (3.3)

Exemple :la matrice opérationnelle d’intégration pour (n = 3) : [8]

1263 193 71
280 840 840 280
L VAN A
—12 2 2 2
p=|280 250 8 P
80 280 28 280
o0 A VAR
80 840 840 280



CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

3.2 La matrice opérationnelle des polynomes-B de diffé-
rentiation

Dans cette section, nous voulons obtenir une formule explicite pour les polynomes-B de
matrice opérationnelle degrée n de la différentiation. Supposons que D est une matrice

opérationnelle de différentiation, d’ordre (n+ 1) x (n+ 1) alors : [2]

d
T (x)=D¢(x) 0<x<1.
De (1.8) nous avons,
(P(X) = ATH(X),
et ensuite
0
p 1
- - Al 2x ,
~(x) |
nx;’l+1
[0 0 O 01 1
1 00 0 X
—Al0 20 of| x* |,
0 0 0--- nf[x!

=AN'X/,
ou A’ est la matrice (n+1)x(n)
0 0 0--- 0
1 0 0--- 0

A=|0 2 0 0

et i i
1
X
X =| x?
o




CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

Maintenant, nous élargissons le vecteur X’ en termes de {Bi,n}?:() en utilisant (3.1) nous

pouvons écrire X’ = B'¢(x) ou

_AII_
A—l
2
B =|A5'],
A
ensuite
d
P (x) = AA'B’ ¢(x),

donc, nous avons la matrice opérationnelle de différentiation comme :
D =AA'B.
Si nous approchons yy(x) =~ c¢T¢(x) alors pour n > 2 ( n l'ordre des dérivées), nous

obtenons

y"(x) = T " (x) =" D" ()
Exemple :la matrice opérationnelle de différentiation : [8]

* pourn=2

* pourn=3
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CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

3.3 La matrice opérationnelle des polynomes-B du pro-
duit

Dans cette section, nous cherchons a obtenir une formule explicite pour les polynomes-
B de matrice opérationnelle du produit de degré n. Supposons que c est une matrice
arbitraire (n+ 1) x 1, alors la matrice opérationnel de produit C est une matrice d’ordre

(n+1)x(n+1) chaque fois que : [2]

T p(x)p(x)T = P(x)C.
Par (1.8) et comme c?¢(x) =Y ", c;B; ,(x), nous avons cT ¢(x)¢p(x)T
= (" () Tu(x)"AT), (3.4)
= [T p(x), x(cT Pp(x)), x*(cT Pp(x)),..., x" (T p(x))]AT, (3.5)
- iciBi,Ax), n ¢i(XBj(x)), n ci<x2Bi,n<x>>,...,icxx”Bm(x)) AT (3.6)
= = = =

Maintenant, nous approchons toutes les fonctions kai,n(X) en termes de {B;,} pour

i,k=0,1...,n Soit

Par (2.3), nous avons
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CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

En utilisant (2.3) et (2.4),

(HQ™
T On+k+1

pour i,k=0,1,---,n

Donc,

[l
o]

j,n(x)[iclef’ (3.10)

i=0

k,i
i= OcleO

T Y- Oclel

=¢(x) P (3.11)

i=0 Cle?’gl
= (P(X)T[ek,O;ek,l:"'zek,n]c (312)

= (x)" Crp1, (3.13)
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CHAPITRE 3. LES MATRICES OPERATIONNELLES

ot Cyyq = lex,0-€k1, " »exn]c et k=0,1,---,n. Si nous définissons une matrice (n+1) x
(n+1) C =[C,Cy,---,C,y1] alors par (3.6) et (3.13) nous aurons

n n n n

ToEP)T =] ) ciBin(x) ) il Binx)) ) cilx? Binlx)) o, ) cilx",Bin(x)|AT

i=0 i=0 i=0 i=0
= (P(X)T [Cl’ CZ! Tty Cn+1]AT

= p(x)TCAT.

Donc

T Pp(x)Pp(x)" = p(x)"CAT (3.14)

donc nous avons la matrice opérationnelle de produit comme

C=CAT.
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Chapitre 4

Tests numériques sous matlab

Dans ce chapitre, nous appliquons quelques exemples en utilise logiciel MATLAB.

4.1 Exemples

4.1.1 Premier exemple:

En considérant ’équation d’Emden-Fowler :
77 2 7
y )+ +y(x)=0
y'(0)=0 »(0)=1

sin(x)
X

La solution exacte de cette équation et y(x) =
Applications de la matrice opérationnelle d’intégration :

Nous supposons que la fonction inconnue y(x)est rapprochée de
y"(x) =c"p(x)
En utilisant (3.3) et la condition initiale

y'(x) =" P(x)
y(x) = c"P?p(x) + dp(x)

oudle(x)=1
1 5 19
8 2% 0.00392 0.0500 0.2583
P=|30 % f—% P?2=10.0550 -0.0167 0.1667
1 -1 7 0.0583 0.0292 0.1225
60 12 60

31
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CHAPITRE 4. TESTS NUMERIQUES SOUS MATLAB

En remplacant les équations (4.2)-(4.3) dans (4.4), nous obtenons

cTo(x)+ %cTch)(x) +cTP2Pp(x) =0
cTPPp(0)=0 cTP?p(0)+1=1

(4.6)

Ainsi , nous avons

1 5 19
Sl i
co(l—x)2+2xc1(1—x)+c2x2+%(co,cl,cz)% 6 I”_% 2x(1—x) |+
1 -1 2
m —z AN
0.00392 0.0500 0.2583
(co,c1,¢2)| 0.0550 —0.0167 0.1667 2x1 X)
0.0583 0.0292 0.1225
D’apres la condition initiale on a
1 1 1

ey — ~ =0
600 30 T602 "

0.0392¢¢ + 0.0550¢1 +0.0583¢c, =0
Ona x € [0,1] si on pose que x = 7 implique que
5.210¢9+0.9778¢c1 + 0.0583¢, = -1

co=—0.1918; ¢; = —0.0213; ¢, = 0.1491

Alors la solution approchée

(1-x)?
pY/(x) = (—0.1918,-0.0213,0.1491) | 2x(1 — x)
x2
vy (x) = =0.1918 + 0.341x — 104>

2 3 4

X X X
=-0.1918— +0.314— —10"*=—+1
Vo(x) >t 3 T

En appliquant la méme méthode pour n = 3 nous obtenons :
2 3 4

5
Y1(x) = —0.6661 +2.15287 ~2.1528°—+ 10742 +1
2 6 12 20
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CHAPITRE 4. TESTS NUMERIQUES SOUS MATLAB

1.02 T 1.02
sol exacte

sal app (n=2)

T T
sol exacte
sol app (h=3)

Ficure 4.1 : La solution exacte et les solutions approchées de I'exemple 1 pour n = 2 et
n=3.

X y(x) n=2 p(x) = po(x)] n=3 p(x) =91 (x)]

0.1 | 0.998334166 | 1.000453999 | 2.119833 x1073 0.99701036 1.233806x 1073

0.2 | 0.993346666 | 0.996582653 | 3.235987 x173 0.989261361 4.085305x1073

0.3 | 0.9850675 0.99278119 | 7.71369x1073 0.962275432 0.022792068

0.4 | 0.973546666 | 0.9800512 | 6.504534x1073 | 0.9665082611 | 7.0384049x1073

0.5 | 0.958854166 | 0.982566145 0.023711997 0.95034360336 | 8.49901x1073

0.6 0.94108 0.97677892 0.03569892 0.934360336 6.719664 x1073

0.7 | 0.920334166 | 0.970957332 | 0.0506293166 0.9168008 3.533366x1073

0.8 | 0.896746666 | 0.965415253 0.068668587 0.897072998 3.26332x1073

0.9 | 0.8704675 | 0.960466532 0.089999032 0.874093312 3.625812x1073

1 ] 0.841666660 0.956425 0.11475835 0.846355 4.688334x1073

TaBLE 4.1 : Les résultats numériques pour 'exemple 1

4.1.2 Deuxieme exemple:

En considérant le probleme de valeur singulier : [9]

p"(x)+ ey (x) +p(x) = g(x) (47)



CHAPITRE 4. TESTS NUMERIQUES SOUS MATLAB

1
3 avec g(x)=6x+x>+3x%ex

La solution exacte de ce probleme est yp(x)=x
Application de la matrice opérationnelle de différentiation

On cherche la solution approchée on utiles polyndome de Bernstein avec n = 2

Yo(x) = coBo 2 (x) + ¢1 By 5(x) + ;B 5(x) = ¢’ ¢ (x) (4.8)

vo(x) =" D' (x) (4.9)

vg(x) =T (D' ¢(x) (4.10)
-2 -1 0 2 2 2

D'=[2 0 2] (D')?=|-4 -4 4] (4.11)
0 1 2 2 2 2

En remplacant les équations (4.8), (4.9), (4.10) dans le probleme :

cT(DY)2p(x) +excTD p(x) + cTp(x) = 6x + x> + 3x2ex (4.12)
cTp(0)=0; cPp(1)=1 |

D’apres les conditions aux limites,ona:cy=0; ¢, =1
2 2 2\ (1-x)7? 1 -2 -1 0)((1-x)7? (1-x)?
(0,c1,1)] -4 -4 —4|2x(1 =x) [+ex(0,c;, 1) 2 0 =2|]2x(1 —x)|+(0,¢c1,1)[2x(1 —x)
2 2 2 x? 0 1 2 x2 x2
—6x—x3—3x2e% =0

On pose x = % on a I’équation suivante :

—7
—€1-0.27773=0 & ¢; = ~0.18515
(1-x)

o(x) = (0,-0.18515, 1)[2x(1 - x)] =—0.3703x + 1.3703x2

x2

En appliquant la méme méthode pour n = 5 nous obtenons :(cy = 0; ¢; = 0.11661 x

107 ¢, =0.7x1071%; 53 =0.10; c4 = 0.40; c5 = 1)

v1(x) = —1.17x1071%%°-2.32x1071%x*+1.000000001x°~1.6322x10~x*+0.58305x 10" x
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sal exacte

sal app (n=2)

*  sol exacte
—=—=s0l app (h=5)

09r

0gf

07F

06

0sf

04}

03f

02F

0.1k

0z . .
a 02 0.4

06 08 1 0 02

04 06 OB 1

FiGure 4.2 : La solution exacte et les solutions approchées de I'exemple 2, pour n = 2 et

n=>5.

X y(x) n=2 [9(x) =po(x)l(n = 2) n=>5 [9(x) = p1(x)|(n = 5)
0 0 0 0 0 0
0.1 1073 -0.023327 0.24327 1.000000043 x 1073 43x107 11
0.2 8x103 [-0.019248 0.027248 8.000000059 x 1073 5.9x 10711
03] 9x1073 | 0.012273 0.077727 0.0270 0.018
04| 64x1073 | 0.071128 0.007128 0.063999 1077
0.5] 125%1073 | 0.157425 0.032425 0.124999 107
0.6 | 2161073 | 0.271128 0.055128 0.215999 107°
0.7 | 343x1073 | 0.412237 0.069237 0.342999 107
0.8 ]512%x1073 | 0.80752 0.068752 0.5119999 107°
0.9]729%x1073 ] 0.776673 0.047673 0.728999 107

1 1 1 0 0.999999 107°

TaBLE 4.2 : Les résultats numériques pour l'exemple 2
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0.35 T 0z

018+
03k B
016
025 1 il |
012+ R
02r B
01 B
015+ R
0.05+ B
o1k il 0.06 B
0.04 + g
00ar B
002+ g
o 0.2 0.4 06 08 1 0 0.2 0.4 0E 0.8 1

FiGURE 4.3 : L'erreur absolue de I'exemple 1, pour n = 2 et n = 3.

w10
0.07
erreur abs (n=2) arreur abs (n=5)

006 sar 1
3 . |

0.0s
281 1

0.04
2F 4

0.03
15+ 1

0.02
1 - -
0.01 ask |

0 1 1 1 1 ] 1 1 1 1

a0 0z 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1

FIGURE 4.4 : L'erreur absolue de I’exemple 2, pour n =2 et n = 5.
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Conclusion

Dans ce mémoire, et a partir des propriétés des polyndmes de Bern-
stein, nous avons déterminé les matrices opérationnelles des polynomes de

Bernstein, d’intégration P, de différentiation D et du produit C.

Ces matrices nous ont aidés dans les méthodes numériques utilisées
pour résoudre les probléemes mathématiques tel que, équation différentielles,

équations intégrales,calcul de différentielles, calcul d’intégrales.

A partir des matrices opérationnelles définies ci-dessus, nous avons
trouvé des méthodes numériques facilement a appliquer pour résoudre les
problemes mathématiques, et qui nous ont fourni des résultats trés précis,
comme le montre les exemples précédents dans le mémoire, on a remarqué

que chaque fois que n grandit, le convergence vers la solution et tres rapide.
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Résumeé

Dans ce mémoire, on s’appuie sur plusieurs propriétés des polynémes Bernstein.
On a pu trouver que les matrices opérationnelles de I’intégration p, de la
différentiation D et du produit C sont dérivés. Un procédé général de former ces
matrices est donné. Ces matrices peuvent étre employées pour résoudre des
problémes tel que le calcul des variations, des équations différentielles, de
contrble optimal, et des équations intégrales

Mots clés : polyndme Bernstein ; matrice opérationnelle ; équation différentielle
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Abstract

In this memory , by pressing propertiers polynomial Bernstein ,one could find
that, operational matrices of integration P, differentiation D and product C bare
derived. A general procedure of forming these matrices are given. These
matrices can be used to solve problems such as calculus of variations,
differential equations, optimal control and integral equations.

Keywords : Bernstein polynomial; operational matrix; differential equation



