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Notations

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins
prennent leurs valeurs dans ’ensemble 1, 2,3 tandis que les indices grecs prennent, a
I’exception de ¢, leurs valeurs dans I’ensembles 1,2. La convention de sommation par

rapport aux indices et posants répétés est adaptée.
» I3 : La matrice unitaire d’ordre 3.
» [, : L'application identité.

1sii = j

» 6;j : Le symbole de Kroneker ¢;; = { Osii %] -

» () : Domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipschitzienne) de IR® .

» o :second tenseur (d’ordre 2) des contraintes de Piola-Kirchhoff .

» E :tenseur des déformation de Green-Lagrange E(u) = %(Vu +Vul +Vu-vuT).
» FT detF, cof F : transposé de F, déterminant de F, matrice des cofacteurs de F.
» A =(Ajjki),S = (Sijk) : tenseur d’ordre 4 de rigidité, de souplesse.

» w : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipschitzienne) de R? .

» S la surface moyenne de Q).



»(ay,a,,a3) : (resp(a',a?,a’)) base covariante (resp. contravariante) associée a la surface

moyenne S.
» (91,92, 93) :(resp(g', g%, ¢°)) base covariante (resp. contravariante) associée a Q.

»a,p,bap : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure

associées a S.

»g;i i(resp ¢'/) composantes covariantes (resp. contravariantes) du tenseur métrique

associée a Q) .

>1"(f; : symboles de Christoffel bidimentionnels.

> I’l’; : symboles de Christoffel tridimensionnels.

> = 9]-74 - I’Z.];vk : dérivée covariante de v.



INTRODUCTION GENERALE

Une coque mince est une structure tridimensionnelle caractérisée par épaisseur tres
petite par rapport aux autres dimensions caractéristiques. Autrement dit, c’est une
surface plongée dans 'espace admettant une petite épaisseur. Ce type de structure
apparait d’une facon naturelle dans la nature (feuilles d’arbres,...), dans le corps humain
(arteres,branches,...). Aussi dans les constructions courantes(pont,toitures,...)et dans
la conception industrielle(aile d’avion, carrosserie d’automobile, barebrise, turbines,

pieéces mécaniques,...).

Grace a la courbure de la surface moyenne, ces structures qui sont légeres résistent
mieux aux sllicitations et aux efforts subit. La faible épaisseur de ces structures est
exploitée dans la modélisation des coques 3D par des modeles 2D posés sur la sur-
face moyenne. L'avantage direct de cette modélisation est rencontré dans l’analyse
numérique par éléments finis. Si on utilise les structures 3D, les calculs peuvent
échoués(phénomene de verrouillage). Par contre, si on utilise les approximations 2D de
ces structures les résultats sont meilleur. Cependant, il faut signaler que les problemes
de la modélisation par éléments finis dequelques structures minces 2D peut tomber en

défaut.

La méthode utilisée dans ce mémoire pour 'approximation ou le passage 3D— 2D
est la méthode des développement asymptotiques formels.

Le travail de mémoire est composé de deux chapitres.



Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels sur ’élasticité non linéaire

tridimensionnelle non homogene et anisotrope.

Dans le second chapitre, on présente ’analyse asymptotique d’une coque non linéai-
rement élastique non homogeéne et anisotrope en utilisant la déformation de la coque
comme inconnue du probleme,et a la fin en annexe, on présente quelques éléments sur

la notion d’anisotropie.



Chapitre 1

ELASTICITE NON LINEAIRE SUR
UNE COQUE MINCE



CHAPITRE 1. ELASTICITE NON LINEAIRE SUR UNE COQUE MINCE

1.1 Elasticité non linéaire 3D

Soit Q) un ouvert borné connexe de R? de frontiére I' = dQ) suffisamment réguliére
et soit Q) I'adhérence de Q) dans R3. Dans toute la suite, 'ensemble Q représentera
le volume occupé par un corps matériel au repos “etat non déformé” et sera appelé
configuration de référence. lorsque l'on travaillera sur (), on dira que l'on adopte la
description Lagrangienne. Le corps matériel est encastré sur une partie de sa frontiere
[ ¢ T (mes(Iy) > 0) et est soumis a des forces surfacique h sur I ( [ NI} = 0), et
volumique f sur (). Sous 'action de ces forces le corps matériel, va se déformer dans
I’espace. Le point matériel initialement situé en x vient occuper une nouvelle position
= p(x).

L'application ¢ : Q — R3 s’appelle une déformation du corps (configuration de
référence). Uensemble ¢(Q)) s’appelle La configuration déformée correspondante. Lorsque
'on travaillera sur ¢(Q2) en termes de la variable y, on dira que I’'on adopte la description
Eulérienne. Du point de vue mathématique le passage de I’'une a l'autre description n’est

qu'un changement de variable.

Propriétes de I’application ¢ :
1. @ suffisamment réguliere (afin que ce que l'on écrit ait un sens).

2. @ injective sur () (de facon a interdire I'interpénétration de la matiere).

3. ¢ préservant l'orientation de I’espace (det Vo (x) >0, Yx € Q).

(voir Ciarlet P.G. [2])
A toute déformation ¢, nous associons un déplacement u, qui est le champ de

vecteurs u : QO — R3défini par la relation :
P = Id + U. (1.1)

Il est clair que, écrire les équations en déformation ou en déplacement est totalement
équivalent, mais les déformations ont un caractere plus intrinseque que les déplacement

en mécanique des solides.
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Notons par Q% = (p(ﬁ) sa frontiere I‘(;p = ¢(Iy), Tl(p =), et F: Q — M3 le
gradient de la déformation ¢, F = Vg = I3+Vu. On dit que la déformation est admissible
si elle vérifie :p(x) = x, Vx € I,

Nous supposons que le corps occuppant la configuration déformée Q¢ est soumise
a deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant a
un champ de vecteurs f¢ : Qf — R3 et forces appliquées de surfaces définies sur
une portion T = ¢(T}) de la frontiére I'?, correspondant a un champ de vecteurs
h? I‘fp — R%.

Si @ est une déformation dérivable au point x € Q, le tenseur des déformations de

Cauchy-Green a droite C = V.V, apparait en formant la quantité :
lp(x +ox) — qo(x)l2 = 6xTV(pT(x)V(p(x)6x +0(|6x]%), x, x + ox € Q), (1.2)

il joue un role fondamental en théorie de 1’élasticité.

On dit que @ est une déformation rigide, si Vo (x) = Q, Vx € Q, telle que Q est une
matrice orthogonale et detQ > 0, on a alors C = I3 dans Q (théoremel.1.2, Ciarlet P.G
[3]).

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green- Saint-Venant E (voir Ciarlet
P.G[2])

E(u):%(C—I3):%(Vu+VuT+Vu.VuT), (1.3)

mésurant I’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur E

est symétrique E;; = Ej;, il est non linéaire.

1.2 Lois de comportement des matériaux elastiques

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second tenseur
de Piola-Kirchhoff o et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant E, ces
relations dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que ’ensemble Q dans la configuration de référence

est occupé par un matériau élastique.
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Définition 1. On dit qu'un matériau est élastique si en tout point x € Q, le second
tenseur de Piola-Kirchhoff o est une fonction de x et le tenseur des déformations de
Green Saint-Venant E.

En premieére approximation, on peut chercher des lois de comportement dans les-

quelles la relation entre o et E est linéaire, (voir[2]) :
o(x)=A(x):E(u),YxeQ, (1.4)
ou : A désigne le tenseur d’ordre 4 de rigidité du matériau. Son inverse, le tenseur

de souplesse S.m

1.3 Probleme variationnel

Soit Q un domaine de IR?, de frontiére Lipschitzienne I'. On considére un corps élastique,
encastré sur une partie de sa frontiere Iy C I', dont la configuration de référence est
Q. 1l est soumis a des forces de volume de densité f = (f;): Q — R3 et a des forces de

surface de densité h = (h;): I} —» R3, I} =T /T,

A chaque déformation ¢, on associe 1’énergie | (¢) différence entre 1’énergie interne

I (@) et le travail I (¢) des forces extérieures.

J () =1(p)-1(e). (1.5)

Pour un matériau élastique non homogene et anisotrope, I’énergie interne I (¢)
s’exprime comme l’'intégrale sur () d’une densité d’énergie W (x, V) (énergie de défor-

mation) dépendant de la variable d’espace et du gradient de la déformation.

I(p)= L W(x,Vo) dx.

L'expression de W dépend du type de matériau qui constitue (). Si on considere un
matériau non homogene et anisotrope et tel que la configuration de référence est

naturelle, la densité d’énergie W est de la forme

W (x,F) = % A(x): E(F).E(F),
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tel que E est le tenseur de déformation

E(F)= %(PT.F—Ig,),

et A est le tenseur de rigidité du matériau d’ordre 4.
Si la coque est soumise a des forces mortes volumiques f et a des forces mortes sur-
faciques h sur la partie I} du bord, le travail des forces extérieures s’exprime également

sous une forme intégrale sur la configuration de référence.

l(q)):f f.@ dx+f h.p da.
Q n

Un état d’équilibre est alors décrit comme un minimiseur ¢ sur un espace de

déformations admissibles de la fonctionnelle J (V).

J(p) =inf] (V).
v
L’existence de solutions a ce probleme de minimisation est établie, si W vérifie
certaines conditions de croissance, de coercivité et de quasi-convexité. La polyconvexité
implique la quasi-convexité. Dans ce cadre, Ball. J. M [1] a prouvé ’existence de solutions

pour un solide hyperélastique homogene, telque

W (F) = %(trE(F))Z +utr(EX(F))+o(|E(F)),

et les coefficients A et y sont les coefficients de Lamé du matériau, et de choisir
W(F) — +ocosidet(F)— 07,
W(F) = +oosidet(F)<O0.

Par la suite, on s’intéresse a des solides élastiques de type non homogenes et aniso-
tropes, pour lesquels la densité d’énergie W n’est pas quasi-convexe (voir Pantz. O [4])
et les problemes d’existence ou de non existence sont encore largement ouverts.

Une coque mince est une surface plongée dans I'espace qui admet une petite épais-
seur. Physiquement, le probleme posé est celui de trouver la déformation ¢ qui minimise
I’énérgie | sur (2 dans un espace fonctionnel approprié, on profite alors de la structure
de la coque pour se placer dans un systeme de coordonnées curvilignes plus adapté
pour étudier le comportement asymptotique de la déformation ¢ quand l’épaisseur de

la coque tend vers 0.
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1.4 Géométrie d’'une coque mince

Nous commengons par définir une surface réguliére et les formes fondamentales associé
a cette surface, pour plus de détail on renvoie a Ciarlet. P. G.[2].

Soit @ un ouvert borné connexe de R?, de frontiére Lipschitzienne y. On note un
point x = (x,) de @. Soit O € C3 (6, IR3) une application injective telle que les deux
vecteurs a, = d, 0 soient linéairement indépendants en tout point de @. Les vecteurs a,

forment la base covariante du plan tangent a la surface S = 6 (@). On définit le vecteur

LAWY

L les trois vecteurs

normal unitaire en tout point de la surface moyenne S par a3 =
de la base a, sont linéairements indépendantes, alors deta,z > 0. On définit la base
contravariante associée (a/g) par af.a, = 0qp €t on la complete par le vecteur a3 défini
par a® = a3. De plus, en tout point de S, la premiére forme fondamentale (le tenseur
métrique) de composantes covariantes 4,4 ou de composantes contravariantes a%f, la
seconde forme fondamentale (tenseur de courbure) de composantes covariantes b,g
ou de composantes mixtes bg et les symboles de Christoffel bidimensionnels Ff; sont

donnés par :

Aap = aa.aﬁ,a“ﬂ =a%.af (1.6)
baﬁ = _(aaa?))-aﬂ; bgz = aﬁg-baa (1.7)
I‘O‘Z* = 1“;; =af.d,a (1.8)

L’élément d’aire de S est v/adx, ou
a:det(aaﬁ),a>0. (1.9)

La surface S étant définie, précisons maintenant l’idée intuitive qu’une coque est

une surface a laquelle on a ajouté de I’épaisseur. Pour tout ¢ > 0, on définit les ensembles
Qf =wx|-¢+e[ I} =wx{+e}, [ =wx{-¢}, [ =y x[-¢ +e€], (1.10)

et une application injective (c’est le cas lorsque ¢ est petit, [3]) ©¢ : Q¢ — R par :

Vx© = (x1,%p,%5) € Qf,0¢ (x6) = 0 (x1,xy) + x5a3 (x1,x7) € Q= O (@) (1.11)

9
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Pour ¢ suffisamment petit, les trois vecteurs définis par gF = d70°¢ sont linéaire-
ment indépendants et définissent une base covariante en tout point de Q¢. La base
contravariante associée ( gi'g) est définie par gf.g/"¢ = 0;j- On définit alors les compo-
santes covariantes gf] = gfg; et contravariantes g’/ = ¢g"*.¢/* du tenseur métrique,
les trois vecteurs de la base(g;)sont linéairement indpendants, alors det(gfj > 0). On
définit I’élément de volume +/g€dx* et I’élément de surface det(VO?)|| (V@f)_T n||dS¢
ou g¢ = det (gf] ), ainsi que les symboles de Christoffel tridimensionnels 1“1-];'8 = gp"g.a]&fgf =
I’ﬁé Pour l'application ®¢ définie précédemment, 1’5'38 = I’ff =0

Dans toute la suite, on utilise la convention de notation suivante : les notations
comportant un chapeau sont exprimées dans un systeme de coordonnées cartésiennes,
celles sans chapeau étant exprimées dans un systeme de coordonnées curvilignes.

La coque, dont la configuration de référence est i = oFf (@), est encastrée sur la
partie [ = (FOS) ou I = yy x [-¢,+¢€], yo C ¥ de longueur non nulle, de sa surface
latérale T¢ = ©¢ (T€). Sur ses faces supérieure ¢ =@ (['%), et inférieure [ = ©¢(I¥), elle
est soumise & des forces de surface notées ht € (L2 (I/’E U I:_E))3 et a des forces de volume
]?E € (L2 ((/2\5))3 Sous l’action de ces forces, la coque subit un déplacement noté u¢ :
0 5 R Le champ de déformation associée est ¢ = I;+ uf. En notant o¢ le second

tenseur des contraintes de Piola -Kirchhoff et E¢ le tenseur des déformations de Green

Saint-Venant.

10



Chapitre 2

LA JUSTIFICATION D’UN MODELE
DE COQUES NON LINEAIRE EN
FLEXION PAR DEVELOPPEMENT
ASYMPTOTIQUE DE I’ENERGIE

11



CHAPITRE 2. LA JUSTIFICATION D’UN MODELE DE COQUES NON LINEAIRE EN
FLEXION PAR DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE L’ENERGIE

On considere une coque élastique mince d’épaisseur 2¢ est petite par rapport a ses
autres longueurs caractéristques, de surface moyenne S (S = 6 (@), w est un ouvert de
R?, 0 ¢€C3 (a), 1R3)), constituée d’un matériau élastique non homogene et anisotrope, la
coque soumise a des forces de volume et de surface. Le probleme variationnel donné
sur cette coque en coordonnées curvilignes posé sur un ouvert dépendent de ¢.

L'objectif de ’analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solution
lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela il est important de poser le probléeme sur un domaine
indépendant de ¢, on associe a toute fonction, une fonction “mise a I’échelle” sur le
domaine fixe. On suppose ensuite que les données liées a la géométrie admettent un
développement limité autour de la surface moyenne de la coque, et que la défomation

“mise a I’échelle” admet un développement asymptotique commence par ’'ordre zéro.

2.1 Formulation du probléme tridimensionnel

On consideére une coque Q¢ = 0¢(Q)¥) de surface moyenne S = 6(w), (w est un ouvert
borné connexe de R? de frontiére v, 0 ¢€ C3(5, IR3)) et d’épaisseur 2¢ > 0(¢ est petit),
constituée d’un matériau élastique non homogene et anisotrope. la coque est soumise
a des forces mortes volumique ]a et a des forces mortes surfacique he sur les faces
supérieure et inférieure l:f et [¢ et encastré sur la partie I:;g (l:g€ =yox[-L+1] yo Cy),
aussi la coque subit un champ de déplacement noté par u¢, le champ de déformation
associée est

@ =1+ ut. (2.1)

En notant E¢ est le tenseur des déformations de Green- Saint-Venant. L'espace des

déformations admissibles est :
Ay (()\f) = {\I//\f € (W1'4(£/)\5))3, WE est injective sur Qs det(ﬁg q’\f) >0

dans QF, W¢ = I; sur fg} (2.2)

On peut associer a toute déformation W¢ I’énergie

F () = T (%) - (7). (2.3

12
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FLEXION PAR DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE L’ENERGIE

La forme linéaire I€ est le travail des forces extérieures

(@)= [ FEaws [ RS (2.4)
Q¢ I‘EUI“é

tandis que I¢ (\/I’\é) est I’énergie interne
F(T)= [ W (@ va) i (2.5)

Pour un matériau élastique non homogene et anisotrope, la densité d’ énergie interne

WE est de la forme

we (J/CE,F) == Alé]kl (E)EE(P)EE (F) pour F matrice 3 x 3, (2.6)
ou
—~ 1 T
E(F)= [FT.F-1], (2.7)

—_—

Af = (A‘f].kl) est le tenseur de rigidité vérifie

- A;]kl c L“(Qf)
Af]kl Ajglkl Alilz] = Ail]l _ (2'8)
dc>0, Af]lelez] > CT]T VT T]‘?i
Plus précisément, on a
WE (58, VeWe) = = A¢, Ef (WF) Ef (V9),
ou
B (%) = 5| (797)" (79 - 15| (2.9)
2

L’état d’équilibre de la coque d’épaisseur 2¢ est décrit comme étant la solution du

probléeme :

Trouver® € Ay (Qf), tel que
PE(Q)] = o (© )7; ) - (2.10)

JE(#7) = infigca, @) (V)
Dans le cas général, il nexiste pas de solution ¢¢ au probléme variationnel présenté.
Ceci tient entre autre au fait que la fonctionnelle énergie J¢ n’est pas semi continue

inférieure faible pour la topologie W14 (ﬁ\é ;IR3).

13
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FLEXION PAR DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE L’ENERGIE

2.2 Position du probléeme en coordonnées curvilignes

Le probleme précédent donné sur cette coque en coordonnées cartésiennes, étant mal

adapté a I’étude des coques, alors on réécrit le probléeme en coordonnées curvilinéaires.

Les vecteurs de base covariantes et contravariantes et les symboles de Christoffel as-

sociées, le tenseur métrique et le tenseur de courbure de la coque Q)¢ et de la surface

moyenne S sont données dans la section 1.3(chapitre 1), le probléeme précédent est

donné en coordonnées curvilinéaires par

P (Q)F) Trouverp® € A;(Q¢),tel que
J€(9f) = infgeea, ) J° (WE) -
ou

JE(WE) = 1 (WE) = 1 (W),

J‘& € (x) AT (x°) Ef (WF) gy (W) dxf

E(PE) = j Ve (x6) frewedx +j Ve (x6)h e WEdSE,

Ul
1
& ms,& & & &
Efy (W) = = (87 W) W, ~ 8

1”] 8‘ £ — I‘II; “v; (dérivée covariante de v°),

Ag(QF) = {‘I’g € (W1’4(Q€))3, W€ est injective sur QF, det(V® W¢) >0
dans QF, W* =0 = 0 + x5a; sur I|}.
tels que
x& = O (xF),Vx¢ € QF,
FE(x) = F2(xF) = F£ 0 ©F (x) = £ (x%) gf (x°), Vx® € QOF,
B (x€) = b (xF) = BF 0 ©F (x°) = B (x°) g (x°), Vx* € If UTY,

WE (x€) = B¢ () = PE 0 ©F (x) = W (x) g™ (x°), Yx € QF,
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A (x°) = A% (X)) = AT 0 ©F (x) = ATTKIE (x€) g (x°) g (x°) gt (x°) gf (x), Vx© € QF, (2.22)
tels que A® = (Aijkl"') vérifie :

AijklLe (xs) e L® (Qs)
Aljkle — pjikle — Aklije — Akljie . (2.23)
1C> O,Aijkl’g’lfi]"(kl >C TijTij, V’Ci]' =Tji

2.3 Mise a l’échelle

2.3.1 Passage au domaine fixe

Les solutions ¢ du probleme tridimensionnel sont définies sur un ouvert ()¢ dépendant
de €. Afin de réaliser une analyse asymptotique, il est utile d’effectuer un changement
d’échelle afin de se ramener a un domaine fixe. On définit les ensembles suivants
Q =wx]-1,+1[ ainsi que I' = y x[-1,+1], [ = yo x [-1,+1] et I, = ¥ x {x1}. On note
x = (x;) un point de Q et on pose d; = aixi.

On construit I'application bijective 7t¢ de Q dans Q¢ définie par :

7t x = (x1,%0,x3) € — 7" (x) = x° = (x1, %, €x3) € QF, (2.24)

dou: d, =d, et d5 = %83.
A toute fonction k¢ définie sur ()¢, on associe la fonction “mises a 1’échelle” définie

sur () par

ke (x)=k(e)(x),x* € QfxeQ, (2.25)
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on définit ainsi les fonctions

P(e)(x) = ¢ (x), fl(e)(x) = 7 (x),
AT () (x) = AR (x9), g(e) (x) = §° (x9),
ge)(x) = g"(x), gile)(x) =g (x*),
Eqj(e)(@(e) = Ej; (@), J(e)(¥(e) =] (W),
I(e)(W(e) = IF(P), 1(e)(W(e) =1 (¥F),

TE(e)(x) = r’; (x%),¥xf € Qf et x € Q,

W (e)(x) = h"(xf) pour x* eTEUT et xeT, UL

Le probleme P (Q¢) est équivalent au probléme suivant :

{ ](ETrouvergo( €) € Az(Q)tel que (2.26)

)(p(€)) = infy()en, )] (€)(W(e))

ou I’éspace des déformations admissibles est

Ay (Q) = {\I’(e) € (W1’4(Q))3, W (¢) est injective sur Q, det(V(e) W(e)) >0

dans Q, W (¢) = I, sur T} (2.27)

et
() (W (€)= 1(e) (W (6)) — L&) (W (e)), (2.28)
I(e) (W (e)) = e2 j\/* ) AT (€) (x) Eqj () (W () Egu(e) (W (e) dx,  (2.29)
—ej VRO s [ G@H O eds. 230

Nous supposons que le tenseur de rigidité défini sur w x |-1,+1[, A(¢) est indépen-

dant de ¢, c’est a dire qu’il existe un tenseur A indépendant de ¢ tel que :

Ve>0,Yx e Q, A (x1,X,,6x3) = A(x). (2.31)
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Nous notons A (x) les composantes du tenseur A(x) sur la base (gi(¢)(x)). Quand

A (¢g) vérifie la condition (2.31), nous avons :

Alikl (x) e L= (Q)
Aijkl( ) = AJikl (X):Akll]( ) = Aklji (x) ) (2.32)
AC>0,VxeQ, Alikl (x) Tkl Tij >C Ti]"l'i]',v Tij = Tji

Nous allons lors de I’analyse asymptotique identifier une loi de comportement
limite.

Pour tout x = (,x3) € Q, nous pouvons décomposer A (x) sur la base
a; (y).a; ().ax (v).a1(y) -
Autrement dit, A (x) s’écrit
A(x)=AT(0) (x) a; () @a; (¥) @ ar (¥)®a (1), (2.33)
Nous définissons, pour x = (y,x3) € (3, un tenseur D (x) par
D (x) = D7 (x)a, (p)®ag () ®ay, () ®as (),

ou

DY (x) = AP0 (0) (x) - A%PP3(0) (x) djj (x) A7 (0) (x), (2.34)
oud(x)= (dl] (x )) est la matrice inverse de la matrice (Al3]3 (0) (x)).
2.4 Procédure du développement asymptotique

On note P (¢)(Q) le probleme consistant a déterminer ¢ (¢) telle que

P(Q) Trouverp® € A;(Q)),tel que
Jé (@) = infyea, )] (V)

ou I’éspace des déformations admissibles est

(2.35)

Ay (Q) = {\P(e) € (W1'4(Q))3, W () est injective sur 2, det(V(e) W(e)) >0
dans Q, W (¢) = 1; sur [}}.
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Les données du probléme P (¢)(Q)) liées de la géométrie de la coque admettent les

développement en puissances de ¢ suivants
g(e) =a+0(e),

o (€)= ay +ex3d,a3 = a, —exzby a°,

gij(e) =a;; + Z(Exa)kgf]-, 8ap = —2bag
keIN*

et gi3(€) = 9;3, g3 (¢) = as,
gij (¢)= al + Zex3g"‘ﬁ’1 + O(Ez), g”‘ﬁ’1 = ZQMbg
keR

et g% (¢) = di3, 8% (6) = g (6) i (6) = 4% + ex3g™ + O(ez), g™ = bya,.

k _ k0 k1 2
Fi]-(e)(x)—l“ij +ex31’i]- +O(€ ),

,0 * X ,0 X i, ,1 X ,1
DV =T 20 = by, T0) = b8, T30 = T80 = 0,175 = —b7, , T2} = —bgb,,, TV;' = b3,

ap ap’ tap ~ a3 ap =~ "Yalp tap T a3
1 -1 o
Tels que
bgla = aabg + I“,ff;bg - Fcf;b;’,
on pose

+00

i .
g(e) ()=1Ja)+) (Ve ) (x) &, vxeQ.
i=1
Nous postulons que le déformation ¢ (¢) admet un développement asymptotique en

puissances de esous la forme :
&)= +ep' +e2p? +... (2.36)

Nous pouvons reformuler la suite des problemes P(¢)({)) comme une suite de problemes

récursifs simples

Proposition 2.4.1 La solution ¢ (&) = °+eq@! + e2@? + ... de la suite de problémes P () est

pe ﬁ Adn

n=-3

telle que
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ol

Adm+1={q’€Adm1]”UP)=(;gf ]”CF)},
€AY n

et

Ay 3= {‘If € (W1'4(Q;IR3))]N : Z\P”e” €Ay (Q)}.

n

On désigne par P, le probléme consistant a déterminer 1’ensemble des minimiseurs
de J" sur A, ,. Cette proposition signifie simplement que ¢ (¢) est solution de la suite
récursive des problemes variationnels P,.

Preuve. (D’apres Pantz [4]) La démonstration s’effectue par récurrence. On note P,
la proposition

n
@E(wAM:A%n
p=-3

D’apres le dévelopement de ¢, P_3 est vraie. Il suffit donc de montrer que

Pn = PYH—l'
Pour tout W € A, ,,,
n [o'e]
J(©) (W)= ) JP(0) &l +e"|J"(W)+e ) JUIP (D) P, (2.37)
p=-3 p=0
De plus, pour tout p < n, comme W € Ad,p+1;
JP(W)= _inf JP(W). (2.38)

\I’EAd,p
On pose
n
M" (¢) = Z _inf  JP(W) &P,
p:_3 \I]EAd_p

D’apres (2.37) et (2.38), pour tout W € A, ,,

J(e) (W) =M"(e)+e™|]" (\y)+ei]”+1ﬂ’ (W) &P |. (2.39)
p=0
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On rappelle que @ est défini par I’hypothese 1. Supposons que P, soit vraie. Dans ce
cas, pour tout € > 0,

J(e)(@)=_inf J(e)(¥).

VeAs,
De (2.39), on déduit que pour tout € > 0,

]”((p)+€i]”+”p((p) ¢’ = inf []”(\y)wi]”“ﬂ?(\y) ep]. (2.40)

VeA
pZO € Ad,n PZO

Pour tout a > 0, il existe P, € Ad,n tel que
"(W,)< inf J"(V)+a.
] ( 0() \IJIE in ( )

D’apres (2.40) on a donc pour tout €

]n ((p)+€Z]n+l+p((p) eP < []n(\Pa)+€Z]n+l+p(\Pa) ep]
p=0 p=0

IA

o
inf J"(W)+a+ e[Z]”+l+p (W) ep],
Ve Ad n
, Py
et faisant tendre ¢ vers 0, il vient

] (@) < Wienjdlnfn (W) +a,

et

J'(g) <, inf J"(P),

c’est-a-dire, comme @ € A,
(2= Ad,n+lf

et P,.; est vraie. m

2.4.1 Calcul des termes du développement asymptotique de ’éner-
gie
On rappelle que E¢ est le tenseur de déformation, que E (¢) est défini par :
E(e)(W(e)) = E°(¥F)

et que

E(e)(¥(e) = E(e) (WO +eW! +..).
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Les tenseurs de déformation

~ 1 ..
E3||23(\I') = E(aljasq'ioas\yjo)
1¢ .. g i
E5f(®) = 3 [al](ag\l’ioa3\l’jl + 93 W003 W) - (93 WOT W0 + 3 WITEOBY) + x5 g7 ag\yﬁaNQ]

¢ .. N
0 1 1 11+1,0,gy0 11k,0\0 0 0
ESpp(¥) = 5[a795 9! 959! —a (959 T + 05 /T 00) + W) Wi — 1]

T¢ .
1 1 2 2 1 11L0y,1 11k, 0\ps1
E35 = 5[“”[(93‘1’1- 93W +03W 03 ) - (3 [ W) + d3 W 57, )”+

Ly 110L14,0 11k,147,0 21k,0\7,0 21104140 k,0\1,011,0\3,1 k,0\yy 11,0
5 (07 [-x3(03W T 0 + 03 W TS Y) — (95 WPTS O + 05 W) + (T T W+ TS0 T w

Ly i k00, 01L1ys0 , 1k 10710y, 0 51 1 1 11104770 17k,04,0 | 1k0y,0
[ o 0T 0+ T T g (9590 - DT — w0 T

Ly ij L k,
E3s(¥) =5 [47](959! 0597 + 950205 + 95W20502) — (95 T3 W7 + 05 W' 150 02)+] |

1 ij 31+1,0\,0 31k,0y1,0 2+1,04,1 21+k,0v/1
1 G R CA R R AR A e AR T s R A v ]|

3

ij [k O\ OrLog2 | T7hOgy21i3\yw0 | rhkOgylplogl
1 b A RV R |

N | =

Ly i 3pLhgyl 1k 1yl 2L 1L\gyO 21k 10
w5 [0 [ @5 W+ 03 T Y 03P ) + 05 WL |
Ly k0 0Lyl o 1kl 11bogs® | k0 1ehlgs0 o 1k lygs0vLloygyl
5 [a7 [ 05 T T T T T P+ T T |

k ~j3
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1 2 111,240 1k 20 k0 01h2us0 1k 2uy0rhowgs0 1k 1ys01bl gy 0
5 [0 [23(9: W T W0 + 05w T2 W0 — TSP - AW P - T T |+

1 ; k,0 1,0 11 k,0 k1 Loy 0y
> 238721 [(93 %) — T35 W)(95 97 — T3 W = x3 L5 WP) + (9597 — Ty Wl — x3 Ty W) (959 — Ty W)

1 5 k, L
3 [x38792(95W) ~ T3 W)(95 %y — T3 )]

17 .
-1 _ 0 0 1,0 0
E5lp(¥) = 5 [a10590(95 00 - 10w

1 ..
0 _ 1 k,0\1,0 0 1,0\1,0
Egp(W) = E[alf(a3\1g. ~T5090) (05w - Tw)|

1r ..
1 _ 1 k04,0 1 1,0yys1 1,1 3,0 2 k,0\p,1 k,1\3,0 0 |
Ep(W) = 5[ [0 ~T5 W00 ~Tig" B —xs T 00) + (9597 ~ T MW — T W) (99 - T,

1 k, l,
+5 [x3 g7 (959 T2 W0) (9 WY ~ T, ﬁo\lflo)]

11 4 1 k00 2 pL0ygy2 LIyl _ 27L2\yo
(@) = 5 [T (@591 - 150002507 - T2 - xTh ! - e

T k, k, 1, l,
(479592 ~T5°W! - x3T5 00 (0, W - 10! — s Tl |
ij 3 _ k02 kgl _ 21k 2\yo 0 _1Loyo
+=[a7[(9597 - LW - x5 T W - 3157 W) (95w - 170w ||

1 ) , I, I
x3g)/(5,1 [(83\117/1 _ ry30\yk0)(aﬁ\ll(§1 _ réﬁoq]ll — x3r5ﬁl \Illo)]]

[ k,0 k1 1,0
+3 ;977 [(93\;/72 ~DW! - D W09, WY - Ty \Iflo)]]

1 5 k, l,
+5238702(05Wy T3 W)(9p Wy ~ T W)

1r ..
0 0 k,0\340 0 1,050
EOKH/?’(\II) = E [al](aaq]i _ria \yk )_ (aﬁq]] _r]'[)) \I]l )—aaﬁ]

1 ..
1 0 k,041,0 1 L,0y1s1 L1140
Exp(W) = 57 (9290 ~TL0W0)(0p %) ~ T B! —xsTig )]
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I 1 kOl k10 0 +L0y,0
307 (0.9 - T — T 90) (0,9 - T )]

1 !
+ 1387192 W) - TIPW) (90 ~ Ty B0) ~ x3 g4

1 ..
2 0 k,0y1/0 2 1,0yr,2 L1y, 1 1210
Eqpp(W) = 587 (0 W = TP W)(9pW7 ~ T B — xsTig B! — o[

L ij 1 pkOgl k10 L0 1 110
+5a7(0 V7 =L W —x3 L W) (9 Ty —xs D7)

L ij 2 k02 k.20 0 1LOy0
5079 T W =3B W) (0 W - T )

1 .
220387 (00 W) ~ T W)(9p Wy ~ T W' — 3T )

op op
1 K k L0
+5x387 71 (Do Wy — T W — x5 W) (9 W5 — T )
1 - !
33387202y ~ T W) (9 Wy - Ty W)
-2 _ ko _ : Iyl _ :

-1 _ -1 _ 0 _ p* _ k I _ k,1

(2.42)
gk, gfj et 1“:;1 se trouvent dans les développements asymptotiques de g'/ (¢), gij (&) et

1“1]; (&) respectivement.

2.5 Modele en flexion non linéaire

On suppose qu’il existe deux fonctions f2 € (L2 (Q))3 et hde (L2 (ryu 1“_))3 telles que :
f(e)(x) = e2f2(x) pour tout x € Q, (2.43)

h(e)(x) = 3h3 (x) pour tout x e T, UT.. (2.44)
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lemme 1

Les fonctionnelles I(¢), I(¢) et J(e) admettent des développements asymptotiques en

puissances de ¢

I(e)(W) = L= 5 I"(W)e"
He)(W) = Lois "(W)e”, (2.45)
J(e)(W) =Ll 5] (W)e"

2.6 Reésolution des premiers problemes variationnels

Dans cette section, on résout les problemes P, pour n négatif. Les problemes P_3 a P,
sont indépendants des forces appliquées. On montre que les solutions de ces problemes

sont les éléments @ tels que

2.6.1 Problemes sans forces extérieures

Proposition 2.6.1

J-,/ ) A%33(0) E5fy (W) E3fs (W) dx. (2.47)

Preuve. D’aprés la section précédente,

)= J, e 47100 B 9 B ()

d’aprés le lemme 24, seuls les termes E 2 sont non nuls

3|13

E—Z

33 (W) = 5 (959 959 +a*f () 959, 959

1
2

)= 5 J N 47 0 B ) 5 )

On a donc

d’ou la conclusion. m
Les éléments W de A; _, qui minimisent /=3 sont donc les éléments W tels que
83\1130 83\1130 + a“ﬁ (3}) 83\Ij£ 83\11[30 =0, (248)
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alors

(l3 (y) 83\1]30 83\1130 =0= 83\110 =0 sur Q,

d’apres (2.48) d;\¥, = 0, alors
;w0 =0 (2.49)

appartenant a
Ag_s _{\ye(w14 (BR?)) Z\P”e”eAd }
C’est a dire
Ag_p= {\If € (W1’4(Q;1R3)) ;W0 =0, W =0et W0 =1I,surlp,n> 1}. (2.50)
On vérifie aisément que pour tout W € A; »,

-2
E3||3

(W) = Ej3 (W) = E5, (¥) = 0.
D’aprés les expressions de ]2 et J~! , ceci implique

]_2 :O,]_1 =0et ]0 =0surAy_,.

Tout les éléments de A, _, sont des minimoseurs de /=2 sur A, _,. En d’autre termes,

Aj_1=A;_odeméme, A;o=A,_; (dapres la définition)

Ago=A4-1=44-2

1 ..
= L \/a(y)A’]kl'OEi”]-O(W)EI?HZ(\IJ)dx

inf]! est attaint si EO (W) =0Vi,j

illj

1
Es3(W) = - (a” W0 Wi+ (P5)5)° = 1) =0

1 )2 3 0 2
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\113?|3_+1
Eq3(W) = ;(“ ‘1'79||a‘1'a(|)| + Wy, Pj5) = 0
Wy, Wyys = 0
W = 0ou); =0

1
Eqp(¥) = >(a vowld wo 4wl wl

e Pl + Yo Pajip — 3ap) = 0

3 0 1 _
a”Wy, W33 —aap = 0

a3
\Ij3||a\ll3||3 dap

0 1 klO 0 1 1 0 ikl,1 0
JA(0, W, j aly) [ AT (B (W) EG (W) + Ejy (V) (9) + x5 AT Ef (0)ER

, ijk1,0E0 0

infJ? existe aussi lorsque El” (W) =0V1i,j
On substitue (2.43) et (2.44) dans (] (¢)), on obtient a l'ordre &3

kl,
POV R ) = f Valy) [ATOEf (W)ER () + B} (W) By (W) + Ef (W) ()] dx

kll 0 1 0 2 ikl,2 -0

J Valy) s AT (Ef (W) By (W) + Ejy (W) EQy (W) + x3ATH 2 E] (W) Ry, (W)] dx
klO 0 1 1 0 ikl,1 =0

j V8! s AT ER (W) By (W) + Ejyy (W) (W) + x3ATH B (W)ER, (W) | dx

J 2@ AOES (W) k”l(\p)dx—fg\/@f’\yﬁdx—j Va(y)h'wds

I,Ur
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Conclusion

Dans ce travail, on effectue I’analyse asymptotique d’'un modele tridimen-
sionnel de coques non linéairement élastiques, constituées d’un matériau
non homogene et anisotrope. On choisit la déformation de la coque comme
inconnue du probléme de minimisation de la fonctionnelle de I’énergie, et
on applique la méthode des développements asymptotiques formels, avec

I’épaisseur de la coque comme petit parametre. On obtient :

Dans le cas ou I'éspace de déformations inextensionnelles n’est pas réduit
a 0 et si les forces appliquées de volume sont d’ordre 2 et que les forces
appliquées de surface sont d’ordre 3,d’apres la méthode des développements
asymptotiques formels,on obtient les ordres successifs des tensseurs de

déformations de l'energie J.

L’étude des premiers termes de ces développements montre que ¢° le
premier élément du développement asymptotique de ¢(¢) est indépendant
de x3.

Vue le temps limité (3 moins et demi), le travail n’a pas été achevé. Reste

a déterminer le probléme bidimensionnel en exploitant le fonctionnelle J3
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Anexxe Anexxe Anexxe

Régularité du domaine (ou de la frontiére)
Cetraines propriétés des espaces de Sobolev nécessitent certains degré de régularité

de la frontiére dQ) du domaine Q.

Définition 2.6.1 Soit Q un ouvert borné de RN, et soit V un espace fonctionnel défini sur
RN-L. On dit que dQ) est de classe V si pour tout point x, € dQ il existe un réel r > 0 et une

fonction g € V tel que (a un changement de systéme de coordonnées si nécessaire) :
QN B(xg,r) ={x € B(xp, 1)/ xny > g(x1,...,xn-1)}
B(xg, 1) = {x € RN/ ||lx = xol < r}.

On dit que Q) est un domaine lipschitzien si V est un espace des fonctions lipschit-

ziennes.

On dit que () est un domaine de classe C" si V est un espace des fonctions de classe

cm.

Il convient de préciser les notions "anisotropie” et "non homogene", qui sont tres
pertinents pour le type de problemes aux limites issus de 1’élasticité a étudier. A cet
effet, supposons que nous voulons mesurer les propriétés d’un milieu élastique donné a

I’aide d’un systéeme donné de coordonnées.

Loi de Hook généralisée

La définition d’un matériau anisotrope trouve son origine dans la loi de Hook
généralisée qui établie les relations constitutives du matériau. Ce sont les relations entre
le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations. Cette loi s’exprime sous la
forme

o=Aeoue=S0o

avec 0 = (oj;) est le tenseur des déformations, e = (¢;;) est le tenseur des contraintes,

A = (AiiM) est la matrice de rigidité et S = (S7/¥) est la matrice de souplesse avec S = AL
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Anexxe Anexxe Anexxe

Ces éléments vérifients les relations de symétrie suivantes :

Oij = Ojir €jj=¢€jj
Aijkl = Ajikl = AKlij = Aijlk
Sijkl = Gjikl = Sklij = Sijlk

Profitons de ces relations de symétrie afin de simplifier la loi de Hook comme
suivant.

Utilisons dans la suite des notations contractées :

011 = X1, 023 = X9, 033 = X3, 023 = 033 = Xy, 031 = 013 = X5, 012 = 021 = Xg;,

e11 =Ey, e5p = E,, €33 =E3, ep3 = €3, = 5E4, €13 = €31 = 3Es, €1 = €15 = 3 Eq.

En utilisant ces notations contractées, la loi de comportement ¢ = Ae se transforme

en une relation plus simple qui est

> = BE

avecY = (%), E = (E;), B=(BY) est une matrice 6 x 6 symétrique

La relation entre les éléments de la matrice A = (A’/*) est les éléments de la matrice

B = (BY) est déterminée par les relations suivantes :

ij(oukl) «— I(ou])
11 «— 1
22— 2
33 «— 3
230u32 «— 4
130ou3l «— 5

21loul2 «— 6

Ces relations peuvent étre écrites sous une forme plus condensée :
i sii=j
I= IR
9—-1—-7 s1 1]
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[ = k si k=1
| 9-k-1si k=l
De méme la relation e = So peut étre transformée en une relation plus simple sous

la forme E = CY..

L'énergie de déformation du matériau est définie par

1 1 1
W==0Te==eTAe==0"So=-ETBE==x"C>.
2(76 26 e 20 So > > C

Pourque I’énergie de déformation soit positive il faut que les matrices A, S, Bet C

soient définies positives.

Matériau non homogene : On dit qu’un matériau est non homogeéne si les propriétés du

matériau sont fonctions de I'emplacement du systéme de coordonnées.

Anisotropie : c'est la tendance d’un matériau a réagir différemment aux contraintes
appliquées dans des directions différentes. Autrement dit, si nous trouvons que les propriétés
du matériau sont fonctions de l'orientation du systéme de coordonnées on dit que le matériau
est anisotrope (on dit aussi triclinique).

I1 est donc possible d’avoir les quatre combinaisons suivantes de corps élastiques :
«isotrope et homogene », « anisotrope et homogene », « isotrope et non homogene» et «
anisotrope et non homogenes ».

Un milieu élastique anisotrope dépend de 21 parametres indépendants (les coeffi-

cients élastiques).

Plans de symétrie

Les matrices de rigidité et de souplesse (de type 6x6) contiennent (chacune) 21
constantes élastiques indépendantes. Ce nombre peut étre réduit si le matériau posséde
des plans de symétrie matériel.

Soit O = (O;jj)1<;,j< une transformation (matrice) orthogonale (0oT =oTo =1).
Il transforme le systeme de coordonné X en X" via la relation X* = OX ( X7 = O;;X;

). Alors les coefficients élastiques A'/k"* dans le nouveau systéme de coordonné sont

donnés par la relation

AT = 0;,0;,0k, 01, AP,
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Quand Ak = AlikL est a dire
ATM = 0,,0,,04,01,APT, (2.51)

on dit que le matériau possede une symétrie par rapport a O.

Un exemple de matrice de rotation pour laquelle la symétrie précédente est satisfaite

est
-1 0 0
O=| 0 -1 0 |=-I
0 0 -1

Dans ce cas on dit que le matériau anisotrope posséde une symétrie d’inversion
centrale.

On remarque que tous les matéraux élastiques anisotropes posseéde cette symétrie
d’inversion centrale.

Les cas extremes de matériaux élastiques anisotropes sont les matériaux tricliniques
et les matériaux isotropes. Le matériau triclinique ne possede pas de symétrie rotation-
nelle (rotational symmetry) ou plan de symétrie de réflexion (refletion symmetry). Par
contre le matériau isotrope possede une infinité de symétrie rotationnelle et plan de

symétrie de réflexion. Pour un matériau isotrope les coefficients Ak sont définis par
ijkl
AT = 083361 + (811651 + 011051 (2.52)

ou A et y sont les coefficients de Lamé, A > 0, u > 0, tels que :

Ev o E
Axo)(1-20) ¥ =201 +0)

(2.53)

ou les constantes E (module de Young) et v (coefficient de Poisson) vérifient les inégali-
tés:E>0,0<v<3.

Les coefficients (2.52) vérifient la relation (2.51) pour toute matrice orthogonale O.

Théoreme 2.6.2 Si un matériau élastique anisotrope posséde une symétrie matériel par
rapport a la matrice orthogonale O, il posséde aussi une symétrie matériel par rapport a

oTf =01,

32



Anexxe Anexxe Anexxe

Ce théoreme indique que si un matériau possede une symétrie par rapport a X3
d’une rotation d’angle 6, il possede aussi une symétrie par rapport a X5 d’une rotation

d’angle (-0).

Théoreme 2.6.3 Si un matériau élastique anisotrope posséde une symétrie matériel par
. ) ]) . N . P4 . P4 .
rapport aux matrices orthogonales O" et O”, il posséde aussi une symétrie matériel par

rapport a O = O’0O”.

Ce théoreme indique que si un matériau possede des plans de symétrie en 6 =0 et
0 = 0 alors il possede aussi des plans de symétrie en 6 = -0 et 6 = 20,,. En général,
le matériau possede des plan de symétrie en 0 = k6, k un entier positif ou négatif

quelconque.

. Mateériaux monocliniques

Le premier type de matériaux qui sont définis par moins de 21 parametres indépen-

dants sont les matériaux monocliniques, ils dépendent de 13 coefficients indépendants et

contiennent un plan de symétrie élastique (xoy par exemple). Leur matrice élastique
sont décrites par les 3 types

T

ftbpF5.1889in2.866in0inFigure Typel : plan de symétrie en X3 =0 (c-a-d, = E)

[ By Bz Bis 0 0 By |

By; By 0 0 By

81— Byz; 0 0 Bs

Byy Bys O
Sym B55 0
Beg

Type2 : plan de symétrie en X, =0 (c-a-d, 6 = % ou =0)

[ Bjy Bix Bz 0 Bys 0]
By Bz 0 Bys 0
Bss 0 Bzs O
B2 =
By 0 By
Sym. Bss O
Bes
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Type : plan de symétrie en X; =0 (c-a-d, 6 = 0)

[ Biy By Bz By 0 0
By; Bys By O O
_ B33 B34 0 0
B3 = By 0 0
Sym Bss Bsg
Bge
. Matériaux orthotropiques

Ce sont des matériaux plus simples qui contiennent 9 coefficients indépendants, ils

admettent 3 plans de symétrie élastique 6 =0, 6 = % et = 7( (par exemple : xoy, x0z

2
et yoz). Leur matrice élastique sont décrites par

[ Bjy By Bz 0 0 0
By, Byy 0 0 0

- By 0 0 0
By 0 0

Sym. Bss 0

Bge

o . Ly T
Matériaux trigonales : Ils admettent 3 plans de symétrieen 6 =0, 6 = — et

0= —3 Le nombre de coefficients indépendants est 6. Leur matrices sont représentées

sous la forme :

[ Byg Bio Bz By 0 0

Byy Bz —Big O 0

- Bz 0 0 0
By O 0

Sym B44 0

3(B11—Byy) |

Matériaux tétragonales : Ils admettents cinq plans de symétrie en 6 = 0,

|

T T T .. s .
1713 et = E.Le nombre de coefficients indépendants est 6. Leur matrices sont
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représentées sous la forme :

[ Bjy By Bz 0 0 0
By By O 0 0
.- By 0 0 0
Byy O 0
Sym B44 0
Bge |

Matériaux hexagonales : . Les plans de symétrie sont le plan X3 = 0 et tout plan
contenant l’axe X3. L'axe X3 est un axe de symétrie.Le nombre de coefficients indépen-

dants est 5. Leur matrices sont représentées sous la forme :

[ Bj1 Bip Bz 0 0 0
- Bz 0 0 0
Byy 0 0
Sym B44 0

3(B11 —Byy)

Matériaux cubiques : . IIs admettent 9 plans de symétrie. Leur normales sont sur

, ) . T
les 3 axes de coordonnées et sur les plans de coordonnées faisant un angle de 7 Avec les
axes de coordonnées. Le nombre de coefficients indépendants est 3. Leur matrices sont

représentées sous la forme :

[ By Bi2 B;, 0 0 0
By B, 0O 0 0
. B, 0 0 0
Byy O 0
Sym B44 0
Byy |

Matériaux isotropes : Tout plan est un plan de symétrie. Le nombre de coeffi-

cients indépendants est 3. Leur matrices sont représentées sous la forme :
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[ By By, By, 0 0 0
Byy By 0 0 0
5 - ;3 0 0 0 _
3(Bii = Bi2) 0 0
Sym. 3(B11 - By) 0
i 3(B11 —B12) |
[ A+2n A A 00 0]
A+2p A 0 0 O
At 2p 2 8 8 , ou A et p sont les constantes de Lamé.
Sym. u 0
B

Theoréme de Ball. J. M :
s0itQ) un domaine dans Re® et W : Q) x M3 — Re fonction d’énergie interne vérifier

les propriétés suivantes :

a) polyconvexe :pour tout x € Qil exist une fonction convexe W (x,.) : M3 x M?> x

10, +00o[ — Re tel que

W (x,F,CofF,detF) = W(x,F)pour toutF € M*>

la fonction W (., F,H, §) est mesurable pour tout(F, H, ) € M> x M3 x |0, +oo]
b) im0+ 1 (x,F) = 400 pour x € Q

c) coercive : sioent a, B, p,q,r des constantes tels que

p
>0,p>2,g> ,r>1
a>0,p q p—lr

W (x,F) 2 a([IFIP+ICof FI|"+ (detF)' ) + B
pour tout x € QetF € M

soit I' = Iy UI; une partition da-mesurable de la frontiere I'de Q) avec [[; > 0, et

soit @ : [y — Re>fonction mesurable tel que
D= {l/) e WP (Q);CofVip € L1(Q);detVip € L7 (Q), 1 = pyda-a.e.only;detVip > 0a.e.dans (C
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est

soit f e LP(Q)), he L7 (I7) et
L:peW!'P(w) > L(y):= j@f'¢dx+J; h-yda

une forme linéaire continue
soit

J)= | W vy ds-Lw)
avec infyeq /(1) < +o0

Alors il existe aux moins une fonction ¢ tel que ¢ € @ et J(¢) = infyeq J ()
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Résumé

Dans ce travail, on effectue I'analyse asymptotique d'un modele
tridimensionnel de coques non linéairement élastiques, constituées d'un
matériau non homogene et anisotrope. On choisit la déformation de la
coque comme inconnue du probleme de minimisation de la
fonctionnelle de I'énergie, et on applique la méthode des
développements asymptotiques formels, avec |'épaisseur de la coque
comme petit parametre, et on faisant des hypotheses sur les forces
appliguées et selon la propriété de la variété associée des déformations
inextensionnelles admissibles, on trouve le modeéle bidimensionnel non
linéaire de coque non homogene anisotrope en flexion.

Mots-clefs: Analyse asymptotique, Modéle de coque, Elasticité non

linéaire.
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Abstract

In this work, we consider the asyptotic analysis of a three-
dimensional model of nonlinearly elastic shells, constituted by a non
homogeneous and anisotropic material. We choose the deformation
ofthe shell as unknown of the problem ofminimization of the functional
of the shellas small parameter and making appropriate assumptions on
the applied forces and on the properties of the associated manifold of
admissible inextensionnels displacements. We find the nonlinear bi-
dimensional model of the flexural sells.

Key-words Asymtotic analysis, shell model, nonlinear elasticity.



