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Résume

Ca travail entre dans le cadre de analyse numériglugue les problémes qui
décrite les phénomenes physique aux systemes dasats linéaires traitent par
programmation a I'aide d’'un computer. Ce tache lsasées méthodes mathématiques
diverses. Dans ce travail nous entamons d’étudseédjuations différentielles partielles,
a titre d’exemple sur ce ci, nous pris I'équatiencthialeur (poisson) dans une cavité
pleine, par la méthode mixte (volume finis, élémsditis) et a la fin on a arriver de
connaitre la distribution de températures danscan#é, pour les différents cas.
Mots clé : méthode des volumes finis, méthodeséksrfinis, méthodes mixte
Abstract

That work enters in the setting of numerical analyas the problems that
described the phenomena physics to the systerhe ¢ihear equations treat by
programming with the help of a to compute. It stddased on the various mathematical
methods. In this work we start to study the paditierential equations, as an example
on this, took us the equation of heat (poissom) full cavity, by the mixed method
(finite volume, finite elements) and one has aravéhe end to know the distribution of
temperatures in a cavity, for the different cases.
Key words: finite volume methods, finite elemerthods, mixed methods
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GENEGALITES

[. INTRODUCTION

La simulation numérique des écoulements et dufeerde chaleur et de masse est
devenue un outil indisponible et privilégié dansspturs disciplines telles que
I'aérodynamique, les turbomachines et lI'industritoanobile. La simulation numérigue est
surtout utilisée pour tester et départager lestayanojet. Les projets seront impérativement

vérifiés expérimentalement en soufflerie.

l.I. les avantages de la simulation numérique

La simulation numérigue permet la réduction du teuhp la conception (design) et du
développement d’'un projet donnée. La conduit détuele expérimentale en soufflerie passe
par la conception d’'un modeéle qui consomme énorménetemps et d’argent, alors qu’en
simulation numérique on peut rapidement, facileneémpour un moindre codt tester plusieurs
configuration géométrique, un large éventail de e Reynolds, de nombre de
Mach,...etc. la seule limite étant la capacité dudhmeur a analyse le flux énorme de donnée
issues du calcul.

On peut aussi tester un large éventail de conditis difficiles, voir impossible a
réaliser expérimentalement tel que certains proetede combustion, le cas des trés hautes

températures, et certaines catégories d’écoulementstationnaires.

Alors que lors d’'une étude expérimentale il est tti#ficile de mesurer un champ
global de pression ou de températures, en simalationérique 'obtention de toutes les

variables dans la totalité du domaine de calcutédise avec un minimum d’efforts.

L’avancement spectaculaire de l'informatique a dai¢ les calculateurs deviennent de
plus en plus performants en vitesse de calculpaaté de stockage des données sans oublier
gue les prix de telles machines sont en baissdamn®ar contre du coté expérimentale les
eéguipements nécessaires deviennent de plus es@iysiquées et colteux. En conclusion la
conduite d’'une étude numérique dévient de pludendronomique est abordable

contrairement aux études expérimentales. [1]
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L’investigation numérique est de moine en moinsscommatrice d’énergie puisque
les calculateurs deviennent de plus en plus ragtitess méthodes de calcul plus élaborées et
efficaces. La disponibilité des machines multi ggseurs et de type vectoriel ne fait que
réduire les tempes nécessaires a la simulatioprdessseurs de plus en plus complexe. Le
développement de telles machines a permis d’utidies méthodes plus précises et
gourmandes en capacité mémoire telle que la stironleirecte pour le traitement de la

turbulence.

l.Il. quelques domaine d'application
* Aviation : aérodynamique des profils d’ailes ugbsdans I'aviation (portance traine)
Industrie naval : hydrodynamique de coque et eagbbmersible.
*Production de I'énergie : combustion, moteurs ae€Cturbines a gaz (perte de charges...)
* Turbomachines :
*Refroidissement des équipements électrique : mashournantes et circuits électrique.
*Génie- chimique : mélange, séparation, polymeres...et
Environnements : dispersion des polluants (airem
* Architecture et sécurité : climatisation, ventibetj vent...etc.
*Génie- civil : Grand ouvrage, pont, tunnel,...etc.
*Océanographie : fleuve, océans,....etc.
*Bio- médical : protheses, écoulement du sang, tisaizon...etc.
*Industrie automobile : optimisation du design, @trsation...etc.
*Balistique : aérodynamique des projectiles (mi¥sile
*Les jets industriels : injecteurs, refroidissemaant film, chambre de combustion,
cheminées.
LI1l. définition
C’est I'obtention d’informations qualitatives etajitatives sur des processus tels que
I'écoulement d’'un fluide ou transfert de chaleules réactions chimiques.
Pour cela on utilise d’'un coté :
Des calculateurs électronique (P C’s, station d®utau super computer vectoriel) et
d’un autre coté des disciplines tels que :
Les mathématiques
L’informatique

La physique du probléme étudie
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La qualité des résultats obtenus dépend essentetliedu :

Niveau de complexité du probléme étudié.

Des logiciels utilisés (pre-processing, simulagbmpost-processing)

De la machine de calcul disponible (capacité dekstge, mémoire vif et fréquence de
I’horloge du processeur)

Du savoir faire de I'utilisateur (maitrise et s@siation dans le domine étudié et

expérience dans le domaine de la simulation numeéyiq

I.VI. vue générale sur la méthodologie d'un simulabn numérique

L’étude scientifique d’'un phénomene physiquespagsar la formulation d’'une ou
plusieurs lois sous forme d’équation mathématigliant les différentes variables intervenant
dans le déroulement du phénoméne en question cgranexemple les composantes de la
vitesse, la pression et leurs dérivées. A titregleple nous pouvons citer I'équation de
continuité qui traduit le principe de conservatttnmasse, les équations de Navier Stockes
qui traduisent le principe de conservation de angiteé de mouvement et I'équation de
I'énergie qui représenté le principe de conservati® I'énergie. Ces équation sont
généralement aux différences partielles, coupléasrelinéaires. La description d’'un
probleme donné passe aussi par la définition dartaim nombre de condition aux frontieres
et si le processus est non stationnaire par deditaominitiales. Mathmatiquement parlant, un
probleme bien posé compote autant d’équations gueudable indépendantes. Ce systéme
d’équation ne peut pas étre résolu directementipardinateur pour la simple raison que se
dernier ne peut pas manipuler directement des ek partielles. Un ordinateur ne peut
manipuler que des 0 et des 1 suivant un systéntengiire. L’ordinateur peut stocker
additionner soustraire et pratiquer des opérati@ssz simple sur des nombres. Il faut donc
transformer ces équations aux dérivées partiefiamecertain nombre d’équation algébrique.
C’est le role que doit jouer les méthodes numésqar permettre la résolution d’'un
probleme donné. On compte aprés sur les grandesitagpde stockage et de calcul de
I'ordinateur pour nous retourner une solution ekplde. [1]

La premiere étape consiste a générer une gril@akbel enveloppement tout le
domaine a étudier en espace et en temps. La rddudeegrille de calcul dépend de la nature
de la méthode numérique utilisée. Actuellement nahooix entre trois méthodes numeérique
différentes : la méthode aux différences finiesnkthode aux volumes finis et la méthode

aux éléments finis.
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L’étape suivant consiste a transformer e systeraedeation aux dérivées partielles
en un systéme d’équations algébrique via une disatidn ou une intégration suivant la
méthode utilisée.

Le systeme des équations algébriques est enssdhkir@ar une des méthodes tel que
la méthode de Gauss pour les méthodes directesrnathode de Gauss Seidel pour les
méthodes indirectes.

Les équation non linéaires sont généralement résgdar un algorithme itératif, ou les
différentes coefficients de non linéarité sont gkis a partit des informations de l'itération
précédente. Les calculs seront répétés jusqu’aecgamnce du processus.

Toutes les méthodes numériques introduisent uainarombre d’erreurs de
troncature et d’arrondis qu’il faut savoir estineemaitriser. Les équations du modéle
physique et les simplifications apportées sontassi générateurs d’erreurs et responsables
des limites des méthodes numeériques a prédiresfitht un processus physique donné. La
prise en considération des remarques précédenteslisponible dans la phase finale qui est
la présentation des résultats sous forme de cowbeteurs des vitesse et contours et leurs

interprétations.
II. MODES DE TRANSFERT DE CHALEUR

[I.1. Introduction
Le transfert de chaleur est définit par lagrarssion de I'énergie d’une région a une autre
sous l'influence d’'une différence de température
Le transfert de chaleur est régi, nemlesment par une relation unigue, mais, plutot
par une combinaison de différentes lois physiqgdépendantes.

On distingue, généralement, trois modes de transfer

-Par conduction,
-Par convection,

-Par rayonnement.

Chacun de ces modes étant lui-méme lié a un praegdgysique bien déterminé, et sont régis

par des lois bien spécifiques.
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[1.2. conduction

La conduction est définie comme tant le mode destrassion de la chaleur (ou
I'échange d’énergie interne). Provoquée par urférdifice de température entre deux milieu
solides, en contact physique. Ainsi, le corps gtenature plus élevée donne de I'énergie
thermique a celui dont la température est pluddagans qu il y fait transfert de matiére. La
différence de température entre deux corps provteggansferts thermiques a l'intérieur
méme de chacun des corps. On obtient un systénarigue dans la conduction, I'énergie
(chaleur) se propage par contact direct des maéa@ans un déplacement appréciable des

molécules. [2]

I1.2.1. Généraliste
[1.2.1.1. Champ thermique :
On peut définir en chaque poiM d’un corps solides, liquide ou gazeux, une
températurel (M ,t)
Lorsque la température dépend du temps, on ditequéggime thermique est non stationnaire
(variable), dans le cas contraire, on dit qu ilstationnaire (permanent).
[1.2.1.2. Surface isotherme :
Toutes les points de cette surface ayant a chagtant la méme température,
guantité de chaleur, flux et densité de flux theumsi
Soit un corps chauffer de maniére uniforme suret@atsurfaceA)

Soit dQla gquantité de chaleur échangée entre ce corps.
11.2.1.3. Flux thermique ¢ :

La puissance échangée par la surface S du plaeshdonné par :

dQ
=_= 1.1
ot (1.1)
[1.2.1.4. Densité de flux thermiqueg
La puissance échangée par une surface unité depe est donné par :
dQ _ ¢
=< _7 1.2
? Adt A (12)
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[1.2.1.5. La conductivité thermique:

C’est flux de chaleur qui traverse une surfaceain@tquand le gradient de
température est égal a 'unité. La conductiviténiigue dépend de : la nature chimique du
matériaux, la nature de la phase considérée (stiigede, gaz), la température.

Lorsque les écarts de température ne sont padeglen peut considérer, avec une précision
suffisante, @ ) comme une constant pour un milieu donné. Lat&ésce thermique d’'un
matériaux est inversement proportionnelle a sawaindgté (A ). Dans le vide, la
conductivité thermique est évidemment nulle puisguéabsence de matiére les chocs sont
inexistants.

[1.1.2.6. Lois de Fourier:

Il existe une relation linéaire entre la densitéldy thermique et le gradient de

température. En tout point d’un milieu isotropeyéeteur de densité de flux thermiqye est

proportionnelle au gradient de la tempéraflirest la conductivité 4 ) du milieu.
Donc la loi locale de Fourier est :

@ =—-AgradT (1.3)
I1.3. Convection:

La convection est un mode de transfert d’énergid’@etion combinée de la
conduction, de I'accumulation de I'énergie et dwrament du milieu. La convection est le
mécanisme le plus important de transfert d’éneggtee une surface solide et un liquide ou un
gaz. Elle apparait lorsqu’un fluide, liquide ou gegt en mouvement. La convection
intervient, en particulier, dans les échanges titgres entre un milieu solide et un fluide en

mouvement. On distingue deux formes de convecipn:[

[1.3.1. Convection libre (naturelle) :

Dans la quelle le mouvement du fluide est créedpardifférences de densité. Elles
mémes dues a des différences de températuresrasstians le fluide.
[1.3.2. Convection forcée :

Dans la quelle le mouvement du fluide du a l'actium pope ou d’un ventilateur.
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[1.3.3. Lois de newton :
Il'y a plusieurs lois a utilisée pour résoudrefdesblemes relatifs & la convection,

permis ces lois, en applique la lois de Newtoneyyrime le flux moyery échangé entre un

solide et un fluide a travers leur surface de azinfa:
p=hA(T,-T.) (1.4)
II.4.Rayonnement :

Le rayonnement thermique est le mode de transmiggiolequel la chaleur se
transmis d’un corps a haute température a un &oicket ou, les deux corps sont séparés par
un milieu. Il s’agit de I'air ou du vide. Dans laatiere, les charges sont soumises a des
mouvements oscillatoires a cause de I'effet datBsign thermique et des forces électriques
internes ou pour tout cause (radioactivité). Ce vement oscillatoire génere des ondes
électromagnétiques. Le terme de rayonnement dégighéransfert d’énergie par ces ondes
caractérises par leur fréquences ou par leur lamguondes. L'énergie transmise par
rayonnement est appelée chaleur rayonnée. L'énexgimnante se propage a la vitesse de la
lumiere. La seule différence entre le rayonnemeernique et la lumiére est par leurs

longueurs d’ondes.[2]

I1.4.1. Loi fondamentale du rayonnement thermique :
La loi de STEFAN-BLTZMAN exprime que le flux d’érge radiante émise par
une surface idéale est proportionnel a I'air déecatirface est a la quatrieme puissance de la

température absolue T de la surface. Est donnée par
q=0 AT* (1.5)

[ll. Equation de conservation

Soit un domaineD quelconque etl” , sa frontiere. Dans la suite du rapport, nous

allons chercher a calculer la températliren tout point deD et le flux ¢ traversank . Notre

point de départ est une équation de conservatiéguiation de conservation est de la forme.
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Terme Flux transitant dans la frontiere

, . + ide +
d'accumulation du volume considére

Source ou puit

D

Terme d’accumulation Flux sortant

Sourc
S —_—
=2 —

Fig. I.1. Représentation de I'équation de conderma

Soit pour une grandeur scalaire (flux thermique)

% +divl, =q,
avec: l,=pU,+1,
l,  :Flux net associé a varialteW)
la :Flux net associé a la diffusiw)

PUg : Flux net associé & la convectif)
U : vitessam/ s
0 :masse volumiqukg/m®

d, :Source associéee la variaple

(1.6)
(1.7)

En thermique, on s’intéresse a I'énerbieet plus particulierement a la températures

T (H =CT) . L’équation (I.1) dévient I'équation de conseiwatde I'énergie (1.2) [3] :
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oH dP ..
— = —+diviAgradT) + 1.8
P T (AgradT)+q (1.8)

Comme:
dh () o, () 1
dt op ). dt aT ), dt
(), 555
op ). pL ploT
(gtij =C
aT ), P

d—T = a—T +U gradT
dt ot

avec .

dp _op

+U grad
at ot - Jradp

L’équation (I.2) devient :

1 1(ap op j (GT j op .
Z1+=| ET|||=+Ugradp|+C | —+U gradT |=—+U grad p+div(A gradT) + S
[p( p(aTj H(at grad p|+Cp| — g 5 TUgradp (Ag )

(1.9)
Dans la suite, nous allons restreindre a I'étugladransmission de la chaleur ou
diffusion stationnaire dans un domaine isotroperSiravail & pression constant I'équation

précédente s’écrit :
div(- A gradT)=q o)1

ou
AAT+q=0 (1.11)

10
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Si le terme "source" est positive, on a une prodnae chaleur dans la cas contraire,
une dissipation de chaleur (ou encore appelée’)puit”

L’équation (I.1) est une équation de Poissopelée "équation de la chaleur'en
régime stationnaire.[4]
V. Condition aux limites

Pour résoudre une équation différentielle régissardomaine, il nous faut connaitre
les conditions aux limites que I'on applique s fimntiéres. Ces conditions aux limites

peuvent étre de différents types :

a.Fourier : le flux appliqué sur la frontiere est proportiohada différence de température

entre I'extérieur et I'intérieure du corps.

¢;:—,]_%-|r_]:h(T—Too) (.12)

b.Dirichlet : la température est imposée sur la frontiére

T=Te (1.13)

Dans le cas de la condition de Fourier, si h deti&s important (pour un calcul numérique h
donnée) alors, on retrouve I'équation (1.6)

c.Neumann : Le flux appliqué sur la frontiere est imposé.

p=-A %—T]:(ﬂp (1.14)

Le cas de parois adiabatiques peut se retrouver ldacondition de type Fourier en
mettant h a zéro dans I'équation (1.7)

D’autres conditions aux limites peuvent intervesimme le rayonnement. Le flux
imposé par rayonnement est @1 . Pour le ramener a une forme plus simple, ongutec

parfois par linéarisation.

p=-A %—E: o (T 4-Td) (1.15)
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PRINCIPE DES METHODES NUMERIQUES UTILISEES

l. Introduction

Nous présentons succinctement dans ce travailriteipe des méthodes des
volumes finis et des éléments finis dans leur aptbn a la résolution de I'équation de
Poisson. La méthodes mixte (volumes de controléuwes finis)/éléments finis) qui
utilise deux concepts fondamentaux des deux méshquécédentes est ensuite
exposeée. Un particulier sera mis sur la contraafies volumes de contréle a partir d'un
maillage en éléments triangulaires.

[I. Méthodes des discrétisation
[I.1. Introduction

Dans le domaine de thermique, de la mécaniquefladdes et de la
I'électromagnétisme, les phénomenes physiquesssavent décrient des équation aux
dérivées partielleE.D.P- parfois non linéaires et complexe a résoudre. $eusines
hypotheses de simplification, elles peuvent sestamer en équations différentielles
ordinaires. Une solution analytique peut étre aldiisée. Mais, pour des problemes
plus réalistes (condition aux limites et géométdemplexe), on ne peut pas résoudre
analytiguement ces équation aux dérivées partielles
On emploi alors des méthodes d’approximatisrumérique pour transformer ces
équation aux deérivées partielles en systemes di@qualgebrique qui peuvent étre
alors résolus par I'ordinateur. On peut citer comm&hodes connues : la méthodes des
différences finis, la méthodes des éléments filkisméthodes des volumes finis, la

méthodes mixte —volumes finis /éléments finis-[2].

I1.2. Méthode des différences finigM.D.F) :

C'est la méthodes la plus ancienne, connue defa#ssse. Le principe
fondamental de cette méthode consiste appliquedoataine d’étude un maillage en
nceuds dont la finesse permet de donner une borprexapation des contours du
domaine. Ensuite, en appliquant le développemenitdi en série de Taylor de la
fonction a déterminer dans chaque nceuds du maillegegui permet d'obtenir un

12
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nombre d’équation algébrique égale au nombre diesingad’inconnues des grandeurs
étudiées. La solution par une des méthodes corprreset la connaissance, en chaque
maille du domaine, la valeur de la variable étudiée

Ce pendent, les méthodes utilisées dansddutéon des systemes d’équation issue de la
méthodes des différences finis ne s’adaptent padien la modélisation de systeme de
forme complexe et sont toujours obérée par la séeede prendre en compte les
conditions d’interfaces. Elle est petit a petit gaptée par la méthode d’éléments finis.
Pour un probleme plan, un élément de coque par geeavec source volumique de

chaleur p, la température en chacun des naddp esti,j I'épaisseur étant unitaire,

est L2 un petit volume, représenté figure suivent :[5]

v

i
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Ti,j+1 qj+1
A 4
Ti—l,j > le < Ti+1,j
qi—l P qi+1
L
A
+“—>
L
Ti,j—l qj-l

Fig.II.1.

Cette méthode appelée aussi méthode des volimgescbnsiste I'application
du principe de conservation a chaque maille éléamentEn volume, une équation

simple lie la température d’'un nceud a celles dagdsozoisins.

[I.2.1.Formulation mathématique

Soifl , la variable a calculer. Sa valeur aux différgramts de grille s’écrit de
la maniére suivante :

Ti+1,0 =T(Xo+AX, Yo)
Ti-1,0=T(Xo—AX, Yo) (h.1
T1,3+1=T(Xo, Yo +Ay)

T1,0-1=T(Xo, Yo—AYy)

Le développement en série de Tylor :

T(xo+A =T +—0T)Ax+—a el +6”T X .2

(Xo+AX, yo)=T(Xo, yo) ox b X2 . TR I 0 o (1.2)
- = _a_T) a_l _AXZ_ 61 axr

T(Xo—AX, Yo)=T(Xo, Yo) I OAX+6X2 jo TR +0x“ o (11.3)

14
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En arrangeant I'équation (1.10), on obtient leéuh aux différences finies avant :

a_Tj _T(X0+Axvy0)_T(XO-y0) (” 4)
0x Jo AX '
L’équation (I.1), donne le schéma aux différenaggere :
a_Tj _T(XO-yO)_T(XO_AvaO) (” 5)
0X Jg AX )

Le schéma aux différences centrée s’obtient esteyant 'équation (11.2) de 'équation
(1.3) :

a_Tj _T(x0+Ax,y0)—T(x0—Ax,y0) (11.6)
ox Jo 20X |
La dérivée second est obtenue en additionnanid®on (1.1) a la I'équation (11.2) :
04T _T(x0 +AX, yo)—ZT(><0,y0)+T(><O —Ax,yo) (1.7)
ox2 . Ax? '
Les schémas ci-dessus s’écrivent sous forme aildici
a_Tj :Ti+1,j _Ti,j
ox i AX
aT _Ti,j _Ti—l,j
o0x ji,j N AX a)

6_T) :Ti+1,j —Ti1
ox i 2AX

(11.9)

07T Ty —2T j+Ty
ox? | AX?
i

11.3. Méthodes des éléments finis (M.E.F) :

Pour les sciences de lingénieur (thermique, migcee des fluides, mécanique
des solides) permettent de décrire le comportemient systeme physique grace a des
équations aux dérivées partielles. La méthode ldeseaits finis est 'une des méthodes
les plus utilisées aujourd’hui pour résoudre efferhent ces méthodes tres générale

qui ‘applique a la majorité des problémes rencenti@ns la pratique :
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Problémes stationnaires ou non stationnairegiieéou non linéaire, définis dans un
domaine géométrique quelconque a une, deux oudimisnsions. De plus elle s’adapte
tres bien aux milieux hétérogénes souvent rencond@as la pratique par I'ingénieur.[4]

La méthode éléments finis consiste a utiliser approximation simple des
variables inconnues pour transformer les équattansdérivées partielles en équation
algébrique. Elle fait appel aux trois domaines anis :

- Science de l'ingénieur peut construitedgaations aux dérivées partielles.

- Méthodes numériques pour construite eiuére les équation algébrique.

- Programmation et information pour exéceficacement les calcules sur I'ordinateur.

Si les objectifs de cette méthode sont identiqueseux de la méthode des

différences finies, la formulation est plus compleklle est fondée sur la stationnarité

d’un fonctionnelleF possédant aussi en thermique une interprétatiogétigue.

16
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[1.3.1. Méthodes générales d’analyse numérique (ME.F) :

Formulation des équations

Systeme physique

Equations aux dérivées partielles

Transformation des équation Formulation intégrale

Systeme d’équations algébriquas

Résolution numérique

Solution approchée (numérique)

17

Lois de la physique

Méthodes des résidus pondérés

Méthode de Gauss
Méthode de Newton
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[1.3.2. Formes d’éléments
Nous présentons maintenant les formequadques éléments finis correspondant a
des domaines a une, deux ou trois dimensions. @hé&gment est identifié par un nom
précisant sa forme ainsi que par le type de coorbale surface qui en forme la
frontiére. De plus nous donnons le nombre de nogédmétriques nécessaires pour
définir I'éléement.[5]
[1.3.2.1. Eléments a une dimension :
Linéaire (2) noeuds, quadratique (3) noeuds, cub{dlnoeuds
[1.3.2.2. Eléments & deux dimensions :
Ce sont des tringles ou quadrilatéres dont leSscennt des courbes polynomiales de 1
,2°ou 3 degré.
a) Eléments triangulaires :
Linéaire (3) nceuds, quadratique (6) noeuds, cul@ueoeuds
b) Eléments quadrilatéres :

Linéaire (4) noeuds, quadratique (8) noeuds, cub(da) nceuds

11.3.2.3.Eléments a trois dimensions :
Ce sont des tétraédres, hexaedres ou prismeseddatces sont des surfaces
polynomiale du 1,2 ou 3 degré.
a)Eléments tétraédriques :
Linéaire (4) noeuds, quadratique (10) noeuds, ug{@6) noeuds
b) Eléments hexaédriques :
Linéaire (8) noeuds, quadratique (20) noeuds, a#h({§2) nceuds

[1.3.3. Base mathématique de la méthode (élémenigib) :
Pour un systeme discr@géseaux électriques, transfert thermique, réseaux
hydrauliques,..), les équations de comportementgyglen général s'écrire sous la

forme matricielle suivante :

[K]{u}={F} L)
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[K] . matrice caractérisant le systeme
{u} : Vvariables inconnues du probléme

{F} : Sollicitations connues (second member)

Probléme K U F
Thermique | conductivit¢  Températures Flux de chaleur
¥
L
Ecoulements perméabilité) Charge hydraulique deébit
N

[1.3.3.1.Problemes d'équilibre (systéme continu)
Pour un systeme continu, prenons comme exempi@keme thermique :
D'une maniere générale, le comportement d'un systemtinu est décrit par les
équations aux dérivées partiel(&D.P) A

L(u)+F, =0 — Sur un domain®

C(u)=F;  — Surlafrontiére A de D

L,C — Opérateurs différentiels caractérisant le syst
u — Fonctions inconnues,
F . Fs — Fonctions connues appelées sollicitations (d¢mrd aux limites).

11.3.3.2.Quelques notiong6]

Un systeme discret est linéaire si les termeEKdeet {F} sont des constantes
indépendantes da}.

Un systéme continu est linéasiles expressionk(u) et C(u) sont linéaires en
u et ses dérivées. De plls et F, sont indépendantes de Nous pouvons alors

écrire :

{L(u)} =[L]{u} 11.10)
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{cu)} =[c|{u} 1.11)

Un systeme d'équations différentielles est d'ordrg'il fait intervenir des
dérivées da jusqu'a l'ordrem

Un opérateur différentiel est dit homogéne siL(u=0)=0

Un systeme d'équations linéaires différentielfe${u} +{F, } = 0
est dit homogene si{FV} =0
les conditions aux limitefC]{u} +{Fs} =0 (sont dites homogénes g, } =0

Un systeme différentiel linéaire est dit auto-adjoou symétrique si :
j vy [L]{u} dv = j Wy [L{v} av (11.12)

Pour toutes les fcts u et v qui satisfont :
[cl{u} = [c]{v} =0 (11.13)

un systeme différentiel linéaire est dit positif si
[ [L{updv=0 I1.14)
Pour toutes les fta qui satisfon{C] {u} =0

11.3.3.3.Approximation

Un modéle mathématique d'un systeme physiquénfeitvenir plusieurs

variables ou fonctions, dites exactg§(x) . températures, déplacements, potentiels,

vitesse, etc. Celles-ci sont représentées paiodesons "approchéesfj(x)telles que la

différence :
&(x)= u(x) - u.,(x) (BYL

Soit "petite” (de I'ordre de grandeur de la précigiésirée).
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[1.3.3.4. Construction d’'une fonction approchée :
11.3.3.4.1. Etape 1

Choisir un ensemble fini de fonctions dépendant gerameétres, :

u(x)=R,(x) a,+ P,(X) &+ ..cvveveve. +P (x) a,= (P){a} (11.15)

Les fonctions sont souvent choisies de maniéteedd@iles a évaluer, a intégrer ou

dériver explicitement.

Polyndmes:
u(x)=a,+a, X+........... +a, X, (11.16)
Fonctions trigonométriques:
u(x)= a,sin(zrx) +a,sin(277x) +........... +a_sin(nrx) (1.17)
11.3.3.4.2. Etape 2
Déterminer les parametr@sa, ,........ a,, an en faisant coincider,(x) et u(x)
en n pointx,, X, ,......... X, , C'est-a-dire en annularx) en cesn points.

L'approximation peut fournir
Une solution approchée en tout point'une fonction difficile a évaluer ou
connue seulement en certains points. Une solappnochée d'une équation

différentielle ou aux dérivées patrtielles.

[1.3.3.5. Approximation nodale

En général, les paramétrasa, ,........ a,n'ont pas de sens physique. Cependant
nous pouvons choisir comme parametaetes valeurs de la fonction,, x(enn
points appelés NOEUDS de coordonnges,.......... ,X. . Imposons de plus que la
fonction approchéei(x) coincide avec la fonction exaatg, x (€ ces noeuds.
U(%) = Ug, ()= Uy
U(%,) = Uy (%)= U,
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u(x,) = U, (%)= u, (IB)L

La fonction approchée (approximation globale)
u(x)=R(x) a, + P,(x) @, + .ecvereeee.. +P,(x) a,= (P) {a} (11.19)
s'écrit alors (approximation nodale) :
u(x) =W, (x) u, + W, (X) uy + oo, +W, (x) u, = W(x)) {u°} (11.20)

avec :
{8 — Parametres généraux de I'approximation
{ue} — Variables nodales de I'approximation
(P(x)) — Fonctions de base de I'approximation
W(x)) — Fonctions d'interpolation (fonctions de forme)[6]
[1.3.3.6. Formulation intégrale

Pour résoudre le systéeme d'équations difféerensi@lec des conditions aux
limites :

L(u)+F,=0 — Surun domain®

C(u)=F, — Sur la frontiereD de A

La meilleure solution est la solution analytiqueai®) en pratique, la méthode
analytique est inapplicable pour des problemesréel
Domaine irrégulier, multi matériaux, matériaux aispes, équations non linéaires, .....

Trouver des solutions approchées aux points dssdres méthodes numériques
sont classées en 3 catégories :

Méthode des différences finies. Cette méthode negptiitét pour des domaines
rectangulaires il est tres difficile d'écrire urdeayénéral pour cette méthode

Méthode vaiationnelle

Méthode des résidus pondérés (Base mathématigaentethode de éléments
finis). Voir ANNEXE A
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11.3.3.7. Choix d’une fonction de pondération ou fonction ddorme W (x, y) :
Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pathdex du type dén, (x, y)

conduit & différentes méthodes :
» Méthode de collocation

» Méthode de sous-domaines
» Méthode des moindres carrés
» Méthode de Galerkin.

Pour le choix du type la fonction de forié(x, y) cette ce probléme, nus

employons la méthode de Galerkin, (voir Annexe B)
[1.3.3.8. Formulation mathématique :
Un utilise la précedent (méthode de résidus p@&sjgrour résoudre ce probleme

I’équation de poisson , en coordonnée cartésiewient (voir annexe C)

- Iy%{/l(%—l)zm(%—;jzwl(%%)z +Ts}dxdydz (11.21)

Qu'il s’agit alors de minimiser cette équation pgpport a des valeurs discretes
de la variabl@ (x, y). L’hypothése de la stationnarité de la fonctioteygdour tout le
systeme thermique, conduit au champ de tempérdtucerps discrétisé. Le champ de
température admissible est donc celui qui minifadenctionnelle globale.

11.3.4. L’élément de base : le triangle a trois noeds

Il existe différents types d’éléments : le triangle6 nceuds, le rectangle a 4
nceuds, le cube a 8 nceuds, le tétraédre a 4 notuds,leintérét de choisie le triangle
(figure (11.2)) comme élément fini, est sa formé&ét I'élément le plus simple a utiliser
pour des problémes bidimensionnels) mais aussaiteqtr'il utilise une interpolation

linéaire.[3] nceuds k

. Elément fini
noeuds

nceuds j

Fig.Il.2. Le triangle a 3 nceuds

A chaque noeud i est liée une température
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[1.3.4.1. Interpolation
A chaque élément géométrique est associé unepatddion (L'interpolation
" quadratiques " est défini pour le triangle a 6udsy. Pour le triangle a 3 nceuds, nous
utilisons une interpolation linéaire.
La température en tout points de I'élément fmiifps’écrire :
a

T=a+bx+cy ou sous forme de matricd :[ 1xy ] b
C

a,b et c étant des coefficients.
On cherche une relation reli@ha T, , T, etT, . Sion connat,b,c en fonction d& ,
T, etT, , on peut en deduife.

Soit [Te] le vecteur des températures des sommets du &@ng|

T, 1x y||a
T |=[1 % vy ||b (11.22)
Tl |1 % Y%||cC

ou [r]=[m][A]

dou [Al=[m]"[T] =T= x y][M]"[r]

XiYe = XY XY =% Y XY —X Y

41
avec . [M] ' :ﬁ Yi = Y Yo 7Y Yi 7Y (1.23)
X =X X = X, X, =X
1 1 x5y
et S=_det|1l x; y,| = air du triangle de sommetsi, jetk.
1 X Y
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: [ijk - )Wj]

avec . a :2_S

b =2—1A[y,- -yk]

1 . . . .
G = ﬁ[xk - Xj] et permutation circulaire, on obtient :

T=WT +WT, +W,T, (11.25)
avec
W =g +hx+qy

W =a +bx+cy (1.26)

W, =a, +h x+cy

[1.3.4.2Equation sous forme matricielle

En minimisant le fonctionnelle (11.21) par rapp@ux valeurs discrétes de la
variableT , on obtient une forme matricielle élémentaire paraque triangle.
L’assemblage de toutes ces matrices élémentaireengp d’'avoir un systeme
d’équation (11.27) qui se résoudre en tenant congsse conditions aux limites de
dirichlet.

k] [r] = (A o)

avec{K] , la matrice de masse[éﬂ le vecteur colonne source (composeée des termes

source et des conditions de flux imposées).

II.4. Méthode Des Volumes Finis

La méthode des volumes finis est une méthode dedtiisation. Elle est utilisée,
en particulier en mécanique de fluide. Depuis, éhodes des volumes finis a connu un
essor considérable non seulement pour la modélsain transferts thermiques, mais
aussi pour la modélisation d’autre branche de €mgrie scientifique : mécanique de
fluide, I'électromagnétisme.

Soit un domaine discrétisé, en chaque point dulagai) on définit un volume

élémentaire entourant ce point de calcul. Le domast ainsi pavé de volume finis. Les
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équations différentielles locales sont intégréaschiaque volume. On les approxime
ensuit par des séries de Taylor tronquées (ordre approximation linéaire). Nous

n'avons pus qu’a résoudre le systéme ainsi forme.

[1.4.1. Discrétisation

La discrétisation du domaine ne se fait pas denfagelconque, si nous voulons
obtenir une répartition de température correctasrsmmmes obligés de tenir compte de
certaines particularités du corps. Certaines zpossédant des propriétés physiques a
fort gradient, doivent étre maillées de facon&déntes. Plus le gradient est important
et plus le maillage doit étre fin. On obtient airgn maillage non uniforme mais adapté
au domaine. Une discrétisation fine donnera dadteds beaucoup plus précisés qu’'un
maillage gros, mais demandera plus de place en im&mibde temps de calcul. Pour
introduire des conditions aux limites sur les frérgs, on augmente le maillage d’autant
de nceuds que de températures de flux imposé. Leefidl.3) représente un style de

domaine maillé.[2],[7]
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®
[ Cavité -
domaine

 J

Fig. 11.3. Exemple d’'une cavité maillée

[1.4.2. Le volume fini

Le volume finis ou volume de contrble (l1.3) pgutendre diverses formes
suivant le maillage : le cube ou le pavé en traisethsions, le rectangle ou le carré en
deux dimensions et le segment dans un espaceréndaest défini, de facon que les
propriétés physiques restent constantes au sonLseiampérature est uniforme sur tout

le volume.
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a. Cube ou le pavé en trois dimensions

T
° N
A P
AV, Interface est.
JAVAY
Interface west
\ \ /
AXw AXe
v
< > e » E
° - °
T AP
w
AVA
AY,
AY
. AX 4
S e
B

Fig.Il.4. Description d'un volume élémentaire deédan trois dimensions

E :noeud est e :interfazst
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W :nceud west. W :interface west
N :nceud Nord ninterface Nord

S :nceud sud s : Interfaxg.

T  :noeudtop t interface top.

B  :noeud bottom. B :interface |wott.
AX . est le pas discrétisation suivant la direckon

AY . est la pas de discrétisation suivant taation Y.

JAVA . est la pas de discrétisation suivant faation z.

X, . est la pas de discrétisation suivantiadtion X entre le noeud P et E.
AX, . est la pas de discrétisation suivantdaation X entre le nceud P et W.
Ay, . est la pas de discrétisation suivant faation Y entre le nceud Pet N.
Ay, : est le pas de discrétisation suivant ladion Y entre le nceud P et S
Az, : est le pas de discrétisation suivanirection Z entre le nceud Pet T
Az, . est le pas de discrétisation suivantiadtion Z entre le noceud P et B.

Les méthodes des volumes finis intégrer, chaque volume élémentaire les
équations des problemes a résoudre. Elle fournsgi ai’'une maniere naturelle des
formulations discretes.

Le neoud principale P est entouré par les neoadsade :W, E,N,S,T,B et les
neouds supplémentaires : TW,TE, TS, TN,BW,BS,BN,NESS¥ .(fig.l1.4.)
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Fig.11.4.1. vue dans le plan (X-Y)

Z
TS IT TN
O O
t
S) $ n N Y
—@ @ o—
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O O
BS ? B BN

Fig.1l.4.2. vue dans le plan (Y-2)
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b. Le rectangle ou carré en deux dimensions

Ow Oe
N \Volume finil
n
On
Ay W w P e E L 4
y
O s
S
X

A\ 4
S
AX

Fig.1l.5. Exemple de volume fini (le rectangle deux

[1.4.3. Formulation mathématique

a. Coordonnées cartésiennes
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On intégre I'équation suivent sur un volume fir]:[

A;AT +S; =0 (1.28)
jf{a(AaTj+a(AaTj+S}dxdy:O
] ax d X oY oY
o(,adT oT
vaa [Aa—jdx ij ( v jdy+j Jdedy 0 (1.29)

La source est supposée constante sur le volumé'diquation (1.17) devient :

yAa—Tj )Ia—Tj + AX Asa—T —Aa—T +SAX AY =0 (I.29)
0x ox ), oy ) Y )

Pour résoudre cette équation, nous devons défiprofil de température. |l
peut étre exponentiel, linéaire, sous forme d'émigl quadratique, etc... Certains
profils conviennent mieux que dautres. Dans |'epan qui va suivre, le

profil « échelon » ne peut étre utilisé. On ne kinir :

6Tj 6Tj oT ) 0T o
ox e, ax W, dy n, dy S Car la fonction n’est pas linéaire.

En posant

5_TJ _Te-Te (11.30)

0X o)

e

T T

ox J,, o,

GTJ _ T, - T,
N

ay 5

n
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oT :@
ay ). o

S

qui, introduit dans I'équation (I1.29), nous donne

AY| A, TE;TP ~A TP;TW }AX {AS 7l _y TP;TN } +SAX AY =0. (11.30)

En posant :
ANY
ag. =
5(—1‘
_ALAY
W 5W .
A AX
ay =
5n
ANAX
dg =
58
Ona:

ae (TE —Te )—avv (TP —Tw )+ an (TN —Tp )— as(TP —Ts )+ SAxAy=0 (11.31)

a chaque noeud est associé I'équation suivent :

apT, =a,T, +a,Ty +a T +aTg+b (1.32)
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avec a, =a, tag +a, +a.
et:b=S AXAY

En regroupant les équations obtenues pour chaquel n@ a un systéme

d'équation qui peut mettre sous forme matricigid [T]=[B] avec[A], la matrice
des coefficientss ; , [T] la matrice du champ de températureeT[B], la matrice des

termes sourcé .

Pour trois dimensions

AAT+S=0 (11.33)
0°T 0°T a°T -
+ + +S=
ox2  9y2 0z2 (1.33)
set (07T 2 seT
Jr:JvJ;A(%jdxdydzwi(—Z]dxdydzwl[?dedydzﬂ; JV 'E[dedydzzo

A Tdy}dzjﬂ dx+ )dexj[dzjfﬁ dy+ ﬁdxjdy}ﬂ dz+ fﬂ' Sdxdydz=0
w B n axz n B w ayz n w B azz

nwB

S e T
/lAyAzJ'i(a—Tjdxwl AxAz_[/li T dy+ A AxAyJ./li(a—T)dHSAxAyAz:O
-~ OX\ OX .oyl oy > 0z\ 0z
ot ar| ar] _
AyAZA o n+AXA{/] 3y :|W+AXA A 0z B+SAxAyAz 0 (11.34)

En posant :
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oT| _T,-T,
OZ\T or
oT| _To-Tg
0z|, or
oT| _Te—Te
0X e Ole
OT| —To—Tw
ox|, Oow
a_T :TS_TP
ady|, o8
aT| _Tp—Th
ady| o

qui, introduit dans I'équation (I1.34), nous dornne

aT ) _) 0T JaT T )
AyAz{/ls n ).~ £y )H}AXA{/}e 5 R AR

ey }AxAy{/lT )T/}B )

+SAXAYAZ =0

A)AZ{AS (TS;P )—An (TP(;nTN )}AXA Ae (Te ;P )—AW (TP d_NTW )}Axm{/h (TT To )—AB (T"(;BTB )} AxAYAz=0

PR N N
Dy 2o, s, Aoy
P aspan"dn“H

A det _A Ay
LeT_ 2T, WT+_W
& &' O’ O }
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AxAy{ Tp e Tp /5]'3 Tg }+SAXAyAZ—

B B

a chaque noeud est associé I'équation suivent :
a‘PTP=aETE+a\NTW+aNTN-'-aSTS-'-a'TTT-'-aBTB-'-b
Avec: arP =ade tawt+an +tas+at+as

. A AYAX
: Jx)e

A,AYAZ
0x),

_ AnAZAX
dy),

A.DZAX
0y ),

ag =

L. ABXAY
T 0z),

a /1 ZAXAY
® az)b

36
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b- Coordonnées Cylindriques : 4

|
¥

Volume fini

v

Fig.I1.7.
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On intégre I'équation (I.4) sur un volume fini :

0°T  9°T
AT[%aar(r%I r125¢2 MFFE ]+ST:0 (11.38)

Ai(ra_-rj+/]i Ea_T +/]i[ra_-rj+ rs=0
or\ or op\r 09 0z\ 0z

s e T
o (aT 2 (10T 3 (0T _
I ﬂ"ar(rar )”a¢\ra¢)”'az(f az)*fs}wdfdz =0.
et 0 et . a(1aT seT 5 s e T
[ {alr) o] o] Tl e o
(11.39)
Apres la simplification de cette équation, on afitie
aT,=a- T +a, T, +a, T +asTs+a, T, +a; T, +b (11.40)
avec :
—AATAZ
aE = .
re (09 ),
_AwArAz
aw = ,
rw(0¢),
y=AnmAPAzZ
(r),
_AstrsAgpAz
N CTD W
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aB:)IBrbAgbAr,
(92),
T:/]trt ApAr

(0z)

b=SAV,

[1.4.4.Critére de convergence :
A partir des I'équations (11.36 et 11.40) nous pomg écrire une expression du

résidu pour estimer la satisfaction éventuelléatpiation :

R= Y |aW, +a: W, +a, W, +aWs +ag Wy +a W, +b (1.41)

I'ensemblelesvolumes

R: représente le résidu des calculs et possedeopaéguent l'unité de
I’équation différentielle intégrée. Dans notre cast le flux de chaleur (Joule par

second). Pour avoir une idée précise sur la coewergdes calculs, il faut contréler la

valeur normalisée du rési%s £ ol ¢ représente le flux total.[1]
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CHAPITRE I

METHODES MIXTE VOLUMES FINIS /ELEMENTS FINIS

[. Introduction

Dans cette section, on précisera d’abord les damttipnnements du domaine
de calcul que I'on considére et la fonction d’apgmmation qui y sont rattachées, ces
deux notions constituent I'ossature de la méthodeenvolume finis / éléments finis et
leur présentation va permettre d’introduire le tiotaconservées durant toute cette
section. Puis, on décrira la méthode numeérique péualuation des flux convectifs et
diffusifs, la formulation des conditions limites @a mise en ceuvre du schéma

numérique d’intégration en temps.

ll. Etude mathématique
[I.1. Notations
On note D, domaine de calcule. IL s’agit d’'un ouvert borné[d®n notelnle
bord du domain®,
r=aD, (111.1)
Pour simplifier, on suppose que la frontiere Be. Est polygonale, ce qui sera le

cas dans toutes les simulation numérique présentdéins le étude suivant.

Pour établir la formulation volume finis /élémefitss, nous considérons deux
partitionnements différents d,, :
-Pour le premier partitionnement (qui servira gpeoximation par éléments

finis), on choisit de découper le domaibg en nt tringles E; de facon a ce qu'ils

constituent un recouvrement @k :

D,=J E (.2
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Les sommets des trianglds constituent les nceuds du maillage. On nete

nombre de nceuds.

Pour le deuxieme partitionnement (qui serviraagproximation par volumes
finis), on procede comme suit : Pour chaque nigead définit une cellule ou volume de
contrdleV,, en joignant successivement les centres de gralag tringles ayant
comme sommet et les milieux des segments ayatmme extrémité (voir fig.lll.1).
Ainsi, I'ensemble des cellules (dont le cardialn=9tforme un nouveau recouvrement

deD,
D, = U Vv, (1.3)

Les deux partitionnement @g permettent de définir les fonctions suivantes. Sur

le triangleE, , on considere les trois fonctions polynomiags , k O [1,3], de degré 1

w(x) (L (I1.4)

elensommentjeEj

Ces fonction sont exactement les fonction de @galement appelées fonction
de forme) locales associées a I'éléments finis @grdngeR, .A partir de la définition
(lll.4), on introduit de maniere classique de ndleg fonction de base globales

(utilisables sur le domine entiBy.) Pour cela, on considéere la fonction de bases

nodales et globales.

Fig.lll.1. Cellule de contréle
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W, Obtenues par assemblage de fonction de baseSdN&I"e pour les triangles

ayanti comme sommet,

(111.5)

kO[13] tel que WkEj (x)=1

{w. (), =W’ ()

Ou on a noteX =(xy) le point courant dB, . Sur la cellul®, on définit la

fonction caractéristiqug; par.
X (x)=s o (I11.5)

On peut maintenant définir les espaces fonctionhglst &, associés aux deux

recouvrements.

LF ={1, [1,0c°(D), 1., OR, , O jCLnt)
(111.7)
LﬁF:{gh §,0H%(D), &, OR, | DiD[lns]}

Ou P, désigne I'espace vectoriel des polyndomes a coeffisiréels et degré de
inférieur ou égal & on noter que ces deux espaces ont la méme dionerssicar il est

car que la famillew) ,i D[l ns] est une base d§" et que la famille(y, ),i D[l ns] est

une base dé&" .Par la suite, on considérera I'application liné4@]

J: I G
(111.8)

I, :ZIiVVi - 4 hzzli)(i'
= i-1
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[11.2. Principe de Approximation mixtes volumes finis/élément finis

Dans cette section, nous présentons brievemeninigige de I'approximation
mixte volumes finis /éléments finis dans un caeétativement abstrait puis nous
appliquons 'équation de chaleur. Shitun espace fonctionnel de dimension infini

d’un structure hilbertienne et notohs son dual. On considére un opérateyi, — L'

on se donne un membre de drbiflL’ et on cherche a résoudre le probleme suivant.

EOL: gé=f (11.9)

qui se reformule de maniére équivalence sous faddaible suivent :
EO0L: (gé,ly, OI0L (11.10)

ou {.,» dénote le cochet de dualité entreet L' dans les applicationd, est un sous—
espace del?(D) et le produit scalaire(.,) fait intervenir des intégrales dbir

La méthode de Galerkin a pour but d’approcher latem W via un opérateur
de projection, qui peut e définir en orthogonalidarrésidu par rapport a un espace de

fonction teste convenablement choisies .En notgrtet espace, la solution approchée

W, satisfait I'équation discréte suivante.

&OL.: (g&.ly=(f,, 0oL, . (I1.11)

Les meéthodes volumes finis et éléments finis peuvienites deux étre
considéréees comme des méthode de type Galerkindifféxence entre ces deux

méthodes réside dans le chois des fonction tdstesnéthodes volumes finis utilisant

les espacesL; définis dans (lll.7) et les méthodes éléments filds espace,

L:" lorsque l'opérateurg représente une équation de poisson . Les prindipda

méthodes mixte volumes finis / éléments finis cst@sia considérer le probléme

approché suivant :

& 0L, (g &,.,¢, h+(g"F &,1y=(f 1), O OL, (I1.12)
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Ou ¢, est I'opérateur introduit dans (l11.8). On noteraeql’équation (111.12) peut

s’interpréter comme une approximation éléments fa@ur 'opérateur approché

— 70 VF

9 ={n 9y, * 9v, (I11.13)

Ou ¢, est le transposé dg et ou nous avons notg?(,'i et gf\fh la restriction a

L, de L™ etL™" respectivement. Ainsi I'utilisation a d’'une méthadéxte volumes finis

/ éléments finis a 'avantage de conserver unetnagint adapté au deux types de
flux : Volumes finis pour les flux convectifs dégents finis pour les flux
diffusifs.[9],[10],[11],[12]

[1l. Méthodes mixtes :

Soit un domaine Dou I'on effectue une triangulatidatour de chaque point de
calcul, on définit un volume de contr6le. Pour aagolume élémentaire, I'équation de
poisson est discrétisée a l'aide d’'une interpotatinéaire. Cette équation est ensuite
assemblée pour obtenir un systeme que I'on résoudre
[1l.1. Le volume du contréle :

Le volume de contréle est défini a partir d'un hage en éléments finis.

Différentes types de volume élémentaires peuveatoéés.

I11.1.1. Forme de volume de control /éléments finis

EF

.

Fig.lll.2. exemple de volume de contrdle
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Fig. 111.3. Maillage volume de contréle

Fig.lll.4. volume mixte
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Deux exemples de maillage que I'on utilisera dans2kolution des champs de
température sont présentés au-dessous

Le premier maillage sert pour des cas simples ri@gulll.5. et Ill.6.). Le
deuxieme présente plusieurs de maillage, il #sg@ipour des domaine possédant des

gradients importants (figures. Il.7. et 111.8.)

Fig.IIl.5.
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Fig.lll.6. maillage régulier en volume de contrble
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BRI
SHA O N

hik
v

L A

Fig.l1l.7. maillage irrégulier en volume de congdl
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Fig.l11.8. maillage irrégulier en éléments finis
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[11.2. formulation mathématique :

En intégrant I'équation (I.1) sur le domibe on obtient:

[[divA dD= [[s dD (111.4)

D D

Le théoreme de gusse- Ostrogorski transforme égtiation en:

[[sda =[Aandr =[(p,.n, +o n )dr (I11.15)

D r r

Avec I est le contour dB et n est la normale &l
Pour un volume de contrél&X entourant le noeud I'équation précédente

devient:

t_ o aT 0T i
Ay+J‘—/le& )eAy+j—Aea—y ) Ax+[ =2

b a b

aT )
3y )eAx+{sedD_o (111.16)

L’interpolation linéaire sur I'élément triangulaies permet d’écrire :

T, =W, T, +W, T, +W, T, (I11.17)

avecW, =a, +b, x+¢C, y (1n.18)
To=(a +hx+ gy +{a +bx+ gyl +(a +hx+ gy,
T, =(aT +aT +aT )+(hT +bT, +bT x+(cT, +cT, +¢T )y  (I1.19)
Les dérivées d@_ par rapport & etay déduisent

‘;_1 ). =bT, +bT, +c.T, (111.20)
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oT

" ) =GT +cT, +¢T, (I11.22)

Calcul des valeur\x et Ay

nceud |

. dar
i+1

i+2

Fig.1Il.9.
Ax(élément)=x,, - x

Ay(élémeng)=y, -y,

L’équation 111.16 devient :

_Ae[(le +bjTJ +b><TK)(ya_yc)+(qu +CjTj +CkTK)(Xc _Xa)]e+ISedD=0 (n.22)

Yi Y

Ory ="
Ya 5

_ Yt
Ye 5
X=X
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-+
x = %%

d'ou:

_Ae[(b-rl +bjTJ +h<TK{yj ;yk}"(cl-rl +CjTj +C1<TK{XK;Xj J:| +J.SedD

+ Zautreséléments{_/‘n{(b-ﬂ +bjTJ +bKTK{yj ;ykj-‘-(q-rl +CjTJ +CkTK{Xk —Xj J} +J-S1dD }:0

2
(11.23)

L’interpolation linéaire du terme source permetdi® :

[s.dD=[(w s +W s +W, s, )dD (11.24)

avec W =a +b x+c vy

Se:(ai +qu+(;)/)81 +(aj+bjx"'9y)sj+(ak+Q<X+QY)5K
s =(@s +as +as)+lh S +bS + hSx+(¢S + ¢S +6S )y

Si I'on se place dans un repere ayant comme orilgineentre de gravité du

triangle, on montre alors que :

jsedD {W] Y% (11.25)

avecV , la surface du volume de contrble.

De la méme facon, on calcule les sources provetemautres triangles attachés
au noeud .

Pour le nceud, I'équation (111.23) ainsi développée, peut se tneesous

forme matricielle. Le coefficient de la températdrenceudj , se trouvera sur l&™
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ligne et la j*™ colonne de la matric{dVIAT]. La température inconnue du ncdydse
placera sur I£™ ligne du vecteufT| et le terme source dii™ nceud sera positionné

sur lai®™ ligne du vecteur{ SOURCH .
Cette opération répétée pour les n nceuds du gwilt@us donne un
systeme matricielle (équation 11.26) dont la résolu nous permet d’obtenir le champ

de température.
[MAT][T] = [SOURCE (11.26)

Conclusion:
Comme nous l'avons vu, la méthode V.C/E.F combegseavantages des
deux autres méthodes. Elle posséde la propriétonlgervation locale et s’adapte tres

facilement a des géomeétries complexes.
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CHAPITRE IV

CALCUL DU CHAMP DE TEMPERATURE

I. Introduction

Nous présentons dans ce chapitre, un programmeésadtution de I'’équation de
Poisson que nous avons congu a partir de la métnode.
Ce programme a été testé dans différentes confignsa
» Des singularités en températures,
» Une conductivité thermique non constante,

+ Une source variant en fonction de ses coordonnées.
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[I. Organigramme

Début

A 4
Lecture
- parametres géométriques
- propriétés physiques

A 4
Initialisation de la températurds

A 4
La préparation du maillage

\ 4
Module de condition aux limites

A 4
Le type de condition aux limites (Dirichleit

\ 4
Il consiste a calculer les températures

\ 4
Ecriture des solutions

Fin
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l1l. Introduction de conditions aux limites de Dirichlet

Soit[MAT] , la matrice dont les coefficients sop, le vecteur colonne des
température aux noeuc(i, ) et{SOURCH, le vecteur des termes sourc§ ). Pour

imposer une températl(ﬂi;) au nceud i, on modifie le systéfMaAT] [T] = [SOURCE]

de la facon décrite par 'exemple simple suivant.

Soit un domaine maillé contenant 4 nceuds et unmgpédeture imposée au

noeud?2.

L’équation matricielle devient :

m, 0 ms; my, T1 % - mlep
O 1 O 0 T, 3 T,
- V.1
m, 0 my, my, || T, S; ~ Myl (V-1)
m; 0 m; m, || T, Sy ~ My T,

L’organigramme ci-dessous expligue comment intnades conditions aux limites de

type Dirichlet dans le programme. Imposcﬁﬁ§)au noeud .
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[ Début

&
<

I n
T -

A

i<=n

n n ([e&——

i=p
j=1
oui
j<=n
\ 4
mij:O
\ 4 _
j=j+1 =P
\ 4
m; =1
\ 4
Si:Tp

oui
A\ 4
mji:O
S=§-mjTp
v
i=i+1
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IV. Validation du programme

Nous avons d’abord testé le programme sur deumpbes simples. Le premier

cas est un domaine carré sans source de chalear, e conductivité thermique
delW/m ‘k et un maillage (type 1) @*20. Une face a une température imposée
del’C, la face opposée est @°C et les deux derniers cotés sont des parois

adiabatiques. Le champ de température calculédargique aux températures déduites

de la solution analytique.

V. Application a un cas de singularité

Nous avons choisi le carré, comme domaine d’'ét8de.une face, on impose
une température deC, les autres étantGa’C. Un probléme typiqguement numeérique
(lié a la discrétisation) se pose sur les nceudsosgant dans les coins. Pour les deux
nceuds représentés sur la figure (IV.1), nous avom®sé successivement comme

conditions aux limites’C, 0 "C puis05 °C.

Corps

Noceuds ou apparai

une singularité

0oC

Fig.lll.1. Singularité en température
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Les figures (l11.2, 111.3, 111.4) représentent lesothermes obtenues pour chacun des cas.

Fig.Ill.2.

Fig.I1l.3.
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Fig.l.4.
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VI. Introduction d’'une conductivité thermique varia ble

A partir d’'un domaine isotrope, nous avons choigitebduire une conductivité

thermiquel , les conductivités sont introduites au niveaultigae élément triangulaire.

Pour un volume de contrdle, on aura autant de icoeif A que d’éléments

finis utilisés comme support (figure IV.5)

Fig.IV.5. Exemple de la répartition dé

La surface d’'un triangle est généralement pludeetie celle d’'un volume de

contrble. L'introduction del constant sur tout un volume de contrble.

Nous avons testé sur un carré deux conductivitéreites (dans,SA = 025W/ mk

et dans $1 = 200N/ mk ).
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Parois adiabatiques

0°C
Fig.IV.6. Cas de deux murs contigus

Parois adiabatiques
1c

0°C

Fig.IV.7. Cas d’'un milieu conducteur
dans un isolant.
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VII. Calcul du champ de température :

Nous présentons dans ce paragraphe, un programnésaletion de I'équation de

poisson (équation de chaleur) que nous avons copeutir de la méthode mixte.

Parois adiabatiques

Milieul (A = 200N / m.°K)

Milieu2 (A = 028V / m°K )

Dans le milieu 1, le champ de température eshderine :

T, (y)=ay+b V(@)

T,(0)=0=b d'ou T, (y)=ay

T, (05)=T'=05a d'ou a=2T = T, (y)=2T'y (Vv.3)

Dans le milieu 2, le champ de température est farhae :

T,(y)=cy+d V(#)

T, (1)=1=c+d
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d’ou d=1-c = T,(y)=c(y-1)+1
T, (05)=T =-05c+1

d'ou c=20-T)=T, (y)=20-T')(y-1)+1

Le flux s’écrit : ¢ = —A‘Z—TS avecS=1m’d'oll ¢= —)IZ—T
y

Le flux traversant le milieu 1 est égal au fluwiesant le milieu 2.

L:—Azﬂ = T'= Al

05 05 A+,

A=¢= -4

Le champ de température devient :

A
A+ 4,

T (y)=2 pour 0<A<05

A
T =21-—2 -1)+1 our 05< A
L () Z( /11+/12j(y ) p

<

1

(IV.4)

(IV.4)

(IV.5)

(IV.6)

(IV.7)
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0.8

i

0.6 -

0.4

02

sy

05

0.8+

0.7+

0.6 -

0.5+

0.4+

0.3+

0.2+

0.11//

\\
0.9 -\ \

1 1 1
0.2 0.3 0.4

1
0.5

1
0.6

1
0.7

1
0.8

Fig.IV.6.Champ de tempeéras a conductivité thermique variable
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VIll.Conclusion :

Nous pouvons constater que la méthode mixte ddeseésultats semblables a
ceux donnés par la méthode des éléments finis equceconcerne le champ de
température. Les mémes problémes apparaissentrodiuction des limites pour des
cas de singularité en température. Cependant,avarss constaté que la méthode mixte
présentait un avantage certain sur la méthode ékefimé en ce qui concerne la vitesse

de calcul et sa facilité de mise en oceuvre.
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ANNEXE A

Méthode des Résidus Pondérés

Formulation Intégrale Normale :

On appelle résidu des équations d’équilibre la tjtéan

Intuitivement, on peut remarquer que I'équatiorgdiébre (1.1) est équivalente a dire que :

I R(x).P(x) dQ=0 *)

Q
est vrai quelque soit la fonction P(x). Il s’agitide projection de I'équation d’équilibre sur les

fonctions de projection P. On appelle maintenasititédes équations de bord la quantité :
R(X)=B(u)-h
Intuitivement, on peut remarquer que I'équatiorcdeditions aux limites suivant

B(u)=h Ox Or

est équivalente a dire que :

[R(x). P(x) dr=0 (**)

est vrai quelque soit la fonctioR(x).
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On obtient laformulation intégrale normaldu probleme en rassemblant les équations (*) et

(**). Ainsi I'écriture conjointe des conditions djéilibre et de bord

Lu)=g OxOQ
B(u)=h Ox Or

est équivalente a dire que

J' R(x). P(x) dQ+IF{(x) P(x)dr =0

Q

est vrai quelques soient les fonctioRx) etP(x) .

Les espaceq et étant disjoints, la proposition précédente resiee\si les fonctionsP(x) et

P(x) ne sont pas indépendantes. Dans la pratique ramefehoix le plus simple qui consiste a
dire que :

P(x) = P(x)

Méthode des résidus pondérés

Forme générale

Lorsqu’on recherche la solution sous forme appreclaméthode des résidus pondéoésisiste

a calculer lesN +1 composantes; de la solution approchée par projection Bu# 1couples de

fonctions de projection P (x), P (x) :

[ R(X).P (x)d+[R(x).P (x)dr =0 (=0 N)

Q



ANNEXE A

Les fonctions P (x), P (x) sont appelédsnctions de pondératiotioil le nom de la méthode.
Dans le cas usuel ou les fonctions de pondératinhles mémes sur le contour et dans
le domaine (équatiorP(x) EI_D(X)), lorsqu’on développe les résidus et qu’on intibdu

I'approximation de la solution, on obtient le systsuivant :

[ [Ua #()-g] P (x)do+[B(a @ (x)-h]. P (x)dr =0 (L N)

Q

Dans le cas o'u les opératelrset B sont linéaires, la résolution du systeme précécamiuit
a la résolution du systéme algébrique :

Kg=f
ou

K,=[ P Lig)da + [P Blg)r
Q r
fi=[R gda+ [P .hdr
Q r

Les méthodes des résidus pondérés
Les choix possibles pour les fonctions de projex:ﬁp(x) sont nombreux. Certains choix
particuliers correspondent a des méthodes conrargssdici certaines :

La méthode des moments qui consiste & choisiokestibns de projectior® (x)telles
que :

[ R RK)da=4,
Q
La méthodes de moindres carrés qui est obtenpeseant :

p =0 =2 L[ZN: G 9 (X)}

aq; aq;

i=1
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La méthode de collocation par sous domaines qusiste "a choisir des fonctions de projection

P constantes sur un sous domainelteet nulles partout ailleurs.

La méthode de collocation par points qui consistloisir des fonctions de projectiéh non

nulles en un seul point du domaiRe

La méthode des fonctions spline qui est obtenugceamant la formulation normale morceau par
morceau et en imposant des conditions de raccomtesieda fonction cherchée et de certaines de
ces dérivées.

La méthode de Galerkin qui est la plus utiliségetest développée dansABINEXE B.
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ANNEXE B

METHODE DE GALERKIN
La méthode des résidus pondérés consiste a utdsenémes fonctions comme fonctions

de Forme (@ (x) ) et comme fonctions de pondératidn (x)). Dans le cas usuel o'u les
fonctions de pondération sont les mémes sur leocort dans le domaine (équation suivant :

P(x)=P(x) La formulation devient :

I R(x) ¢ (x) dQ + Jﬁ(x) @ (x)dr=0 (j=0,........ N)

Q

et en développant les résidus :

[[La @ (x)-glg (Nda+[[Bla @ ()-hlg (ddr=0  (j=0.......N)

Q

Dans le cas o'u les opérateurs L et B sont lingdiaerésolution du systeme (d’équation

précedent) conduit & la résolution du systeme ailgéd :
Kg=f

ou

et

fi =@ gda+[g.hdr
Q r
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ANNEXE C

Méthode des résidus pondéreés :

Cette méthode consiste a chercher de foncliaqui annulent la forme intégrale

suivant :

F(m) =fw) {RM}dD = [W){L(T) +5} dD=0 (1)

D

Pour toute fonction de pondératigv appartenant a un ensemble de fonctigp3

appartenant a I'ensemblE; des solutions admissibles qui satisfont des cmmditaux
limites précédentes (Fourier, Dirichlet, Neumartjwe sont dérivables jusqu'a l'ordre
Toute solutionT qui vérifie les conditions aux limites vérifie (Gliel que soit le choit

deE,, . Par contre la solutiom de (1) dépend du choix &g, . Par exemple si I'ensemble

E,, est constitué par toutes les distributions de D&&g surD, alors les fonctionsT qui
satisfont (1) satisfont également les condition lamkes puisque le résiduR est alors nul
en tout une solution en tout point @e. si I'ensembleE,, est fini, la solutionT qui ne

satisfont pas exactement ces conditions en tout gei D . C'est ainsi que nous utilisons en
fait la méthode des résidus pondérés.

La forme intégrale de I'équation de poisson s'écrit

0°T 07T
F=|wW —+—+S|dD =0
£ (x,y)[axz Y. j
ou T est dérivable deux fois et doit satisfaire tolgéssconditions aux limites
précédentes.

La fonctionnelle de I'équation de poisson s'écrit:

2 2
L(T)+S:6—T2+ ll

_2+S:O
ox~ oy

Cet opérateur ne contient que des dérivés du sewanel, S sont constants. I

possede donc une fonctionnelle.
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La forme intégrale faible s'écrit:

F= Iaa_wa_T +OWOT \ysldp=0 )
ol 0X 0X 0y oy

ou T etW doivent satisfaire les conditions aux limites :

T=Tg sur S

W=0 sur S

La forme intégrale (2) de cet exemple :

F= I‘MG—T OWOT \ws|dp=0
2L 0X 0Xx 0y oy

En choisissant comme fonction de pondérationdT , on obtient:

F=| OWIT  OWOT _ 515|dD=0
L ox ox 0y dy

si nous choisissant une fonctionndilesous la forme :

2
nT,— or or j(l[a_Tj += OT -TS)dD=0
ox ' 6y 2\ ox 2 ay

nous pouvons vérifie qued1=W=0 on obtient:

j( (aTj o1 (GTJ ~TS)dD=0
0X 2\ gy
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