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Resume

ns cette étude, notre principal objectif était d analyser les propriétés thermodyna-

miques de systémes statistiques classiques et quantiques décrits par ['hamiltonien
fractionnaire Hy, . Nous avons commencé par établir les bases théoriques nécessaires pour
développer la théorie de la dérivation fractionnaire. Ensuite, nous avons exploré la méca-
nique quantique fractionnaire en exposant ses principes fondamentaux et en présentant
quelques applications de ["équation de Schrodinger fractionnaire. Nous avons également
étudié des problémes statistiques classiques et quantiques dans le cadre de la mécanique
quantique fractionnaire.
Dans un premier temps, nous avons introduit la fonction de partition Z pour un sys-
téme de gaz composé de N oscillateurs quantiques fractionnaires indépendants dans un
espace de D dimension. Ensuite, en utilisant les trois définitions des dérivées fraction-
naires (Liouville, Reimann-Liouville et Caputo), nous avons calculé la fonction de parti-
tion pour chaque définition et [‘avons appliquée a un oscillateur quantique en 3 Dimen-
sions. cette application nous a permis de montrer que les trois définitions de la dérivée
fractionnaire conduisent généralement a des fonctions de partition différentes, et donc d
des propriétés thermodynamiques différentes.
Nous nous sommes également intéressés a la résolution de ['équation de Liouville frac-
tionnaire en utilisant les dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo pour des systémes
présentant des lois de puissance non entieres dans leurs hamiltonienes. En nous basant
sur [équation de Liouville fractionnaire, nous avons d abord utilisé la dérivée de R-L
pour calculer la fonction de densité (FD) du gaz parfait classique. les résultats montrent
que la (FD) dépend a la fois du moment p et de position q. En revanche lorsque nous
utilisons la dérivée selon la définition de Caputo, nous avons constaté que la (FD) ne
dépend pas de (p, q) et est donc constante. De plus, Nous avons étendu cette étude d
un gaz composé de N oscillateurs fractionnaires dans un espace unidimensionnel, ou la
(FD) du systeme est lice au type de dérivée utilisée.

Mots-clés : Dérivation fractionnaire, Mécanique quantique fractionnaire, Gaz par-
fait, Oscillateurs fractionnaires, Fonction de partition, Equation de Liouville,
Fonction de densité.




Abstract

[1 this study, our main objective was to analyze the thermodynamic properties of clas-
sical and quantum statistical systems described by the fractional Hamiltonian H, .
We started by establishing the necessary theoretical foundations to develop the theory of
fractional derivation. Then, we explored fractional quantum mechanics by presenting its
fundamental principles and discussing some applications of the fractional Schrodinger
equation. We also studied classical and quantum statistical problems within the frame-
work_of fractional quantum mechanics.

Initially, we introduced the partition function Z for a gas system composed of N
independent fractional quantum oscillators in a ‘D-dimensional space. Using the three
definitions of fractional derivatives (Liouville, Riemann-Liouville, and Caputo), we cal-
culated the partition function for each definition and applied it to a three-dimensional
quantum oscillator. This application allowed us to demonstrate that the three definitions
of fractional derivative generally lead to different partition functions, and therefore dif-
ferent thermodynamic properties.

We also focused on solving the fractional Liouville equation using the Riemann-
Liouville and Caputo derivatives for systems with non-integer power laws in their
Hamiltonians. Based on the fractional Liouville equation, we first used the Riemann-
Liouville derivative to calculate the density function (DF) of the classical ideal gas.
The results showed that the DF depends on both the momentum p and position q. On
the other hand, when we used the Caputo derivative, we found that the DF does not
depend on (p, q) and remains constant. Furthermore, we extended this study to a gas
system composed of N fractional oscillators in a one-dimensional space, where the DF of
the system is influenced by the type of derivative used.

Keywords : Fractional derivation, Fractional quantum mechanics, Ideal gas, Fractio-
nal oscillators, Partition function, Liouville Equation, Density function.
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INTRODUCTION GENERALE

"une des théories qui peut étre concidérée a la fois ancienne que nouvelle et
qui connait actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans
les sciences fondamentales et en ingénierie, est celle du " calcul Fractionnaire "
qui étend la dérivation et I'intégration aux ordres fractionnaires [1].
L'intégration et la différenciation fractionnaires sont des généralisations des no-
tions d’intégration et de différenciation d’ordre entier. Le concept de dérivation
non entiere remonte a 1695, I'orsque 1'Hospital et Leibniz s’interrogeaient dans
leurs correspondances sur la signification d"une dérivée d’ordre 1/2 [2].De nom-
breaux mathématiciens se sont penchés sur cette question, et ont apporté d'im-
portantes contributions au calcul fractionnaire, notamment P.S. Laplace (1812),
J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), ]J. Liouville (1832-1873), B. Riemann
(1847), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884),
P.A. Nekrassov (1888), O. Heaviside (1892-1922), S. Pincherle (1902), M. Riesz
(1949).-.etc [3]- [6]-
Au début, c’était presque un jeu d’esprit pour certains mathématiciens de renom
qui voulaient généraliser la notion de différenciation d’ordre entier en utilisant
des opérateurs d’ordre fractionnaire permettant le calcul de la dérivée d’ordre a

réel ou complexe d’une fonction différentiable f(t), soit :

p*f(t) = S

L’objectif du calcul fractionnaire, qui existe depuis environ 300 ans, est de re-
soudre le probléeme des ordres non-entiers des dérivées traditionnelles [7].

Cependant, c’est surtout au cours de la deuxieme moitié du XXe siecle que des
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avancées majeures concernant la théorie de la dérivation et de l'intégration frac-
tionnaires ont été réalisées [8]- [11].

Il convient de noter que la théorie des calculs fractionnaires est un domaine
relativement récent qui a fait 1’'objet de conférences spécialisées que depuis un
peu plus de trente ans. La premiere conférence a été organisée par B. Ross a
l"'université de New Haven en juin 1974, et il a également édité les débats. Quant
a la premiére monographie sur le sujet, elle a été publiée par K.B. Oldham et J.
Spanier en 1974 apres une collaboration commencée en 1968.

Parallelement a ce progres théorique, quelques aspects pratiques limités du calcul
fractionnaire ont été développés par Abel (1823, 1826), Boole (1824), Heavisid
(1892,1922) et Gemant (1936) pour résoudre certains problemes physiques.
Depuis ces découvertes, de nombreuses contributions théoriques et pratiques ont
mis en évidence I'importance des systemes a ordre fractionnaire ainsi que leur
utilité dans divers domaines tels que 1’électricité, la chimie, la biologie, 1’écono-
mie, 'automatique, le traitement du signal et dans diverses applications telles
que la modélisation, 1'identification et la commande.

Ces dernieres années, un intérét considérable a été porté au calcul fractionnaire
grace a son application dans différents domaines de la physique et de 1'ingé-
nierie [12]], [13]], [14]. Les ingénieurs n’ont pleinement compris I'importance des
équations différentielles d’ordre non entier que ces trois dernieres décennies,
particulierement lorsqu’ils ont constaté que la description de certains systemes
est plus précise lorsqu’une dérivée fractionnaire est utilisée [15]. L'émergence
de la dérivation fractionnaire découle de la nécessité de décrire les changements
non instantanés ou les effets a long terme dans les systemes naturels et mathéma-
tiques. Dans le calcul traditionnel, la dérivation mesure le changement instantané
ou rapide de la valeur, mais elle ne rend pas compte des effets des changements
a long terme ni de la mémoire du systéme. Le recours a la dérivation fraction-

naire est une tentative d’élargir notre compréhension du changement et de la
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dynamique dans les systemes ot des effets a long terme ou une mémoire sont
observés.

Cela se manifeste dans de nombreux domaines, notamment :

Dynamique temporelle a long terme : Dans certains cas, notamment dans les sys-
temes physiques et biologiques, les effets des changements antérieurs persistent
et perdurent dans le temps. La dérivation fractionnaire permet une meilleure
représentation de ces dynamiques par rapport aux dérivations traditionnelles.
Interactions non locales : Dans certaines circonstances, les effets de points éloi-
gnés peuvent influencer une valeur spécifique. La dérivation fractionnaire offre
une maniere mathématique d’exprimer ces effets non locaux.

Contrdle des systemes dynamiques : Lors de la conception de systemes de
contrdle pour des systemes dynamiques complexes, 1'utilisation de la dérivation
fractionnaire peut améliorer les performances et la stabilité du systéeme.
Expansion des modeles mathématiques physiques : En physique, les phéno-
menes présentant des effets a long terme jouent souvent un role essentiel. L'in-
corporation de la dérivation fractionnaire renforce la capacité des modeles ma-
thématiques a représenter précisément ces phénomeénes.

Analyse des signaux et traitement des données : Dans le domaine du traitement
des signaux, la dérivation fractionnaire peut améliorer la capacité des systemes a
répondre a des signaux comportant une composante temporelle étendue. Ainsi,
le calcul fractionnaire est entré dans le domaine de la mécanique quantique et
s’est largement répandu pour des raisons a la fois mathématiques et physiques.
La plupart des scientifiques et chercheurs s’intéressent a ’application du concept
du calcul fractionnaire en physique quantique et au développement d’une nou-
velle mécanique, la mécanique quantique fractionnaire.

Laskin [16] a réussi a généraliser la dérivation fractionnaire en mécanique quan-
tique sans aucune contradiction avec les postulats de la mécanique quantique
standard. il a également montré un hamiltonien fractionnaire pour certains sys-

temes [17].
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Nous ne pouvons pas parler de la mécanique quantique sans mentionner 1'équa-
tion de Schrodinger. Cette équation est considérée comme le fondement de la
mécanique quantique et explique le comportement quantique des systémes phy-
siques. Elle a été développée en 1926 par le physicien autrichien Erwin Schro-
dinger et depuis lors, elle a été utilisée pour décrire les états quantiques des
particules et des systemes physiques.

Dans le cas général, nous pouvons généraliser 1'équation de Schrodinger frac-
tionnaire. Léquation fractionnaire de Schrodinger comprend une dérivée d’ordre
« au lieu de la dérivée seconde pour (¢ = 2) dans 1’équation de Schrodinger
standard, d’ou le terme «mécanique quantique fractionnaire».

En effet, de nombreux auteurs [18]]- [23] ont discuté des résultats de la mécanique
quantique fractionnaire depuis son émergence. Parmi eux, citons Laskin [16], qui
a montré que la généralisation fractionnaire de I'équation de Schrodinger permet
de décrire des systemes quantiques qui ne peuvent pas étre décrits par I'équation
de Schrodinger standard.

Cette révolution de la mécanique quantique a conduit a I’exploration de "’applica-
tion du calcul fractionnaire en physique statistique, afin de comprendre comment
les problémes fondamentaux de la physique statistique seront affectés.
Récemment, Alisultanov [24], [25] a discuté les possibilités d’introduction du
concept de la mécanique quantique fractionnaire en physique statistique quan-
tique et de son interprétation physique. Ils ont également étudié les propriétés
thermodynamiques de quelques systemes statistiques quantiques avec des Ha-
miltoniens fractionnaires.

Le but principal de notre travail est d’étudier les propriétés thermodynamiques
de certain systemes classique et quantique basées sur la mécanique fractionnaire.
Notre travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre, intitulé " Quelques Aspects Fondamentaux de Calcul Frac-
tionnaire ", présente les bases théoriques du calcul fractionnaire nécessaires pour

le développement des chapitres suivants. Les fonctions de base du calcul frac-
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tionnaire sont présentées, et les définitions des dérivés fractionnaires les plus
populaires telles que Liouville, Reimann- Liouville et Caputo, sont identifiées,
ainsi que leurs propriétés.

Le deuxiéme chapitre, intitulé " La Mécanique Quantique Fractionnaire ", pré-
sente les principes de la mécanique quantique en présence de la dérivée fraction-
naire dans I’hamiltonien, avec quelques applications de I'équation de Schrodin-
ger fractionnaire.

Le troisieme chapitre, intitulé " La Mécanique Statistique Fractionnaire " est di-
visé en deux parties. la premiere partie est consacrée a I'étude des propriétés
thermodynamiques d’un systéme de gaz composé de N oscillateurs quantique
indépendants, d’écrits par un hamiltonien fractionnaire. Trois définitions de dé-
rivées fractionnaires (Liouville, Riemann-Liouville, Caputo) sont utilisées dans
cette étude. La deuxiéme partie vise a déterminer la densité pour différents sys-
temes physiques en résolvant I'équation de Liouville. Nous entamons cette partie
en dérivant 1’équation de Liouville en utilisant le concept de dérivée fraction-
naire. Ensuite, nous procédons a la résolution de 1’équation de Liouville frac-
tionnaire pour deux systemes spécifiques : un gaz parfait et un gaz composé
de N oscillateurs fractionnaires indépendants. Cette étude est réalisée en em-
ployant deux définitions de la dérivée fractionnaire, a savoir Riemann-Liouville
et Caputo. En plus des définitions utilisées dans cette recherche sur la dérivée
fractionnaire, il existe de nouvelles définitions [26] [27] [28] [29], ce qui souligne
I'importance du sujet et la nécessité de poursuivre la recherche. Ces nouvelles
définitions mettent en lumiére 'importance fondamentale de la dérivée fraction-
naire en tant qu’outil puissant pour modéliser et comprendre des phénomenes

complexes. Ainsi, elles enrichissent notre capacité a relever les défis variés.
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QUELQUES ASPECTS
FONDAMENTAUX DU CALCUL
FRACTIONNAIRE

INTRODUCTION

orsqu’on aborde la notion de dérivée, on découvre rapidement la possibilité
d’appliquer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, ce qui
permet d’introduire la dérivée seconde ainsi que les dérivées d’ordre entier. On
peut également considérer 1'intégration comme une dérivée d’ordre "moins un".
Cela souleve la question de savoir s’il existe un équivalent fractionnaire pour ces
Srivé . '
dérivées d’ordres successifs [1

La question initiale qui a donné son nom au calcul fractionnaire était la suivante :

P e L Atre &

Est-ce que la signification d"une dérivée d’ordre entier x/: peut étre étendue pour
avoir une signification lorsque n est une fraction? Plus tard, cette question a
évolué : Est-ce que n peut étre n'importe quel nombre : fractionnaire, irrationnel

ou complexe?
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cette derniere question a recu une réponse affirmative lorsque Leibniz a annoncé

dans une lettre a 1'Hopital pour le symbole Z;{f pour la n "¢ dérivée d’'une

fonction f . L'Hopital a répondu en demandant ce que signifierait Zi{ sin =3,
c’est-a dire une fraction. cette lettre de I'Hopital a été écrite en 30 septembre
1695 [2].

Le calcul fractionnaire existe depuis 300 ans sur le plan mathématique. Au cours
de ces années, de nombreux mathématiciens ont contribué a généraliser la notion
de dérivation aux ordres non entiers. Voici quelques-uns de leurs travaux :

En 1823, Abel a résolu une équation intégrale associée aux probleme des tauto-
chrones, considérée comme la premiére application du calcul fractionnaire.

En 1832, Liouville a proposé une définition basée sur la formule de dérivée de la
fonction exponentielle.

En 1868, Grunwald et Letnikov ont développé une approche de la dérivée frac-
tionnaire en terme de série convergente.

En 1892, Hadamard a publié un article dans lequel la dérivée d’ordre non entier
d’une fonction analytique doit étre effectuée en termes de sa série de Taylor.
Apres 1900, le calcul fractionnaire a connu un développement rapide et d’autres
définitions ont été proposées.

En 1939, Riesz a démontré le théoreme de la valeur moyenne pour les intégrales
fractionnaires et a introduit une autre formule associée a la transformée de Fou-
rier.

En 1967, Caputo a proposé une définition plus restrictive que la définition de
Reimann-Liouville, mais plus appropriée pour les équations différentielles frac-
tionnaires avec conditions initiales (probleme de Cauchy).

En 1974, Oldham et Spanier ont écrit le premier livre sur le calcul fraction-
naire, regroupant des définitions, des propriétés et des opérateurs intégraux-
différentiels d’ordre fractionnaire [3].

Ces dernieres années, un intérét considérable a été porté au calcul fractionnaire

en raison de ses applications dans différents domaines de la physique et de 1'in-
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génierie [4] [5] [6], ce qui a conduit a de nombreuses conférences, livres et articles
sur le sujet.

Dans ce chapitre, nous fournirons un apergu du calcul fractionnaire en mettant
I'accent sur trois Approches couramment utilisées et pratiques des dérivées frac-
tionnaires : les approches de Liouville, de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous
présenterons également quelques fonctions spécifiques utilisées dans le contexte

de la dérivation fractionnaire.

FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTION-
NAIRE

Effectivement, la fonction Gamma d’Euler, la fonction Béta et la fonction de
Mittag-Leffler sont des fonctions essentielles dans la théorie du calcul frac-
tionnaire. Leur utilisation est répandue et elles jouent un role crucial dans de

nombreuses applications.

Fonction Gamma

Définition

En effet, en 1729, le mathématicien suisse Leonhard Euler a introduit la fonction
gamma pour généraliser la notion de factorielle aux valeurs non entiéres. La
fonction gamma est étroitement liée a la dérivation fractionnaire, car elle apparait
dans les formules de dérivées fractionnaires et permet de définir des opérateurs
de dérivation fractionnaires.

pour x réelle et strictement positive, la fonction gamma continue en x est définie

comme suit [7] :

+o0
T(x) :/ - le~tdt (1.1)
0
Propriétés [3]] [8]

1. Relation fonctionnelle :
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Une propriété importante de la fonction I'(x) est la relation de récurrence sui-
vante :

I(x+1) =xI(x) (1.2)

En effet, par une intégration par parties, on obtient :

+o0
[(x+1) = /0 tYetdt (1.3)
oo oo
= [-tet], +x/ tletdt
0

= xI'(x)

2. Relation avec la fonction factorielle :

La fonction Gamma d’Euler généralise la notion de factorielle comme suit :
'n+1)=n!' , ¥YVneN (1.4)

car on a, T'(n +1) = nl'(n) et en utilisant [(1) = [;" e~!dt = 1, on déduit :

0

rQ) = 1) =1 (1.5)
I(3) = 2I(2)=211=2! (1.6)
I(4) = 3I(3) =32 =3 (1.7)

Alors, par récurrence on obtient :
In+1)=nT(n)=nn—-1)'=n! , ¥YnelN (1.8)

On convient alors de définir I'(x) par la relation :

I'(x)= [x+1) (1.9)

X

3. Les valeurs particulieres de I'(x) sont :

r(1) = /0+°°efdt:1:r(2) (1.10)
rG) = va (1.11)
M(—3) = -2v7 (1.12)
M) = YL (1.13)

(1.14)
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4. La fonction gamma est continue sur l'intervalle ]0, +oo].

5. La définition de la fonction gamma par produits infinis, due a Euler :

n* 152 (1+4)"
I'(x) = lim o == % (1.15)
n—eo x(x +1)..(x+n)  x;7 1+7%
6. La fonction Gamma peut étre écrite en termes de deux composantes :
[(x) =7(x,a)+T(xa) (1.16)

ot y(x, a) est la fonction gamma incomplete inférieure, Elle est défnie par :
o
v(x,a) = / e "7, Re(x) >0 (1.17)
0
et I'(x, a) est la fonction gamma incompléte supérieure, Elle est défnie par :
[(x,a) = / e 1, Re(x) >0 (1.18)
49

Les fonctions gamma incompletes sont utilisées pour obtenir la différentiation et

lI'intégration fractionnaire des fonctions périodiques.

Fonction Béta

Définition

La fonction Béta, notée B(x,y), a été proposée par Euler en 1772. Elle est une
autre fonction spéciale étroitement liée a la fonction Gamma. La fonction béta
est définie pour les nombres réels x et y strictement positifs. Elle est souvent
utilisée en combinaison avec la fonction Gamma pour exprimer des intégrales et
des formules de dérivation fractionnaire.

La fonction béta est définie par 1'intégrale suivante [4] :
1
B(x,y) = / F 11—t dt , Re(x) >0 ,Re(y) >0 (1.19)
0
Propriétés [9]

1. Symétrique : La fonction Béta est une fonction symétrique :

B(x,y) = B(y, x) (1.20)
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2. Défférentes formes d’intégrale :

00 txfl
B(x,y) = / —dt 1.21
B(x,y) = 2/7 sin®* "1 cos® 1 0do (1.22)
0

3. Relation entre la fonction béta et la fonction gamma :

_ T (y)

B(x’y) - r(x+y) (1‘23)

4. Equations fonctionnelles :

1-2x 1

B(x,x) =2 B <2,x> (1.24)
B(x,y+1) = x—ykyB (x,y) (1.25)

5. Série de la fonction Béta :

1y, @ =Dy —n)

B(x,y) = l/n;;( )"y ) y>0 (1.26)

Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler a un seul parameétre

La fonction exponentielle ¢* , joue un role treés important dans la théorie des
équations différentielles d’ordre entier.

Cette fonction a été introduite par G.M.Mittag-Leffler en 1902 et est donnée par
la série suivante [10] :

0 Zk
Eu(z) = kgo m (1.27)

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres

Cette fonction joue également un role trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire et a été introduite par R.P.Agarwal et Erdelyi (1953-1954) [8]].
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La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres est définie par :

wp(z) = zi:o I“(odf+ 8) (a >0, B>0) (1.28)
o Zk
Ex1(z) = k;} Tk i 1)~ E.(2) (1.29)

Propriétés [7]

1. A partir de la définition et en utilisant la relation de récurrence de la

fonction gamma (1.4)), on remarque que :

o0 o k
zZ

B = Z k+1 kZéT:ez (1.30)
i 1& kL _ -1

Eia(z) = ; k+2 BT =L (0] z (131)
© 1 & k2 f—1-1z

E = —

15(2) ; k—l—3 zzkg’) (k+2)! z2 (1:32)

2. Les fonctions sinus hyperboliques et cosinus hyperboliques sont également

des cas particuliers de la fonction de Mittag-Leffler :

o0 2k 0 Z
E2,1 (22> = Z 2k T 1 kgo [ COSh ) (133)
) 0 2k 1 »2k+1 )
Exp(z7) = ; 2%k+2) 2 kg(:) k1) = sinh(z) (1.34)

Fonction Hypergéométrique
Définition
La fonction hypergéométrique est une fonction spéciale qui joue un role impor-

tant dans de nombreux domaines des mathématiques et de la physique. Elle est

souvent notée ,F;(a;, b;;z) et peut étre définie par la formule suivante [11] :

[T T o T a6 2

T, T(ai) =TT, T (b + k) K!

pFy(ai, bi;z) = (1.35)

d Ly o T(a)
E.qu(ai,bi,z) I_I? } ( )

La fonction hypergéométrique a de nombreuses propriétés intéressantes et est

pFy(ai +1,b; +1;z2) (1.36)

utilisée pour résoudre divers problemes mathématiques et physiques. Elle est
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notamment utilisée dans la résolution d’équations différentielles, 1’analyse de
fonctions spéciales et la théorie des probabilités. Différents types de fonctions
hypergéométriques existent, tels que la fonction hypergéométrique confluente
1F1(a;b;z) et la fonction hypergéométrique généralisée (de Gauss) »Fi(a, b;c; z),
qui correspondent a différentes restrictions des parametres. Chacun de ces types
de fonctions hypergéométriques possede ses propres propriétés et applications

spécifiques.
Propriétés

1. La fonction 1 F; (a; b; z) est une généralisation de la fonction exponentielle pour

b=a
[(a) & T k) zk
1Fi(a;a;z) = rEZ;,;]FEZik;; (1.37)
o0 Zk_
= ) == (1.38)
k=0 **

2. Lorsqu’on la compare a la propriété correspondante (1.30) de la fonction de

Mittag-Leffler, on obtient :

1Fi(a;a;z) = E11(2) (1.39)

3. D’autres propriétés intéressantes de la fonction hypergéométrique confluente,

telles que rapportées par [9], sont les suivantes :
1F(a;b;0) = 1 (1.40)

d
E.lFl(a;b;z) = %.1F1(a+1;b+1;z) (1.41)

Transcendance de Lerch

Définition

La fonction transcendante de Lerch est une fonction spéciale qui porte le nom du
mathématicien suisse Mathias Lerch. Elle est définie pour des valeurs complexes
de ses parametres et est souvent notée ®(z,s,a). Elle est définie par la formule
[12] :

D(z,s,a) = i (a+n)—°z" (1.42)
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Propriétés

1. La relation entre la fonction de Lerch et la fonction hypergéométrique est

définie comme suite :
d(z,1,a) = a’l.zFl(l, a3;1+a;z) (1.43)

2. La fonction de Lerch possede des relations avec d’autres fonctions spéciales
telles que la fonction gamma, la fonction hypergéométrique et la fonction de
Mittag-Leffler. Elle joue également un role dans 1’évaluation d’intégrales com-

plexes et dans la résolution d’équations différentielles.
OPERATEURS FRACTIONNAIRES

Les opérateurs fractionnaires sont des opérateurs mathématiques qui généra-
lisent la notion de dérivation et d’intégration a des ordres non entiers. ils offrent
une extension puissante de la dérivation et de l'intégration traditionnelles, per-
mettant d’aborder des problemes mathématiques et scientifiques plus complexes

et de mieux représenter la réalité des phénomenes étudiés.

Intégration Fractionnaire

Pour la dérivée n " d’une fonction f par rapport & x , ol n est un entier non
négatif, L'intégration et la différenciation sont des opérations inverses.

L’intégration fractionnaire est une généralisation de l'intégration classique qui
permet de calculer des intégrales d’ordre non entier. L'intégrale d’ordre a de la
fonction f (intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville) est définie par

la formule suivante [7] :

1 X
o _ _ pya—1
R O GRS OL (1.49)
ot I'(w) représente la fonction Gamma d’Euler.

Exemple :

Considérons la fonction : f(x) = (x —a)P
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utilisons l'intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville pour cette fonc-
tion :

[ _ ® _ 1 x nN—
() =0 x =) = o [ 0 - )P (1.45)

Lorsque nous effectuons le changement de variable t = a + (x — a)T, nous obte-

J(x—a)f = (x (Z))ﬁﬂ /01( — 1) thdr (1.46)
( a),B+0c
= T B(a,B+1) (1.47)
_ (=) T(@T(p+1)
T @ Trire) (149
= (x—af r(ﬁ(ileBa) (1.49)

Dérivation Fractionnaire

La dérivation fractionnaire est une généralisation de la dérivation classique qui
permet de calculer les dérivées d’ordre non entier. Dans cette these, nous utili-
serons la notation proposée par Davis [8], & savoir ,D%f(x) ot a et x sont des
réells qui désignent respectivement la condition initiale et la variable par rapport

a laquelle on applique 'opérateur de dérivation fractionnaire.

DIFFERENTES APPROCHES DE LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

I existe plusieurs Approches pour la dérivée fractionnaires, chacune ayant ses
propres caractéristiques et applications.
Dans cette thése, nous mettrons en évidence ces approches qui sont fréquem-

ment utilisées dans diverses applications.

Approche de Liouville

L’approche de Liouville est 1'une des définitions couramment utilisées pour la dé-
rivée fractionnaire. Liouville a réussi a appliquer ses définitions a des problemes

en théorie du potentiel. Le point de départ de son développement théorique était
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le résultat connu pour les dérivées d’ordre intégral, qu’il a étendu de maniere

naturelle aux dérivées d’ordre arbitraire.

DVe™ = ae** (1.50)

Il a supposé que la dérivée arbitraire d’'une fonctionf (x) pouvait étre développée

en une série de la forme [13] :

D'f(x) =Y Chape™ , Rea, >0 (1.51)
n=0
ol :
fx)=Y" Cpe" , Re a, >0 (1.52)
n=0

La formule (1.51), connue sous le nom de premiere formule de Liouville pour
une dérivée fractionnaire, généralise de maniére naturelle une dérivée d’ordre
arbitraire v, olt v peut étre un nombre rationnel, irrationnel ou complexe. Ce-
2 IS 22 P y . ’
pendant, cette formule présente 1'inconvénient évident de ne s’appliquer qu’aux

fonctions de la forme (1.52).
Approche de Riemann-Liouville (R-L)

La dérivée fractionnaire au sens de R-L est 1'une des définitions les plus connues
et les plus répandues.
Soit f une fonction intégrable sur [, x] . alors, la dérivée fractionnaire d’ordre «

€ RTavecn —1 < a < n au sens de R-L est définie par [8] :

o

RLDsf(x) = 1“(111—oc)dx”/a (x — )" f ()t (1.53)
d?’l

= L) (159

Exemples :

En générale la dérivée non entiere d'une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle :

C
"'DiC = m(x —a)™" (1.55)
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La dérivée de f(x) = (x —a)? au sens de Riemann-Liouville, avec « non entier,
oul0<n—-1<a<netp>—1,estdonnée par:

RiD¥(x —a)P = 1"(711—04) /ax (x—7)"“ N(r—a)ldr (1.56)

En effectuant le changement de variable T = a + s(x — a), nous obtenons :

1 ar 1
RLpya(N _ \P _ \n+p—a _ o\n—a—=1p
2 Di(x—a)f = T —a) dx (x —a) /a (1—5) sPds  (1.57)

_ I'n+p—a+1)B(n—uap+1) L
N F(n—a)l(p—a+1) (x—a)? (1.58)

_ Tm+p—a+1)T(n—a) (p+1) .
B F(n—oc)F(p—zx—i—l)r(n—i—p—a—i-l)(x_”)p (1.59)

_ I(p+1) —u
— I‘(p—a+1)(x_a)p (1.60)

Approche de Caputo

La dérivée fractionnaire d’ordre « de la fonction f au sens de Caputo est définie

par [4] :
cDyf(x) = r(nl_a)/ux(X—t)"_“_lf(”)(t)dt (1.61)
— () (162

ou: 0<n—-1<a<n, neN

L’avantage principal de I'approche de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec les dérivées de Caputo ont la méme
forme que les conditions initiales des équations différentielles d’ordre entier pour
les fonctions inconnues a la borne inférieure x = 0.

La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
‘D*C=0 (1.63)
a X *
Exemples :

La dérivée de f(x) = (x —a) au sens de Caputo, avec « non entier, ot
0<n—-1<a<netp>n-—1,estdonnée par:

I'(p+1)
I'n—a)l(p—n+1

ED(x )" =

] /ax(x — )"t —a)P L (1.64)
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£ty = o EED gy (165

(p—n—i—l)(

En effectuant le changement de variable f = a + s(x — a), on obtient :

Crw _ r (p + 1) (X — a)pia ! n—a—1_p—n
;Di(x—a)l = T — )T (p—n 1) /0 (1—5s) Lsp=ngt (1.66)

_ T(p+)Bn—ap—n+1) .
= ORI CETES) (x —a)f (1.67)

_ F'(p+1)T(n—a)T(p—n+1) .
T Tn—a)(p—n+1I (p—a+1) (x =)™ (1.68)
_ I'(p+1) a

= Top—asn Y (1.69)

1.5 QUELQUES PROPRIETES DES DERIVEES FRACTIONNAIRES

Les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire sont les suivantes
[14] [13] :

1. Si f(x) est une fonction analytique de x , alors sa dérivée d’ordre fractionnaire
D*f(x) est une fonction analytique de x et .

2. Pour & = n, ol1 n est un nombre entier, 'opérateur D% produit le méme résultat
que la dérivation classique d’ordre entier.

3. Pour a = 0, 'opérateur D% est 'opérateur identité :

Df(x) = f(x) (1.70)

4. La dérivée d’ordre fractionnaire de l'intégrale de méme ordre de la fonction

f(x) donne :
WDilef(x) = f(x) (1.71)
5. La dérivée fractionnaire est une opération linéaire :
DH(Af(x) + pg(x)) = ADf(x) + uD"g(x) (1.72)

6. La dérivation et I'intégration fractionnaires ne commutent pas en général :

DPDf(x) # DIDP f(x) (1.73)
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7. La relation entre la dérivée de caputo et de R-L est donnée par :

)(x —a)*
—a+1)

n—1 ¢(k)
s =5 i) - T o
=0

Soit a >0,avec n—1<a <n et nG]N*,sif(k)(a):O pour

k=0,1,2,..,n—1 ,alors:

2DYf(x) =4 Dif(x) (1.75)

CONCLUSION

Ce premier chapitre nous a donné un apercu du calcul fractionnaire ainsi que de
ses différentes approches utilisées dans diverses applications. Nous avons débuté
en introduisant les fonctions fondamentales du calcul fractionnaire et examiné
leurs propriétés. Ensuite, nous avons présenté les définitions les plus couram-
ment utilisées du calcul fractionnaire, notamment celles de Liouville, Riemann-
Liouville et Caputo. Enfin, nous avons exploré certaines propriétés importantes
du calcul fractionnaire.

Le prochain chapitre, intitulé "La Mécanique Quantique Fractionnaire", se
concentrera sur les concepts généraux de cette théorie et approfondira les appli-

cations de la dérivée fractionnaire dans le domaine de la mécanique quantique.
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Clapitre

LA MECANIQUE QUANTIQUE
FRACTIONNAIRE

2.1 INTRODUCTION

U début du XXe siécle, les physiciens ont été confrontés a des phénomenes
énimatiques qui défiaient les explications de la physique classique. Cette
quéte de compréhension a donné naissance a une nouvelle théorie révolution-
naire, connue sous le nom de mécanique quantique.
La mécanique quantique, fruit des travaux de nombreux scientifiques, s’est dé-
veloppée rapidement en quelques années. Son fondement repose sur 1’équation
de Schrodinger, formulée par Erwin Schrodinger en 1925 [1]. Cependant, pour
résoudre des problemes appliqués dans divers domaines scientifiques, un nouvel
outil mathématique a émergé : le calcul fractionnaire [2]]. Ces dernieres années,
les mathématiciens et physiciens se sont intéressés de prés aux opérateurs dif-

férentiels et aux systémes d’ordre fractionnaire, Plusieurs chercheurs [2]- [9] ont

25
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appliqué le concept de la dérivée fractionnaire en mecanique quantique et déve-
loppé une nouvelle mécanique quantique fractionnaire.

Les opérateurs d’ordre fractionnaire trouvent leur origine au XIXe siecle grace
aux travaux pionniers de Riemann et Liouville. Leur objectif était d’étendre la
dérivation et I'intégration a des ordres non entiers. Depuis lors, l"utilisation crois-
sante des opérateurs fractionnaires s’est répandue dans de nombreuses disci-
plines, suscitant un intérét tant sur le plan théorique que pratique. Ces opéra-
teurs ont trouvé des applications diverses dans des domaies tels que la physique
des plasmas [10], la mécanique des milieux fractals [11]], I"électromagnétisme [12]
[13], les dynamiques chaotiques [14] [15], la cinétique physique [16] [17], la phy-
sique de la matiere condensée [18] [19], pour n’en citer que quelques-uns.

Dans le domaine de la physique, plus précisément en matieére condensée, Ta-
rasov [18] et Laskin [19] ont largement discuté et démontré que 1’hamiltonien
de certains systémes avec une interaction a longue portée peut étre représenté
comme la somme d’une partie cinétique proportionel a (p*) et d'une partie d'in-
teraction proportionel a (x”), ou & et v sont des nombres non entiers, c’est-a-dire
des nombres fractionnaires. Il convient de noter que dans le contexte de la mé-
canique quantique, l'expression p* = (—ihV)* nécessite une attention particu-
liere en raison de la nature fractionnaire de a. Cette particularité a suscité des
recherches approfondies et des développements théoriques spécifiques dans le
domaine de la mécanique quantique.

Il est indéniable que le calcul fractionnaire joue un role crucial dans notre com-
préhension et notre modélisation des phénomenes physiques. Il ouvre de nou-
velles perspectives et offre de vastes possibilités de recherche dans de nombreux
domaines scientifiques.

Ce chapitre se consacre a 1'étude des principes de la mécanique quantique en
présence de la dérivée fractionnaire dans 1’'Hamiltonien. Nous examinerons les
implications et les conséquences de 1'utilisation de la dérivée fractionnaire dans

ce contexte.
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NOTION DE BASE

Fonction D’onde

En physique classique, la trajectoire d"une particule est décrite par sa position
x(t) et son évolution est déterminée par 1’équation de Newton. En revanche, en
physique quantique, la particule est décrite par une fonction d’onde ¥ (x,t), qui
est une fonction complexe dépendant des variables réelles x et ¢, et qui obéit a
I’équation de Schrodinger. Cette équation est fondamentale en mécanique quan-
tique et permet de décrire 1’évolution temporelle de la fonction d’onde et donc

du systeme quantique dans son ensemble [20].
Propriétés

La fonction d’onde, ¥(x, t), en mécanique quantique posseéde plusieurs proprié-
tés importantes qui reflétent les caractéristiques fondamentales des systemes
quantiques.

Voici quelques-unes de ces propriétés [21] :

1. Normalisation : La fonction d’onde ¥ est dite normalisée si son module carré

intégré sur tout 1’'espace est égal a 1 :

+o00
/ EPx Y'Y =1 (2.1)

—00
2. Linéarité : si ¥; et ¥, sont des solutions de I'équation de Schrodinger alors

toute combinaison linéaire de ces solutions est également une solution valide :
Y=MY +A.% (2.2)

avec A et Ap appartenant a C.
3. Produit scalaire : Le produit scalaire entre deux fonctions d’onde ¥ et ¢ est

défini comme :
Y, 9) = /d3x.‘}’*g0 (2.3)
4. propriété du produit scalaire : Le produit scalaire satisfait la propriété sui-

vante :

(Y, 9) = (o, ¥)" (2.4)
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Hamiltonien

En mécanique quantique, I’'Hamiltonien est un opérateur mathématique qui re-
présente 1’énergie totale d’un systeme quantique. Il joue un roéle fondamental
dans la formulation de 1’équation de Schrddinger, qui décrit 1’évolution tempo-
relle de la fonction d’onde du systéme.

L’Hamiltonien est généralement noté H et est défini comme la somme des opé-

rateurs d’énergie cinétique et d’énergie potentielle.
Opérateurs Fonctionnels

Les opérateurs fonctionnels sont des opérateurs mathématiques qui agissent sur
des fonctions pour produire de nouvelles fonctions. Ils jouent un role important
en mathématiques, en physique et dans d’autres domaines scientifiques.

Propriétés

1. En général, la multiplication des opérateurs n’est pas commutative, ce qui

signifie que 1'ordre des facteurs est important. Par exemple :

[(9x)-(x)If 7 [(x)-(9:)] f (2.5)
[(92)-(0)]f = [(0x)-(xf)] = f + x.0xf (2.6)

tandis que :
[(%)-(9:)1f = x.0xf (27)

2. Le commutateur de deux opérateurs A et B notée [A, B], est défini comme
A.B—B.A .Si[A,B] =0, on dit que les opérateurs A et B commutent.
3. Les opérateurs fonctionnels sont linéaires. Cela signifie que pour une constante

a et deux fonctions f et g:
Aaf=aAf e A(f+g) =Af+Ag (2.8)

4. L'opérateur complexe conjugué et défini comme suit :

si A.f =g ,alors A*f* = g¢*
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Par exemple :

A=idy = Af =idf =g — ¢ = —i0f* (2.9)

donc :

A" = —i.0y (2.10)

5. L'opérateur adjoint de A noté A" est défini par :

/fA+ng: /gA*de (2.11)

6. Un opérateur A est Hermitien s'il est égal a son opérateur adjoint, c’est-a-dire
AT = A.

Deux propriétés importantes des opérateurs hermitiens sont les suivantes :

- Si A est un opérateur hermitien, alors toutes puissance A" de cet opérateur est
également hermitienne.

- Si A et B sont des opérateurs hermitiens, les produits AB et BA ne sont pas

hermitiens, mais 1’opérateur (AB + BA)/2 est hermitien.
EQUATION DE SCHRODINGER FRACTIONNAIRE

L’équation de Schrodinger, formulée par le physicien autrichien Erwin Schro-
dinger en 1925 [22], est une équation essentielle en mécanique quantique. Elle
fournit une description mathématique de I'évolution temporelle d"une particule
non relativiste et joue un réle similaire a celui de la relation fondamentale de la
dynamique en mécanique classique.

La mécanique classique et la mécanique quantique reposent sur I’hypothése que

la fonction hamiltonienne peut étre exprimée de la maniere suivante :

2

H(p,r) = Zp—m + V(r) (2.12)

avec p et r sont la quantité de mouvement et la coordonnée spatiale de la
particule, m est la masse de la particule, et V(r) représente I’énergie potentielle.
En mécanique quantique, p et r doivent étre considérés comme des opérateurs

de mécanique quantique, notés p : et 7. Ainsi, la fonction hamiltonienne H(p, r)
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devient un opérateur hamiltonien H(p,7) :
A(p7) = £+ V(7 (2.13)

En réalité, la mécanique quantique fractionnaire émerge de 'opérateur hamilto-

nien de la forme suivante :
Ho(p.7) =Du|pl* + V(@) , 1<a<2 (2.14)
Cela découle de la mécanique classique et de la fonction hamiltonienne H(p, 1) :
Huy(p,r) =Dy lp|*+V(r) , 1<a<2 (2.15)

A partir de 'équation 'énergie E d’une particule de masse m sous 1'in-

fluence du potentiel V(r) est donnée par :
p?
E= > + V(r) (2.16)

Pour obtenir I’équation de Schrédinger, nous introduisons les opérateurs en sui-

vant la procédure bien connue :

E — ih{?t , p — —ihV (2.17)
ou: 1 :La constante réduite de Planck.

V2 = A :Le laplacien V = 2.
En substituant la transformation mentionnée dans la référence a I’équation

et en 'appliquant & la fonction d’onde ¥ (7, t), nous obtenons [23] :

2
iha\ya(f't) = QZ AY (r,1) + V()Y (r,1) (2.18)

En utilisant la méme démarche pour I'équation (2.15), nous obtenons 1’'équation

de Schrodinger fractionnaire [24] [25] :

/2
iha‘I’;:,t) =D, (—hZA)“ Y(r,t)+V(r)¥(r,t) , 1<a<2 (2.19)

avec D, : Coéfficient qui ajuste les unités physique. Ou [D,] = erg!=* cm® sec™*.
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La généralisation en trois Dimenssion (3D) de la dérivée fractionnaire quantique

w/2
de Riesz (—h2A> a été introduite pour la premiere fois par Laskin [26] :

1
(27th)?

(—thy/z‘I’(r,t) = /dSp exp (i%r) Ip|* ¢ (p,t) (2.20)

Ou ¢ (p, t) est la transformée de Fourier de la fonction d’onde ¥ (7, ¢) :

¢ (pt) = /d3r exp (i%r) Y (r,t) (2.21)

1 )
Y (r,t) = ) /dsp exp <z%r> ¢ (p,t) (2.22)

L'équation fractionnaire de Schrédinger 3D (2.19) peut étre réécrite avec I'opéra-

teur :

ihaTa(:'t) = H,Y (r,t) , 1l<a<2 (2.23)

Ou l'opérateur hamiltonien fractionnaire prend la forme suivante :
~ 5\ * /2
A, = D, (—h A) +V(r) (2.24)

Cet opérateur peut étre exprimé sous la forme donnée par 1'équation (2.14)) en
introduisant 1’opérateur mécanique quantique de la quantité de mouvement p =
—ihV = —ih% et 'opérateur de coordonnées 7 = r.

Par conséquent, I'équation de Schrodinger fractionnaire (3D) a la forme

d’opérateur suivante :

”‘lwg’ ) B ) (2.25)

Avec Ha(f)\, 7) introduit par I'équation (2.14).
La forme de I’équation de Schrédinger fractionnaire (1D), telle qu’introduite par

Laskin, est la suivante [3] :

¥ (x,t)

i
Mo

=-—Dy(AV)" ¥ (x,t) + V(x)¥ (x,t) , 1<a<2 (2.26)

Dans cette formulation, ¥ (x, t) représente la fonction d’onde, qui est I’amplitude

de probabilité contenant toutes les informations sur 1'état du systeme physique.
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L'opérateur (hV)" représente la dérivée fractionnaire de Riesz pour une dimen-

sion (1D) et est défini comme suit [2] :

VYW (6, 8) = ——— [ dpex (iﬁx)\ o (p,1) (2.27)
: 57 | drexp (ipx) [p e (p, 27

Ou ¢ (p, t) est la transformée de Fourier de la fonction d’onde ¥ (x, t) :

¢ (pt) = /::o dx exp (—i%x) Y (x,t) (2.28)
1 oo .
Y (x,t) = ﬁ/;oo dp exp (z%x) ¢ (p.t) (2.29)

Lorsque o = 2, I'équation (2.26)) se transforme en I"équation de Schrodinger (1D) :

oY (x,t) —1* 92

La forme alternative de I'équation peut étre exprimée comme suit :
ih— = H,¥ (2.31)
avec Ha est 'opérateur hamiltonien fractionnaire :
Hy = —D, (hV)* + V(x) (2.32)

Alternativement, I’équation fractionnaire de Schrodinger (2.26) peut étre présen-

tée comme suit :

/2
ihwéi"t) ~ D, (—hZA)“ ¥ (x, )+ V)Y () , 1<a<2(233)
ihal{fc.gf’t) H, ¥ (x,t) , 1l<a<2 (2.34)
Ot :
~ 5 w/2
A, = D, (—h A) YV, l<a<2 (2.35)

Une autre expression pour la fonction Hamilton de la mécanique classique H,

correspondant a 1’opérateur de Hamiltonien H, est la suivante :

Ho(p,x) = Do |pl"+V(x) , 1<a<2 (2.36)

Pour le cas particulier ot & = 2 et D, = ﬁ , les équations d2.19[),(]2.26[),d2.33[) se

transforment en I'équation de Schrodinger bien connue pour (3D) et (1D).
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HERMITICITE DE LOPERATEUR HAMILTONTEN FRACTIONNAIRE

L’hermiticité de I'opérateur Hamiltonien fractionnaire est un aspect important en
mécanique quantique. En exigeant que 1'opérateur Hamiltonien soit hermitien,
plusieurs avantages se manifestent.

Tout d’abord, cela garantit que les valeurs propres de l'opérateur, qui repré-
sentent les énergies du systeme, sont des quantités réelles plutdt que complexes.
Cela est cohérent avec les mesures expérimentales des énergies observées dans
le systeme.

Deuxiéemement, ’hermiticité de I'opérateur hamiltonien permet de trouver une
base orthonormée de vecteurs propres associés a ces énergies. Cela signifie qu'il
est toujours possible de résoudre 1'équation de Schrodinger indépendante du
temps pour un systéme donné.

Les opérateurs hermitiques satisfont la relation suivante :

(@, Cx) = (Co,x)" (2:37)

Afin de prouver I'hermiticité de l'opérateur H,, il est nécessaire de démontrer
que :

(¢, (V)" x) = ((MV)" ¢, x) (2.38)

Les expressions suivantes sont utilisées :

—+o00
@V =[x (Vi (239)

+o0
(Vo) = [ dxvog )l (240)

Ou le symbole * représente le conjugué complexe, et V4¢ et V*x sont les déri-
vées fractionnaires de Riesz pour les fonctions ¢ et x , respectivement. Elle sont

définies comme suit :

1 e
Vit = -5 / dk exp (ikx) |k[* % (k, £) (2.41)

Vep(x,t) = —Z:Ch/dkexp (ikx) |k|* ¢ (k, 1) (2.42)
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x(k,t) et ¢(k,t) sont les transformées de Fourier des fonctions x(x,t) et ¢(x,t),

respectivement :

- 1 )
Rlkt) = 5 [ dwexp(ikx) x (x,1 (2.43)

Gt = 5o [ dvexp (ikx) o (x,1) (2.49)

En utilisant les équations (2.41) et (2.43), nous pouvons réécrire 1’équation (2.39)

comme suit :

+o0 1 +o0 ) o~
0,V = =[xty [ dkep k0 KUK (D) (@45)

+o0 +oo .
= [T (s [ avep R0 (607 6 ) )

= (V'%,x) (2.47)

Nous remarquons que :
(@, Vi) = (Vi x) (248)

L’énergie moyenne d"un systéme quantique fractionnaire est donnée par :

E, = / +: dx¥* (x, 1) He¥ (x,1) = (¥, Hot) (2.49)

Ou H, est 'opérateur Hamiltonien fractionnaire.

Selon l'équation (2.37), nous avons :

+o0 +oo
Eo = / dxF* (x, t) He¥ (x,£) = / dx (HF¥(x,0) ¥ (x,1) = E5 (2.50)

—o0 —00

Cela signifie que 1’énergie du systeme est réelle. Par conséquent, I’opérateur Ha-

miltonien fractionnaire est hermitien :

(¢, Ha x) = (Hy ¢, x) (2.51)

La démonstration de I'hermiticité peut étre facilement généralisée au cas tridi-

mensionnel (3D). En multipliant ’équation (2.31) par la gauche par ¥* (x, ) :

Y (x, t)Hy ¥ (x,t) = il'¥™*(x, t);t‘P (x,1) (2.52)
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et en prenant le complexe conjugué de 1’'équation (2.31) et en le multipliant par
—Y¥ (x,t):

—Y(x, t)Hy¥* (x,t) = ih'¥(x, t)%‘}’* (x,1) (2.53)

En additionnant les deux équations résultantes, on obtient :

ih;t (P (x, )¥(x, 1)) =" (x, t) Hypp (x,t) — ¥ (x, ) Hy Y™ (x, t) (2.54)

En intégrant sur toutes les valeurs de la variable d’espace et en tenant compte de

I’hermiticité de I'opérateur Hamiltonien H,, on obtient I'équation importante :

d
5 [ dx (e ¥ (0 = 0 (2:55)

Cela montre que la fonction d’onde reste normée, ce qui est une propriété essen-

tielle des systemes quantiques.

L’EQUATION DE SCHRODINGER FRACTIONNAIRE INDEPENDANTE
DU TEMPS

L’équation de Schrodinger fractionnaire indépendante du temps est un cas par-
ticulier de 'équation de Schrodinger dans lequel le potentiel V(x,t) est indé-
pendant du temps. Cela implique que le potentiel ne varie qu’en fonction de la
position, et peut méme étre constant.

Prenons en compte V(x,t) = V(x). Dans ce cas, I'équation de Schrodinger frac-

tionnaire devient :

iha‘l’gf) — D (W)Y (x5, )+ V(¥ (x,8) , l<a<2  (256)

Dans ce cas, il est possible d’utiliser la méthode de séparation des variables.

Nous posons :
¥(x 1) = (Y (x) (2:57)

En substituant 1’équation (2.57) dans 1’équation (2.56), nous obtenons :

n SO b oy (0% (x) + V) FOF (2) (2.58)
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En simplifiant, nous obtenons :

in®Lt) 1
= DV () + V)Y () gy

Etant donné que le terme de droite de I’équation (2.59) ne dépend que de t, et que

(2.59)

le terme de gauche ne dépend que de x, il doivent étre égaux a une constante, que
nous notons E. Par conséquent, nous avons 1'équation suivante : Ef(t) = ih%(f)

Et par conséquent, la solution pour f(f) est donnée par :
iEt
f(t) = exp(==-) (2.60)
Finalement, nous obtenons 1’équation de Schrodinger indépendante du temps

(stationnaire) [2] :
EY (x) = =Dy (AV)* ¥ (x) + V(x)¥ (x) (2.61)

Ainsi, la forme la plus générale de la solution, dans laquelle les variables d’espace

et de temps sont séparées, est la suivante :

Y (x,t) = exp(—iE?t)‘P (x) (2.62)

APPLICATION DE L’EQUATION DE SCHRODINGER FRACTION-
NAIRE

Particule dans une boite

En mécanique quantique, le modéle de la particule dans une boite (également
appelé puits de potentiel infini ou puits carré infini) décrit une particule libre qui
peut se déplacer dans un espace restreint entouré de barriéres impénétrables. Ce
modeéle est principalement utilisé comme exemple hypothétique pour illustrer

les différences entre les systémes classiques et quantiques.
Le Cas Unidimensionnel

La forme la plus simple du modele de la particule dans une boite considere

un systéme unidimensionnel. Dans ce cas, la particule ne peut se déplacer que
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d’avant en arriere le long d"une ligne droite, avec des barrieres impénétrables aux
deux extrémités. Les parois d'une boite unidimensionnelle peuvent étre consi-
dérées comme des régions de l'espace avec une énergie potentielle infiniment
grande. En revanche, l'intérieur de la boite a une énergie potentielle constante et
nulle. Cela signifie qu’aucune force n’agit sur la particule a l'intérieur de la boite

et qu’elle peut se déplacer librement dans cette région.

v

Zonel Zone 11 Zone II1

-a a X

FIGURE 2.1 — Puits de potentiel infini a une dimension

L’énergie potentielle dans ce modele est donnée par :

[ oo pour |x| >a
Vix) = { 0 pour|x| <a (263)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut étre écrite comme :
—Dy(hV)*¥ (x) + V(x)¥(x) = E¥(x) (2.64)

Ou E = D, |p|" représente 1'énergie totale de la particule et V(x) est une fonction
décrivant le potentiel pour chaque valeur de x .

Dans notre cas, le potentiel est nulle & 'intérieur de la boite V(x) = 0, et devient

infini aux positions x = —a et x = a. A Tintérieur de la boite, I'équation (2.64) se
réduit a :
—Dy(hV)*¥(x) = E¥(x) (2.65)
V*%(x) +k*¥(x) =0 (2.66)
Ou k* = ﬁ La solution générale de cette équation fractionnaire est donnée
par:

¥ (x) = Asin(kx) + B cos(kx) x| <a (2.67)
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Ou A et B sont des nombres complexes. Par conséquent, nous pouvons écrire :

0 pour a<x
¥(x) =] Asin(kx) 4+ Bcos(kx) pour |x]|<a (2.68)
0 pour —a<x
Lorsque la fonction ¥ (x) est continue, la condition de continuité en x = —a et
x = a implique que :
Asin(ka) + Bcos(ka) = 0 (2.69)
—Asin(ka) + Bcos(ka) = 0 (2.70)
Donc :
Asin(ka) = 0 (2.71)
Bcos(ka) = 0 (2.72)

Par conséquent, les solutions se répartissent en deux catégories :
1. Les solutions paires : A = 0 alors, ka = n3 pour n = 1,3,5....

Les niveaux d’énergie deviennent :

) _ hnm\“*
Ey’ = D, <2a > (2.73)
Les fonctions d’onde sont :
(P) — nrit <
¥,/ (x) = Bcos (—Za x) pour |x| <a (2.74)

2. Les solutions impaires : B = 0 alors, ka = n3 pour n = 2,4,6....

Les niveaux d’énergie deviennent :

im hnm\*
Er(l P = D, <2a> (2.75)

Les fonctions d’onde sont :
; nr
‘I’Smp)(x) = Asin (Zx) pour |x| <a (2.76)
La combinaison entre les deux solutions paires et impaires donne les niveaux

d’énergie :

hnm\*
E, =D, <2a> n=123... (2.77)
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Et les fonctions d’onde sont :

B Cosin (5% (x +a)) n=1,2,3... pour x| <a
a0 ={ o, e

Nous utilisons le fait que la probabilité de trouver la particule quelque part est
égale a 1. Par conséquent, la valeur de 'intégrale de |‘I’\2 sur I'axe x est :
+a +a . nrt
[ P =c [ st (B (x+a)) =1 (2.79)
—a —a 261

Donc :
1

Va

La solution complete pour le probléme d'une particule unidimensionnelle dans

Co = (2.80)

une boite, dans le cas fractionnaire, a été donnée par [6] :

Y(x,t) = \}E sin <% (x+ a)) exp <—l§t> , n=123,.. |x|] <a(2.81)
nmh\*
E, = D, <2a> (2.82)

Le Cas Tridimensionnel

Si une particule est piégée dans une boite a trois dimensions, elle peut se déplacer
librement dans les trois directions L, (le long de 1’axe x), L, (le long de I'axe y)

et L, (le long de I’axe z), ou1 le potentiel est nul a I'intérieur de la boite. figurez.2.

L\ J

/ L

X

FIGURE 2.2 — Particule confinée dans une boite cubique
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L’expression tridimensionnelle de la zone intérieure de la boite, ot le potentiel

est nul est donnée par :

w/2
D, (—h2A> Y(x,y,z) = E¥(x,y,2) (2.83)
D, |1 izjuinri2 M\If(x z) = E¥(x,v,2) (2.84)
! 0x2  9y?  9z2 Y2) = &L o4

Pour résoudre cette équation, nous devons trouver les valeurs propres de 1'équa-

tion (2.84).

L’hamiltonien fractionnaire correspondant est donné par :

w/2
Hy, = D (—th) (2.85)
o 2 %71 —hz w/2
— 2mD, (—h) o (2.86)
= Chv? (2.87)

81
avec : C =2mD, (—h2> :
h*/2 = E—fi’jA”‘/ 2 est 'opérateur de hamilton standard d’une particule dans
une boite.

Alors I’équation de Schrodinger devient :

Cﬁ"‘/Z‘I’(x,y,z) = E¥(x,y,2) (2.88)
¥ (x,y,z) = €¥(x,v,z2) (2.89)
Avec ¢ est I'énergie :
2
8:8Flri<é+%+£> (2.90)
D’aprés 1'équation (2.88) :
Ch¥(x,y,z) = Eh 5% (x,v,2) (2.91)

Donc :

Cﬁ‘f’(x, y,z) = Ee 2 1% (x,y,2) (2.92)
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Alors :

u

~ /2
C*2h ¥ (x,y,2) = (Eﬁ“)a ¥(x,y,2) (2.93)

On peut en déduire que :

« « /2
E = Cc2*! (E€—§+1>“ (2.94)
E*/2C— 2t (sf%“)m (2.95)
= Ce? (2.96)

Donc les valeurs propres sont :

/2
Ch* n2 n2 o2\
E—_—" [ ZX=x4 ¥V, "z )
) (L% + I + 2 (2.97)

Oscillateur Quantique Fractionnaire

L’oscillateur quantique fractionnaire est un systeme dans lequel une particule est
soumise a un potentiel scalaire V(r), décrit par ’opérateur hamiltonien. En 'ab-

sence de champ magnétique, 'opérateur hamiltonien prend la forme suivante :

H(p,r) = ==+ V(7) (2.98)

S

Ot : P est 'opérateur de I'impulsion, p = —ihV avec V = 2 et 7 est I'opérateur
de la coordonnée d’espace de la particule.
L’oscillateur quantique fractionnaire, introduit par Laskin, est un modele de mé-

canique quantique fractionnaire qui utilise 'opérateur hamiltonien H,, [25] :

Hyy = Dalpl®+4*[x[" (2.99)
= Du(—H*A)? +¢*|x|" (2.100)
Ou D, : est le coéfficient qui ajuste les unités physiques. [D,] = erg!~* cm®

sec“.
. . 1 v
q : est une constante avec le dimension [q] = erg2z cm= .
Les parametres a et v sont supérieurs a un et inférieurs ou égaux a deux (1 <

a<2,1<v<2).
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(—h2A)% : est un opérateur fractionnaire de Riesz.

Pour & = v = 2 I"équation représente ’oscillateur harmonique hamilto-
nien dans le cas standard avec D, = (2m)~!, 4% = mw? /2.

Ainsi, I'hamiltonien H, , est la généralisation fractionnaire de 1’hamiltonien H de

l'oscillateur harmonique standard :

—’A 1
H=—"+ Zmw*x?

o > (2.101)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps pour 1'oscillateur quantique

fractionnaire peut étre exprimée comme suit :
5 «/2 21w
D, (—h A) Y(r)+4g°|x|"¥(r) = E¥(r) (2.102)

Ou E est I'énergie totale de l'oscillateur.

Pour résoudre cette équation, nous pouvons utiliser une approximation semi-
classique. En appliquant la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld [27],
nous obtenons les niveaux d’énergie de 1'oscillateur quantique fractionnaire en

une dimension :
Xm
27th(n + %) = fpdx = 4/ pdx (2.103)
0

1/v

Ou X = (q%) : est le point tournant du mouvement classique.
§ : est I'intégrale sur une période du mouvement classique.

En utilisant I'approximation semi-classique, nous pouvons exprimer p en fonc-

tion de 1 "énergie E :

1 1/a
= (=1l (2.109)
o
Dans les points de retournement, p = 0 Le mouvement classique est donc pos-
1/v

sible dans l'intervalle |x| < (q%)

Afin d’évaluer l'intégrale de I'équation (2.103)), nous introduisons une nouvelle
. E —1/v

variable y = x (?) .

Ainsi, nous avons :

X 1/apl/v (1
_1/“ m _ 2 v 1/0( E E / v 1/0(
D, /0 (E—q"[x|")" dx = DA/ Jo (1—y")" " dy (2.105)
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L'intégrale sur dy peut étre exprimée en termes de la fonction B. En effet, en

effectuant la substitution Z = y", nous obtenons :

1 1
[a-yeay = 3 [0 (2106)
0 v.Jo
111
::7M7*+U (2.107)

Ou B(x,y) représente la fonction béta (intégrale d’Euler de premier type).
Ainsi, ’équation (2.103) se transforme en la forme suivante :

1 4Exty 1.1 1
27th(n—|—§) = W;B(;,&"‘l) (2.108)

L’équation finale, qui permet de déterminer les valeurs d’énergie des états sta-

tionnaires pour l'oscillateur fractionnaire, est définie comme suit [2] :

hyDY/ %g?/v W ( 1\
E,= | —— 1 _ A n+ > 2.10

Cette équation représente une généralisation du spectre d’énergie bien connu de

l'oscillateur quantique standard (pour & = 2 et v = 2), olt nous observons que

av
a+v

Pour D dimensions, I’hamiltonien est donné par :

z

Hay = Y (Dalpil® +4°|xil") (2.110)
i=1

N 52 “/2 v/2
= ; Dy (—H? Zaz + ¢ Zxk (2.111)

Les variables moment et position en D dimensions sont représentées par p; =
(p1, P2, - PD), Xi = (X1, X2, ..., Xp) respectivement.
Les calculs des niveaux d’énergie de l'oscillateur quantique fractionnaire dans la

théorie semi-classique sont généralisés pour D dimensions :

Eny,..np = a’(ny +ny.. +np +d)° (2.112)

thvDY/ag2/v av
n;=20,1,2,... , a:# , O
x+v

, d=
2B(1,1+1)

(2.113)
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CONCLUSION

Ce chapitre présente une forme alternative de la mécanique quantique connue
sous le nom de mécanique quantique fractionnaire. Les principes fondamentaux
de cette théorie sont explorés, mettant en évidence I'équation de Schrodinger dé-
pendante et indépendante du temps. De plus, '’hamiltonien fractionnaire est éga-
lement examiné, offrant une généralisation intéressante de la mécanique quan-
tique standard. Cette approche permet d’explorer des phénomeénes quantiques
complexes et ouvre de nouvelles perspectives de recherche dans le domaine de

la physique quantique.
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3.1

Clapitre

LA MECANIQUE STATISTIQUE
FRACTIONNAIRE

INTRODUCTION

La mécanique statistique est une branche de la physique qui étudie le compor-
tement collectif des systemes composés d'un grand nombre de particules. Son
objectif est d’analyser les propriétés macroscopiques de ces systémes en se ba-
sant sur les propriétés microscopiques des particules qui les constituent.

La mécanique statistique et la mécanique quantique fractionnaire sont étroite-
ment liées et complémentaires. La mécanique statistique fournit les outils ma-
thématiques nécessaires pour étudier les systemes complexes, y compris les sys-
temes quantiques fractionnaires. Elle permet ainsi de décrire les distributions sta-
tistiques des différentes particules présentes dans ces systémes, ainsi que leurs
propriétés thermodynamiques.

Dans certains cas, des équations fractionnaires sont utilisées comme modeles

phénoménologiques en dynamique ou en cinétique. Des tentatives ont été faites

48
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pour dériver des équations fondamentales de la mécanique statistique en intro-
duisant des dérivées d’ordre non entier. Cependant, il convient de noter que
les dérivées fractionnaires n’apparaissent généralement qu’apres la transforma-
tion de Fourier de ces équations, comme cela a été démontré dans 1’équation de
Fokker-Planck-Zaslavsky [1].

Plus récemment, plusieurs chercheurs ont exploré 1’application du calcul frac-
tionnaire en physique quantique et statistique, ce qui a conduit au développe-
ment de nouvelles approches dans ces domaines. Par exemple, Alisultanov a
étudié les propriétés thermodynamiques de certains systemes avec un hamilto-
nien fractionnaire [2] [3]. Tarasov, quant a lui, s’est intéressé a la mécanique statis-
tique des systemes hamiltoniens généralisés fractionnaires et a dérivé 1’'équation
de Liouville fractionnaire [4].

Ces développements récents illustrent I’exploration de nouvelles voies pour com-
prendre et modéliser les systémes physiques complexes en utilisant des concepts
fractionnaires, tant dans le cadre de la mécanique statistique que de la mécanique
quantique.

Ce chapitre est structuré en deux parties distinctes. Dans la premiére partie, nous
examinons 'impact des différentes dérivées fractionnaires sur les propriétés ther-
modynamiques, en mettant notamment 1’accent sur la fonction de partition ca-
nonique d’un systéme composé de N oscillateurs quantiques fractionnaires in-
dépendants. Nous présentons trois approches de dérivation (Liouville, Reimane
Liouville et Caputo) et les comparons en termes d’ordre de dérivation. Ensuite,
nous appliquons ces approches de dérivation au le calcul de la fonction de parti-
tion individuelle Z;.

La deuxieme partie de ce chapitre est dédiée a la détermination de la densité pour
différents systemes physiques en résolvant 1’équation de Liouville. Nous accor-
dons une attention particuliere a deux types de systemes : les gaz parfaits partiels

et les systemes de N Oscillateurs fractionnaires indépendants. Nous utilisons dif-
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férentes définitions de la dérivée fractionnaire (Reimane-Liouville, Caputo) pour
résoudre 1’équation de Liouville fractionnaire dans ces contextes.

L’objectif de ces deux parties est d’approfondir notre compréhension des déri-
vées fractionnaires et de leur impact sur les propriétés thermodynamiques et
la densité des systemes étudiés. En explorant les différentes approches de dé-
rivation et en les appliquant a des systémes spécifiques, nous visons a mieux
comprendre les caractéristiques particulieres des Oscillateurs quantiques frac-
tionnaires et a analyser leurs conséquences sur les propriétés macroscopiques

des systemes physiques considérés.

SYSTEME D’OSCILLATEURS FRACTIONNAIRE

Fonction de Partition

La fonction de partition joue un role essentiel dans la relation entre les propriétés
microscopiques des molécules individuelles (niveaux d’énergie, moments d’iner-
tie) et les propriétés macroscopiques (chaleur spécifique, entropie) d’un systéeme
composé d'un grand nombre de molécules.

En physique statistique, la fonction de partition Z est une quantité fondamentale
qui englobe les propriétés statistiques d’un systeme a 1’équilibre thermodyna-
mique. Elle dépend de la température et d’autres parameétres pertinents.

La fonction de partition permet de calculer de nombreuses variables thermo-
dynamiques du systeme, telles que 1’énergie totale, ’entropie, 1’énergie libre ou
la pression. Ces variables peuvent étre exprimées en fonction de la fonction de
partition et de ses dérivées [5] [6].

Considérons un systéme thermodynamique composé de N oscillateurs quan-
tiques fractionnaires indépendants, dont le volume et le nombre de particules
sont fixés, et qui est en contact thermique constant avec un environnement a
une température T. Ce type de systéme est généralement désigné comme un
ensemble canonique.

Le spectre d'un oscillateur fractionnaire en D dimensions peut étre caractérisé
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par un nombre quantique 1, qui représente le nombre de niveaux d’excitation de
l'oscillateur (Chapitre 2).
Si nous décrivons le systeme en utilisant 1’ensemble canonique quantique, la

thermodynamique peut étre étudiée a partir de la fonction de partition [7] :
ZN = i]i\,] (3.1)
Ou Z; est la fonction de partition canonique individuelle donnée par [8] :
Zi= L ep(~BEum) 62)
= Y exp(—pa” (m+..4+np+d)) (3-3)

Dyt P ) 6.4

La derniere égalité est due a la dégénérescence de 1’énergie propre de 1'oscillateur
quantique en D dimensions.
En introduisant la représentation § (6(x) étant la distribution de Dirac), nous

pouvons écrire 1’équation (3.4) sous la forme :

— 1)1 k=ee
a1 (Dil)! L (HZ - Y. exp(—pa’k)d(k — (n+d)") (3-5)

n=0 : k=—0c0

Ou équivalent :

I~ o T —d+D) /.
4= o PR ) (K7=d) GO

Ou la fonction de Heaviside 0(x) apparait en raison de la sommation sur les
distributions é.

En évaluant la fonction de Heaviside, nous obtenons :

B 1 k=00 ” F(kl/”—d+D)
= (D—l)!k;d(,e’(p(_ﬁ” T =i 57)
1 k=00
- - —Ba’k) (K7 +d—1) ... (K7 —(d—1 8
_ L ygm Y o (K74 d—1))"
- (D_l)!m; D_lk:Zd;anp(_'Ba )( +(d- )) (3.9)
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avec :

Zn: Sm) ym — x(x—=1)e(x —n+1) (3.10)

Ou Sl(Dm_) ; sont les coefficients de Stirling du premier type [9].
Pour évaluer la somme dans (3.9), nous utilisons 1’expansion binomiale :

m

(K @—1)" = (@ 1)" Y~ (kb (311)

Oou Cp’" sont les coefficients binomiaux.

Ainsi, la fonction de partition individuelle devient :

Z = (D—-1) mZ::0 Sp 1(d—1) E) -1y kgaexp(—ﬁa k)ko (3.12)

avec : Sfﬂ)l = S,Smil) - nS,(qm)

Nous notons ici, que nous obtenons le résultat standard pour la fonction de
partition de 'oscillateur en une dimension en fixant D =1, (S(()O) =1, C8 =1),et
oc=1.

En utilisant la notation B = £ et b = Ba“, nous pouvons écrire la derniere somme

dans comme suit :

k=00 B k=00 % p 0
Z exp(—ﬁa"k)kg = 873 Z exp(—bk) = ( o 1) exp (—bd?)
k=d° d(—b)" \=ar 9 (—b)7 1—exp(—b)
(3.13)
La fonction de partition individuelle devient :
1 = no Y v exp(—bd”)
Z, = —— Y s (d—1)" P p (3.14)
R s T P A Py - A Tar i ey
1R o pmy exp(=0d7)
= Syl Y —————~ (3.15)
R SR R ey 3
_ 1T oo o S exp(—bd”)
= WY(Y (Y —2)..(Y D—{—Z)i1 ~ exp(—b) (3.16)
Ot Y est I'opérateur donné par :
- Jv D d7
Y=d-14+——F=—--1+ (3.17)




Chapitre 3. La Mécanique Statistique Fractionnaire 53

La derniere égalité dans (3.16) provient de I'expansion de Stirling déterminée par

les coefficients S(Dm_)1 qui satisfont a la relation de récurrence :

st = sl st W=y, 0 s=1, n=01,.
st =1, sV=—sW——_1,  e.. (3.18)

Les expansions de (3.16) sont alors calculées systématiquement de la maniere

suivante :
-Pour D =2
1 (R m) om| exp (=bd7)
SECESY [EOSD—1Y e (1) o9
_ e, (3] exp(=bd7) o exp(—bd7)
N [Sl 51 Y} 1—exp(—=b) Yl—exp(—b) (3-20)
Y S
Y = a(ib)” s=o0! (3.21)
-Pour D =3
L1, cp, o@52] exp(—bd7)
ST [52 52 Y45 Y] 1—exp (—b) (5-22)
B 1“ S exp (—bd") A_l 0’
Zl - 2 (Y 1)1 _ eXp <_b> 7 Y - 2 + a (_b)s (3‘23)

La fonction de partition individuelle de l’oscillateur fractionnaire devient :

1 & mdwe G (o e (b))
2 = 5252 (E) 2(5? (a( )3) 1—exp(2—b) (524

m=0 p=0
_ L cmgm| P (=b(3))
- E mZ:;O SZ Y 1— exp (—b) (325)
1o exp (—=b(3)7)
= EY(Y -1) T—exp (=b) (3.26)
Ou Y est I'opérateur défini par :
~ 1 97
Y = > + T (3.27)
a(—b)°

o1 e 1) [ e 1) ep(-b(3)) s
"o 2<a<—b>5+2> <a<—b>i 2) Tep(h) 0P

Z1 = 3 5 - = (3-29)
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A présent, nous utilisons les différentes définitions de la dérivée fractionnaire et
les appliquons a la dérivée présente dans la derniére expression de la fonction

de partition individuelle impaire Z;.
Les Trois Approches des Dérivées Fractionnaires

Nous présentons trois Approches de la dérivée fractionnaire, la premiére est défi-

nie par Liouville, la deuxiéme par Riemann-Liouville et la troisieme par Caputo.

Approche de Liouville

“/

LD exp(sx) = pyy exp(sx) = s* exp(sx) (3-30)

Approche de Riemann-Liouville

IX/

RLDY exp(sx) = Wexp(sx) = x“",EM_M (sx) (3.31)
Approche de Caputo
atx’ ) gk+n xk—&-n—zx/

7’11’1*

CDY exp(sx) = exp(sx) = ) =5 "E1 p—ar11(5%)

oxv = Tk+1+n—a)

(3.32)
Oua' € R,n—1<a’ <n n e N etla fonction Ej,_,1(sx) est la fonction
de Mittag-Leffler [10]. Il est important de mentionner ici que les deux premiéres
définitions de dérivée fractionnaire (Liouville et Riemann-Liouville) coincident
si 'ordre de la dérivée est un entier. Sinon, les deux premieres définitions sont
différentes et conduisent a des résultats différents.

Par exemple, si &’ = 1, il est clair que d’apres la définition :

B 00 n _ )nfl
Elll_al(sx) = nZ:%) F 1’l + 1 — D(/) = SX Z (Tl)
= Z = sxexp(sx) (3:33)
Alors :
0 1 1
Y exp(sx) = ;Ello(sx) = 5x exp(sx) (3-34)

= sexp(sx) (3:35)
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qui est identique a la premiere définition. Ainsi, la troisieme définition (dans le

sens de Caputo) est clairement différente des deux premieres définitions car le

sens de Caputo n’est pas défini pour un ordre entier.

Comparaison des Ordres non Entiers

Pour illustrer cette différence, nous présentons un exemple avec &' = 8/3, et

comparons les trois Approches de dérivation de la maniere suivante :

Pour simplifier, supposons que s = 1.

!/

o 0"
DY = o exp(x) = exp(x)
¥~ 2 o) = x Byt

CD‘X, exp(x) = Xn_a,El,n_a’+1(x) ’ n—1< (X/ = 8/3 <n
Dans le dernier sens, il est clair que n = 3, alors :

CDY exp(x) = x3_"‘/E1,4,“r(x) , 2<4 <3

(3-36)

(3-37)

(3-38)

(3-39)

Dans I'exemple suivant, nous pouvons observer que les trois définitions sont dif-

férentes. Nous avons tracé les fonctions x3/3D?¥/3(x), x8/3D%/3 (x) et x8/3D¥/3(x)

afin d’illustrer la différence entre ces trois Approches (Figure 3.1) .

18
16
14
1,2
! D(R-L)
08 D(L)

08 D(C)
04

02

0

-0,2

F1GURE 3.1 — Comparaison des trois définitions de la dérivée : Riemann-Liouville (supérieure),

Liouwville (intermédiaire) et Caputo (inférieure).
Les expressions de ces trois fonctions sont les suivantes :
8/3198/3 () — ,8/3
x8/ D} (x) =x /3 exp(x)

x**D% (x) = E, 7g(x) = = 5y

(3-40)

(3.41)
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-11:‘1(11é X) (342)

x83D83(x) = x°E 4 (x) o 3

3
SN 6

Application a la Fonction de Partition

Sens de Liouville

Dans un premier temps, nous utilisons la définition de la dérivée fractionnaire

selon Liouville.

oY

oo exp(s7) = 5" exp(sx) (3-43)

En suivant ce sens, nous obtenons ensuite :

2 (ew(-b3))
e ( 1—exp(—b) )

© a% 3 .
YA ¥ et G (.44)
= YO ep(-(it ) (G4

3
Il
o

Ce résultat nous permet d’obtenir une nouvelle expression de la fonction de

partition individuelle.

oo 7 exp (—b(3)°
7 = %exp <—b(2)a> Y ((2)0‘1‘”) exp (—nb) — ;18((3)(1:[:((2_);,)) (3-46)

n=0

ou de maniere équivalente,

exp (—=b(2)”
7zl = %exp <—b(§)”) d(exp(—b), —;, (%)”) — ;M (3-47)

ot ®(z,s,v) est la fonction de Lerch [11]. Il est facile de montrer que nous ob-
tenons la méme formule de fonction de partition pour l'oscillateur harmonique

dans le cas standard (o = 1) lorsque D = 3.

1 3
AT 5 &P <—2b) P(exp(—b), —2,5) T 81 —exp (=b) (3.48)

exp (—3b)
[1—exp (=b))°

Sens de Reimann-Liouville

Le deuxiéme sens de la dérivée fractionnaire est défini de la maniére suivante :

06/

Fyy exp(sx) = Dy exp(sx) = x ¥ Ey1_o(s¥) (3-50)
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Comme nous avons,

exp (=b(3)") 3.0\ v
m = exp <—b(2) IE)eXp(—nb) (3.51)
= Y ep(—(n+(2))) (3.52)
n=0

et en utilisant le deuxiéme sens de la dérivée, nous pouvons écrire :

2 (exp(=b(3)”
9 ( 1 <exp(ib))>

© 9 3
= xp(—(n+ (5)7)b .
Y n;a(—b)? exp(—(n+(5)7)b) (3.53)
= el (5))%) G54
= LB (5) 659
= (D7 LBy 0 () (5.56)
) =
= iz L ARG 65
)2 <e:p(—£(<z>;))) L
> _ (=b)"7 2 3o
8(—b)% = my;) .1F1(1,1—E,—bn—b(§) ) (3.58)

ot 1 F; est la fonction hypergéométrique confluente [9]. Pour plus de commodité

a utiliser ultérieurement, nous pouvons écrire, grace a

1Fi(a;¢;z) = exp(z)1Fi(c — a; ¢ —2) (3-59)
az exp(—b(%)")
T—exp(—b) _ (=b)s i RL1— 2 b — (%)) (3.60)
9 (—b) Cra-hs Tt ’
B (—b)*; exp (—b(%)")nzoexp( bn) x (3.61)
FA=3) | A(EE1-Zbn+6(3))

Pour reformuler cette derniere formule, nous utilisons [12] :

2 T(a+n)I(c)z"
E .. / — F .
11(11,C,Z+Z) r;)l—v(a n)]’l'l 1((1+nc+7’12) (362)
® T(a+n)T(c)z"
— i Fa+nc+mnz (3-63)
n;')l"(a +n)nl! i )
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La derniere formule peut étre réécrite comme suit :

9 (—b)° CTa-n°r
& B T(k—2) T(1-2) (bn)*
{nzoexl’( bn) - L) g B ](564)
1F(k—2k+1-2;b(3)7)

Apres quelques manipulations algébriques, nous pouvons écrire le dernier résul-

tat sous une forme alternative :

2 exp(—b(%)")
9 ( 1—exp(—b) >

(=b)~¢ ( 3 )
exp | —b(3)7 ) x
9 (—b) r(1-2) 2
2
kzorr((k i
. (3-65)
1Fik—2k+1-2;b(3)7) Z (bn)k exp (—bn)
_ (_b _% o § o
= T(l—%)eXp b(2) X
T(k=2) T(1-2) 1
~ T(=2) T(k+1-2) K
2 kioz 3o 5 k oo (36 )
X 1Fl(k—E,k+1—E,b(§) ) —67> goexp(—/\bn))\,l
3\o
az (e);p(b(z) )) ,
—exp(—D) —b) s 3
3 ( )2 exp —b(z)‘7> X
9 (—b)7 ra-3)
F(k=2) T(1-2) (~3)*
& T ey (3.67)
1Fi(k—2k+1-2; b((i)g))m

La somme sur k est effectuée en utilisant la méme formule de Magnus que pré-

cédemment :

2 (ep(b(3)) ,
EE) o ).
2. 2 3. 9 1

1F(=—21=2b(5)7 = 57) T exp(—Ab) |, (3 68)
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Alors, la fonction de partition individuelle devient :

RL  _ 1
S eSS 81—exp(-D) -
_1(-b)E 3. 21232 :
— E@eXp <_b(2) > . 11:1(_;'1 - E’b(ﬁ) N ﬁ) m A=1
Lexp (—b(3)%)
81 — exp (Z—b) o

C’est le résultat final de la fonction de partition individuelle selon la définition
de Riemann-Liouville.

Nous proposons la forme suivante : (z = b(%)" -2

1 2 2 I'(m— 2) z™

-5 et 0 = L Carm - 371
_ 1 z™M

= L Hm 672
R T R o e F
TOTCZen0 T2+ 1T T(-24) 2

SRR+ (249) 2

CEETIN
SRR (34D (R4 A
F(—%-I—S) g T 373

Dans le cas de l'oscillateur standard (¢ = 1), seul le terme contenant z> ne s’an-

nule pas dans le développement.

1 2 2
— R (-2,1-%;2) =22
ra_zy hlp - ==

o

(3-74)

Donc la fonction de partition dans le cas standard (¢ = 1) devient :

2 = e (<o) ni-2a-Zegr - Lo
_p(3)e
_ém (3-75)
4 = e (-3) G o Teprm,
_3
L eP )Ep (22) (3.76)
__ep(=3h) (377)
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Nous remarquons que lorsque ¢ = 2/3, seul le terme de z> reste dans le déve-
loppement. Lorsque ¢ = 1/2, seul le terme de z* reste dans le développement.
Nous observons également que si nous utilisons les propriétés de la fonction hy-

pergéométrique confluente et que nous mettons ¢ = 1 dans chaque expression

(3.58),(3.61),(3.70) (seul le deuxieme terme de la série hypergéométrique parti-

cipe), nous obtenons le résultat standard de 1’oscillateur quantique.

~ exp(—3b)
Zy = 1—exp ()] (3-78)

Nous notons que, dans la plage 1/2 < ¢ < 1, seul la valeur ¢ = 2/3 garantit

que 2/0 est un nombre entier. Dans ce cas, seul le terme de —z> participe au

développement de la série hypergéométrique ci-dessus.

1 3., 9. 3: 97
r_%) 1F (=3, _Z'b(i) ﬁ) = [b(z)S 8)&] (3-79)
alors, nous obtenons :
ke — Lo e e (<532 b~ 2] !
Zin = —peeh) e (VR ) MG 57 Teean) |
1€xp (—b(%)%> .
8 1—exp(—b) (3.80)

(1 —exp(=0)° ((3)* - 1)
RL _ exp (‘b(§)3)4 +6exp(—2b)(1 —exp(—Db)) (§)§+1>
2(1—exp(—D)) +exp(—b)(1 —exp(—b))? (3(%)§+3(%)%+1>

Nous pouvons facilement montrer que le sens de la dérivée de Liouville donne
également la méme fonction de partition individuelle pour o = 2/3. En effet,

dans ce sens (voir formule (3.46), en remplacant ¢ par 2/3), nous avons :

L1 3.2 3.2 ; 1eXp (_b(%)%>

2= qo (~03)}) B (@ 1) ewlnt) - gy 68
3

Lorsque nous développons ((%)% + n) , nous obtenons immédiatement la méme

formule de ZfL vérifiée précédemment.



Chapitre 3. La Mécanique Statistique Fractionnaire 61

Sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction exponentielle a la forme sui-
vante :

, 3 Sk+nxk+nﬂx’
D" exp(sx) = }

_ n—zx’E - 8
k:Or(k+1+n_“/) 5°X 1n Dc-i-l(sx) (3 3)

aveca' e R, n—1<a’ <n, neNN.

Les cas intéressants dans notre étude sont pour 2 < a’ <3

Pour2 <o’ < 3:
CDY exp(sx) = S3x3_"‘,EL4_M (sx) (3-84)

Cela correspond a % < o < 1. Ainsi, dans le cas o1 2 < &’ < 3, la dérivée

fractionnaire de Caputo se transforme comme suit :

) J 3 i
YT Lot rer (- gn) 685)
- n;)(n + (2)0)3(_@3_7]51,47%, <_(” + (2)0)b> (3-86)
_ by
T ra-3) "

agk

3
(14 Gr) ama-Zos0+ ) 68

3
Il
o

Il est clair, dans le cas o1 2 < &’ < 3 et en utilisant cette définition de Caputo ainsi
que les définitions de Liouville et de Riemann-Liouville, que les trois définitions
conduisent a des fonctions de partition individuelles Z; différentes (Figure 3.1) .
Apres quelques manipulations algébriques de la fonction hypergéométrique

confluente, nous obtenons le résultat suivant :
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ott @ (exp(—Ab), —3,(3)7) est la fonction de Lerch.

Plus explicitement, la derniere formule peut étre transformée en :

Texp (—b(3)7)
81 —exp (z—b) ] (.89)

A+B+C+D—

avec 2Fy (g, ; f,z) est la fonction hypergéométrique [9].

DiscussioN

Dans le cas o1 2/0 (1/2 < ¢ < 1) est égal a un nombre entier, les fonctions de
partition calculées avec les dérivées de Liouville et de Riemann-Liouville sont
égales. Les entiers correspondant a 2/¢ sont uniquement 2 et 3, ce qui signifie
o =1 (pour lequel & = 2 et v = 2, ’est le cas standard) et ¢ = 2/3 (c’est-a-dire
2/0 = 3) pour lesquels correspondent un nombre infini de paires («,v). Cela
signifie qu’il existe un nombre infini de systemes d’oscillateurs quantiques ayant
la méme thermodynamique pour ¢ = 2/3, mais avec différentes paires infinies
(«,v). Le sens de Caputo n’est pas concerné dans ce cas car la dérivée de Caputo
est définie pour les ordres non entiers (2/¢ non entier). Dans le casot12/0 (1/2 <
o < 1) est un réel non entier, les fonctions de partition Z; calculées pour chaque
sens de dérivée (Liouville, Riemann-Liouville et Caputo) sont différentes. Pour

mettre en évidence cette différence, nous présentons une comparaison entre les
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trois types de dérivées pour ¢ = 3/4 dans la fonction de partition individuelle.

¢
X
o

a1 <_b(3)o>[zn_o<<;>v+n>5x Lo (ZbG)) o

1 2 2 exp(—nb) 8 1—exp(-b)
_ %b*% :O X exp () — ;m (3.95)
= 308 n) ep (o) - SR 696
= 307 L ) ew ) - 7T i ((3_)},)) (:97)
le deuxiéme sens :
ZRL = % (—b)~¢ ni’)E“ , ( (n+ (i)")b) - %ixf i;lf((g_);) (3.98)
= S f‘,OE () — o0 (_lf ((3_);,)) (3-99)
le troisiéme sens :
= o [ECn | o
= % (—b)~ io () Er gz (ya) — ;m (3.101)

Pour comparer les trois sens de dérivées, pour o = 3/4, il suffit de confronter les
expressions suivantes :

8
Eq,—(5/3)(Yn), v exp(yn) et y5Eq (a3)(yn) - Les autres facteurs restent les mémes

pour les trois définitions.

CONCLUSION

Dans cette étude, nous avons comparé les dérivées de Liouville, Riemann-
Liouville et Caputo sur les propriétés statistiques de N oscillateurs quantiques
avec des lois de puissance «, v, en interaction thermique avec un bain de tempé-
rature T. En général, lorsque le rapport (4% ) satisfait (2 < o < 1) et (% # 3),

I n’y a pas d’équivalence entre les deux sens de dérivées.
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Cependant, pour ¢ = 2/3 (correspondant a un ordre de dérivée de % =3), il
existe une équivalence entre les dérivées de Liouville et Riemann-Liouville, mais
pas avec la dérivée de Caputo qui concerne uniquement la dérivée fractionnaire.
De plus, pour le cas ¢ = 2/3, il existe une infinité de systemes différents de N
oscillateurs quantiques (différents en termes des parametres a,v) pour lesquels
le sens de la dérivation (Liouville ou Riemann-Liouville) n’est pas pertinent. Ce-
pendant, ces systemes (qui sont infinis en nombre avec différentes paires («,v)
pour maintenir ¢ = 2/3) ont la méme fonction de partition et donc les mémes
propriétés thermodynamiques.

Pour le cas ¢ = 3/4, il n'y a pas d’équivalence entre les trois sens des dérivées,

comme le montre la Figure 3.1.

EQUATION FRACTIONNAIRE DE LIOUVILLE

L’équation de Liouville est une équation fondamentale en mécanique classique
et en physique statistique. Elle décrit 1’évolution temporelle de la densité de pro-
babilité p d'un systéeme dans 1’espace des phases. Elle a été initialement dérivée
par Joseph Liouville en 1838 [13].

Dans cette étude, nous obtenons 1'équation de Liouville avec des dérivées frac-
tionnaires en partant de la conservation de la probabilité dans un élément de
volume fractionnaire.

Pour l'espace des phases R*" avec des coordonnées (x!,..,x%") =
(91, s qn, P1, -, Pn), NOus considérons un élément de volume différentiel frac-
tionnaire.

A*V = d*x;... d*xo, (3.102)
o1 d* est une différentielle fractionnaire [14], définie par :
2n
d*f(x) = ) D5 f(x)(dxy)" (3.103)
k=1

ou Df représente la dérivée fractionnaire d’ordre a par rapport a x;, telle que

mentionnée dans [15].
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La dérivée de Riemann-Liouville est définie par la formule :

RLDSf() = ot
v ['(n—a)dx”

X
JRCERIRIOL (3.104)
a
avec n —1 < a < n. En utilisant (3.103), on obtient :
d*xp = Dy xp(dxr)" , a>0 (3.105)

Ensuite,
(dx)* = (D%, xx) v (3.106)
Pour les dérivées de R-L :

D x,’f _ 1“([3+1) B—u

_F(ﬁ—l—l—zx)xk , B>« (3.107)
Les équations (3.105) et (3.107) donnent :
(dxp)* =T(2 — o) xf1d%x; (3.108)

La conservation de la probabilité de trouver un systéme a plusieurs particules
dans I'élément de volume d’espace des phases d*V peut étre exprimée comme
suit :

v ) _ (e, x) () (3.109)

et pour 1’élément de volume habituel (a = 1) :

—dVapg;x) =d[p(t,x) (u,dS)] (3.110)

ot p = p(t,x) est la densité de probabilité de trouver un systéme a plusieurs
particules dans 1’élément de volume d’espace des phases d*V , u = u(t, x) est le
champ de vecteurs de vitesse, d*S est un élément de surface, et les crochets ( , )

désignent le produit scalaire des vecteurs.
2n 2n 2n
u= E uey, , d*S= Zd”‘Skek, , (u,d*S) = Z ud* Sy (3.111)
ou ey sont les vecteurs de base du systeme de coordonnées cartésiennes, et

d*Sy = d*xq... d*xp_1d"xpq...d%x0p (3.112)



Chapitre 3. La Mécanique Statistique Fractionnaire 66

Les fonctions u; = u(t,x) définissent les composantes x; du champ de vec-
teurs de vitesse u(t, x), qui représente le taux auquel la densité de probabilité
est transportée a travers I'élément de surface 4*Sy. Dans le cas standard (x = 1),

I"écoulement de probabilité dans la direction x; est défini par :
d[pug|dSy = Dy, [pui|dxxdSk = Dy, [pu|dV (3.113)
pour le cas olt & # 1,

d*[oue]d”* S = DY, [pu] (dxi)"d" Sy. (3.114)

En utilisant les équations (3.102), (3.106) et (3.112)) nous obtenons :

d*lou]d*S; = (D% x) "' D [ou]d*xd*Sy (3.115)
= (D% x) ' DY Jpugld*v (3.116)
La substitution de 1’équation (3.115)) dans I'équation (3.109) donne :
d 1
—d*V p—wvz( * x) ' D [yl (3.117)

En conséquence, nous obtenons :

po) 2n 1
o=~ Y (Dix) ' DS lou (3.118)
k=1
Pour la dérivée de R-L,
1 _
(Di.xx) ~D§, =T(2—a)x; 1Df§k (3.119)

L’équation (3.118) est I’équation de Liouville qui contient les dérivées d’ordre
fractionnaire. cette équation décrit la conservation de probabilité pour trouver un
systéme dans 'élément de volume fractionnaire (3.102) de I'espace des phases.

Pour les coordonnées (g1, ..., Gn, p1, ---, Pn), 'équation (3.118) est la suivante :

d - - -1

aiz —l—; <(ng‘1k) g (Vi ) Z << kak) Dy, [ka]> =0 (3.120)
ou: Vg = uy, et F = up, , (k =1,..,n). Les fonctions Vi = Vi(t,q,p) sont les
composantes du champ de vitesse, et F; = Fi(t,q,p) sont les composantes du

champ de force.
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En général,
Dy, [oF] # oDy, Fe + FDp,p (3.121)

Supposons que F; ne dépende pas de py, et que la composante Vi du champ

de vitesse ne dépende pas de la composante gx des coordonnées. Dans ce cas,

I’équation (3.120) donne :

0 L -1
aiz +) <Vk (Df;ﬂk> Dg.p + F (ngpk> D"p‘kp> =0 (3.122)
k=1

Pour la généralisation fractionnaire du systéme hamiltonien, Vj et F; peuvent

étre exprimés sous la forme :
Vi =D, H(q,p) , F=—DgH(q,p) (3.123)

olt H(g, p) est une généralisation fractionnaire de 'Hamiltonien. La substitution

de I’équation (3.123) dans I"équation (3.122) donne :

0 1 -1 -1
ai; + k; <<ng‘7k> Dy, H(q,p)Dg,p — (ngpk) Dy H(q, p)ngp> =0
(3.124)

Une autre maniére de définir est la suivante :

AB = Y ((Dta) 'DEADEB— (Dt p) DB D A
{A/B}e = kZl ( qqu> P T ( Pkpk> B Dp,A ) (3.125)
n -1
_ 14 o & [ 14 o
- k; (Dyax Dype)  (DyADLB—DsBDSA)  (3.126)

pour a = 1, ’équation (3.126) donne les crochets de Poisson. Notons que :

{A B}a=—{B A} (3-127)

Pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, D§1 # 0. En utilisant 1'équa-

tion (3.126), nous obtenons 1'équation (3.124)) sous la forme :
0
ai; +{p,H}y =0 (3.128)

L’équation de Liouville énonce que I'évolution temporelle de la densité dans l'es-
pace des phases est déterminée par I’'hamiltonien du systéme, tout en préservant

la probabilité totale est conservée au fil du temps. En d’autres termes, I’équation
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de Liouville décrit comment la distribution de probabilité d'un systeme évolue
dans le temps sous l'influence de son hamiltonien. Il est important de noter que
I’équation de Liouville est une équation de continuité et qu’elle n’est valable que
pour les systémes hamiltoniens.

La généralisation du théoreme de Liouville a été proposée par Tarasov [16] dans
le but d’identifier un systéme a l'intérieur d’un élément de volume fractionnaire
de I’espace des phases. L'équation de Liouville fractionnaire prend la forme sui-
vante :

o & (d”‘qk)_l A“Hdp & <d"‘pk>_l d*H d*p
= T n « x n P a 0 (3'129)
ot k:zl deq dpg dag k; dpy dqy dpy

En supposant que la densité est indépendante du temps, alors :

dp " <dqu>1 A*Hd%p & <d“pk>1 d*H d*p
5 = 1H, a n w X w o a 0 (3'130)
ot tH.p} k:zl dqy dpy dgy k; dpg dqg dpy

I convient de noter que I'équation de Liouville fractionnaire est un type d’équa-
tion aux dérivées partielles (EDP) qui décrit 1’évolution temporelle d'un sys-
teme ot les dérivées spatiales et temporelles sont exprimées avec des puissances
fractionnaires plutdt qu’entiéres. Ces équations sont utilisées pour décrire des
systéemes présentant des dynamiques complexes, telles que les fractales et les
systemes chaotiques. Elles sont également utilisées dans I'étude de la diffusion
anormale et d’autres phénomeénes qui ne peuvent pas étre décrits par des ordres
entiers traditionnels.

Pour différents systémes avec un Hamiltonien H, nous cherchons a résoudre
I’équation de Liouville fractionnaire afin de déterminer la densité p en utilisant

différentes définitions de la dérivée fractionnaire.

RESOLUTION DE L'EQUATION DE LIOUVILLE FRACTIONNAIRE

Gaz Parfait

Le gaz parfait est un modéle simplifié largement utilisé pour étudier les proprié-

tés des gaz réels. Dans ce modele, le gaz est composé d'un grand nombre de
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particules en mouvement aléatoire. Ces particules sont considérées comme des
particules ponctuelles, ce qui signifie qu’elles n’ont pas de volume propre. De
plus, les interactions entre les particules du gaz sont négligeables, a 'exception
des collisions élastiques.

Dans cette partie, nous résoudrons I'équation de Liouville fractionnaire en utili-
sant les dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo pour des systémes présen-
tant des lois de puissance non entieres dans leurs hamiltoniens. En nous basant
sur 1’équation de Liouville fractionnaire, nous calculerons la fonction de den-
sité (FD) pour un gaz parfait en utilisant les dérivées de Riemann-Liouville et
de Caputo. Ensuite, nous menerons la méme étude sur un gaz composé de N

oscillateurs fractionnaires dans un espace unidimensionnel.

Systéme de Gaz Parfait Fractionnaire

Dans l’espace a une dimension, nous considérons un systeme de gaz parfait
fractionnaire composé de N particules identiques enfermées dans un volume V
en équilibre a la température T. Nous supposons également que le systéme est

isolé et décrit par le Hamiltonien suivant [17] :

H = ZHi (3.131)

H; = Dgp? (3.132)

i
Il convient de noter que Dg est un coefficient qui ajuste les unités physiques avec
la dimension [Dg| = erg!PcmP sec™P et B est un parametre supérieur a un et
inférieur ou égal a deux (1 < p < 2).

L’équation de Liouville fractionnaire pour ce systeme peut étre obtenue en sub-

stituant I’expression du hamiltonien (3.131) dans 1'équation (3.130) :

3N 7 ga -1 ax 3N ax 3N /g -1 ax 3N qe
Z( Zf) + | L Hi f-Z( rff) — | Y H; dﬁzo (3.133)
k=1 Pk

dqy dpe \[ S dgg =\ dpg dge \/=
da >—1 ax 3N P dap 3N <d“pk>_l qe 3N P dap
Dgpt — —_— Dgph =
Z<qu dpg (; o g~ 5 ) g \B ) g

(3-134)
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Afin de résoudre 1'équation (3.134) et déterminer la densité de ce systeme, nous

utiliserons les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.
Sens de Riemann Liouville

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de pf par rapport a q n’est pas

nulle [10].

A
i —Pkm (3-135)

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de pf par rapport a p est [10] :

el T(B+1pp "

At ~ T(B—a+1) (5-136)
En utilisant les équations (3.134), (3.135) et (3.136)), nous obtenons :
W r@es\ " (von  pont L TEDR
Dp 1 < T(2—a) ) i= 1z¢k pi r(1k o T T dqg
! 3N/ p(2)pi—s i p =0 (3-137)
p 3N .
—Dﬁkgl(r(zljx) > <2 1p1 |: — )}) dp‘g
Il est facile de voir que I'équation (3.137) peut étre écrite comme suit :
3N ,
-1 (BN B_pr L(B+pf " a
kgl i ( i=1,izk Pi r(f 3 T TE-atD) ) T . (.158)
a 3N , = 313
- 3N d*p
o (T i)
En simplifiant I’équation précédente, on obtient :
4 C(B+pf ") e
T (Z P?r(lk o T r(ﬁ PESY > dqf;’
o BT a1\ dip (3-139)
= (B [t )
3N T(1—a)T(B+1)p’ d“ N
g2 k 201 d*p
Pour résoudre I'équation précédente (3.140), nous factorisons la densité comme
suit :
3N 3N
p=TT1e(pia) =T To1(pi)-p2(q:) (3-141)
i=1 i=1

La substitution de I'équation (3.141)) dans 1’équation (3.140) donne :
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Yo ik p? o
g ( +r(z )1 T(p41)p 01(pr) 22 pZ(qk)

T(B—a+t1) (3-142)
d*
_ pZa 1 <23 1;7,) p1(Pk)p (q%)
Si nous considérons la conservation de I'énergie :
3N 5
Y pi =P (3.143)
i=1
Ainsi, nous pouvons écrire :
3N
Y =r-p (3.144)
i=1,i#k

Ensuite, I'équation (3.142) devient :

B
201 ~ Pk d*02(qx) 215 4" 01(pk)
D i (3-145)
qx <+r( () gt | P1(px) dgr P —apr P2 (qx)

I'(f—a+1)
donc :
21 d*02(qk) pit ' Py d*o1(pk) (3.146)
©ooagodgy (s ra-—arEenp | ea(pe)dpg o
R

Pour que chaque terme de cette équation soit vrai, ils doivent tous étre égaux a

une constante 7 :

2u—1 4"02(qx)

—— < = 1] = const (3.147)
k PZ(Qk)dﬂlk Ui 3.147
200—1
Py d*
b pkr( A (f;i()zi B G149
<P0 — Pr + W) k

ou de maniére équivalente :

qx
PZ(qk) 1-— 204‘0 (Qk) -0

it — 14 (3-149)

b I(1—a)T(p+1)pf
CITE AN el i ) PO S
TR i i 315

da® p
erffw_y [Popt ™ = p{ T (1 aB(1+ B, —0)) | 1(pe) =0 (G151)
k

tel que B(1 + B, —«) est la fonction béta d’Euler et y = Plo
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La solution générale de I"équation (3.149) avec le sens de Riemann-Liouville est
[18] :

/

b -1 1-
02080 = iy a1l (3152)
ou E, |, est la fonction généralisée de Mittag-Leffler et b’ est défini comme suit :

b = dailPZ(qk)(O)

- (3-153)
dqy, !

Pour I'équation (3.151), nous nous intéresserons uniquement a sa résolution pour

les valeurs de « qui satisfont la relation suivante :
1+aB(1+p,—a)=0 (3-154)

insi, nous devons résoudre 1’équation suivante :
A d dre I’ t t

d® o
W = npx 2p1(px) (3.155)

La solution de la derniere équation est similaire a la solution de I'équation (3.149),

donc nous pouvons écrire 1'expression p1 (px) comme suit

_ b a—1 1-a
o1(pr) = mpk sz,%—l,—l [’ﬂ’k } (3-156)
ou:
ge-1
b= 101 ) (3-157)
dpy
Ainsi, nous pouvons exprimer la densité du gaz comme suit :
o v a—1_a—1 1-a 1-a

p= EF(&)Z Pi 4 Ey1g [77?1‘ } Ey111 [’7% } (3.158)

Contrairement au cas standard ot la densité d"un gaz parfait isolé est constante,
dans l'état fractionnaire en utilisant la définition de Riemann-Liouville, la densité
devient une fonction de p et g.

En fixant « = 1, on peut observer que la densité p d"un gaz parfait composé de N

particules reste constante. Ce résultat est en accord complet avec le cas standard.



3.6.3

Chapitre 3. La Mécanique Statistique Fractionnaire 73

Sens de Caputo

En ce qui concerne ¢, la dérivée fractionnaire de Caputo de pf est égale a zéro :
d“pf
=0 .
it (3-159)

Tandis que la dérivée fractionnaire de pf par rapport a p selon la définition de

Caputo est [10] :
dpf _T(B+1)pp "
dpy  T(B—a+1)

(3.160)

L’équation (3.134) devient :
3N /g -1 P 3N qe
Z ( qk> ZDﬁpf 7 5 =0 (3.161)
Tk

=1\ dag dpe \iI5

ou de maniére équivalente :

N d”‘qk> O T(B+ )Py dvp
o Dg——— 2Tk - =0 (3.162)
k;(qu PT(p—a+1) dy
Alors,
d*p
. =0 (3.163)
da
ce qui signifie que :
p(ar pe) = C (3.164)

En appliquant la dérivée de Caputo, il est évident que la densité reste constante,

et cette observation est totalement en accord avec le cas standard.

A partir des équations (3.158) et (3.164)), on observe que la densité du gaz dépend

de la définition de la dérivée fractionnaire.
Systéeme d’oscillateurs Fractionnaires

Nous considérons un systeme de N oscillateurs fractionnaires indépendants, pré-

senté par [19], et décrit par I’'Hamiltonien suivant :
H= Z H; (3.165)

H; = Dlgpl3 N (3.166)
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ol I est un coefficient ayant les dimensions [I] = [energie]'/? x [longueur] /% et
1<v<2

Apres avoir intégré I'expression de 1'Hamiltonien dans I"équation de Liou-
ville fractionnaire (3.130), la densité du systéme peut étre déterminée en résolvant

I’équation suivante :

o (d“‘? ) ~1 S (Dop 47 ag

dqy dpy day
k=1 k k k 0
= .16
-3 () et o
dpk dqﬁ dp,’i‘

Pour déterminer la densité de ce systeme en résolvant I'équation (3.167), nous

utiliserons les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

Sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire de la fonction Y21 (D,g piﬁ

+ lzq}“) utilisant la définition

de Riemann-Liouville par rapport a p et g, respectivement, est la suivante :

2 (Dl +P0) L rprupt | Dt R, Pt
dpt “PPT(p_ar 1) TTU-a) i:%kpi 2’71
(3.168)
dryoN (D,gpZ + lqu) Dpge® 3 5 Pgrt N T+ 1)l
g :F(l—uc)l;pi +1"(1— )lzlz;i‘;ékqi—u Tv—a+1)
(3.169)

Les derniéres équations peuvent étre réécrites comme suit :

« 3N p v
d* Yo <Dﬁpi ‘qul‘) " H4D rg+1y 1 Ba
dpt T T(1—a) P\TB—a+1) T(—a))P*
, (3-170)
4 Z?i\]l (Dﬁpl + lzq;/) _ ql:“ H + lz F(V + 1) _ 1 v—a
g T —a) Tw—a+1) T(1—a))%
(3-171)
ou H est le hamiltonien du systeme.
Ensuite, I'équation (3.167) devient :
3N an —1 pi® r(B+1) B—a\ d*
L (d;i‘k> (71“(1}(7&)1_1 +Dg (F(ﬁfvwrl) - I“(llfzx)) Pk ) qu_
= =0 (3.172)

(rhisety — o) ") 6

(%) (v
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De plus, nous avons :
dg _ T(2)q "

dp,  TQ)p "
Nous obtenons :
3N —a ,
-1 p T'(B+1) 1 B—a\ d*
L, i (i H+ Dp (it — ) P2 °) 0 Gars)
73N —u = 3'175
- q I'(v+1 —a) d*
kgl p]o(c ! (F(lkfzx)H +12 (F(v(zu&)l) o F(llfzx)) qZ oc) dpg
ou de maniere équivalente,
-1 {_r" r(B+1) 1 p—a d
i (r(ﬁ«)H +Dg (F(ﬁfowrl) - 1"(170()) Pk ) m | _ 0 (3.176)

a—1 7" 2 I'(v+1) 1 v—a\ d%p
Pk <7I“(1—1x)H+l <F(v—a+l) - F(l—a)) qx ) ap
Nous pouvons exprimer la densité p comme un produit de deux fonctions, étant

donné qu’elle dépend a la fois de py et de g :

o = p3(qk)pa(pk) (3.177)
Alors :
H+w(a B)pp\ doslqr) [ H+u(l,a,v)gl\ dea(pi) 0 (3.178)
1—2a da® 1—2a dp® = 3.17
7 “p3(qx) T Pe ~pa(pr) Pk
ou:

12 (H;(; ‘?Z:‘j_)l) _ 1) = u(l,a,v) (3-179)
Fl-ofB+1) |\ _
Dﬁ< TG —atT) —1> = w(a,p) (3.180)

En utilisant la constance de 'énergie (H = Kj), nous avons :

<%+ww&ﬁ>mew_<%+u@%W%>Wm@w

a2 p3(qx) dat P **pa(pr) dp}

=0 (3.181)

Les deux cotés de la derniere équation doivent étre égaux a une constante  pour

que I'équation soit satisfaite :

i dp3(qr) _ P oalp) _
Ko +u(l,a,v)q;03(qx) dqy Ko + w(w, B)pLoa(pr) dpi

(3.182)
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On obtient ainsi deux équations différentielles fractionnaires :

20—1
i d*p3(qx)
= .18

(Ko +u(l, zx,v)q%pg,(qk)) dqt U (3.183)

200—1

dﬂé
( P B ) 24(51() =1 (3.184)
Ko +w(a, B)pioa(pr) Pi

Pour résoudre les équations différentielles fractionnaires ci-dessus en utilisant
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, nous commencons par définir la
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « d"une fonction f(t) comme
suit :

Dff(t) = 1“(111—“);; /Ot(t —5)" 1 f(s)ds (3.185)

ou n est le plus petit entier supérieur ou égal a «.
En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et en

simplifiant, nous obtenons :

1 i /fik a1 7 (Ko + u(l,a,v)]
Y2 ) s)ds — H =0 (3.186
['(n—a)dg} Jo (9 =) p3(s) P qk03 (k) (3.186)

1 dan /Pk a1 1 [Ko+w(a, B)] p
T(v _ ) -5 S ds - = 0 _18
T(n—«a)dp} Jo (=) pals) g Peoa(pe) (3.187)

Etant donné que « est compris entre Oet 1, n =1

1L d [n _ 1 [Ko + u(l,a,v)]
= — ) %05(s)ds — v —0 188
F(l — IX) qu /0 (qk ) p3( ) qizx—l qkp?’(qk) (3 )

1 4 (= - 1 [Ko +w(a, )] _
T(l—l’é)dpk/o (pk —5)"pa(s)ds — e pea(p) =0 (3.189)

En multipliant les deux cotés par I'(1 — a) et en réarrangeant, nous obtenons :

d " e 1—2a+v
qu/o (9x —s)"“p3(s)ds — 1 [Ko + u(l, &, v)] g " p3(qe) =0 (3.190)
a_[m —a 1-2a+8
dpk/() (Pk—S) P4<S)dS—T7[K0—|—w((x,ﬁ)]pk P4(Pk) =0 (3191)

Ceci est une équation différentielle qui peut étre résolue en utilisant différentes
méthodes en fonction des valeurs de &, B, v, u(l,a,v) et w(a, B). Cependant,
en général, il peut ne pas exister de solution explicite en termes de fonctions
élémentaires, et des méthodes numériques peuvent étre nécessaires pour obtenir

une solution numérique.
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Sens de Caputo

En utilisant la définition de Caputo, les dérivées fractionnaires de la fonction

i

yoN (D/g pﬁ + lzq}’) en termes de py et g, respectivement, sont :

o (Dppl +124)  r(p 1) 5102
= .192
dpt PT(B—a+1) 319
N (D/sp,-ﬁ + 12‘71'V> B 121"(1/ +1)g;7"
g Ty —a+1) (3:193)

Ainsi, I’équation de Liouville fractionnaire devient :

!D <r<z>qi-“> GRS T <r<z>p}:“> T T+ Ngtde|
B

r2—uw) I'(B—a+1) dqg; I'(2—«) T —at D) dpt|
(3-194)
L'équation (3.194) peut étre réécrite de la maniére suivante :
vy, D(B+Y) o swpo1p T(v+1) d%
20—v 1D T _ B 127 .
K ﬁr(ﬁ—ﬂﬂrl)dq% k T(v—a+1)dpt (3.195)

Pour résoudre la derniére équation, la méme méthode utilisée précédemment
peut étre utilisée en écrivant la densité p (py, gx) comme le produit d"une fonction

de pi et d’une fonction de gy :

o = ps(px)ps(qx) (3.196)
Alors :
-1y LB+1)  d*0s(p)ps(q) _ 2n—p-12 T(v+1) d*ps(pr)ps(qe)
T PTB—a+1)  dqg P Tw—a+1)  dpt
(3-197)

En divisant I'équation (3.197) par ps(px)pes(qx), nous obtenons :

o L(B+1) d*ps(qk) w—p-1, T(v+1) d*ps(pk)
27D = I? 198
T PET(E—at Dpolandg % Tw—at D ps(prdpr >

Etant donné que les deux cotés de 1'équation (3.198) sont liés a deux variables
indépendantes (py, qx), 'équation ne peut étre vérifiée que si les deux cotés sont

égaux a une constante, que nous appellerons m :

200—v—1 F(IB+1) dap6(qk) _
T DPTR ot 1) polge)day (:199)
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B F(v+1) d%s(pr)

— .200
© T a1 palpodpt (3-200)

Les équations fractionnaires précédentes peuvent s’exprimer comme suit :

d“p(,(qk) r(.B — X+ 1) 1-2a+v

dqg - T(B+1)Dg Tk ps(qx) =0 (3.201)
dps(pr)  T(v—a+1) 12048 B
dpy m 2T(v+1) P ps(pr) =0 (3.202)

Les solutions générales des équations (3.202) et (3.201) sont les suivantes [18] :

Tv—a+1) -
ps5(pk) = bEa,—1+%,—2+1§J [ngr(uﬂ))pk Hﬁ] (3-203)
rp—a+1) ;-
= ’E v v Y T 1—a+v .
Po(pi) = VEy 1 ivm o 1 [m T(B+1)Dg 'k ] (3.204)
avec :
b= ps(0) (3-205)
b' = p6(0) (3.206)
La densité p d'un systeme d’oscillateurs dans le cas fractionnaire est :
3N bE Iv—a+1) 1-a+p
_ a-1+E1 o 148 \ My P X
P = H VE T(B—atl) 1-atv (3-207)
i=1 o, —1+, 4 Lty <mr(/3+1)13/3 i )

D’une importance particuliere est la réalisation que lorsque a est fixé a 1 et § =
v = 2, 'expression de la densité devient :
SN T 1 , 1 )
p= ,IJ [bb Ei21 <m212> piEi21 (mZDz> ql} (3.208)
En se référant a la relation précédente, nous pouvons observer que ce résultat est

conforme au cas standard qui distingue un systéme fermé.
CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons appliqué le calcul fractionnaire en physique sta-
tistique pour calculer la densité de deux systémes de gaz : un systeme de gaz
parfait libre, et un systeme composé de N oscillateurs fractionnaires. Pour cela,

nous avons résolu I'équation de Liouville fractionnaire en utilisant a la fois les
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définitions de Caputo et de Riemann-Liouville. Nous avons constaté que la den-

sité du systeme est dépendante du type de dérivée utilisé.
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CONCLUSION GENERALE

Ans cette these, nous avons exploré 1'application de la dérivation fraction-
naire a la mécanique quantique et statistique. Les approches de Riemann-

Liouville et de Caputo ont été utilisées pour résoudre des probléemes quantiques
et statistiques. Notre objectif principal était de mettre en évidence I'impact des
différentes approches sur les propriétés thermodynamiques de certains systemes
statistiques avec des hamiltoniens fractionnaires.
Dans le premier chapitre, nous avons présenté les notions de base du calcul
fractionnaire, qui sont essentielles pour la compréhension de notre travail. Nous
avons introduit les différentes fonctions couramment utilisées dans le calcul frac-
tionnaire, qui permettent généralement de trouver des solutions aux problemes
associés. Les définitions les plus courantes de l'opérateur fractionnaire et de ses
propriétés ont également été exposées.
Le deuxiéme chapitre était consacré aux applications de la dérivation fraction-
naire en mécanique quantique. Nous avons commencé par présenter les prin-
cipes de la mécanique quantique fractionnaire. Ensuite, nous avons défini 1’ha-
miltonien fractionnaire et approfondi 1’étude de 1’équation de Schrodinger frac-
tionnaire et de ses applications.
Le troisieme chapitre portait sur 1’étude de certains systemes en mécanique statis-
tique basés sur la mécanique quantique fractionnaire. Ce chapitre était divisé en
deux parties. Dans la premiére partie, nous avons examiné l'effet des différentes
définitions de la dérivée fractionnaire sur les propriétés thermodynamiques d"un
systeme composé de N oscillateurs quantiques fractionnaires. Nous avons cal-
culé la fonction de partition pour chaque définition de dérivée et constaté que

les résultats des différentes définitions ne sont pas toujours compatibles. Nous
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avons également observé que, pour le cas ¢ = 2/3, il existe une infinité de sys-
temes différents d’oscillateurs quantiques pour lesquels la définition de dérivée
n’est pas pertinente. Cependant, ces systémes ont la méme fonction de partition
et les mémes propriétés thermodynamiques. Pour le cas ¢ = 3/4, il n'y a pas
d’équivalence entre les trois définitions de dérivée.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, notre objectif principal était de détermi-
ner la densité des différents systemes physiques en résolvant I'équation de Liou-
ville. Nous avons abordé I’équation de Liouville en utilisant le concept de dérivée
fractionnaire, en mettant 1’accent sur le systeme de gaz parfait. Différentes dé-
finitions de la dérivée fractionnaire ont été utilisées pour résoudre 1'équation
de Liouville fractionnaire. Nous avons constaté que, contrairement a la situation
standard ot la densité du gaz parfait isolé est constante, la densité dans le cas
fractionnaire, en utilisant la définition de Riemann-Liouville, est une fonction de
p et gq. Lorsque nous avons appliqué la dérivée de Caputo, il est apparu clai-
rement que la densité reste constante, ce qui est en parfait accord avec le cas
standard. Ensuite, nous avons étudié un systéme de N oscillateurs fractionnaires
indépendants en utilisant différentes définitions de la dérivée fractionnaire et
nous avons résolu I'équation de Liouville fractionnaire. Nous avons constaté que
la densité du systeme est liée au type de dérivée utilisé.

Notre travail visait a étudier 1'impact des différentes approches de dérivation
fractionnaire sur les propriétés thermodynamiques des systemes statistiques avec
des hamiltoniens fractionnaires. Nous avons particulierement cherché a com-
prendre comment les résultats de la mécanique statistique standard peuvent étre
retrouvés lorsque les exposants fractionnaires deviennent entiers. Cette these
contribue a l'exploration des fondements de la mécanique quantique et statis-
tique fractionnaire, en mettant en évidence les différences et les similitudes avec
les approches traditionnelles. Les résultats obtenus ont des implications impor-
tantes dans divers domaines de la physique et de la science des matériaux.

Les perspectives du calcul fractionnaire dans les domaines de la mécanique quan-
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tique et statistique sont prometteuses, ouvrant ainsi de nouvelles avenues de re-
cherche.

Voici quelques perspectives intéressantes pour notre travail :

- Evaluation des propriétés thermodynamiques a partir de la fonction de parti-
tion.

- Calcul de la fonction de partition pour toutes les valeurs de «’.

- Obtention des propriétés thermodynamiques en dérivant la densité.

- Exploration de diverses approches de dérivées fractionnaires, y compris les plus

récentes.
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