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إهداء
لتنير تحترق التي الشمعة إلى الحنان، و الحب معنى إلى الوجود، سر و الحياة بسمة إلى

جراحي بلسم حنانها و نجاحي سر دعائها كان من إلى يقي، طر
" الحبيبة أمي "

التعلم دروب إنارة أجل من الزمان قسوة و الأيام مرارة تحمل رجل رجل، أعظم إلى
من إلى العمل، و الأخلاق رمز التحدي، و التضحية رمز العطاء، و الـكفاح رمز لأبنائه،

الدراسي مساري في العون و السند لي كان
" العزيز أبي "

إعتزازي و فخري إلى قوتي، مصدر و سندي إلى
" أخواتي "

الأحباب و الأقارب و الأهل كل إلى
الأصدقاء كل إلى

مذكرتي تحملهم لم و ذاكرتي حملتهم الذين إلى
العمل هذا أهدي

i



وعرفان شكر
العمل هذا إنجاز في وفقني و أعانني و والمعرفة العلم درب لي أنار الذي للهّٰ الحمد

العرفان و الشكر عبارات بأعمق أتوجه
و القيمة نصائحه و بتوجيهاته علي يبخل لم الذي الـكريم عبد الشيخ بن المشرف الأستاذ إلى

العمل هذا إنجاز مراحل طوال الثمينة
الجامعي مشواري طيلة تكويني على أشرفوا الذين الـكرام أساتذتي جميع إلى
العمل هذا لإنجاز بعيد أو قريب من العون يد تقديم في ساهم من كل إلى

المذكرة هذه مناقشة بقبول تفضلهم و تكرمهم على المناقشة اللجنة أعضاء الـكرام الأساتذة إلى
المذكرة هذه حول قيمة ملاحظات من يقدمونه ما كل لهم شاكرة
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ملخص
غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلات لحل عددية يقة طر تقديم هو العمل هذا من الرئيسي الهدف إن
و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع دوال بين المزج دوال خواص باستخدام ذلك و الخطية
سهلة و معروفة بطرق تحل خطية غير ية جبر معادلات جملة إلى التكاملية التفاضلية المعادلات يل لتحو المتجانسة
النتائج و الحقيقي الحل مع النتائج مقارنة و الأمثلة بعض على يقة الطر هذه تطبيق ثم نيوتن. يقة كطر البرمجة

يقة. الطر هذه كفاءة و دقة مدى ية لرؤ أخرى عددية طرق باستخدام عليها المحصل
المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات الخطية، غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلات المفتاحية: الكلمات

النبضية. القطع دوال المتجانسة، و
Abstract

The main purpose of this study is to present numerical method to solve nonlinear Fred-
holm integro-differential equations using the properties of hybrid functions of block pulse
functions and normalized Bernstein polynomials to convert integro-differential equations
into a system of nonlinear algebraic equations which will be solved using well-known and
easily programmable methods as Newton’s method. Then, applying this method on some
examples and comparing the results with exact solution and the obtainable results using
other numerical methods to show the accuracy and the effectiveness of this method.
Key words: nonlinear Fredholm integro-differential equations, orthonormal Bernstein
polynomials, block pulse functions.

Résumé

L’objectif principal de ce travail est de présenter une méthode numérique pour la réso-
lution des équations intégro-différentielles de Fredholm, non linéaires, et ce en employant
les propriétés des fonctions de combinaison de polynômes orthonormés de Bernstein et les
fonctions block pulse pour la transformation des équations intégro-différentielles vers un
système d’équations algèbriques non linéaires qui se résout par des méthodes connues et
faciles à programmer à la manière de la méthode de Newton. Il suffit donc d’appliquer
cette méthode sur un échantillon d’exemples et de compares les résultats réalisés avec
la solution exacte et les résultats obtenus par d’autres méthodes numériques et ce pour
s’assurer de l’efficacité et la fiabilité de cette méthode.
Mots-clés : les equations intégro-différentielles de Fredholm non linéaires, les polynômes
orthonormés de Bernstein, les fonctions block pulse.
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ترميز
معناه الرمز

R من مفتوحة جزئية مجموعة Ω

هيلبرتي شبه فضاء X
هيلبار فضاء H

L2(Ω) على معرف سلمي جداء ⟨., .⟩
سلمي جداء ⟨., .⟩w

L2(Ω) على نظيم ∥.∥2 , ∥.∥L2

النظيم ∥.∥

n > درجة من الحدود كثيرات فضاء Pnبالمجموعة المولد الجزئي الفضاء span{h10(x), h11(x), . . . , hmn(x)}
{h10(x), h11(x), . . . , hmn(x)}

δij = 0 و i = j كان إذا δij = 1) كرونكر دلتا δij

(i ̸= j كان إذا
L المصفوفة محدد det(L)

هي ية القطر العناصر و ية قطر مصفوفة diag(A1,A2, . . . ,Am)

A1,A2, . . . ,Amالوزن دالة w(x)

النبضية القطع دالة bj(x)

المتجانسة و المتعامدة النبضية القطع دالة b̃j(x)

برنشتاين حدود كثير Bi,n(x)والمتجانس المتعامد برنشتاين حدود كثير OBi,n(x)المزج دالة hji(x)

الجداء لناتج العمليات مصفوفة C̃
الاشتقاق العمليات مصفوفة D
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مقدمة
المعادلات هذه بين من و تكاملية. تفاضلية معادلات إلى دراستها عند تؤول يائية الفيز المسائل من العديد إن
المرونة، الإقتصاد، مثل المجالات من العديد في مهم دور تلعب التي لفريدهولم، التكاملية التفاضلية المعادلات لدينا
بالطرق التكاملية التفاضلية للمعادلات الحلول ايجاد يصعب عادة التذبذب. ية نظر و الحرارة، انتشار الموائع، حركة
تحسينها و تطويرها و مختلفة عددية طرق إستنباط على الباحثون عمل قد و العددية. الطرق إلى نلجأ لذلك التحليلية
والش دالة يقة طر ،(the wavelet method[3 ,2]) المويجات قياس وظائف يقة طر مثل المعادلات هذه لحل
يقة طر ،(homotopy analysis method[6]) الهوموتوبي التحليل يقة طر ،(Walsh function method[4])
و لجندر حدود كثيرات بين المزج إستخدام ،(differential transform method[7]) التفاضلي يل التحو
يقة طر ،(hybrid of Legendre polynomails and block pulse functions[8]) النبضية القطع دوال
(Bernoulli برنولي مصفوفة يقة طر ،(Chebyshev polynomial method[9]) تشيبيتشيف حدود كثير

.matrix method[10])
الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لحل عددية يقة طر تقديم هو المذكرة هذه من الغرض إن

التالية:
s∑

i=0

pi(x)y(i)(x) = g(x) + λ

∫ 1

0

k(x, t)[y(t)]qdt, 0 ≤ x, t < 1, (1)
الإبتدائية: الشروط تحقق التي و

y(i)(0) = αi, 0 ≤ i ≤ s− 1, (2)
التكامل، نواة تدعى و معلومة دالة k(x, t) تعيينها، المطلوب y(x) المجهولة للدالة i الرتبة من المشتقة y(i)(x) حيث
و λ و موجبين، صحيحين عددين s و q ،L2[0, 1) في محتواة و معلومة دوال i = 0, 1, . . . , s, pi(x) و g(x)
برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع دوال بين المزج دوال بإستخدام ذلك و ثوابت. i = 0, 1, . . . , s, αi

قابلة خطية غير ية جبر معادلات جملة إلى الخطية غير التكاملية التفاضلية المعادلة يل لتحو والمتجانسة المتعامدة
بسهولة. للحل

كالآتي: مقسمة هي و فصول ثلاثة على المذكرة تحتوي



2

الأول: الفصل .1
التي الأساسية يات النظر و يفات التعر بعض ذكر تم الأول الجزء في أجزاء، أربعة الفصل هذا يتضمن
خواصها، ذكر و النبضية القطع دوال يف تعر تم الثاني الجزء في و الأخرى، الفصول و الأجزاء بباقي ترتبط
المتعلقة الملاحظات و النتائج و خواصها ذكر و برنشتاين حدود كثيرات يف تعر تم الثالث الجزء في بينما
المعادلات يف تعر تم الرابع الجزء في و المتجانسة، و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات إنشاء كذا و بها

لحلها. الطرق بعض و المختلفة أصنافها ذكر و التكاملية التفاضلية
الثاني: الفصل .2

برنشتاين حدود كثيرات مع النبضية القطع دوال مزج تم الأول الجزء في جزئين، إلى الفصل هذا ينقسم
تعيين تم الثاني الجزء في و التقارب، دراسة و المزج، دوال باستخدام دالة تقريب المتجانسة، و المتعامدة

للاشتقاق. العمليات مصفوفة و الجداء لناتج العمليات مصفوفة
الثالث: الفصل .3

إلى الخطية غير التكاملية التفاضلية المعادلة يل تحو يقة طر يوضح الأول الجزء جزئين، إلى الفصل هذا ينقسم
يقة الطر تطبيق تم الثاني الجزء في و العددي، الحل على نحصل بحلها التي خطية، غير ية جبر معادلات جملة
مع النتائج مقارنة و الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلات من الأمثلة بعض على المقترحة

الأخرى. العددية الطرق بعض و الحقيقي الحل
التي المراجع و المصادر أسماء يتبعها إليها، توصلنا التي النتائج أهم على إشتملت التي الخاتمة جاءت الأخير، في و

المذكرة. هذه إنجاز في عليها إعتمدنا



الأول الفصل
أساسية مفاهيم

أساسية يات نظر و يفات تعر 1 . 1
[24] .1.1.1 يف تعر

.R من مفتوحة جزئية مجموعة Ω لتكن
L2(Ω) =

{
f : Ω −→ R للقياس قابلة /

∫
Ω

|f |2dx < ∞

}

⟨f, g⟩ =
∫
Ω

f(x)g(x)dx

∥f∥L2 = ∥f∥2 =

(∫
Ω

|f(x)|2dx

) 1
2

النظيم. ∥.∥2 و L2(Ω) الفضاء على المعرف السلمي الجداء هو ⟨., .⟩ حيث
[24] .1.1.1 ملاحظة

لهيلبار. فضاء هو L2(Ω) الفضاء
[24] .2.1.1 يف تعر

.F = {f0(x), f1(x), . . . fn(x), . . .} لتكن



4 أساسية مفاهيم

كان: إذا w(x) الوزن لدالة بالنسبة [a, b] المجال على متعامدة F الدوال مجموعة أن نقول •
⟨fi, fj⟩w =

b∫
a

fi(x)fj(x)w(x)dx = 0, i ̸= j

السلمي. الجداء هو ⟨., .⟩w حيث
∀i, ∥fi∥ = 1 و متعامدة F كانت إذا [a, b] المجال على متجانسة و متعامدة F الدوال مجموعة أن نقول •

النظيم. هو ∥fi∥ =
√
⟨fi, fi⟩w حيث

[24] .2.1.1 ملاحظة
كانت: إذا وفقط إذا [a, b] المجال على وزن دالة أنها w(x) الدالة عن نقول

مستمرة. w(x) الدالة .1
w(x) > 0 .2

∀n ∈ N, x ∈ [a, b] :
b∫
a

w(x)|x|ndx < ∞ .3
:[24]( Gram-Schmidt (غرام-شميدت .1.1 . 1 ية نظر

الجملة من (ei)1≤i≤n جملة إنشاء يمكن فإنه X في خطيا مستقلة جملة (ξi)1≤i≤n و هيلبرتي شبه فضاء X كان إذا
.(ξi)1≤i≤n الجملة تولده الذي الفضاء نفس تولد و متجانسة و متعامدة تكون (ξi)1≤i≤n

[24] .3.1.1 ملاحظة
كالتالي: هي و شميدت لغرام والتجانس التعامد خوارزمية نستخدم (ei)1≤i≤n المتجانسة و المتعامدة المجموعة لتعيين

ζ1 = ξ1, e1 =
1

∥ζ1∥ζ1

ζk = ξk −
k−1∑
j=1

⟨ξk, ej⟩ej, ek =
1

∥ζk∥
ζk, (k = 2, 3, . . . , n)

(1 . 1)

[24] .1.2 . 1 ية نظر
يوجد فإنه ،x /∈ X0 حيث ،H من عنصر x و ،H من مغلق جزئي فضاء X0 كان إذا لهيلبار. فضاء H ليكن

أي: ،X0 في x للعنصر تقريب أحسن يمثل ،X0 من x̄ وحيد عنصر
∀x ∈ H, ∃! x̄ ∈ X0 : ∥x − x̄∥ = inf

z∈X0

∥x − z∥ (2 . 1)
يحقق و

⟨x − x̄, z⟩ = 0, ∀z ∈ X0. (3 . 1)



5 أساسية مفاهيم

النبضية القطع دوال 2 . 1
[11] .1.2.1 يف تعر

الشكل: من دوال هي [0, T ) المجال على المعرفة (block pulse functions) النبضية القطع دوال
bj(x) =

{
1 x ∈

[
(j−1)T

m
, jT
m

)
0 x /∈

[
(j−1)T

m
, jT
m

) (4 . 1)
موجب. صحيح عدد m و j = 1, 2, . . . ,m حيث

.1.2.1 مثال

.. x.

b1(x)

.
0

.0 .
1

.
−

. . . .
1h

.
2h

.
3h

.. x.

b2(x)

.
0

.0 .
1

.
−

. . . .
1h

.
2h

.
3h

.. x.

b3(x)

.
0

.0 .
1

.
−

. . . .
1h

.
2h

.
3h

.T = 1 و h = T
m
, m = 3 أجل من النبضية القطع دوال :1 . 1 شكل

.T = 1 نأخذ مايلي في
[11] .1.2.1 خواص

التالية: الخواص تحقق النبضية القطع دوال



6 أساسية مفاهيم

.1
bj(x)bi(x) =

{
bj(x) i = j

0 i ̸= j
(5 . 1)

.i, j = 1, 2, . . . ,m حيث
.2

1∫
0

bi(x)bj(x)dx = hδij

كرونكر. دلتا هي δij و h = 1
m

حيث
كان. حيثما f = 0 يستلزم فإنه 1∫

0

bj(x)f(x)dx = 0 كان إذا f ∈ L2([0, 1)) كل أجل من أي تامة، .3
[11] .1.2.1 ملاحظة

b̃j(x) المتجانسة و المتعامدة النبضية القطع دوال ومنه متجانسة، ليست لـكن و متعامدة النبضية القطع دوال إن
الشكل: من هي

b̃j(x) =

{ √
m x ∈

[ (j−1)T
m

, jT
m

)
0 x /∈

[
(j−1)T

m
, jT
m

) (6 . 1)
.j = 1, 2, . . . ,m حيث

المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات 3 . 1
برنشتاين حدود كثيرات 1 . 3 . 1

في الباحثين من العديد استخدمها قد و ياضيات. الر فروع مختلف في بارز دور برنشتاين حدود لـكثيرات إن
.([15 ,14 ,13 ,12] (أنظر التقريب ية نظر و التفاضلية، المعادلات التكاملية، المعادلات حل

[14] .1.3.1 يف تعر
كثيرات هي [0, 1] المجال على المعرفة n الدرجة من (Bernstein polynomials) برنشتاين حدود كثيرات

الشكل: من حدود
Bi,n(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i, 0 ≤ i ≤ n (7 . 1)

.(n
i

)
= n!

i!(n−i)!
حيث



7 أساسية مفاهيم

.1.3.1 ملاحظة
.i > n أو i < 0 كان إذا Bi,n(x) = 0

.1.3.1 مثال
B0,5(x) = (1− x)5

B1,5(x) = 5x(1− x)4

B2,5(x) = 10x2(1− x)3

B3,5(x) = 10x3(1− x)2

B4,5(x) = 5x4(1− x)

B5,5(x) = x5

.n = 5 أجل من برنشتاين حدود كثيرات :2 . 1 شكل

.3.1 . 1 نتيجة
لدينا

Bi,n(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i =

n−i∑
k=0

(−1)k
(
n

i

)(
n− i

k

)
xi+k

الشكل: على Bi,n(x) كتابة يمكن منه و
Bi,n(x) = Li+1t(x), i = 0, 1, . . . , n
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حيث
Li+1 =

[ i︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0, (−1)0

(
n

i

)
, (−1)1

(
n

i

)(
n− i

1

)
, . . . , (−1)n−i

(
n

i

)(
n− i

n− i

)]

t(x) =


1

x...
xn


يلي: كما (n+ 1)× (n+ 1) الرتبة ذات L المصفوفة يف بتعر قمنا إذا الآن،

L =


L1

L2...
Ln+1


على: نحصل فإننا

Ψ(x) = Lt(x) (8 . 1)
حيث

L =


(−1)0

(
n
0

)
(−1)1

(
n
0

)(
n−0
1

)
· · · (−1)n−0

(
n
0

)(
n−0
n−0

)
0 (−1)0

(
n
1

)
· · · (−1)n−1

(
n
1

)(
n−1
n−1

)
... ... . . . ...
0 0 · · · (−1)0

(
n
n

)

 , Ψ(x) =


B0,n(x)

B1,n(x)...
Bn,n(x)


للقلب. قابلة L المصفوفة أن يعني وهذا det(L) =

n∏
i=0

(
n
i

)
̸= 0 أن نلاحظ

[5] .1.3.1 خواص
.1

Bi,n(1) = δin, Bi,n(0) = δi0 (9 . 1)
.2

Bi,n(1− x) = Bn−i,n(x) (10 . 1)
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.3
Bi,n(x) = (1− x)Bi,n−1(x) + xBi−1,n−1(x) (11 . 1)

.4
Bi,n−1(x) =

(
n− i

n

)
Bi,n(x) +

(
i+ 1

n

)
Bi+1,n(x) (12 . 1)

.5
Bi,n(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1] (13 . 1)

.6
n∑

i=0

Bi,n(x) = 1 (14 . 1)
.7

d

dx

(
Bi,n(x)

)
=

i− nx

x(1− x)
Bi,n(x) (15 . 1)

.8
d

dx

(
Bi,n(x)

)
= n

[
Bi−1,n−1(x)− Bi,n−1(x)

] (16 . 1)
.9∫ 1

0

Bi,n(x)dx =
1

n+ 1
(17 . 1)

.10
Bi,n(x)Bj,m(x) =

(
n
i

)(
m
j

)(
n+m
i+j

) Bi+j,n+m(x) (18 . 1)

برهان.
المطلوب. على نحصل يف للتعر مباشر بتطبيق .1
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.2
Bi,n(1− x) =

(
n

i

)
(1− x)i

[
1− (1− x)

]n−i

=

(
n

i

)
xn−i(1− x)i

=
n!

i!(n− i)!
xn−i(1− x)i

=
n!

(n− i)!(n− (n− i))!
xn−i(1− x)i

=

(
n

n− i

)
xn−i(1− x)i

= Bn−i,n(x)

.3
(1− x)Bi,n−1(x) + xBi−1,n−1(x) = (1− x)

(
n− 1

i

)
xi(1− x)n−1−i

+x

(
n− 1

i− 1

)
xi−1(1− x)n−1−(i−1)

=

(
n− 1

i

)
xi(1− x)n−i +

(
n− 1

i− 1

)
xi(1− x)n−i

=

[(
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

)]
xi(1− x)n−i

=

[
(n− 1)!

i!(n− i− 1)!
+

(n− 1)!

(i− 1)!(n− i)!

]
xi(1− x)n−i

=

[
(n− 1)!(n− i)

i!(n− i− 1)!(n− i)

+
(n− 1)!i

(i− 1)!(n− i)!i

]
xi(1− x)n−i

=

[
(n− 1)!(n− i)

i!(n− i)!
+

(n− 1)!i

i!(n− i)!

]
xi(1− x)n−i

=

[
(n− 1)!(n− i) + (n− 1)!i

i!(n− i)!

]
xi(1− x)n−i

=

[
n(n− 1)!− i(n− 1)! + i(n− 1)!

i!(n− i)!

]
xi(1− x)n−i

=

(
n

i

)
xi(1− x)n−i
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= Bi,n(x)

.4(
n− i

n

)
Bi,n(x) +

(
i+ 1

n

)
Bi+1,n =

(
n− i

n

)(
n

i

)
xi(1− x)n−i

+

(
i+ 1

n

)(
n

i+ 1

)
xi+1(1− x)n−i−1

= xi(1− x)n−1−i

[(
n− i

n

)(
n

i

)
(1− x)

+

(
i+ 1

n

)(
n

i+ 1

)
x

]
= xi(1− x)n−1−i

[(
n− i

n

)(
n

i

)
−
(
n− i

n

)(
n

i

)
x

+

(
i+ 1

n

)(
n

i+ 1

)
x

]
= xi(1− x)n−1−i

[(
n− i

n

)
n!

i!(n− i)!

−
(
n− i

n

)
n!(i+ 1)

(i+ 1)!(n− i)!
x

+

(
i+ 1

n

)
n!(n− i)

(n− i)!(i+ 1)!
x

]
= xi(1− x)n−1−i (n− 1)!

i!(n− i− 1)!

= Bi,n−1(x)

بالتراجع نبرهن .5
:n = 1 أجل من

.x ∈ [0, 1] حيث B1,1(x) = x ≥ 0 و B0,1(x) = 1− x ≥ 0 لدينا
تساوي أو أقل درجة من برنشتاين حدود كثير كل أجل من صحيحة (13 . 1) الخاصية أن نفرض الآن

.n+ 1 الدرجة من برنشتاين حدود كثير أجل من صحتها نبرهن و ،n
حسب Bi−1,n ≥ 0 و Bi,n(x) ≥ 0 لأن ،Bi,n+1(x) ≥ 0 نجد (11 . 1) التراجعية العلاقة بإستخدام

.[0, 1] المجال في x ≥ 0, 1− x ≥ 0 و الفرض
.x ∈ [0, 1] كل أجل من Bi,n(x) ≥ 0 إذن
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نجد: لنيوتن الحد ثنائي لدستور مباشر بتطبيق .6
1 =

[
(1− x) + x

]n
=

n∑
i=0

(
n

i

)
xi(1− x)n−i =

n∑
i=0

Bi,n(x)

.7
d

dx

(
Bi,n(x)

)
=

(
n

i

)[
ixi−1(1− x)n−i − xi(n− i)(1− x)n−i−1

]
=

(
n

i

)
xi(1− x)n−i

(
i

x
− n− i

1− x

)
=

(1− x)i− x(n− i)

x(1− x)
Bi,n(x)

=
i− nx

x(1− x)
Bi,n(x)

.8
d

dx

(
Bi,n(x)

)
=

d

dx

(
n!

i!(n− i)!
xi(1− x)n−i

)
=

in!

i!(n− i)!
xi−1(1− x)n−i − (n− i)n!

i!(n− i)!
xi(1− x)n−i−1

=
n!

(i− 1)!(n− i)!
xi−1(1− x)n−i − n!

i!(n− i− 1)!
xi(1− x)n−i−1

= n

[
(n− 1)!

(i− 1)!(n− i)!
xi−1(1− x)n−i − (n− 1)!

i!(n− i− 1)!
xi(1− x)n−i−1

]
= n

[
Bi−1,n−1(x)− Bi,n−1(x)

]
لدينا .9

n+1∑
j=i+1

Bj,n+1(x) = Bi+1,n+1(x) + Bi+2,n+1(x) + · · ·+ Bn+1,n+1(x) (19 . 1)
على: نحصل (16 . 1) العلاقة إستخدام و (19 . 1) بإشتقاق الآن

d

dx

( n+1∑
j=i+1

Bj,n+1(x)

)
=

d

dx
Bi+1,n+1(x) +

d

dx
Bi+2,n+1(x) + · · ·+ d

dx
Bn+1,n+1(x)

(20 . 1)



13 أساسية مفاهيم

= (n+ 1)
[
Bi,n(x)− Bi+1,n(x) + Bi+1,n(x)− Bi+2,n(x)

(21 . 1)
+ · · ·+ Bn,n(x)− Bn+1,n(x)︸ ︷︷ ︸

=0

]
= (n+ 1)Bi,n(x) (22 . 1)

نجد: (9 . 1) إستخدام و (22 . 1) خلال من إذن
1∫

0

Bi,n(x)dx =
1

n+ 1

1∫
0

(
d

dx

n+1∑
j=i+1

Bj,n+1(x)

)
dx

=
1

n+ 1

[
n+1∑

j=i+1

Bj,n+1(x)

]1
0

=
1

n+ 1

.10
Bi,n(x)Bj,m(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i

(
m

j

)
xj(1− x)m−j

=

(
n

i

)(
m

j

)
xi+j(1− x)n+m−(i+j)

=

(
n
i

)(
m
j

)(
n+m
i+j

)(
n+m
i+j

) xi+j(1− x)n+m−(i+j)

=

(
n
i

)(
m
j

)(
n+m
i+j

) Bi+j,n+m(x)

[26] .3.1 . 1 ية نظر
dp

dxp

(
Bi,n(x)

)
=

n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
Bi−k,n−p(x) (23 . 1)

[26] برهان.
بالتراجع نبرهن
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:p = 1 أجل من
لدينا (16 . 1) العلاقة من

d

dx

(
Bi,n(x)

)
= n

[
Bi−1,n−1(x)− Bi,n−1(x)

]
=

n!

(n− 1)!

min(i,1)∑
k=max(0,i+1−n)

(−1)k+1

(
1

k

)
Bi−k,n−1(x)

.p = 1 أجل من صحيحة (23 . 1) العلاقة منه و
.p+ 1 أجل من صحتها نبرهن و ،p أجل من صحيحة (23 . 1) العلاقة أن نفرض الآن

على: نحصل (16 . 1) العلاقة بإستخدام
dp+1

dxp+1

(
Bi,n(x)

)
=

d

dx

(
dp

dxp
Bi,n(x)

)
(24 . 1)

=
d

dx

(
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
Bi−k,n−p(x)

)
(25 . 1)

=
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
d

dx

(
Bi−k,n−p(x)

) (26 . 1)

=
n!(n− p)

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)[
Bi−k−1,n−p−1(x) (27 . 1)

− Bi−k,n−p−1(x)

]
=

n!

(n− p− 1)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
Bi−k−1,n−p−1(x) (28 . 1)

− n!

(n− p− 1)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p+1−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
Bi−k,n−p−1(x)

نجد: (28 . 1) للعلاقة الأيمن الطرف من الأول الحد في k = k − 1 بوضع
dp+1

dxp+1
Bi,n(x) =

n!

(n− p− 1)!

min(i,p+1)∑
k=max(1,i+p+1−n)

(−1)k+p+1

(
p

k − 1

)
Bi−k,n−p−1(x)

+
n!

(n− p− 1)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p+1−n)

(−1)k+p+1

(
p

k

)
Bi−k,n−p−1(x)
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=
n!

(n− p− 1)!

min(i,p+1)∑
k=max(0,i+p+1−n)

(−1)k+p+1

[(
p

k − 1

)
+

(
p

k

)]
Bi−k,n−p−1(x)

=
n!

(n− p− 1)!

min(i,p+1)∑
k=max(0,i+p+1−n)

(−1)k+p+1

(
p+ 1

k

)
Bi−k,n−p−1(x)

=
n!

(n− p− 1)!

min(i,p+1)∑
k=max(0,i+p+1−n)

(−1)k+p+1

(
p+ 1

k

)
Bi−k,n−p−1(x)

[26] .3.1 . 1 لازمة
∫ 1

0

B(p)
i,n(x)Bj,n(x)dx =

n!
(
n
j

)
(2n− p+ 1)(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p
k

)(
n−p
i−k

)(
2n−p
i+j−k

) (29 . 1)
[26] برهان.

على: نحصل (17 . 1) و (18 . 1) العلاقتين و (3.1 . 1) ية النظر على إعتمادا
∫ 1

0

B(p)
i,n(x)Bj,n(x)dx =

∫ 1

0

n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)
Bi−k,n−p(x)Bj,n(x)dx

=
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)∫ 1

0

Bi−k,n−p(x)Bj,n(x)dx

=
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)∫ 1

0

(
n−p
i−k

)(
n
j

)(
2n−p
i+j−k

) Bi+j−k,2n−p(x)dx

=
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

)(n−p
i−k

)(
n
j

)(
2n−p
i+j−k

) ∫ 1

0

Bi+j−k,2n−p(x)dx

=
n!

(n− p)!

min(i,p)∑
k=max(0,i+p−n)

(−1)k+p

(
p

k

) (
n−p
i−k

)(
n
j

)(
2n−p
i+j−k

)
(2n− p+ 1)

.1.3.1 قضية
أو أقل درجة من الحدود كثيرات فضاء Pn للفضاء أساس برنشتاين حدود كثيرات {Bi,n(x)}ni=0 تشكل

.n تساوي
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برهان.
للفضاء مولدة و خطيا مستقلة {Bi,n(x)}ni=0 أن نبين ،Pn للفضاء أساس تشكل {Bi,n(x)}ni=0 أن لإثبات

.Pn

خطيا: مستقلة {Bi,n(x)}ni=0 أن إثبات .1
لدينا

Bi,n(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i

=

(
n

i

)
xi

n−i∑
k=0

(−1)k
(
n− i

k

)
xk

=
n−i∑
k=0

(−1)k
(
n

i

)(
n− i

k

)
xk+i

=
n∑

k=i

(−1)k−i

(
n

i

)(
n− i

k − i

)
xk

=
n∑

k=i

(−1)k−i

(
n

k

)(
k

i

)
xk

∀c0, c1, . . . , cn ∈ R

0 = c0B0,n(x) + c1B1,n(x) + · · ·+ cnBn,n(x) (30 . 1)
= c0

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
k

0

)
xk + c1

n∑
k=1

(−1)k−1

(
n

k

)(
k

1

)
xk + · · · (31 . 1)

+ cn

n∑
k=n

(−1)k−n

(
n

k

)(
k

n

)
xk

= c0 +
1∑

k=0

(−1)1−kck

(
n

1

)(
1

k

)
x1 + · · ·+

n∑
k=0

(−1)n−kck

(
n

n

)(
n

k

)
xn (32 . 1)

فإن: خطيا مستقلة {1, x, x2, . . . , xn} القانوني عناصرالأساس أن وبما
c0 = 0 (33 . 1)

1∑
k=0

(−1)1−kck

(
n

1

)(
1

k

)
= 0 (34 . 1)

...
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...
n∑

k=0

(−1)n−kck

(
n

n

)(
n

k

)
= 0 (35 . 1)

، c2 = 0 نجد الموالية المعادلة في c1 و c0 من كل بتعويض ثم ،c1 = 0 نجد (34 . 1) في c0 بتعويض و
.c0 = c1 = · · · = cn = 0 على الأخير في نحصل أن إلى وهكذا

خطيا. مستقلة {Bi,n(x)}ni=0 المجموعة إذن
:Pn للفضاء مولدة {Bi,n(x)}ni=0 أن إثبات .2

شكل على يكتب Pn للفضاء {1, x, x2, . . . , xn} القانوني الأساس من عنصر كل أن نثبت أن يكفي
.{Bi,n(x)}ni=0 المجموعة لعناصر خطي مزج

لدينا
(x+ y)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xiyn−i (36 . 1)

:1 أجل من •
نجد: (36 . 1) في y = 1− x بوضع

1 = (x+ 1− x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi(1− x)n−i =

n∑
i=0

Bi,n(x)

:x أجل من •
على: نحصل x إلى بالنسبة (36 . 1) المعادلة بإشتقاق

n(x+ y)n−1 =
n∑

i=1

i

(
n

i

)
xi−1yn−i (37 . 1)

نجد: y = 1− x وضع و n على وقسمتها x في (37 . 1) المعادلة طرفي بضرب
x =

n∑
i=1

i

n
Bi,n(x) =

n∑
i=1

(
i
1

)(
n
1

)Bi,n(x) (38 . 1)
:x2 أجل من •

على: نحصل x إلى بالنسبة (37 . 1) بإشتقاق
n(n− 1)(x+ y)n−2 =

n∑
i=2

i(i− 1)

(
n

i

)
xi−2yn−i (39 . 1)
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نجد: y = 1− x وضع و n(n− 1) على قسمتها و x2 في (39 . 1) المعادلة طرفي بضرب
x2 =

n∑
i=2

i(i− 1)

n(n− 1)
Bi,n(x) =

n∑
i=2

(
i
2

)(
n
2

)Bi,n(x) (40 . 1)
العامة: الحالة في بالتالي و

xk =
n∑

i=k

(
i
k

)(
n
k

)Bi,n(x), k = 0, 1, . . . , n (41 . 1)
.Pn للفضاء مولدة {Bi,n(x)}ni=0 إذن

[24] .2.3.1 ملاحظة
.L2([0, 1]) الفضاء في تامة مجموعة هي {B0,n(x),B1,n(x), . . . ,Bn,n(x)} برنشتاين حدود كثيرات إن

المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات 2 . 3 . 1
المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات OBi,n لتعيين شميدت غرام خوارزمية بإستخدام نقوم

التالي: النحو على ذلك و (orthonormal Bernstein polynomials)
Φ0,n = B0,n, OB0,n = 1

∥Φ0,n∥Φ0,n

Φk,n = Bk,n −
k−1∑
j=0

⟨Bk,n,OBj,n⟩OBj,n OBk,n = 1
∥Φk,n∥

Φk,n, (k = 1, 2, . . . , n)

نجد: n = 5 أجل من فمثلا
OB0,5(x) =

√
11(1− x)5

OB1,5(x) = 3(1− x)4(11x− 1)

OB2,5(x) =
√
7(1− x)3(55x2 − 20x+ 1)

OB3,5(x) =
√
5(1− x)2(165x3 − 135x2 + 27x− 1)

OB4,5(x) =
√
3(1− x)(330x4 − 480x3 + 216x2 − 32x+ 1)

OB5,5(x) = 462x5 − 1050x4 + 840x3 − 280x2 + 35x− 1
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.n = 5 أجل من المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات :3 . 1 شكل

و والمتجانسة المتعامدة برنشتاين حدود لـكثيرات العام الشكل نستنتج أن يمكن السابقة المعادلات خلال من
:[25] كالتالي يكون الذي

OBi,n(x) =
(√

2(n− i) + 1
)
(1− x)n−i

i∑
j=0

(−1)j
(
2n+ 1− j

i− j

)(
i

j

)
xi−j (42 . 1)

أخرى بعبارة أو
OBi,n(x) =

(√
2(n− i) + 1

) i∑
j=0

(−1)j

(
2n+1−j

i−j

)(
i
j

)(
n−j
i−j

) Bi−j,n−j(x) (43 . 1)
[25] .3.3.1 ملاحظة

التالية: التفاضلية للمعادلة حل هي المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات إن •
d

dx

[
x(1−x)2

dy
dx

]
+n(n+2)(1−x)y+(n−i+1)(i−n)y = 0, 0 ≤ x ≤ 1 (44 . 1)

.w(x) = 1 الوزن لدالة بالنسبة متعامدة المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات مجموعة •
[27] .3.2 . 1 نتيجة

لدينا
OBi,n(x) =

(√
2(n− i) + 1

)
(1− x)n−i

i∑
j=0

(−1)j
(
2n+ 1− j

i− j

)(
i

j

)
xi−j
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=
√

2(n− i) + 1
n−i∑
r=0

(−1)r
(
n− i

r

)
xr

i∑
j=0

(−1)j
(
2n+ 1− j

i− j

)(
i

j

)
xi−j

=
√

2(n− i) + 1
n∑

j=0

min{i,j}∑
k=max{0,j−n+i}

(−1)j−k(−1)i−k

(
n− i

j − k

)
ρ xj

.ρ =
(
2n+1−i+k

k

)(
i

i−k

) حيث
الشكل: على OBi,n(x) كتابة يمكن منه و

OBi,n(x) = Fi+1t(x), i = 0, 1, . . . , n

حيث
Fi+1 = [fi+11, fi+12, . . . , fi+1n+1]

(45 . 1)
fi+1j+1 =

√
2(n− i) + 1

min{i,j}∑
k=max{0,j−n+i}

(−1)j−k

(
n− i

j − k

)
(−1)i−k

(
2n+ 1− i+ k

k

)(
i

i− k

)
.j = 0, 1, . . . , n

يلي: كما (n+ 1)× (n+ 1) الرتبة ذات F المصفوفة يف بتعر قمنا إذا الآن،

F =


F1

F2...
Fn+1


على: نحصل فإننا

φ(x) = Ft(x)

حيث
φ(x) =

[
OB0,n(x),OB1,n(x), . . . ,OBn,n(x)

]T
.3.3 . 1 نتيجة

يلي: كما برنشتاين حدود كثيرات بدلالة المتجانسة و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات عن التعبير يمكن
φ(x) = MΨ(x) (46 . 1)
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(n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من مصفوفة M حيث

M =



m11 0 · · · 0 0

m21 m22 · · · 0 0... ... . . . ... ...
mn−11 mn−12 · · · mn−1n−1 0

mn+11 mn+12 · · · mn+1n−1 mn+1n+1


, Ψ(x) =


B0,n(x)

B1,n(x)...
Bn,n(x)


ml1 = fl1, l = 1, 2, . . . , n+ 1

mlr =
1(
n

r−1

) [flr −
r−1∑
k=1

(−1)r−k

(
n

k − 1

)(
n− k + 1

r − k

)
mlk

]
, r = 2, 3, . . . , l.

.(45 . 1) في المعرفتان flr, fl1 و
للقلب. قابلة M المصفوفة منه و det(M) ̸= 0 إن

.2.3.1 مثال
لدينا n = 5 أجل من

OB05(x)

OB15(x)

OB25(x)

OB35(x)

OB45(x)

OB55(x)


=



√
11 0 0 0 0 0

−3 6 0 0 0 0
√
7 −18

√
7

5

18
√
7

5
0 0 0

−
√
5

24√
5

− 42√
5

28√
5

0 0

√
3 −28

√
3

5

63
√
3

5
−14

√
3 7

√
3 0

−1 6 −15 20 −15 6





B05(x)

B15(x)

B25(x)

B35(x)

B45(x)

B55(x)


[24] .3.4 . 1 نتيجة

خطيا. مستقلة مجموعة هي والمتجانسة المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات .1
.L2([0, 1]) الفضاء في تامة مجموعة هي والمتجانسة المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات .2

التكاملية التفاضلية المعادلات 4 . 1
بيولوجية، كيميائية، يائية، فيز ظواهر منها ظواهر، عدة تفسير في بارز دور التكاملية التفاضلية للمعادلات إن

فلتيرا. يق طر عن 1900 سنة في لها ظهور أول كان قد و الظواهر. من غيرها أو هندسية
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.1.4.1 يف تعر
التكامل، و التفاضل على تحتوي معادلة هي (integro-differential equation) التكاملية التفاضلية المعادلة

: [18] الشكل من وتكون
y(n)(x) = F

(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x), λ

∫
Ω

k
(
x, t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)

)
dt

)
(47 . 1)

: [21 ,20] الشكل من أو
Lx(y) = λ

∫
Ω

k(x, t)Mt(y) + g(x) (48 . 1)
حيث

التكاملية. التفاضلية المعادلة نواة تسمى معلومة، دالة k(x, t)
.R من مفتوحة جزئية مجموعة Ω

Lx(y) =
n∑

i=0

ai(x)y(i)(x) (49 . 1)

Mt(y) =
m∑
j=0

dj(t)y(j)(t) (50 . 1)
.L2(Ω) في محتواة معلومة دوال ai(x), dj(x), g(x)

التالية: الإبتدائية الشروط وجود الضروري من فإنه التفاضل على تحتوي المعادلة هذه أن بما و
y(α) = β0, y′(α) = β1, y′′(α) = β2, . . . y(n−1)(α) = βn−1

ثوابت. i = 0, . . . , n− 1, βi و α ∈ Ω حيث
التكاملية التفاضلية المعادلات تصنيف 1 . 4 . 1

حيث: من التكاملية التفاضلية المعادلات تصنف
التكامل: طرفي .1

الشكل تأخذ وهي لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة فإن ثابتين عن عبارة التكامل طرفي كان إذا (ا)
:[15 ,2 ,1] التالي

Lx(y) = λ

∫ b

a

k(x, t)Mt(y) + g(x) (51 . 1)
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فمثلا:
y′(x) = x−

∫ 1

0

ex−ty(t)dt, y(0) = 0

y′′(x) = ex − x+

∫ 1

0

xty′(t)dt, y(0) = 1, y′(0) = 1

لفريدهولم. تكامليتان تفاضليتان معادلتان
تكون و لفلتيرا التكاملية التفاضلية المعادلة فإن x متغير عن عبارة التكامل أطراف أحد كان إذا (ب)

:[17] التالي الشكل على
Lx(y) = λ

∫ x

a

k(x, t)Mt(y) + g(x) (52 . 1)
فمثلا:

y′′(x) = −x+

∫ x

0

(x− t)y(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = 1

y′(x) = − sinx− 1 +

∫ x

0

y(t)dt, y(0) = 1

لفلتيرا. تكامليتان تفاضليتان معادلتان هما
التكاملية التفاضلية المعادلة فإن المعادلة، نفس في فلتيرا تكامل و فريدهولم تكامل من كل وجد إذا (ج)

:[22 ,19] يلي كما شكلها و لفريدهولم-فلتيرا،
Lx(y) = λ1

∫ b

a

k1(x, t)Mt(y) + λ2

∫ x

a

k2(x, t)Mt(y) + g(x) (53 . 1)
فمثلا:

y′(x) = 1 +

∫ x

0

(x− t)y(t)dt+
∫ 1

0

xty(t)dt, y(0) = 1

y′′(x) = −x− 1

6
x3 +

∫ x

0

y(t)dt+
∫ π

−π

xy(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = 2

لفريدهولم-فلتيرا. تكامليتان تفاضليتان معادلتان هما
التكاملية: التفاضلية المعادلة رتبة .2

المعادلة. في مشتق أعلى رتبة هي التكاملية التفاضلية المعادلة رتبة
فمثلا:

y′(x) = −2π sin(2πx)− π sin(4πx) + 2π

1∫
0

sin(4πx+ 2πt)y(t)dt, y(0) = 1
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الأولى. الرتبة من تكاملية تفاضلية معادلة
y′′(x) + xy′ − xy = ex − 2 sin(x) +

1∫
−1

sin(x)e−ty(t)dt, y(0) = 1, y′(0) = 1.

الثانية. الرتبة من تكاملية تفاضلية معادلة
خطية: غير أو خطية .3

كانت إذا خطية غير و ،(48 . 1) الشكل من كانت إذا خطية أنها التكاملية التفاضلية المعادلة عن يقال
.(47 . 1) الشكل من

فمثلا:
y′(x) = 1− 2x sin(x) +

∫ x

0

y(t)dt, y(0) = 0

y′(x) = y(x)− 1

2
x+

1

x+ 1
− ln(x+ 1) +

1

(ln 2)2

∫ 1

0

x

t+ 1
y(t)dt, y(0) = 0

خطيتان. معادلتان
y′(x) = ex − 1

5
e−x2

(e5 − 1) +

∫ 1

0

e2t−x2y3(t)dt, y(0) = 1

y′(x)−
∫ x

0

cos(x− t)y2(t)dt = −2 sinx− 1

3
cos x− 2

3
cos(2x), y(0) = 1

خطيتان. غير معادلتان
الثاني: أو الأول النوع من .4

غير كان إذا أما ،[17] الأول النوع من التكاملية التفاضلية المعادلة تكون معدوم التفاضلي الجزء كان إذا
.[20] الثاني النوع من المعادلة تكون معدوم

∫فمثلا: x

0

(x− t− 1)y′(t)dt = 2ex − x− 2, y(0) = 1∫ x

0

(x− t)y(t)dt+
∫ x

0

(x− t+ 1)y′(t)dt = 1 + x− cos x, y(0) = 0

الأول. النوع من تكامليتان تفاضليتان معادلتان
y′(x) = 3e3x − 1

3
(2e3 + 1)x+

1∫
0

3xty(t)dt, y(0) = 1

الثاني. النوع من تكاملية تفاضلية معادلة
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متجانسة: غير أو متجانسة .5
تكون معدومة غير g(x) كانت إذا أما متجانسة، التكاملية التفاضلية المعادلة فإن g(x) = 0 كانت إذا

متجانسة. غير المعادلة
شاذة: غير أو شاذة .6

التاليين: الشرطين أحد الأقل على تحقق إذا شاذة أنها التكاملية التفاضلية المعادلة عن يقال
.∞ يساوي كلاهما أو التكامل طرفي أحد (ا)

التكامل. مجال من أكثر أو نقطة بجوار منتهية غير النواة (ب)
شاذة. غير المعادلة تكون السابقين، الشرطين من شرط أي يتحقق لم إذا أما

فمثلا:
n∑

i=0

aiy(i)(x) = π−1

+∞∫
0

bny(n)(t) + bn−1y(n−1)(t) + · · ·+ b0y(t)
t− x

dt, (0 ≤ x < +∞)

y′(x) = 2

3
x2 + 7x4 + x5 ln

(
1− x

1 + x

)
+

2

5
+

1∫
−1

y(t)
x− t

dt, |x| < 1

y(n)(x) = λ

x∫
0

1

|x− t|α
y(t)dt, 0 < α < 1

شاذة. تكاملية تفاضلية معادلات
المجهولة: للدالة المتغيرات عدد .7

أما واحد، مستقل بمتغير متعلقة المجهولة الدالة كانت إذا عادية أنها التكاملية التفاضلية المعادلة عن يقال
.[23] جزئية التكاملية التفاضلية المعادلة تكون أكثر أو مستقلين بمتغيرين متعلقة كانت إذا

فمثلا:
y′(x) + y(x)− 2

x∫
0

sin(x)y2(t)dt = cos x+ (1− x) sinx+ cos x sin2 x, y(0) = 0.

عادية. تكاملية تفاضلية معادلة
x1

∂y
∂x1

=
∂2y
∂x2

2

+ x1 sin x2 +

x2∫
0

sin(x2 − t)y(x1, t)dt, y(x1, 0) = ex1 ,
∂y
∂x2

(x1, 0) = 0,

y(0, x2) = cos x2

جزئية. تكاملية تفاضلية معادلة
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التكاملية التفاضلية المعادلات لحل الطرق بعض 2 . 4 . 1
بالنسبة فمثلا عددية، أو تحليلية كانت سواء التكاملية التفاضلية المعادلات لحل الطرق من العديد هناك إن
التغييري التكرار يقة طر ،(direct computation method) المباشر الحساب يقة طر لدينا التحليلية للطرق
،(Adomin decomposition method) التحليلية أدومين يقة طر ،(variational iteration method)
العددية للطرق بالنسبة أما ،(Adomin modified decomposition method) المعدلة التحليلية أدومين يقة طر
يقة طر ،(B-spline scaling functions and wavelets) الموجات قياس وظائف و سبلاين بي يقة طر لدينا
(Legendre لجندر حدود كثيرات يقة طر ،(Homotopy perturbation method) الإضطرابية هوموتوبي

.(Taylor collocation method) التجميعية تايلور يقة طر ،polynomials method)
التكاملية التفاضلية المعادلات هي و التكاملية التفاضلية المعادلات من معين نوع بحل المذكرة هذه في سنهتم و
كثيرات و النبضية القطع دوال بين المزج دوال على تعتمد عددية يقة طر باستخدام ذلك و الخطية غير لفريدهولم

المتجانسة. و المتعامدة برنشتاين حدود



الثاني الفصل
العمليات مصفوفات و المزج دوال

المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع دوال بين المزج دوال 1 . 2
المتجانسة و

خواص و تعريف 1 . 1 . 2
[1] .1.1.2 يف تعر

المعرفة hji(x) الدوال هي والمتجانسة المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع دوال بين المزج دوال
الشكل: من [0, 1) المجال على

hji(x) = b̃j(x)OBi,n(mx− j + 1)

أي
hji(x) =

{ √
mOBi,n(mx− j + 1), x ∈

[
j−1
m

, j
m

)
,

0 x /∈
[
j−1
m

, j
m

) (1 . 2)
برنشتاين حدود كثير درجة و النبضية القطع دوال رتبة n و j ،j = 1, 2, . . . ,m, i = 0, 1, . . . , n حيث

التوالي. على المتجانس و المتعامد
.1.1.2 مثال
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.n = 3 و m = 4 أجل من المزج دوال :1 . 2 شكل

[1] .1.1 . 2 نتيجة
دوال مجموعة فإن والمتجانسة، المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع لدوال مزج هي hji(x) أن بما

التالية: الخواص تحقق المزج
.1

hji(x)hlr(x) =

{
hji(x)hlr(x), j = l

0 j ̸= l
(2 . 2)

.j, l = 1, 2, . . . ,m, i, r = 0, 1, . . . , n حيث
.2∫ 1

0

hji(x)hlr(x)dx = δjlδir

كرونكر. دلتا δjl, δir حيث
.[24] تامة .3

.1.2 . 2 نتيجة
التالي: الشكل على hji(x) كتابة يمكن

hji(x) = aj
i+1tj(x), i = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.
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حيث

tj(x) =



1

x

x2

...
xn


, aj

i+1 =
[
aj
i+11, a

j
i+12, . . . , a

j
i+1n+1

]

aj
i+1r+1 =

√
m
√
2(n− i) + 1

n∑
l=r

min(i,l)∑
k=max(0,l−n+i)

(−1)l−k(−1)i−k

(
n− i

l − k

)
µ

µ =

(
2n+ 1− i+ k

k

)(
i

i− k

)(
l

r

)
mr(1− j)l, r = 0, 1, . . . , n.

يلي: كما m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة ذات Ã المصفوفة يف بتعر قمنا إذا الآن
Ã = diag[A1,A2, . . . ,Aj, . . . ,Am]

الشكل: تأخذ و (n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من مصفوفة Aj حيث

Aj =


aj
1

aj
2...

aj
n+1

 =
√
mMLNj, j = 1, 2, . . . ,m.

.(n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من مصفوفة Nj التوالي، على (46 . 1) و (8 . 1) في المعرفتين المصفوفتين M, L

Nj =



n1,1 0 · · · 0 0

n2,1 n2,2 · · · 0 0... ... . . . ... ...
nn−1,1 nn−1,2 · · · nn−1,n−1 0

nn+1,1 nn+1,2 · · · nn+1,n−1 nn+1,n+1


nl+1,r+1 =

(
l

r

)
mr(1− j)l−r, l = 0, 1, . . . , n, r = 0, 1, . . . , l.

على: نحصل فإننا
H(x) = ÃT̃(x), (3 . 2)
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حيث

T̃(x) =



t1(x)
t2(x)...
tj(x)...
tm(x)


, H(x) =



H1(x)

H2(x)...
Hj(x)...
Hm(x)


, Hj(x) =


hj0(x)

hj1(x)...
hjn(x)

 , j = 1, 2, . . . ,m.

للقلب، قابلة مصفوفة Aj فإن للقلب، قابلة Nj و M ،L المصفوفات أن بما إذن ،det(Nj) ̸= 0 أن نلاحظ
للقلب. قابلة Ã وبالتالي

[1] .1.1.2 خاصية
⟨H(x),H(x)⟩ =

∫ 1

0

H(x)HT(x)dx = I (4 . 2)
.m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة ذات الوحدة مصفوفة I حيث

برهان.
.m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة E حيث E =

∫ 1

0
H(x)HT(x)dx نضع

E =

1∫
0

H(x)HT(x)dx =



⟨h10, h10⟩ · · · ⟨h10, h1n⟩ · · · ⟨h10, hmn⟩
⟨h11, h10⟩ · · · ⟨h11, h1n⟩ · · · ⟨h11, hmn⟩... ... ... ... ...
⟨h1n, h10⟩ · · · ⟨h1n, h1n⟩ · · · ⟨h1n, hmn⟩... ... ... ... ...
⟨hmn, h10⟩ · · · ⟨hmn, h1n⟩ · · · ⟨hmn, hmn⟩


.j, l = 1, 2, . . . ,m, i, r = 0, 1, . . . , n, elr

ji = ⟨hji, hlr⟩ حيث E = (elr
ji) لتكن

حالتين: هناك
.elr

ji = 0 نجد (2 . 2) حسب فإنه j ̸= l كان إذا .1
فإن: j = l كان إذا .2

elr
ji = ⟨hji, hlr⟩
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=

1∫
0

hji(x)hlr(x)dx

=

j
m∫

j−1
m

√
mOBi,n(mx− j + 1)

√
mOBr,n(mx− j + 1)dx

=

1∫
0

OBi,n(x)OBr,n(x)dx

= δir

بالتالي و
elr
ji =

{
0 j ̸= l أو i ̸= r

1 j = l و i = r
(5 . 2)

إذن:
E =

∫ 1

0

H(x)HT(x)dx = I, (6 . 2)

دالة تقريب 2 . 1 . 2
المزج. دوال مجموعة {h10(x), h11(x), . . . , hm−1,n(x), hm,n(x)} ⊂ H و H = L2[0, 1) أن نفرض

.y(x) ∈ L2([0, 1)) و S = span{h10(x), h11(x), . . . , h1,n(x), h2,0(x), . . . , hm,n(x)} ليكن
تقريب أحسن يوجد (1.2 . 1) ية النظر حسب فإنه ،[24] مغلق و منتهي بعد ذو جزئي شعاعي فضاء S أن بما

أي: وحيد يكون و S في y للدالة z̃
∀z ∈ S, ∃! z̃ ∈ S : ∥y − z̃∥ ≤ ∥y − z∥

فإن: z̃ ∈ S أن بما و
y(x) ≈ z̃ =

m∑
j=1

n∑
i=0

cjihji(x) = CTH(x) (7 . 2)
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حيث

C =



C1

C2...
Cj...
Cm


, Cj =



cj0

cj1...
cj2...
cjn


, j = 1, 2, . . . ,m.

فإن: (3 . 1) حسب و
∀z ∈ S ⟨y − z̃, z⟩ = 0 (8 . 2)

أي:
⟨y − CTH(x), z⟩ = 0 (9 . 2)

خاصة بصفة و
⟨y − CTH(x), hlr⟩ = 0, l = 1, 2, . . . ,m, r = 0, 1, . . . , n (10 . 2)

⟨y, hlr⟩ =
n∑

i=0

m∑
j=1

cji⟨hji, hlr⟩, l = 1, 2, . . . ,m, r = 0, 1, . . . , n (11 . 2)
لدينا يصبح إذن

CT⟨H(x),H(x)⟩ = ⟨y(x),H(x)⟩ (12 . 2)
حيث

⟨y(x),H(x)⟩ =
∫ 1

0

y(x)HT(x)dx =
[
⟨y, h10⟩, ⟨y, h11⟩, . . . , ⟨y, hmn⟩

] (13 . 2)
على: نحصل (1.1.2) الخاصية و (12 . 2) خلال من

CT = ⟨y(x),H(x)⟩ =
[
⟨y(x), h10⟩, . . . , ⟨y(x), hmn⟩

]
أي:

C =
[
⟨y(x), h10⟩, . . . , ⟨y(x), hmn⟩

]T (14 . 2)
إذن:

cji = ⟨y(x), hji(x)⟩, i = 0, 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m (15 . 2)
.L2[0, 1) على المعرف السلمي الجداء ⟨., .⟩ حيث
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التقارب دراسة 3 . 1 . 2
[1] .1.1.2 توطئة

و f =
m∑
j=1

fj حيث مرة، n+ 1 بإستمرار للتفاضل قابلة دالة f ∈ C(n+1)[0, 1) لتكن
.j = 1, 2, . . . ,m, Sj = Span{hj0(x), hj1(x), . . . , hjn(x)}المتراجحة يحقق و ،f للدالة تقريب هو CTH(x) فإن ،Sj في fj للدالة تقريب أحسن هو CT

j Hj(x) كان إذا
التالية:

∥f − CTH(x)∥2 ≤
γ

mn+1(n+ 1)!
√
2n+ 3

, γ = max
x∈[0,1)

|f (n+1)(x)|. (16 . 2)
[1] برهان.

يلي: كما تايلور سلسلة حسب fj(x) الدالة لننشر

f̃j(x) = fj

(j − 1

m

)
+ f ′

j

(j − 1

m

)(
x− j − 1

m

)
+ · · ·+ f

(n)
j

(j − 1

m

)(x− j−1
m

)n
n!

,

j − 1

m
≤ x <

j

m لدينا

|fj(x)− f̃j(x)| ≤ |f (n+1)(η)|

(
x− j−1

m

)n+1

(n+ 1)!
, η ∈

[j − 1

m
,
j

m

)
, j = 1, 2, . . . ,m. (17 . 2)

على: نحصل (17 . 2) بإستخدام فإنه ،f̃j ∈ Sj و Sj في fj للدالة تقريب أحسن هو CT
j Hj(x) أن بما

∥fj − CT
j Hj(x)∥22 ≤ ∥fj − f̃j∥2 =

j
m∫

j−1
m

|fj(x)− f̃j(x)|2dx

≤

j
m∫

j−1
m

[
f (n+1)(η)(x− j − 1/m)n+1

(n+ 1)!

]2
dx

≤
[

γ

(n+ 1)!

]2 j
m∫

j−1
m

(
x− j − 1

m

)2n+2

dx

=

[
γ

(n+ 1)!

]2
1

m2n+3(2n+ 3)
.
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إذن:
∥f − CTH(x)∥22 ≤

m∑
j=1

∥fj − CT
j Hj(x)∥22 ≤

γ2

m2n+2[(n+ 1)!]2(2n+ 3)
. (18 . 2)

المطلوب. على نحصل التربيعي الجذر بأخذ و
العمليات مصفوفات 2 . 2

الجداء لناتج العمليات مصفوفة 1 . 2 . 2
الرتبة من (the operational matrix of the product) الجداء لناتج العمليات مصفوفة C̃ لتكن

التالية: العامة الصيغة بإستخدام نجدها التي و m(n+ 1)×m(n+ 1)

CTH(x)HT(x) ≈ HT(x)C̃ (19 . 2)
نجد: (3 . 2) و (7 . 2) على بالإعتماد

CTH(x)HT(x) ≈ CTH(x)T̃T(x)ÃT (20 . 2)
=

[
CTH(x), xCTH(x), . . . , xnCTH(x),CTH(x), . . .

]
ÃT (21 . 2)

=

[
n∑

i=0

m∑
j=1

cjihji(x), . . . ,
n∑

i=0

m∑
j=1

xncjihji(x)

]
ÃT (22 . 2)

.i, k = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, xkhji(x) الدوال كل بتقريب نقوم الآن
لدينا يكون (7 . 2) خلال من

xkhji(x) ≈
m∑
l=1

n∑
r=0

νlr
k,jihlr(x) = νT

k,jiH(x), k = 0, 1, . . . , n (23 . 2)
حيث

νk,ji =
[
ν10
k,ji, ν

11
k,ji, . . . , ν

1n
k,ji, ν

20
k,ji, ν

21
k,ji, . . . , ν

mn
k,ji

]T

هي: νk,ji الشعاع عناصر و
νk,ji =

∫ 1

0

xkhji(x)H(x)dx (24 . 2)
=

[ ∫ 1

0

xkhji(x)h10(x)dx, . . . ,

∫ 1

0

xkhji(x)hmn(x)dx

]T (25 . 2)
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بالتالي و
n∑

i=0

m∑
j=1

cjix
khji(x) =

n∑
i=0

m∑
j=1

cji

( m∑
l=1

n∑
r=0

νlr
k,jihlr(x)

)
(26 . 2)

=
n∑

r=0

m∑
l=1

hlr(x)

( m∑
j=1

n∑
i=0

cjiν
lr
k,ji

)
(27 . 2)

= HT(x)

[ m∑
j=1

n∑
i=0

cjiν
10
k,ji, . . . ,

m∑
j=1

n∑
i=0

cjiν
mn
k,ji

]T (28 . 2)
= HT(x)

[
νk,10, νk,11, . . . , νk,mn

]
C (29 . 2)

= HT(x)WkC (30 . 2)
.m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة Wk = [νk,10, νk,11, . . . , νk,mn] حيث
حيث ،m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة V = [V1,V2, . . . ,Vm] لتكن

.(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة Vj =
[
W0C,W1C, . . . ,WnC

]
على: نحصل (22 . 2) في (30 . 2) بتعويض

CTH(x)HT(x) ≈ HT(x)VÃT (31 . 2)
أي:

C̃ = VÃT (32 . 2)
الشكل: على V كتبنا إذا الآن

V =

∫ 1

0

JTdx

.m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفتين J و T حيث

J =


h10h10c10 h10h11c11 · · · h10hmncmn

h11h10c10 h11h11c11 · · · h11hmncmn... ... . . . ...
hmnh10c10 hmnh11c11 · · · hmnhmncmn

 T =


T̃T(x)

T̃T(x)...
T̃T(x)


على: نحصل فإننا

C̃ =

∫ 1

0

JTÃTdx (33 . 2)
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نجد: (33 . 2) في يضها بتعو التي و T̃(x) = Ã−1H(x) لدينا (3 . 2) خلال من
C̃ =

∫ 1

0

JU (34 . 2)
.m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة U حيث

U =


HT(x)

HT(x)...
HT(x)


الشكل: من مصفوفة هي C̃ أن نستنتج المزج دوال خواص خلال من

C̃ = diag [C̃1, C̃2, . . . , C̃j, . . . , C̃m

] (35 . 2)
.(n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من متناظرة مصفوفات هي j = 1, 2, . . . ,m, C̃j = [cjlr] حيث

cjlr =

j
m∫

j−1
m

(
hj(l−1)(x)hj(r−1)(x)

n∑
i=0

cjihji(x)

)
dx, l, r = 1, 2, . . . , n+ 1. (36 . 2)

للاشتقاق العمليات مصفوفة 2 . 2 . 2
الرتبة من (the operational matrix of differentiation) للاشتقاق العمليات مصفوفة D لتكن

حيث: m(n+ 1)×m(n+ 1)

d

dx
H(x) = DH(x), (37 . 2)

نجد: (3 . 2) خلال من
d

dx
H(x) =

d

dx

(
ÃT̃(x)

)
= ÃṼ(x)

حيث

Ṽ(x) =


v1(x)

v2(x)...
vm(x)

 , vj(x) =



0

1

2x...
nxn−1


, j = 1, 2, . . . ,m.
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الشكل: على Ṽ(x) نكتب الآن
Ṽ(x) = Q̃T̃(x)

جزئية مصفوفة Q و m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة Q̃ = diag[Q,Q, . . . ,Q, . . . ,Q] حيث
.(n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من

Q =



0 0 0 · · · 0 0

1 0 0 · · · 0 0

0 2 0 · · · 0 0... ... ... · · · ... ...
0 0 0 · · · n 0


فإن: بالتالي و

d

dx
H(x) = ÃQ̃T̃(x) (38 . 2)

نجد: (38 . 2) في يضها بتعو والتي T̃(x) = Ã−1H(x) لدينا (3 . 2) خلال من
d

dx
H(x) = ÃQ̃T̃(x) = ÃQ̃Ã−1H(x),

إذن:
D = ÃQ̃Ã−1. (39 . 2)

نجد: عامة، بصفة و
dk

dxk
H(x) = DkH(x), k = 1, 2, 3, . . . (40 . 2)



الثالث الفصل
التفاضلية للمعادلة العددي الحل
الخطية غير لفريدهولم التكاملية

بإستخدام الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية للمعادلة عددي حل 1 . 3
المزج دوال

جملة إلى s الرتبة من الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة يل تحو يقة طر الجزء، هذا في سنشرح
العددي. الحل نجد بحلها التي خطية، غير ية جبر معادلات

كالآتي: هي يقة الطر
:y(x) تقريب .1

y(x) ≈ CTH(x) (1 . 3)
:i = 0, 1, 2, . . . , s, y(i)(x) تقريب .2

y(i)(x) ≈ CT(H(x))(i) = CTDiH(x), i = 0, 1, 2, . . . , s, (2 . 3)
.(39 . 2) في المعرفة المصفوفة D حيث

:[1]k(x, t) ∈ L2([0, 1)× [0, 1)) تقريب .3
k(x, t) ≈

m∑
i=1

m∑
j=1

n∑
l=0

n∑
r=0

kij
lrhil(x)hjr(t) = HT(x)KH(t), (3 . 3)
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يلي: كما عناصرها جزئية مصفوفة kij و m(n+ 1)×m(n+ 1) الرتبة من مصفوفة K = [kij] حيث

kij
lr =

i
m∫

i−1
m

j
m∫

j−1
m

k(x, t)hi(l−1)(x)hj(r−1)(t)dxdt (4 . 3)

.l, r = 1, 2, . . . , n+ 1, i, j = 1, 2, . . . ,m حيث
:yq(x) تقريب .4

على: نحصل ،(19 . 2) و (7 . 2) على بالإعتماد
y2(x) =

[
CTH(x)

]2
= CTH(x)HT(x)C = HT(x)C̃C,

y3(x) = CTH(x)
[
CTH(x)

]2
= CTH(x)HT(x)C̃C = HT(x)C̃C̃C = HT(x)

(
C̃
)2C,

أن: نستنتج منه و
yq(x) = HT(x)

(
C̃
)q−1C. (5 . 3)

:g(x) تقريب .5
g(x) ≈ GTH(x), (6 . 3)

أي: (14 . 2) عناصر تعيين في المستخدمة يقة الطر بنفس G الشعاع عناصر نعين و
gji = ⟨g(x), hji(x)⟩, i = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m

:pi(x) تقريب .6
pi(x) ≈ PT

i H(x), i = 0, 1, 2, . . . , s, (7 . 3)
أي: (14 . 2) عناصر تعيين في المستخدمة يقة الطر بنفس Pi الشعاع عناصر نعين و

plr
i = ⟨pi(x), hlr(x)⟩, r = 0, 1, . . . , n, l = 1, 2, . . . ,m

على: نحصل ،(1) المعادلة في (7 . 3) و (6 . 3) ،(5 . 3) ،(3 . 3) ،(2 . 3) المعادلات يض بتعو الآن
s∑

i=0

PT
i H(x)HT(x)(Di)TC = HT(x)G + λ

∫ 1

0

HT(x)KH(t)HT(t)
(
C̃
)q−1Cdt. (8 . 3)
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لدينا: يصبح ،(6 . 2) و (19 . 2) على بالإعتماد و
s∑

i=0

HT(x)P̃i(Di)TC = HT(x)G + λHT(x)K
(
C̃
)q−1C, (9 . 3)

الرتبة من الجداء لناتج العمليات مصفوفة i = 0, 1, . . . , n, P̃i = diag[P̃i
1, P̃i

2, . . . , P̃i
m

] حيث
(n+ 1)× (n+ 1) الرتبة من متناظرة مصفوفة j = 1, 2, . . . ,m, P̃i

j = [pji
lr] و m(n+ 1)×m(n+ 1)

يلي: كما عناصرها و

pji
lr =

j
m∫

j−1
m

(
hj(l−1)(x)hj(r−1)(x)

n∑
k=0

pjk
i hjk(x)

)
dx, l, r = 1, 2, . . . , n+ 1.

على: نحصل التبسيط بعد و
s∑

i=0

P̃i(Di)TC − λK(C̃)q−1C = G. (10 . 3)
المعروفة ية التكرار الطرق أحد بإستخدام حلها يمكن خطية غير ية جبر معادلات جملة هي (10 . 3) المعادلة

نيوتن. يقة كطر
العددي. الحل على فنحصل (1 . 3) المعادلة في نعوضها C تعيين عند

عددي تطبيق 2 . 3
الأخطاء بمقارنة قمنا لقد و المقترحة. يقة الطر تقارب و دقة تثبت التي الأمثلة لبعض عددية نتائج يلي ما في
بهذه المرفقة الحسابات أنجزت .[16 ,15 ,4 ,3] في أخرى عددية طرق مع يقة الطر هذه عن الناشئة المطلقة

المتلاب. بإستعمال الأمثلة
.1.2.3 مثال

[16 ,15 ,1] الأولى الرتبة من الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لتكن
y′(x) = 1− 1

3
x+

∫ 1

0

xy2(t)dt, 0 ≤ x < 1 (11 . 3)
الإبتدائي: الشرط تحقق التي

y(0) = 0. (12 . 3)
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المثال: هذا في
.q = 2 و k(x, t) = x, λ = 1, g(x) = 1− 1

3
x, p1 = 1, p0 = 0

هي: المثال لهذا (10 . 3) المصفوفية المعادلة
P̃1DTC − K(C̃)C = G. (13 . 3)

لدينا: m = 2 و n = 1 أجل من حيث،

P̃1 = I, DT =


−3 3

√
3 0 0

−
√
3 3 0 0

0 0 −3 3
√
3

0 0 −
√
3 3

 , C =


c10

c11

c20

c21



K =


1/16

√
3/48 1/16

√
3/48√

3/16 1/16
√
3/16 1/16

1/4
√
3/12 1/4

√
3/12√

3/8 1/8
√
3/8 1/8

 , G =


17
√
6/72

5
√
2/24

7
√
6/36√
2/6



C̃ =
1

4


3
√
6c10 −

√
2c11 −

√
2c10 +

√
6c11 0 0

−
√
2c10 +

√
6c11

√
6c10 + 5

√
2c11 0 0

0 0 3
√
6c20 −

√
2c21 −

√
2c20 +

√
6c21

0 0 −
√
2c20 +

√
6c21

√
6c20 + 5

√
2c21


أي: (12 . 3) الإبتدائي الشرط على بالإعتماد نحلها خطية غير ية جبر معادلات هي (13 . 3) المعادلة

.√6c10 −
√
2c11 = 0

على فنحصل
.c21 =

√
2/4 و c20 =

√
6/6, c11 =

√
2/8, c10 =

√
6/24

تعطينا [15] يقة الطر كذلك الحقيقي. للحل مطابق هو الذي و y(x) = x نجد (1 . 3) في القيم هذه وبتعويض
.1.5217E − 03 بالقيمة فيها مطلق خطأ أكبر قدر [16] يقة الطر بينما الحقيقي، الحل
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.1.2.3 للمثال بالنسبة y1(x) التقريبي الحل و y(x) الحقيقي الحل :1 . 3 شكل

.2.2.3 مثال
[15 ,4 ,1] الأولى الرتبة من الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لتكن

xy′(x)− y(x) = −1

6
+

4

5
x2 +

∫ 1

0

(x2 + t)y2(t)dt, 0 ≤ x < 1, (14 . 3)
الإبتدائي: الشرط ذات

y(0) = 0. (15 . 3)
المثال: هذا في

.q = 2 و k(x, t) = x2 + t, λ = 1, g(x) = −1
6
+ 4

5
x2, p1 = x, p0 = −1

هي: المثال لهذا (10 . 3) المصفوفية )المعادلة
P̃0 + P̃1DT

)
C − K(C̃)C = G, (16 . 3)

لدينا: m = 2 و n = 2 أجل من حيث،

P̃0 = −I, P̃1 =



1/12
√
15/60 −

√
5/120 0 0 0√

15/60 1/4
√
3/24 0 0 0

−
√
5/120

√
3/24 5/12 0 0 0

0 0 0 7/12
√
15/60 −

√
5/120

0 0 0
√
15/60 3/4

√
3/24

0 0 0 −
√
5/120

√
3/24 11/12
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DT =



−5 7
√
15/3 −2

√
5 0 0 0

−
√
15/3 −3 14

√
3/3 0 0 0

0 −8
√
3/3 8 0 0 0

0 0 0 −5 7
√
15/3 −2

√
5

0 0 0 −
√
15/3 −3 14

√
3/3

0 0 0 0 −8
√
3/3 8



C =



c10

c11

c12

c20

c21

c22


, G =



−11
√
10/450

−
√
6/90√

2/180

23
√
10/900

13
√
6/180

19
√
2/180



K =



1/24
√
15/45 7

√
5/240 13/72

√
15/20 41

√
5/720√

15/72 1/12 5
√
3/144

√
15/24 1/16

√
3/16√

5/48 5
√
3/144 1/24 7

√
5/144

√
3/16 5/72

7/48 31
√
15/720

√
15/20 41/144 17

√
15/240 7

√
5/90

7
√
15/144 3/16 5

√
3/72 11

√
15/144 13/48 7

√
3/72√

5/16 11
√
3/144 1/12 13

√
5/144 5

√
3/48 1/9


C̃ =

[
c̃1 0

0 c̃2

]

c̃j =



5
√
10

7
cj0 −

5
√
6

21
cj1 −5

√
6

21
cj0 +

11
√
10

35
cj1

√
2

7
cj0 −

8
√
30

105
cj1

+

√
2

7
cj2 −8

√
30

105
cj2 +

3
√
10

35
cj2

−5
√
6

21
cj0 +

11
√
10

35
cj1

11
√
10

35
cj0 +

3
√
6

7
cj1 −8

√
30

105
cj0 +

√
2

7
cj1

−8
√
30

105
cj2 +

√
2

7
cj2 +

5
√
6

21
cj2√

2

7
cj0 −

8
√
30

105
cj1 −8

√
30

105
cj0 +

√
2

7
cj1

3
√
10

35
cj0 +

5
√
6

21
cj1

+
3
√
10

35
cj2 +

5
√
6

21
cj2 +

13
√
2

7
cj2


.j = 1, 2

أي: (15 . 3) الإبتدائي الشرط على بالإعتماد نحلها خطية غير ية جبر معادلات هي (16 . 3) المعادلة
.√10c10 −

√
6c11 +

√
2c12 = 0
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على فنحصل
و c21 =

√
6/8, c20 =

√
10/15, c12 =

√
2/24, c11 =

√
6/48, c10 =

√
10/240,

.c22 =
√
2/6

تعطينا [15] يقة الطر كذلك الحقيقي. الحل نفسه هو الذي و y(x) = x2 نجد (7 . 2) في القيم هذه وبتعويض
.1.0000E − 10 بالقيمة فيها مطلق خطأ أكبر قدر و التقريبي الحل تعطينا [4] يقة الطر بينما الحقيقي، الحل

.2.2.3 للمثال بالنسبة y1(x) التقريبي الحل و y(x) الحقيقي الحل :2 . 3 شكل

.3.2.3 مثال
[15 ,1] الثانية الرتبة من الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لتكن

y′′(x) + xy′(x)− xy(x) = ex − sin(x) +
∫ 1

0

sinxe−2ty2(t)dt, 0 ≤ x < 1, (17 . 3)
الإبتدائية: الشروط تحقق التي

y(0) = y′(0) = 1. (18 . 3)
بأخذ ذلك و المقترحة يقة الطر بإستخدام المثال هذا نحل .y(x) = ex هو المسألة لهذه الحقيقي الحل

و المقترحة يقة الطر من كل عن الناشئة المطلقة الأخطاء قيم .(n = 3,m = 30) و (n = 2,m = 30)

يقة بالطر عليها المتحصل النتائج أن نلاحظ الجدول، هذا خلال من .(1 . 3) الجدول في مدونة [15] يقة الطر
.[15] يقة بالطر عليها المتحصل من أحسن n للعدد صغيرة قيم خلال من حتى المقترحة
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المقترحة يقة الطر يقة[15] طر x
m=30 ,n=3 m=30 ,n=2 n=7

4.0173E-010 3.1309E-007 3.2038E-009 0.0
4.9068E-010 3.8241E-007 7.1841E-010 0.2
5.9932E-010 4.6707E-007 1.4151E-010 0.4
7.3201E-010 5.7048E-007 4.0671E-011 0.6
8.9407E-010 6.9679E-007 9.1044E-010 0.8
1.4907E-010 8.2709E-007 3.7002E-009 1.0

.3.2.3 للمثال بالنسبة [15] يقة الطر و المقترحة يقة الطر من كل عن الناشئة المطلقة الأخطاء :1 . 3 جدول

.3.2.3 للمثال بالنسبة المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء :3 . 3 شكل

.4.2.3 مثال
[15 ,3 ,1] الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لتكن

y′(x) + y(x) = 1

2

(
e−2 − 1

)
+

∫ 1

0

y2(t)dt, 0 ≤ x < 1, (19 . 3)
الإبتدائي: الشرط تحقق التي

y(0) = 1. (20 . 3)
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و المقترحة يقة الطر من كل بين المقارنة يوضح (2 . 3) الجدول .y(x) = e−x هو المسألة لهذه الحقيقي الحل
.[15] يقة الطر و [3] يقة الطر

في مدونة m و n للعددين المختلفة القيم بعض أجل من المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء أكبر
يادة وز ،n قيمة تثبيت عند أنه ،(4 . 3) و (3 . 3) الجدولين خلال من نلاحظ .(4 . 3) و (3 . 3) الجدولين

تزداد. الدقة ،n قيمة يادة ز و ،m تثبيت عند كذلك تزداد، الدقة ،m قيمة
المقترحة يقة الطر يقة[15] طر [3] يقة طر x

m=15 ,n=4 m=35 ,n=3 n=7 التجميع نقاط عدد N=128
1.6710E-011 5.5200E-011 2.4509E-010 3.7591E-007 0.125
3.9705E-012 8.9982E-011 1.0202E-010 6.6413E-007 0.250
1.2126E-011 9.4606E-011 1.6139E-010 8.6917E-007 0.375
1.8312E-012 9.2457E-001 3.2362E-010 1.0020E-006 0.500
8.1299E-012 7.4991E-011 1.9197E-010 1.0757E-006 0.625
7.7237E-012 4.9442E-011 6.6120E-011 1.1029E-006 0.750
2.5547E-012 2.6083E-011 2.2417E-010 1.0944E-006 0.875

بالنسبة [15] يقة الطر و [3] يقة الطر و المقترحة يقة الطر من كل عن الناشئة المطلقة الأخطاء :2 . 3 جدول
.4.2.3 للمثال

m n
15 10 5 1

3.8490E-02 5.7735E-02 1.1547E-01 5.7735E-01 0
9.9381E-04 2.2361E-03 8.9443E-03 2.2361E-01 1
1.8665E-05 6.2994E-05 5.0395E-04 6.2994E-02 2
2.7435E-07 1.3889E-06 2.2222E-05 1.3889E-02 3
3.3088E-09 2.5126E-08 8.0403E-07 2.5126E-03 4
3.3818E-11 3.8521E-10 2.4653E-08 3.8521E-04 5
2.9984E-13 5.1230E-12 6.5574E-10 5.1230E-05 6

بالنسبة m و n للعددين مختلفة قيم أجل من المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء أكبر :3 . 3 جدول
.4.2.3 للمثال
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(n = 4,m = 35) و (n = 3,m = 35) أجل من المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء :4 . 3 شكل
.4.2.3 للمثال بالنسبة

m n
35 30 25 20

1.6496E-02 1.9245E-02 2.3094E-02 2.8868E-02 0
1.8254E-04 2.4845E-04 3.5777E-04 5.5902E-04 1
1.4693E-06 2.3331E-06 4.0316E-06 7.8743E-06 2
9.2554E-09 1.7147E-08 3.5556E-08 8.6806E-08 3
4.7839E-11 1.0340E-10 2.5729E-10 7.8519E-10 4
2.0955E-13 5.2841E-13 1.5778E-12 6.0189E-12 5
7.9625E-16 2.3425E-15 8.3935E-15 4.0023E-14 6

بالنسبة m و n للعددين مختلفة قيم أجل من المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء أكبر :4 . 3 جدول
.4.2.3 للمثال

.5.2.3 مثال
[16 ,15 ,1] الأولى الرتبة من الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلة لتكن

y′(x) = ex − 1

5
e−x2

(
e5 − 1

)
+

∫ 1

0

e2t−x2y3(t)dt, 0 ≤ x < 1, (21 . 3)
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الإبتدائي: الشرط تحقق التي
y(0) = 1. (22 . 3)

من المقترحة يقة الطر من كل عن الناشئة المطلقة الأخطاء قيم .y(x) = e−x هو المسألة لهذه الحقيقي الحل
الجدول في مدونة [15] يقة الطر و (n = 5,m = 35) و (n = 5, n = 20) ،(n = 4, m = 35) أجل
[15] يقة بالطر عليها المتحصل من أحسن كانت n = 4 بأخذ المقترحة يقة بالطر عليها المتحصل النتائج .(5 . 3)
عن ناشئة مطلق خطأ قيمة أكبر قدرت كذلك، تزداد. الدقة n قيمة إزدادت كلما بالتأكيد و .n = 9 بأخذ

.3.7259E − 03 بالقيمة [16] يقة الطر
المقترحة يقة الطر يقة[15] الطر x

m=35 ,n=5 m=20 ,n=5 m=35 ,n=4 n=9
3.3307E-016 2.3981E-014 6.3793E-013 2.4740E-012 0.0
4.4409E-016 2.9310E-014 7.7915E-013 1.9780E-012 0.2
4.4507E-016 3.5749E-014 9.5146E-013 2.5981E-012 0.4
6.6613E-016 4.3743E-014 1.1622E-012 3.8940E-012 0.6
8.8818E-016 5.3735E-014 1.4198E-012 5.7709E-012 0.8
1.3232E-015 6.2617E-014 1.6898E-012 3.3360E-012 1.0

.5.2.3 للمثال بالنسبة [15] يقة الطر و المقترحة يقة الطر من كل عن الناشئة المطلقة الأخطاء :5 . 3 جدول

.5.2.3 للمثال بالنسبة المقترحة يقة الطر عن الناشئة المطلقة الأخطاء :5 . 3 شكل



خاتمة
ذلك و الخطية غير لفريدهولم التكاملية التفاضلية المعادلات لحل عددية يقة طر بعرض قمنا المذكرة، هذه في
هذه مزايا من و المتجانسة. و المتعامدة برنشتاين حدود كثيرات و النبضية القطع دوال مزج دوال بإستخدام
على الحصول حدود، كثير دالة عن عبارة للمعادلة الحقيقي الحل كان إذا التحليلي الحل على الحصول يقة، الطر
العمليات مصفوفة و C̃ الجداء لناتج العمليات مصفوفة شكل ،n للعدد صغيرة قيم خلال من حتى عالية دقة
الحسابات. تبسيط و الوقت ربح في يساهم مما ية الصفر العناصر من العديد على يحتوي كلاهما حيث D للاشتقاق
النتائج أظهرت حيث ،[16 ,15 ,4 ,3] الأخرى العددية الطرق بعض و المقترحة يقة الطر بين مقارنة وضع تم
الأمثلة على بناء ذلك و الأخرى العددية الطرق بقية مع بالمقارنة كفاءة الأكثر هي المقدمة يقة الطر أن العددية

إستخدمناها. التي
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